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Praca sa zaoberd navrhom a realizaciou numerickej metody druhého radu presnosti na
rieSenie rovnice advekcie pre dané rychlostné vektorové pole. Doraz je kladeny na pocitacovi
realizdciu v modernom softvéri DUNE (Distributed and Unified Numerics Environment),
ktory na zaklade jednotného rozhrania pre pouzitie numerickych metod na roznych typoch
vypoctovych sieti umoznuje ich efektivne pouzitie od najjednoduchsich ako st rovnomern4,
pevna, struktirovand sief az po komplexné, lokélne zjemnené, v ¢ase premenlivé, nestrukti-
rované siete. Ulohou studentskej prace je pochopit zaklady préce s tymto softvérom, real-
izovat v iom novd numerické metédu a preveritf ju na roznych prikladoch.

Annotation:

This work deals with a proposal and realization of a second order accurate numerical
method for the solution of advection equation for a given velocity vector field. The em-
phasize is given on the implemenntation of such method in modern software tool DUNE
(Distributed and Unified Numerics Environment) that offers a single interface for numerical
methods based on different types of computational grids to work efficiently with them start-
ing from the simplest uniform, fixed, structured grids and finishing with complex, locally
adapted, changing in time, unstructured grids. The aim of this student work is to under-
stand the principles of this software, to realize new numerical method in this environment
and to check it on several examples.



1 Uvod

DUNE (Distributed and Unified Numerics Environment) je softvérova kniznica napisand v
programovacom jazyku C++ na numerické rieSenie parcialnych diferencialnych rovnic. Pod-
poruje jednoduchi implementéciu metéd ako Metéda koneénych prvkov (MKP), Metoda
konecnych objemov (MKO), alebo Met6da konecnych diferencii (MKD). DUNE je volne
dostupna pod licenciou GPL. Je mozné aj pouzitie s inym komerénym softvérom. Kniznica
DUNE je rozdelend do samostatnych modulov. Pre aktudlnu verziu 1.1 (z 31. marca 2009)
st dostupné moduly:

e dune-common obsahuje zakladné triedy pouzivané vsetkymi ostatnymi DUNE modulmi.

e dune-grid je najrozvinutejsi modul, ktory je pouzity v tejto praci. Definuje nekon-
formné, hierarchicky vnorené, paralelné mriezky a mriezky s roznym typom elementov
v priestore s lubovolnym rozmerom. Podporuje graficky vystup napriklad vo forméte
VTK.

e dune-istl - [terative Solver Template Library poskytuje zdkladné triedy riedkych
matic a vektorov a metédy na ich rieSenie. St pouzité moderné programovacie tech-
niky ako generické programovanie ¢i staticky polymorfizmus.

e dune-grid-howto - manual [2| s ukdzkovou implementdciou metédy prvého radu,
ktori sme modifikovali v praci na metédu druhého radu



2 Metbéda koneénych objemov

Budeme riesit linedrnu hyperbolicki parcidlnu diferencidlnu rovnicu, alebo tzv. rovnicu
advekcie
oc

E—i—v (uc)=0 na QxT (1)

kde 2 C R je vypoctovd oblast, T = (0,t..q) je casovy interval, ¢ : 2 x T — R je nezndma
funkcia a u : Q x T'— R? je dané rychlostné pole. Divergencia rychlostného pola nech je
nulova. Pre rovnicu méame definovani pociatoéni podmienku

c(x,0) =co(x) =€Q (2)
a okrajovi podmienku
c(z,t) =b(z,t) t>0,zel,(t)={yeco | u(yt) v(y) <0} (3)

v(y) je jednotkovy vektor vonkajsej normaly v bode y € 92 a I';,(t) je pritokova hranica
v case t.

Spojitt diferencidlnu rovnicu (1) aproximujeme diskrétnymi rovnicami pomocou metédy
konecnych objemov. Vypoctova mriezka (siet) pozostdva z elementov w; a Casovy interval
T je diskretizovany na kroky 0 = tg,t1,...,tn, tpi1, ..., tN = tena- Rovnicu (1) prepiSeme
do integralneho tvaru, t.j. integrujeme cez kazdy element vypoctovej mriezky w; a ¢asovy
interval (t,,t,41):

tnt1
//—dtdx—i—//v uc)dtder =0 Vi, (4)

Po ciastocnej integracii dostavame

tni1
/c(m,tn+1)dm—/ (x,t,) dx + / /cu vdsdt=0 Vi (5)
w; tn Ow;

Hranicu elementu Ow; rozdelime na ¢asti 7;;, ¢o je bud prienik s inym (susednym)
elementom dw; N Ow,, alebo prienik s hranicou oblasti dw; N OS2
Vypocet tokov vedie k nasledujicej rovnici pre nezname hodnoty elementov v case t,1

Citt ] = Cllwnl + 3 g byl At =0 i, 0

Yij

TL L 9 .« . o .
kde At" =t 1 —tp, +2 * je rychlost na hranici elementu 7;; v jej strednom bode x;; € v;;
v Case t, L1= tn + 1At”, v;; je jednotkovy vektor vonkajSej normadly casti hranice v;; a
funkcia toku je definovana ako

b(Xij, tyi1) Xij € Fm(tn+§>
1 1 1
n+3 o n+z ntj nt3
Fij =19 G Sty Vi Uy v <0 (7)
n+; n+ts n+j
oy i Vi Wi Vi 20



Hodnota b(x;;) je dand okrajovou podmienkou na pritokovej ¢asti hranice elementu ;;.
Ak zvolime C’;?le = b(x;j) na x;; € Iy, (t), mozeme tvar (7) prepisat na

1 1 1 1 1
FZJFQ = CZ.“ maX(O,uZ-Jr2 V) — C;+2 max(0, —U;; mre “V4j). (8)

2.1 Numericka metéda prvého radu

Aproximujme c¢(z, t) funkciou C'(z,t) = CI", x € w;, t € [tn, th) pricom C!* je hodnota na
elemente w; v case t,. Pri metdéde prvého radu zvolime C’ = C7" a funkcia toku mé tvar

n+i nt+i 1
Fir=cp max((),uij+2 - vi5) — CF max(0, —uy; e 2 v5). (9)

v

7 (6) po rozpisani a vyjadreni C"*! dostavame

NI

n+

n+% .

ot =cr — C"Atnz i max(0, u

|wz

Vz] + Atn Z Cn ||Zj]

Yij

Schéma je stabilna, ak je splnené

i n+} 733 +3
11— A" Z ]ujj max (0, u;; * - vy;) > 0 A" < mln Z ]a:\ max(0, uz )
Yij Yij

Prepiseme (10) na tvar

n+i n+z .
Crtt = — At Z ’|ij O"nm:x:((),ui;r2 - 45) + CF max(0, —ui;? v5)) Vi (12)
'Yz] Z

-

0;

2.2 Numericka metoda druhého radu

Pri metdode prvého radu sme funkciu ¢ aproximovali konstantnou funkciou C'. Pri metode
druhého radu [1] pouzijeme

Atn n+1/2

C”*2 C" (i) — ——VCI - , (13)

kde C™(x) je linedrna funkcia definovana ako
C"(x) = CI' + V(' - (x — xi) (14)

a x;; su stradnice stredu priesecnika dvoch susednych elementov (¢ast hranice, ktorou sa
elementy dotykaju).
Gradient pre vntitorny element mriezky w; pocitame ako

- Ciy1j — Cic1yj Ciyr — Cija

a pre hrani¢ny element na (napriklad lavom) okraji oblasti

Ve, - (C¢+1jh— Cij’ Cz'j+12—h0ij—1) (16)
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2.3 Vypocet chyby

Na demonstraciu konvergencie oboch metéd pouzijeme jednoduchy vypocet pre tzv. L1
chybu

E =h? Z |CZ — cp?j| (17)

kde ¢p je presné riesenie.

3 Implementacia v softvéri DUNE

Obe metdédy predvedieme na takzvanom single vortex priklade, ktory je casto vyuzivany
na testovanie numerickych metéd. Ulohu riesime na jednotkovom stvorci [0, 1] x [0, 1].

Pociatotnd podmienka je funkcia ¢(0, x,y) = /(z — 0.5)2 + (y — 0.75)2—0.15 = 0. Casovo
z&vislé rychlostné pole je dané ako V(z,y,t) = cos(%)(u(x, y), v(z,y)), (plati V-V (z,y,1) =
0), pricom: u(x,y) = —sin*(wx)sin(my)cos(my), v(z,y) = sin®*(ry)sin(rz)cos(nx).
Pociatocna funkcia, ktorda ma zaciatku tvar kruhu, sa postupne v case deformuje. V
case t = 4, ked je dosiahnutd maximélna deformdcia, sa zacina tvar funkcie vracat do

povodného tvaru, ktord dosiahne v ¢ase t = 8 vid Obrézok 1.

Obr. 1: Kontury numerického riesenia prikladu single vortex v ¢casocht =0,t =4 at =_8.

3.1 Metéda prvého radu

Ako prvé si zadefinujeme pociatoéné podmienky, okrajové podmienky a rychlostné pole.

// pociatocna podmienka c0O
template<int dimworld, class ct>
double c0 (const Dune:: FieldVector<ct,dimworld>& x)
{

return sqrt(pow(x[0] —.5,2)+pow(x[1] —.75,2)) —.15;
}

// casovo zavisle rychlostne pole
template<int dimworld, class ct>
Dune:: FieldVector <double,dimworld> u (const Dune:: FieldVector<ct ,dimworld>& x, double t)

Dune:: FieldVector<double, dimworld> r;
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}

r[0] = —cos(pi*t/8.0)xpow(sin(pi*x[0]),2)*sin(pi*xx[1])*cos(pixx[1]);
r[z] = cos(pi*t/8.0)xpow(sin (pi*x[1]),2)*sin(pi*xx[0])*cos(pi*x[0]);

// okrajova podmienka mna vtokovej casti hranice
template<int dimworld, class ct>
double b (const Dune:: FieldVector<ct ,dimworld>& x, double t)

}

return c0(x);

Samotny vypocet (12) implementuje funkcia evolve s ¢asovym krokom pre ktory plati (11).

template<class G, class M, class V, class Z>
void evolve (const G& grid, const M& mapper, V& c, double t, double& dt, V& cp, Z& gr)

{

// zistenie dimenzie mriezky

const int dim = G::dimension;

const int dimworld = G:: dimensionworld;
double dd = 0.0; double db = 0.0;

// typ suradnic pouzitych v mriezke
typedef typename G::ctype ct;

// typ leaf iterator
typedef typename G::template Codim<0>::Leaflterator Leaflterator;

// typ intersection iterator
typedef typename G::template Codim<0>::Leaflntersectionlterator Intersectionlterator;

// typ entity pointer
typedef typename G::template Codim<0>::EntityPointer EntityPointer;

// pripocitavaci vektor
V update(c.size ());
for (typename V::size_type i=0; i<c.size (); i++) update[i] = 0;

// cyklus na vypocet pripocitavacieho vektora a
for (Leaflterator it = grid.template leafbegin <0>(); it!=endit; ++it)
{

// typ geometrie
Dune:: GeometryType gt = it—>type();

// stred elementu v referencnom elemente
const Dune:: FieldVector<ct ,dim>&
local = Dune:: ReferenceElements<ct ,dim>::general (gt ). position (0,0);

// stred elementu v globalnych suradniciach
Dune:: FieldVector<ct ,dimworld>
global = it—>geometry (). global(local);

// velkost elementu
double volume = it —>geometry ().integrationElement (local)
*Dune : : ReferenceElements<ct ,dim>:: general (gt ).volume ();

// index elementu
int indexi = mapper.map(*it);

// cyklus cez wvsetky hrany elementu
Intersectionlterator isend = it—>ileafend ();
for (Intersectionlterator is = it—>ileafbegin (); is!=isend; ++is)
{
// typ geometrie hrany
Dune:: GeometryType gtf = is.intersectionSelfLocal ().type();

// stred hrany v referencnom elemente
const Dune:: FieldVector<ct ,dim—1>&



55 facelocal =

56 Dune:: ReferenceElements<ct ,dim—1>::general (gtf). position (0,0);
57

58 // vypocet normaloveho vektora

59 Dune:: FieldVector<ct ,dimworld> integrationOuterNormal

60 = is.integrationOuterNormal (facelocal);

61 integrationOuterNormal

62 *= Dune:: ReferenceElements<ct ,dim—1>::general (gtf).volume ();
63

64 // stred hrany v globalnych suradniciach

65 Dune:: FieldVector<ct ,dimworld>

66 faceglobal = is.intersectionGlobal (). global(facelocal);
67

68 // rychlost v strede hrany

69 Dune:: FieldVector <double,dim> velocity = u(faceglobal ,t);

70

71 // wypocet suciny a normaloveho wvektora

72 double factor = velocityxintegrationOuterNormal/volume;

73

74 // rozlisovanie typu suseda

75 if (is.neighbor())

76 {

7 // pristup na suseda

78 EntityPointer outside = is.outside ();

79 int indexj = mapper.map(*xoutside);

80

81 // wvypocet tokow

82 if ( it—>level()>outside—>level () ||

83 (it—>level()==outside—>level () && indexi<indexj) )

84 {

85 // sucin rychlosti a normaloveho vektora v susednom elemente
86 Dune :: GeometryType nbgt = outside—>type ();

87 const Dune:: FieldVector<ct ,dim>&

88 nblocal = Dune:: ReferenceElements<ct ,dim>:: general (nbgt). position (0,0);
89 double nbvolume = outside—>geometry (). integrationElement (nblocal)
90 *Dune:: ReferenceElements<ct ,dim>:: general (nbgt ). volume ();
91 double nbfactor = velocity*integrationOuterNormal/nbvolume;
92

93 if (factor <0) // tok dovnutra

94

95 update [indexi] —= c[indexj] * factor;

96 update [indexj] 4= c[indexj] * nbfactor;

97 }

98

99 else // tok wvon

100

101 update [indexi] —= c[indexi] * factor;

102 update [indexj] += c[indexi] % nbfactor;

103 }

104 }

105 }

106

107 // ak je wvonkajsia hranica

108 if (is.boundary())

109

110 if (factor<0) // tok dovnutra, aplikacia okrajovej podmienky
111 update [indexi] —= b(faceglobal ,t)xfactor;

112

113 else // tok wvon

114

115 update [indexi] —= c[indexi] * factor;

116 }

117

118 } // koniec cyklu cez hranice elementu

119

120 // presne riesenie

121 cplindexi] = b(global ,t+dt);

122

123 } // koniec cyklu cez mriezku



124
125
126
127
128
129
130
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}

// nmove riesenie
for (unsigned int 1=0; i<c.size (); ++i)
c[i] += dt+update[i];

return;

Riadky 26-118 obsahuju cyklus cez vSetky elementy mriezky, v ktorom sa pocita vek-
tor ¢;. Ten je alokovany na riadku 22, kde predpokladame ze V je objekt s kopirovacim

konstruktorom a metédou size.

Vypocet tokov je implementovany v riadkoch 75-116. Pomocou IntersectionIterator
pristupujeme na casti hranice 7;; elementu w;. Ak v;; je priese¢nik so susednym elementom
w; metéda iterdtora neighbor () vrati true (riadok 75), alebo 7;; je prieseénik s hranicou

vypoctovej oblasti ak metéda boundary () vrati true (riadok 108).

A hlavny program:

template<class G>
void timeloop (const G& grid, double tend)

{

// wytvorenie mappera

Dune:: LeafMultipleCodimMultipleGeomTypeMapper<G, POLayout>

mapper (grid );

// wvektor na numericke riesenie, presne riesenie a gradient

std :: vector <double> c(mapper. size ());
std :: vector<double> cp (mapper. size ());
std :: vector<grad> gr(mapper. size ());

// wypocet hodnot z pociatocnej podmienky
initialize (grid ,mapper,c,cp,gr);

vtkout (grid ,c,” concentration” ,0);

// casove kroky
double t=0,dt;

int k=0;

const double savelnterval = 0.1;
double saveStep = 0.1;

int counter = 0;

while (t<tend)

{
// pocitadlo krokov
++k;

// mnumericky vypocet
evolve (grid ,mapper,c,t,dt,cp);

// casovy krok
t += dt;

// zapisovanie vysledkov
if (t >= saveStep)

// write data
vtkout (grid ,c,” concentration” ,counter );

// zvysit pocitadlo a saveStep pre dalsi
saveStep += savelnterval;
“++counter;

}

// info o mriezke case, casovom kroku

interval



std ::cout << 7s=" << grid.size (0) <<
P k=" << k << " t=" << t << 7.dt=" << dt << std::endl;

// chyba po poslednom casovom kroku
chyba(grid ,mapper,c,cp);

// zapis wvysledkow
vtkout (grid ,c,” concentration” ;counter);

}

// hlavny program
int main (int argc , char *x argv)

{

Dune:: MPIHelper :: instance (argc ,argv);

int I =0, z = 0;

std :: cout <<”Pocet.elementov:.”’<< std ::endl;
std::cin >>I;

std :: cout <<”Stupen.zjemnenia:.”’<< std::endl;
std ::cin >>z;

// Dune vypise hlasku ak mnastane vynimka

try {
using namespace Dune;

// wvytvorenie siete
const int dim=2;
typedef Dune:: SGrid<dim,dim> GridType;
Dune:: FieldVector<int ,dim> N(I);
Dune:: FieldVector<GridType:: ctype ,dim> L(0.0);
Dune:: FieldVector<GridType:: ctype ,dim> H(1.0);
GridType grid (N,L,H);
grid . globalRefine (z);

// vypocet do casu 8.0
timeloop (grid, 8.0);

catch (std::exception & e) {
std :: cout << ”STL_ERROR:.” << e.what() << std::endl;
return 1;

catch (Dune:: Exception & e) {
std :: cout << "DUNE_ERROR:.” << e.what() << std::endl;
return 1;

catch (...)
std :: cout << ”Unknown. ERROR” << std::endl;
return 1;

}

return 0;

}
Funkcia timeloop vytvori mapper a alokuje vektor rieSeni, v ktorom jeden prvok je jedna
hodnota riesenia na mriezke (hodnota vypocitana na jednom elemente). Tento vektor sa
inicializuje na riadku 14 kde sa vypocitajui rieSenia z poc¢iatoénej podmienky. Funkcia vtkout
zapisuje vypoéitané déta do siboru vo formate VIK, ktory je mozné pouzit napr. v softvéri
Paraview na vizualizaciu vysledkov. V cykle while je volana funkcia evolve, ktora realizuje
samotny vypocet. Po poslednom ¢asovom kroku je vypocitand L1 chyba.

V hlavnom programe zadavame pocet elementov ¢asovy krok a stupen zjemnenia mriezky
pricom jedno zjemnenie znamena rozdelenie kazdého elementu na polovicu v kazdom smere.
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3.2 Metoda druhého radu

Pri pouziti metédy druhého radu upravime vo funkcii evolve riadky 75-116 c¢o je imple-

mentdcia rovnice (13):

if

is.neighbor())

// pristup na suseda
EntityPointer outside = is.outside ();
int indexj = mapper.map(*xoutside);

// vypocet tokov

if
(

}

( it—>level()>outside—>level () ||
it—>level()==outside—>level () && indexi<indexj) )

// wypocet sucinu mormaloveho vektora a rTychlosti
Dune :: GeometryType nbgt = outside—>type ();
const Dune:: FieldVector<ct ,dim>&
nblocal = Dune:: ReferenceElements<ct ,dim>::general (nbgt). position (0,0);

double nbvolume = outside —>geometry (). integrationElement (nblocal)
xDune :: ReferenceElements<ct ,dim>::general (nbgt ). volume ();
double nbfactor = velocity*integrationOuterNormal/nbvolume;

// globalne suradnice stredu suseda
Dune:: FieldVector<ct ,dimworld>
nbglobal = it —>geometry (). global(nblocal);

// rychlost v strede suseda
Dune:: FieldVector<double,dim> velocitynbglobal = u(nbglobal ,t+0.5xdt);

if (factor <0) // tok dovnutra
{

dd = gr[indexj].h[0]*(faceglobal[0] —nbglobal [0]) +
grindexj]|.h[1]x(faceglobal[l]—nbglobal[1l]) — (dt/2.0) =
(gr[indexj].h[0]* velocitynbglobal [0] +
grindexj|.h[1l]*velocitynbglobal [1]);

update [indexi] —= ( c[index]]
update [indexj] += ( c[index]]

+ dd ) = factor;
+ dd ) * nbfactor;
else // tok won

db = gr[indexi].h[0]*(faceglobal[0]—global [0]) +
grindexi].h[1]*( faceglobal[l] —global[1]) — (dt/2.0) =
(gr[indexi].h[0]* velocityglobal [0] +
grindexi].h[1]* velocityglobal [1]);

update [indexi] —= ( c¢[indexi] + db ) % factor;
update [indexj] += ( c[indexi] + db ) * nbfactor;
}

// ak hranica oblasti

if (

}

is.boundary ())

if (factor<0) // aplikacia okrajovej podmienky
update [indexi] —= b(faceglobal ,t+0.5%dt)*factor;

else // outflow
db = gr[indexi].h[0]*(faceglobal[0]—global [0]) +
grindexi].h[1]x(faceglobal[l]—global[1]) — (dt/2.0) =
(grindexi].h[0]* velocityglobal [0] +
grindexi].h[1]*velocityglobal [1]);

update [indexi] —= (c[indexi] + db)x factor;



4 Zaver a porovnanie vysledkov

V nasledujticich tabulkdch uvddzame vypocitané L1 chyby po pouziti oboch metéd pri N
casovych krokoch a deleniach mriezky 50, 100 a 150.

‘ 1 ‘ N ‘ chyba ‘
50 | 500 | 0.0555
100 | 1000 | 0.0370
150 | 1500 | 0.0280

Tabulka 1: Chyby po pouziti metédy prvého radu

| T | N | chyba |
50 | 500 | 0.00604
100 | 1000 | 0.00186
150 | 1500 | 0.00080

Tabulka 2: Chyby po pouziti metédy druhého radu

Vidime, Ze chyba pri pouziti metédy prvého radu konverguje s radom 1 a metéda druhého
radu, ktord sme odvodili, konverguje s radom 2. Pre vizudlne porovnanie este uvadzame
(Obrazku 2.) vykreslené riesenia v ¢asoch ¢ = 8 pri deleni mriezky I = 150 po pouziti
oboch metdéd.

Obr. 2: Kontiry numerického riesenia prikladu single vortex v ¢asoch t = 8.
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