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Abstrakt

V tejto praci predstavujeme semi-implicitnii numerickd metodu, ktora
riesi rovnicu segmentécie Stvordimezionalneho (4D) obrazu. Pod pojmom 4D
obraz rozumieme trojdimenzionalne video. Numericka metdda je zaloZena na
semi-implicitnej ¢asovej diskretizacii a metéde konecnych objemov v pries-
torovej diskretizacii. Na rieSenie ststavy rovnic pouzivame SOR algoritmus.
Metdédu aplikujeme na segmentaciu objektov v 2D, 3D a 4D obraze.

Abstract

In this paper we introduce a semi-implicit numerical method for sol-
ving segmentation equation of four-dimensional (4D) image. As 4D image
we understand three-dimensional video. Numerical method is based on semi-
implicit time discretization and finite volume space discretization. We use
SOR algorithm for solving the arising system of equations. We apply this
method to segmentation of objects in 2D, 3D and 4D image.



1 Uvod

Segmentécia obrazu tvori vyznamnu ¢ast v spracovani obrazu a poc¢itacovom
videni. Ludia ¢asto z roznych dovodov potrebuji segmentovat uréita cast
obrazu. Na to im slizia segmentac¢né metddy. V tejto praci predstavujeme
numericki metédu na segmentéciu Stvordimenzionalneho (4D) obrazu. Pod
pojmom 4D obraz rozumieme trojdimenzionalne video, ktoré sa casto po-
uziva v bioldgii a medicine. Takéto video sluzi na pozorovanie réznych 3D
objektov meniacich sa v case. V bioldgii je to hlavne pozorovanie buniek a
casti buniek, ktoré v ¢ase menia svoj tvar a polohu. V medicinskom prostredi
sa segmentacia vyuziva napr. na identifikaciu nddorov a podobnych struktar,
vdaka ¢omu je jednoduchsie urc¢it diagnézu a dalsi postup v liecbe. Takisto
sa daju segmentovat aj orgdny a pozorovat ako sa spréavaju v Case.

Nasa metdda sa da pouzit aj na segmentéciu 2D a 3D obrazu. V praci vy-
svetlujeme funkénost matematického modelu, odvadzame numericka schému
a prezentujeme experimenty na ktorych sme tito metédu testovali. Pomo-
cou testov, v ktorych pouzivame presné riesenie ukazeme, ze vysledky zis-
kané touto metédou st spolahlivé. Metdda sa d& pouzit aj na segmentédciu
zlozitejsich objektov, ked je hranica segmentovaného objektu poskodend aj
na viacerych miestach. Ako posledné prezentujeme experimenty segmentacie
videa, kde sa dany objekt pohybuje v priestore.

2 Matematicky model

Matematicky model je reprezentovany rovnicou (2.1). Na jej rieSenie pouZi-
vame numerickit metédu. Schéma tejto metédy je zalozend na metdde ko-
necnych objemov v priestorovej diskretizacii a na semi-implicitnej casovej
diskretizacii. Tato schéma bola v 2D pripade prezentovana v [1]. V casti
venujucej sa numerickej schéme, sme ju rozsirili do 4D pripadu. Numericka
metdda riesi nasledujticu rovnicu segmentacie:

Vu
u — /€2 + |Vul?V. (g (’V[OD \/ﬁ) =0, (2.1)

kde u (t, ) je nami hladand neznama funkcia, ktora urc¢uje tvar segmentacie.
Preto ju zvykneme nazyvat aj segmentacnd funkcia. Je definované na oblasti
Qr = [0,T] x Q. Uvazujeme stvisltt vypoctovii oblast Q2 C RY d = 4,2 € Q
s Lipschitzovskou hranicou 992 a t € [0, T| urcuje ¢as segmentacie, pricom T
predstavuje cas, kedy je dosiahnutd findlna segmentécia. V praxi sa pouziva
podmienka, ktora zastavi segmentaciu, ak st zmeny rieSenia v ¢ase mensie



ako nejaka stanovend hodnota. V rovnici (2.1) vystupuje vahové funkcia g,
dévajtca informéciu o detekcii hrdn v segmentovanom obraze I°. Funkcia
g : R — R* je nerastica, g (s) — 0 pre s — oo. Funkciu g uvazujeme

v e-regularizovanom tvare g (|[VI°|) =~ ¢ ( €2+ |VIO|2>. Budeme pouzivat

oznalenie ¢ = g (|VI°]). Po dosadeni do rovnice (2.1) dostaneme

e EmT— Vu
Ut — 52 + |Vu|2v (go\/ﬁ) = 0 s (22)

¢ je regulariza¢ny parameter modelu, pre ktory plati: 1 > ¢ > 0. Pre seg-
mentaciu objektov bez porusenej hranice je optiméalna volba ¢ = 1. Pre seg-
mentaciu objektu s porusenou hranicou potrebujeme zvolit e blizsie k nule
2].

Rovnica (2.1) respektive (2.2) moze byt formalne chapana ako Evans-
Spruckova e-regularizacia

|Vu| = |Vul|. = /% + |Vul? (2.3)

rovnice segmentacie
uy — |Vu|V. <90|§—Z|) =0 (2.4)

Na riesenie systému rovnic, ktory vyplyva z numerickej schémy pouzi-
vame SOR algoritmus popisany v [2], upraveny na 4D pripad. Na testovanie
metédy pouzivame presné netrividlne rieSenie rovnice (2.1), pomocou ktorého
zistujeme experimentdlny rad konvergencie [3].

Tento matematicky model je zalozeny na dvoch hlavnych principoch re-
prezentovanymi dvoma ¢lenmi rovnice, vdaka ktorym vie hladat rieSenie aj
komplikovanejsich tloh, ako napr. segmentacia objektu s poskodenou hrani-
cou. Rovnicu (2.4) upravme nasledovne

Vu Vu
= p— 0 A= . 2.5
Nésledne vykratime |Vu| a od celej rovnice odpoéitame V¢°.Vu
Vu
uy — Vg°.Vu = ¢°|Vu|V. (W) . (2.6)

V rovnici (2.6) sa na lavej strane objavil advekény ¢len s rychlostou v a na
pravej strane ¢len toku podla strednej krivosti k

v = _v.go )

Vu
k=V.|— ).
(IVUI)



Obr. 2.1: Vektorové pole rychlosti.

Advekény ¢len s rychlostou v je reprezentovany vektorovym polom rych-
losti (Obr. 2.1). Je skonstruovany tak, ze spésobuje pritahovanie izo¢iar fun-
kcie u k hranici segmentovaného objektu. Tento ¢len zavisi od funkcie ¢°,
ktord je nerastuca a g° = g(|[VI°]), g(s) = 75z, k > 0, s = |[VI°|. Poso-
benim vektorového pola rychlosti je vyslednd segmentac¢na funkcia lomené
po castiach konstantna funkcia, pricom lom sa nachadza na hranici objektu

(Obr. 2.2).

Obr. 2.2: Ilustra¢ny graf Tubovolnej spojitej funkcie u pred zaciatkom seg-
mentacie (¢ierna), ilustracny graf lubovolnej spojitej funkcie u, po vyslednej
segmentacii (modra) a pésobenie vektorového pola (Cervena).

Clen toku podla strednej krivosti sltizi na vyhladzovanie nehladkych ¢asti
izociar. Tie sa vyskytuja v prikladoch segmentéacie objektov s porusenou
hranicou. Nehladké casti sa vyskytuja prave v miestach, kde st na hranici
objektu diery. Pretoze advekény c¢len je v tychto miestach nulovy, posobi len
¢len toku podla strednej krivosti a jeho posobenim sa diery akoby zalepia

(Obr. 2.3).



Obr. 2.3: Stvorec s porugenou hranicou (vlavo), izo¢iary segmentacnej funkcie
v segmentacnom Case t = 7 (vpravo, ¢ervend), Cervené Sipky zndzoriuju
posobenie ¢lena toku podla strednej krivosti a vyslednd izo¢iara segmentacne;
funkcie v segmentacnom case t = 119 (vpravo, modra).

Obidva ¢leny (advekény ¢len a ¢len toku podla strednej krivosti) pdsobia
stcasne a vdaka tomu vieme segmentovat aj zlozitejsie objekty (Obr. 2.4).

Obr. 2.4: Stvorec s viacnasobne poruSenou hranicou (vlavo) a jeho segmen-
tacia (vpravo).



3 Numericka schéma

Numerickd schéma metédy vychadza z rovnice (2.4), avSak vzdy pouzivame
jej e-regularizovant formu (2.2) respektive (2.1) s konkrétnym parametrom
e > 0. Robime to tak preto, lebo v rovnici (2.4) je jednoduchsie oznacenie.
Bude to jasné po odvodeni schémy a vyskytnutia parametra e v nej. K rovnici
(2.2) st pridané okrajové podmienky, ktoré mozu byt Dirichletove

u(t, r) = uP(z) ,v [0,T] x 00 (3.1)

alebo nulové Neumannove

ou

o (11) =0 v [0.7] x 09, (3.2)

kde n je vonkaj$ia jednotkova normala. Dalej potrebujeme pociatoént pod-
mienku

u(0, ) = ug ,v (3.3)

V tejto praci pouzivame nulové Neumannove okrajové podmienky (3.2).
Vypoctova oblast 2 je totozné oblasti obrazu. Predpokladame, Ze pociatocna
funkcia ug je ohranicend, napr. ug € Lo (€2).

3.1 Diskretizacia

Nech je Q2 4D oblast, takd ze existuje My, My, M3, M, € N a hy > 0 s
Q = (0, Myhg) x (0, Mahg) x (0, Mshg) x (0, Myhy) a T > 0. Povieme, Ze
(D,7), s D = (M,E,P), je priestorovo-asova diskretizécia 2 x (0,7, ak
existuje Ny € Ns T = (Nr+1)7, 7 > 0 je Gasovy krok a My, My, M3, My € N
ah>0sQ=/(0,Mh)x (0, Mah) x (0, Msh) x (0, M4h). Potom definujeme

nasledujiice mnoziny:

Mnozina M je mnozina konecnych objemov, ktora zaroven odpoveda mno-
Zine voxelov.

M ={pijpm = (((=D)h,ih)x ((G=1h, jh)x (k=1)h, kh)x ((m—1)h, mh),
1= 1, ...,Ml,j = 1, ...,Mg,k = 1, ...,Mg,m = 1, ...,M4 }

Mnozina P je mnozina reprezentacnych bodov.

P = { i = (0= 3) 1 (5= 3) b (k= 5) b (m = 5)) D
1= 17 ...,Ml,j = 1, ...,MQ,]C = 1, ...,Mg,m = 17 ...,M4 }



Mnozina £ je mnozina hranic medzi koneénymi objmami.

€ =1 igpmes = (0= Dhih) x (5 = 1h, jh) x ((k = 1)h, kh) x {mh},
1= 1, ...,Ml,j = 1, ...7M2,k‘ = ]_, ceey Mg,m = 0, ...,M4 }
U 0ijnrim = (0= Dhyih) X ((7 = Dh, jh) x {kh} > ((m — 1)h, mh),
1= 1, ...,Ml,j = 1, ...,MQ,]{) = O, ...,Mg,m = 1, ...,M4 }
U {0501 km = ((0 = Dhyih) x {jh} x ((k = 1)h, kh) x ((m — 1)h, mh),
i=1,..,M,j=0,.. Myk=1 . Mym=1,. M}
U L 0t g = 1} X (7 = Db, jh) > ((k = 1), kh) x ((m — 1)k, mh),
i=0,.,M,j=1,.,Myk=1,.,Ms,m=1,...,M }

Eint je podmnozina vsetkych o € £ | 0 € Q a &4 je podmnozZina vSetkych
o€ &|o e o Plati, ze £ = &1 UEy. Pre vietky p € M, &, je podmnozina
vietkych o € € | 0 € dp, N, je podmnozina vietkych ¢ € M | o € pNgq a
pre vietky o € &, je M, podmnozinou p € M | o € &,.

3.2 Odvodenie schémy

Hodnotu na konec¢nom objeme, ktort prave pocitame si oznacime u,, potom
u, reprezentuju hodnoty na jeho susednych konec¢nych objemoch a u,, hod-
noty na hraniciach medzi nimi (Obr. 3.1).

.uq

| )

Obr. 3.1: Hodnota na kone¢nom objeme, ktort préave pocitame wu,, hodnoty
na susednych kone¢nych objemoch wu,, hodnoty na hraniciach medzi kone-
¢nymi objemami u, v 2D pripade.



Definujeme si aproximéaciu pociatocnej podmienky
o 1
u, = — [ uo(xp)dz, Vp € M,
Pl Jp

hodnoty na hraniciach koneénych objemov u vypoéitame z pociato¢nej pod-
mienky
ul = up(z,) ,Vo € E.

Rovnicu (2.4) upravime do tvaru

0

Ut g
— V. \V4 =0 3.4
ul (IWI “) (34)

a zintegrujeme ju cez kazdy konecny objem p,

0
U g — /v. (g—vu> de =0, ¥p € M (3.5)
» [Vl » |Vul
Derivaciu podla ¢asu u; vieme nahradif doprednou diferenciou
un+1 —um
U =~ DL — p,
-

spravime aproximaciu Stvorca gradientu v kazdom konecnom objeme, tak
ako bola prezentovana v [1].

2
Np(')? = 5 ) (uptt —up)?, Vp e M, (3.6)

o€y

nasledne zregularizujeme a oznac¢ime

£ = /N (un)? + €2,

p

Funkcia I° je po dastiach konstantna funkcia. Reprezentuje hodnoty voxelov
obrazu. Hodnoty na hraniciach voxelov obrazu vypocitame ako priemernu
hodnotu dvoch voxelov, medzi ktorymi sa hranica nachadza

0 70
[0 — Ip + [q
g 2 )
dalej potrebujeme vypocitat aproximaciu hodnoty gradientu obrazu. Ta vy-
pocitame podobne ako aproximaciu hodnoty gradientu funkcie u

2
Np(I') = 5 > (3= L), pe M, (3.7)

o€y



nasledne oznacime
6= 9" (VNPIOP+22), pe M.

Teraz mame vyjadrené a oznacené vsetko, ¢o potrebujeme na dalSie tp-
ravy rovnice. V rovnici (3.5) na druhy integral aplikujeme divergenéni vetu

¢
Ut
——dx — / ——Vundo=0, peM, (3.8)
P |VU‘ op ‘VUl

Presné hodnoty nahradime aproximaciami
un+1 u” n+1 _ un+1
A _
/ ~ / —————do=0,pec M, VneN, (3.9)
P Tf op p oEE, 2

nasledne upravime

R (u Tt — ™) h
( prn p gph Z n+1 ;H—l) —0, peM, YneN, (3.10)
P

océp
vydelime h? a dostaneme

h2(untt — 2
(uy ») 29, STt —upt) =0, pe M, YneN.  (3.11)

n n
Tfp Ly

Uvazujeme podmienku konzervativity

Wt — gt uttt — gt
gp( o P )+gq( g q ):O,VUESintSMo:{p7Q}7 VTLGN

Iy I
ngp n+1 ngq n+1 ngp n+1 ngq n+1
fon o +fpfn o fon p fpfn q O’
Vo € Ent s My ={p,q}, Vn € N
n un+1 + n n+1
u = Jq'90p Ty 9 , Vo €&mus M,={p,q}, Vn e N (3.12)

T frgy+ [y

Do druhého ¢lena rovnice (3.11) dosadime vyjadrentt hodnotu u?*! v tvare
(3.12). Potom tento ¢len vyzera nasledovne

29, 3 (f;gpu;‘“ + frgqunt!

PN, f39p + 1794

"“) pE M, ¥neN. (3.13)



Cleny vo vnttri sumy upravime na spoloé¢ného menovatela a pokrac¢ujeme v
upravach
2, 5 (B S~ o~ ™

faap + 1394

n

P qeN,
_ @ Z (fggquZJrl _ f;}gqu;Jrl) _ @ Z (fngq( n+1 u;“rl)) _
P A s T A P A T 7
2
=2 (fn gig}n (g™ = UZ“)) . PEM, VneN, (3.14)
4EN, 9p 9q

Po dosadeni (3.14) do (3.11) dostaneme vyslednti numericktt schému nasej
ulohy, v tvare

h2( n+1 n

20p9 n n
Tfn _I_Z(fn pq (“H—Uqﬂ)):O,pEM,VneN.

9p + 1794
(3.15)



3.3 Algoritmus

V tejto chvili méme odvodeny systém rovnic (3.15) predstavujici semi-implicitnt
schému, ktory potrebujeme implementovat a riesit. V tejto casti predstavu-
jeme postup pri rieSeni daného systému rovnic. Zavedieme si oznacenie u

n n
namiesto up namiesto u) budeme pouzivat u” g kan ] u' g1 um.Jc +m

i,5,k,m

n

n n .
U k=t m> Yigd u47j7%7k’m, u”%’j’k’m, U1 o Najskor potrebujeme za

0 0 0 0 0

dat hodnoty prvkom u; sk Yighmt b Yighrdm Yigrdkm & Vi g hme Yigkm—1
0 0 . , S .

Ui ikt Yijd km @ uz %]km. Tieto hodnoty st vypocitané z pociatocnej

podmienky a to takto: u? jkm Je dané hodnotou pociatocnej podmienky v

0 0 0
bode ; ; i.m, u; 1 v bode ; ;. i 1, Ui st ¥ bode z; .41 1, Ui 41 dom

0

km-l—

0

v bode Tijadkmr Yipl jhm v bode Tivd gk Yijrm-t ¥ bode Ti k1>
0 0 0

Uikt ¥ bode Tijk—tam Yij 1 pm v bode w; ;_ Lk & U1V bode

xi_%’j)kum'

Potom si zavedieme oznacenie pre prvky pre pracu so vstupnym obrazom

a to I i i km Damiesto IS , reprezenujuce hodnoty voxelov z obrazu. Namiesto
0 0 0 0 0 0 0

I Zavedleme I 7.7 k m+ i7j7k+%7m7 i7j+%7k7m, Ii+%7j7k7m7 i:jzkszé’ 7] k—5 m’

1% I° reprezentujﬁce hodnoty na hraniciach voxelov. Hodnoty

z,]f%,k,m’ ’L**,]k
I 1. m nacitame z obrazu. Na hranicu obrazu nastavime okrajové podmienky
a to tak, ze spravime zrkadlenie hodnot ]g okrajovych voxelov smerom von,
¢im rozsirime vypoctova oblast. Ostatné hodnoty (hodnoty na hraniciach
voxelov) vypoéitame ako priemerné hodnoty voxelov, medzi ktorymi tvoria

hranice. A to nasledovne:

0 0
]() _[jkm+jz+1,jkm IO _Ijkm+11j+1km
L1 — L1 =
7’+§7.77k7m 2 ’ /L7J+§7k7m 2

0 0
IO _[jkm+11jk+1m 0 _Ijkm+[,]km+1
Lgkt+sm 2 Y Nigkmty 9

0 0
[() _[jkm_'_j 1,5,k,m [0 _Ijkm+[] 1,k,m
Z—*,jk)m - 9 ) i,j—%,k,m - 9

0 0
[0 :[jkm+[jk 1,m 0 :[jkm+[,]km1
irjik—5.m 92 ' Yigkm—1 5

Tieto hodnoty pouzijeme na vypocet pribliznych hodndt gradientov ob-
razu, ktoré budu v regularizovanej forme vstupovat do funkcie ¢°(s). Hodnoty
N,(1°) oznac¢ime ako N; ;xm(I°) a zo vztahu (3.7) dostavame

70 _0 2 10 _J0 2 70 _J0 2 70 _J0 2
N Bgkm T g L gk L ik T i L m Bgkm UL L

2(Nijrm(I°)” = ( T =)+ o + o + e +
2 2 2 2

2 0 0 2 0 0 2 0 0 2
0., 19 S | S | I —I

+ 4,J,k,m i,j,k‘,m,—% + 4,5,k,m ,1,k—l,7n + ©,5,k,m I8 '—%,k,nz + ,5,k,m i—%,/ k,m

h h h h
2 2 2 2

10



Hodnoty funkcie ¢°(s) v jednotlivych voxeloch si ozna¢ime g; jj.m a vy-
pocitame v regularizovanej forme (2.3)

Gikm = 9° \/(Nz',j,k,m(fo))2 + 2

Este potrebujeme nastavit okrajové podmienky pre hranice I na hranici
obrazu. Tie nastavime obdobnou reflexiou, aki sme pouzili pre IS.

Teraz nastavime okrajové podmienky pre konecné objemy w, a hranice
kone¢nych objemov u, leZiace na hranici vypoctovej oblasti. Opiit ich nasta-
vime pomocou reflexie akt sme pouzili pre voxely obrazu. Neskor v kazdom
diskrétnom c¢asovom kroku n+1,n = 0, 1, ... poc¢itame priblizni hodnotu gra-
dientu funkcie 7, oznacentt Nj jxm(u™), pre kazdy kone¢ny objem p € M,
ktory pouzivame v regularizovanej forme f a pocitame systém rovnic. Zo

X ’
vztahu (3.6) dostavame
un —un 2 I 2 an o —n 2 I — 2
2 Gdkem T G e m b Gdkm Gk Em bakm N i L km Bgkem s i L km
2 (Nijm(u™)) ( ) + 2 + 2 + 2 +
i,gsksm 1 = 13 &
2 2 2 2
. —un 2 un —un 2 w —un 2 wn —un 2
bk Gk m— % bakm T k- % m bakm ik km bakm T L G km
— = ) t\— ) ) |\
2 2 2

aplikdciou Evans-Spruckovej e-regularizicie (2.3) regularizujeme gradienty

N,(u™)
Vv

2

Potom oznac¢ime koeficienty systému rovnic (3.15) pre potreby SOR metédy

p
i7j7k7m

Wi jkyms €igkms Wi kms Sigkms Oigkms Dijkms Qigkms Tigkmy Cigkms Oijkm &
konstruujeme ich

29i,j,k,mJi—1,4,km

wl j k m - n n

755 I em9i—150km I ;g mYidkm
N i b = 2Gi,j,k,mYi,j—1,k,m

(3 m n . n .

13255 T kemii—1km TS0 1 g mi,5km
Oijhm = = 29i,j,k,mgi,jhk71,m

R I km9idk—1,m I k1 mYig,km

o _ 2Gi,j,k,mYi,j,k,m—1
Qijkom =

I km9idbem—1FF0 o 19i,3,k,m

Cijkm = Wijkm T €ijkm t Nijkm T Sijkm + Oijkm +

bijkm =

29i,j,k,mYJi+1,5,k,m

€ijkim =
’ t,5,k,m ,Z,Lj’k7mgi+1,j,k,m+ff+1’j7k’mgi,j,k,m
Sk = 29i,5,k,mYi,j+1,k,m
POTBEE T e mTi it Lk m T 1 m i km
Diikm = 29i,j,k,mYi,5,k+1,m
P AR T e gkt 1m TS k1 m i km
I 29i.j,k,m9i,5,k,m+1
9 (2 m T n .. n ..
1J5%s Ik m gm0 i 194,5,0,m
. 4 g 4 + h2_ 1
Pijkm T Qijkm ig.km T
i,4,k,m

2.,.m
h= Ui m

n
T Jijkm
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a rieSime linearny systém

n n n n n
CijoemWijkm = WijhkmWi—1jkm — CijkmWitjkm = WijkmW ;1 km — SigkmWjt1km™
Oi g eymU; jk—1.m — PighmU;jrt1m = 9igk1U jkm—1 — TigkmW;jkm+1 = bij km-

V tejto praci sme na rieSenie tohto systému pouzili successive-over-relaxation
(SOR) itera¢ni metdédu, ktora je modifikaciou zakladného Gauss-Seidelovho
algoritmu. Po vyrieSeni systému dostaneme hodnoty ufﬁm, ktoré predsta-
vuju rieSenie tlohy segmentéacie v dalsom segmentacnom c¢asovom kroku. Po
vypocditani rieSenia je potrebné vypocitat hodnoty na hraniciach koneénych
objemoch u, leziacich vo vnutri obrazu a nastavit okrajové podmienky v ko-
necnych objemoch u, a v hraniciach kone¢nych objemov u, leziacich na hra-
nici obrazu pre nasledujuci segmentacny ¢asovy krok. Hodnoty u, leziacich vo
vnutri obrazu vypocitame podla vztahu (3.12) a okrajové podmienky nasta-
vime rovnakou reflexiou, ako v 0-tom ¢asovom kroku. V n-tom segmenta¢nom
gasovom kroku nastavime podiatoéné hodnoty iteracie takto ul?) = 71

1% y ij.k,m ig.k,m>
1=1,2,.... My, 5 =1,2,... My, k=1,2,...., M3, m = 1,2, ..., M. Potom v
kazdej iteraciil = 1,2,...pret = 1,2, ... My, 7 = 1,2, ..., My, k = 1,2, ..., M3,
m =1,2,..., My rieSime nasledovné dva kroky iteracie

_ n(l) n(l) n(l) n(l) o n(l-1)
Y =( Wi kymUi—1 j km T MigkamW ;21 g T OigikmW; j k—1.m (‘" q;?,j,k’,lui,j,k,mfl t CigkmUiyyjkmt
n(l— n(l— n(l—1
+Si gkt j 1k + PigkmUi g gy 1m T TigkmUi g gmer + Oigkm ) / Cijrm

un(l) _ un(lfl) T (Y _ un(l71)>

i?j?k?m ?:7j7k7m i’j’k’m
Iteracny proces zastavime, ak Ry < TOL, kde R je reziduum v Itej iterdcii

- n(l) n(l) n(l) n(l)
R(l) - Z( C’i¢j¢k¢7’Lui,j,k,7rL - U)”'wjykhm/u’i,fl,j,k,'m, - eiaja’“a"”“’l‘d»ljykﬂﬂ - ni:jkﬂ"“i,j*lﬁﬂﬂ
n(l) n(l)

=S Ui 41 m — Oigbm Wiy go—1m — Pigieam Wi gy 1m — q737.7'«,/€71uz;l,;c7m71 -r i,j,k,muzjfi,mﬂ = bijikam )?
a TOL je nami vopred zvolena tolerancia. Volba tolerancie zéalezi na uzivate-
Tovi. Ak chce presnejsie vysledky je potrebné zvolit mensiu toleranciu, ak mu
zalezi na rychlosti vypoctu a postacia mu menej presné vysledky, mal by zvo-
lit v&&Siu toleranciu. My sme pri nagich experimentoch zvolili TOL = 10,
KedZe pocitanie rezidua predlzuje vypoctovy ¢as, tak kontrolujeme tuto pod-
mienku napr. po kazdej desiatej iteracii. w je relaxac¢ny parameter, ktory si
voli uzivatel na zrychlenie konvergencie. Takisto mé na vypocétovy c¢as vplyv
aj volba parametra ¢ a volba ¢asového kroku 7.
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4 Analyza numerickych vysledkov

V tejto Casti najskor studujeme experimentalny rad konvergencie (EOC) v
pripade, Ze funkcia ¢° = 1 a ¢ — 0. Studujeme ho v 2D, 3D a 4D pripadoch.
Zistujeme nim stabilitu metédy a konvergenciu k presnému rieseniu. Dalej
predstavujeme 2D, 3D, 4D priklady segmentacie objektov. Porovnanie s ne-
trividlnym presnym rieSenim ukéze prvy rad presnosti pre nehladké riesenie.
Znamené to, ze metdda je presnd v pocitani rozhrania a je tiez spolahliva
pre pocitanie vyvoja plochych oblasti.

4.1 Experimentalny rad konvergencie

V prvom priklade testujeme metodu v 2D pripade pouzitim presného riesenia

— 0.5+ (y — 0.5)* — 0.4?
u(z,y,t) = min <O, (z ) (y2 ) +1 (4.1)
rovnice
Vu
u = |VulV. | =— 4.2
a uvazujeme Dirichletove okrajové podmienky dané presnym riesenim. Tento
priklad je rieSeny na priestorovej mnozine 2 = [0,1]* v ¢asovom intervale

[0,7],T = 0.04. Zvolili sme siet s rozliSenim M = n? kde za n sme po-
stupne volili n = 10, 20, 40, 80, 160 a priestorovy krok h = % Casovy krok
7 sme zvolili proporciondlne k h tak, ze 7 = h%. Rovnako aj ¢ = h?. Chybu
pocitame v Lg ((0,7), L2(£2))-norme, ktora je prirodzene volena pre testova-
nie numerickych metéd na riesenie parabolickych rovnic. Predpokladajme,
ze chyba metody v nejakej norme je proporcionalna priestorovému kroku
Error(h) = Ch®, kde C je konstanta. Ked znizime velkost priestorového
kroku na polovicu dostaneme Error(%) = C(2)* z éoho vieme vyjadrit

Error(h)

Frror(®) (4.3)

a = log,

« sa nazyva ezperimentdlny rdad konvergencie (EOC) a je uréeny z porovné-
vania numerickych a presnych rieseni na postupne sa zjemnujuce;j sieti.

V tabulke 4.1 uvadzame chybu vL, ((0,7"), Lo(2))-norme a EOC prikladu
z testu pocitania rovnice (4.2) v 2D s pouzitim presného rieSenia (4.1) pre
zjemnujicu sa sief. Ako mozeme vidiet, dosiahli sme o = 1. Na obrazku 4.1
mozete vidiet grafy numerického rieSenia.
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Tabulka 4.1: Chyby v Ly ((0,7), L2(€2))-norme a EOC porovania numeric-
kého a presného riesenia (4.1).

’ n ‘ h ‘ € H Error ‘ EOC ‘
10 0.1 1.0e-2 1.12208e-3
20 | 0.05 2.5e-3 6.26930e-4 | 0.84

40 | 0.025 6.25e-4 3.34200e-4 | 0.91
80 | 0.0125 | 1.5625e-4 || 1.74314e-4 | 0.94
160 | 0.00625 | 3.90625e-5 || 9.34582e-5 | 0.90

<>
.Q..
'.'."#
""’
T e vy
" XS

e,
L7

0.0 05

Obr. 4.1: Grafy numerického riesenia 2D prikladu v ¢ase ¢t = 0 (vlavo) a v
¢ase t = 0.0098 (vpravo).

V nasledujicom priklade testujeme metédu v 3D pripade pouzitim pres-
ného riesenia

(x—0.5)+ (y — 0.5)* + (2 — 0.5)* — 0.4
+1
4
(4.4)

rovnice (4.2) a uvazujeme Dirichletove okrajové podmienky dané presnym
rieSenim. Tento priklad je rieSeny na priestorovej mnozine 2 = [0, 1]> v ¢aso-
vom intervale [0, T], T = 0.04. Zvolili sme siet s rozliSenim M = n?, kde za n
sme postupne volili n = 10, 20, 40, 80 a priestorovy krok h = % Casovy krok
7 sme zvolili proporciondlne k h tak, ze 7 = h?. Rovnako aj ¢ = h%. Chybu po-
¢itame rovnako ako v predchadzajicom priklade v Ly ((0,7"), Ly(€2))-norme.

V tabulke 4.2 uvadzame chybu vLs ((0,7"), L2(£2))-norme a EOC prikladu
z testu pocitania rovnice (4.2) v 3D s pouzitim presného rieSenia (4.4) pre
zjemniujicu sa sief. Ako mozeme vidiet, dosiahli sme o = 1. Na obréazku 4.2
mozete vidiet izoplochy numerického riesenia.

u(z,y, z,t) = min <0,
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Tabulka 4.2: Chyby v Ly ((0,7), Ly(€2))-norme a EOC porovania numeric-
kého a presného riesenia (4.4).

’ n ‘ h ‘ € H Error ‘ EOC ‘
10| 0.1 1.0e-2 3.43037e-3
20 | 0.05 2.5e-3 184406e-3 | 0.90
40 | 0.025 | 6.25e-4 9.71485-4 | 0.92
80 | 0.0125 | 1.5625e-4 || 5.02690-4 | 0.95

0.0l
0.0

1.0 1.0

Obr. 4.2: Izoplochy (max(u) — min(u))/2 numerického riesenia 3D prikladu
v Case t = 0 (vlavo) a v ¢ase t = 0.02 (vpravo).

V poslednom priklade testujeme metédu v 4D pripade pouzitim presného
riesenia

(az:—0.5)2—&-(34—0.5)2—&-(26—0.5)2-l-(v—o-5)2—0~42 + t) (45)

u(z,y, z,v,t) = min (0,
rovnice (4.2) s Dirichletovymi okrajovymi podmienkami danymi presnym rie-
Senim. Tento priklad je rieseny na priestorovej mnozine Q = [0, 1]* v dasovom
intervale [0, T, T = 0.005. Zvolili sme siet s rozlisenim M = n*, kde za n sme
postupne volili n = 5, 10, 20, 40 a priestorovy krok h = % Casovy krok 7 sme
zvolili proporcionalne k h tak, ze 7 = h2. Rovnako aj e = h2. Chybu poéitame
rovnako ako v predchadzajicich prikladoch v Ly ((0,7), Lo(€2))-norme.

V tabulke 4.3 uvadzame chybu vLsy ((0,77), L2(€2))-norme a EOC prikladu
z testu pocitania rovnice (4.2) v 4D s pouzitim presného rieSenia (4.5) pre
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zjemnujucu sa siet. Ako mozeme vidiet, dosiahli sme o = 1. Na obrazku 4.3
mozete vidiet izoplochy rezu v = 0.15 numerického rieSenia.

Tabulka 4.3: Chyby v Ly ((0,7"), L2(2))-norme a EOC porovania numeric-
kého a presného riesenia (4.5).

’ n \ h \ € H Error \ EOC ‘
5 10.2 4.0e-2 || 2.33005e-3
10 | 0.1 1.0e-2 1.17927e-3 | 0.98
20 1 0.05 | 2.5e-3 || 3.20976e-4 | 1.88
40 | 0.025 | 6.25e-4 || 1.62481e-4 | 0.98

Obr. 4.3: Izoplochy rezu v = 0.15 numerického riesenia 4D prikladu v case
t =0 (vlavo) a v ¢ase t = 0.005 (vpravo).

4.2 Priklady segmentacie

Teraz ukazeme niekolko prikladov segmenticie v 2D, 3D, 4D pripadoch.
Vsetky segmentacie boli poc¢itané na 1.9 GHz pocitaci pod opera¢nym systé-
mom Windows 8.1. Objekty na segmentaciu st testovacie, tvoria ich geomet-
rické telesd. Ako funkciu ¢(s) sme zvolili g(s) = H;KS% K = 1. Ako pocia-
tocni podmienku sme zvolili funkciu s vrcholom v strede segmentovaného
objektu, ktorej vrstevnice st kruznice so stredom s a maximalnym polome-

rom R
1 2
To—sl+o° ak ’QZ’ - S| < R
ul(z) = | . R 7 (4.6)
yrwet inak

kde % je maximum tejto funkcie.
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Obr. 4.4: Stvorec s neporusenou hranicou.

Najskor predstavujeme priklad segmentacie Stvorca s neporusenou hrani-
cou (Obr. 4.4). Obrazok m4 rozliSenie 807, Stvorec je umiestneny do stredu
obrazu a jeho hrany st rovnobezné s hranicami obrazu. V tomto priklade
sme zvolili R = 0.4,v = 0.001. KedZe ma segmentovany objekt neporusent
hranicu, zvolili sme ¢ = 1. Segmentacia sa zastavi ak bude Ls-norma rozdielu
predchadzajtuceho a sticasného ¢asového kroku mensia ako 0.001. Zvolili sme
¢asovy krok 7 = 10h?, segmentécia trvala 1.419 sektnd, ¢o predstavuje 61
casovych krokov. Priebeh segmentacie v jednotlivych c¢asovych krokoch je
ukazany na Obr.4.5 a Obr.4.6

Dalsi priklad je podobny ako predchadzajuci, tieZ mame obrazok s rozlige-
nim 80%, avsak v strede je umiestnena kruznica (Obr. 4.7). Vsetky parametre
su nastavené ako v predchadzajicom priklade, avsak segmentacia trvala o
¢oci dlhsie. Zastavila sa po 1.609 sekundach, ¢o sa rovna 77 ¢asovych krokov
(Obr.4.8 a Obr.4.9).

Teraz ukazeme priklad segmentacie 3D obrazu. Segmentujeme kocku s
dierami v tvare znamienka plus s rozliSenim 40® (Obr. 4.10). Diery st na
vrchnej a spodnej podstave. Zvolili sme ¢ bliz& k nule a to ¢ = 107° a
7 = 10h?, Vidime, Ze sa porusené hranice objektu pri segmentacii zatmelili
(Obr. 4.11). Kocka sa vysegmentovala za 13.733 sektnd.

Nasledujuci prezentovany priklad je segmentacia 4D obrazu s rozlisenim
40*. Segmentuje sa "4D sféra”, ktorej 3D rezy st postupne zvacsujice sa
sféry az k rezu w = 20, od tohto rezu sa opaf zmensuji, az zanikaji. Casovy

krok sme zvolili 7 = 100h%. Segmentécia sa ukoncila po $trnastich krokoch
(Obr. 4.12).

Teraz predstavime experiment segmentacie 2D videa, v ktorom segmen-
tujeme Stvorec pohybujici sa v priestore smerom nahor. RozliSenie videa je
40?% a podet snimkov je 20. To znamen4, Ze celkové rozlisenie segmentovaného
obrazu (vypoétova oblast) je 2 = 40 x 40 x 20. Parametre sme nastavili na-
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Obr. 4.5: Izociary segmentécie (vlavo) a graf funkcie (vpravo) v ¢asovom
kroku 1 (hore) a v ¢asovom kroku 5 (dole)

sledovne: h = 4%, e = 1075, 7 = 10h%. Toleranciu a zastavovaciu podmienku

sme ponechali rovnakt ako v predchadzajucich prikladoch. Pociato¢nt pod-
mienku sme zvolili pecidlne a to tak, Ze sme umiestnili funkciu «° postupne
do stredu stvorca v kazdom case videa.

1 . ’
jored inak

Cize za s sme postupne volili stredy $tvorca v jednotlivych ¢asoch videa (Obr.
4.13). Segmentécia sa ukoncila po 580 casovych krokoch. Stvorec sa podarilo
vysegmentovat (Obr. 4.14). Celkovy ¢as segmentécie bol 158.8 sekund, ¢o st
priblizne 2 minaty a 39 sekund.

Ako posledny priklad predstavujeme segmentaciu 3D videa, v ktorom
sa pohybuje gula v priestore smerom doprava. RozliSenie obrazu je 40° a
pocet snimkov videa je 20. To znamena, ze celkové rozliSenie segmentovaného
obrazu (vypoctova oblast) je 2 = 40 x 40 x 40 x 20. Parametre sme nastavili
nasledovne: h = 4—10, e = 1, tau = 10h?%. Toleranciu sme ponechali rovnaki
ako v predchadzajucich prikladoch a pociatocnd podmienka bola zvolena
obdobne ako v priklade 2D videa. Segmentécia sa ukoncila po 74 casovych

krokoch (Obr. 4.15). Celkovy ¢as segmentacie bol 1395.767 sekind, ¢o je
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Obr. 4.6: IzoCiary segmentacie Stvorca(vlavo) a graf funkcie segmentacie $t-
vorca (vpravo) v ¢asovom kroku 10 (hore) a v ¢asovom kroku 61 (dole)

Obr. 4.7: Kruznica.

priblizne 23 mintt.

5 Zaver
V tejto praci sme predstavili numerickd metédu na segmentaciu 4D obrazu.

Popisali sme matematicky model a odvodili schému tejto metédy. Testova-
nim metédy na prikladoch s presnym rieSenim sme zistovali experimentalny
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Obr. 4.8: Izociary segmentacie kruznice (vlavo) a graf funkcie segmentécie
kruznice(vpravo) v ¢asovom kroku 1 (hore) a v ¢asovom kroku 5 (dole)

rad konvergencie (EOC). Zistili sme, ze FOC = 1 pre netrividlne nehladké
rieSenie, ¢im sme ukézali spolahlivost metédy. Dalej sme prezentovali experi-
menty segmentacie v réznych dimenziach na skiisobnych datach. Takisto sme
ukézali, Ze metdda vie segmentovat aj objekty s porusenou hranicou, dokonca
hranica moze mat diery aj na viacerych miestach. Ako posledné sme pred-
stavili experimenty segmentacie videa, v ktorych sa segmentovany objekt
pohyboval v priestore. Aj v tychto prikladoch bola nasa metéda tspesna.

Dalsim postupom v nasej praci by mohlo byt testovanie metédy na néro-
¢nejsich datach a redlnych datach z praxe. Takisto aj optimalizacia algoritmu,
aby bol Cas segmentéacie, ¢o najnizsi.
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Obr. 4.9: Izociary segmentacie kruznice (vlavo) a graf funkcie segmentécie
kruznice (vpravo) v ¢asovom kroku 10 (hore) a v ¢asovom kroku 77 (dole)

Obr. 4.10: Kocka s porusenou hranicou.
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Obr. 4.11: Segmentacia kocky s dierami v ¢asovom kroku 1 (vlavo) a v ¢aso-
vom kroku 248 (vpravo).
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Obr. 4.12: Segmentécia "4D sféry”, rez v = 20 v ¢asovom kroku 2 (vlavo) a
v ¢asovom kroku 14 (vpravo).
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Obr. 4.13: Graf prikladu segmentacie 2D videa. Po¢iato¢nd podmienka (¢as
segmentacie t = 0, vlavo hore), t = 10(vpravo hore), ¢ = 100(vlavo dole),
t = 580(vpravo dole).
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Obr. 4.14: Segmentacia Stvorca pohybujtceho sa v priestore, ¢as videa t, = 0
(vlavo) a ¢as videa t, = 19 (vpravo).
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Obr. 4.15: Segmentacia gule pohybujtcej sa v priestore, ¢as videa t, = 0
(vlavo) a ¢as videa t, = 19 (vpravo).
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