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Uvod

Zdravotna starostlivost predstavuje dolezitt sucast kvality zivota Tudskej spolo¢nosti.
Je s iou konfrontovany kazdy ¢lovek, preferujtci kvalitnu liecbu. T4 je spojena s diag-
nozou, ktord casto zavisi od skusenosti lekara a intenzity symptomov konkrétnej choroby.
Dnes vsak pri lie¢be a diagnostike uz zohrava velku ulohu technika. Rozvoj priemyslu
a pocitacovej techniky dnes ponika lekdirom mnohé moznosti, ako zdokonalit diagnézu i
liecbu pacientov.

Spolo¢nost Tatramed spol. s r.o. so sidlom v Bratislave vyvija od roku 1992 softvérové
diagnostické a terapeutické systémy zalozené na trojrozmernej vizualizacii obrazovych dat
pacientov. Pod obrazovymi datami rozumejme snimky z pocitacovej tomografie (compu-
ter tomography - CT), magnetickej rezonancie (MR - magnetic resonance), pozitronovej
emisnej tomografie (PET - positron emission tomography), angiografie a skiagrafie.

Po vysSetreni pacienta niektorou z danych metod si lekdr moze pomocou spominaného
softvéru prezriet série jeho snimok. Takto jednoduchym spdsobom moéze robit diagndzu
pacienta vySetreného v jednej nemocnici odbornik, ktory si jeho snimky prezrie vo svo-
jej ambulancii na pocitaci. Pomocou jednotlivych softvérovych nastrojov méze snimky
takmer dokonale diagnostikovat a oznacit v nich dolezité miesta, napisat k nim spravu a
pripravit tak material pre uspesnu dalsiu lie¢bu. Softvér tiez pontika moznost segmenté-
cie objektov v jednotlivych snimkach. Po detekcii hran toho istého objektu vo viacerych
snimkach nasledujucich za sebou je mozné z nich vytvorit priblizny trojrozmerny model
daného objektu.

Takto lekdrom vytvoreny model ma viacero vyuziti. Moze sa pouzit pri planovani
ozarovania pacientov pri radioterapii, kde je potrebné mat okontirované (vysegmento-
vané) organy, ktoré su rizikové z hladiska ozZiarenia a taktiez nador, na ktory ma byt
celkové ozarovanie zamerané. Na ziklade tychto modelov fyzici navrhnia vhodné davky a
smery oZiarenia. Trojrozmerny model je tiez vybornou pomockou z hladiska vizualizacie.
Lekar vdaka nemu méze napriklad pri operacii nddoru mozgu pléanovat sposob a smer
najlepsieho pristupu k danému nadoru. V neposlednom rade sa tieto modely vyuzivaja
pri porovnavani Studii pacientov pred a po zékroku, alebo ozarovani. Aplikacia, ktora
firma vyvinula dokéze totiz pocitat objemy tychto modelov a teda sa da s jej pomocou
napriklad zistovat, ¢i sa vnitorné krvacanie zastavilo, ¢i sa krv spravne vstrebéava, alebo
¢i nador este rastie a pod.

V tejto oblasti potrebovala firma Tatramed spol. s r.o. pre svoj produkt TomoCon
vyvinat novy segmentacny néstroj. Pomocou neho by si lekdr mohol jednoducho, semi-
automaticky, detekovat hranice dolezitych objektov v medicinskych déatach.

Momentalne produkt firmy poskytuje lekdrovi pre segmentaciu hran objektov tieto tri
jednoduché nastroje:

e Freehand(volna ruka) V tomto pripade ide o najjednoduchsi pristup z pohladu



vyvoja, ale zaroven asi o najpracnejsi z pohladu lekara. Pouzivatel v tomto pripade
doslova volnou rukou kresli hranice zvoleného objektu. To je v8ak pre presné vysti-
hnutie hran i pri pouziti tabletu ¢asovo naro¢né a vyzaduje si to primerani zru¢nost
pri segmentacii.

e Polygon (mnohouholnik) Ide o vyznacenie okraja pomocou zadanych uzlovych
bodov, ktoré st nésledne spajané tseckami. Tento pristup je pre pouZivatela rych-
lejsi ale zaroven je nepresny, pretoze segmentované hrany st vac¢Sinou zakrivené a
ich aproximdcia pomocou tseciek prinasa pomerne velk nepresnost.

e Magic Wand (kuzelnicka pali¢ka) Posledny nastroj pracuje na baze zjednoco-
vania susednych bodov snimky s podobnou hodnotou trovne Sedi. Vyuziva sa pri
nom zrejme isty druh region growing algoritmu. Tahanim my$i uzivatel urcuje pri-
blizné hranice vysegmentovaného objektu, pricom zaroven zmensuje, resp. zvacsuje
toleranciu intenzit Sedi v susednych bodoch. Tento néastroj je rychly a pohodlny, no
je vhodny predovSetkym pre velké a pekne ¢lenené tvary. VacSinou je nutna eSte
nésledné tprava objektu ziskaného segmentaciou.

Ulohy segmentécie objektov, pripadne automatickej detekcie hran objektov v obraze,
mozno modelovat pohybujicimi sa krivkami. Takyto pristup nazyvany aj aktivne konti-
rovanie, bol do spracovania obrazu zavedeny v [6]. Pohyb krivky, ktora ma automaticky
néajst hranicu objektu, moze byt riadeny vhodne zvolenym rychlostnym polom |2, 7], re-
gularizovany krivostou [4, 3, 1], elastickou energiou krivky [11] a stabilizovany vhodnou
volbou tangencialnych rychlosti bodov krivky [5, 8, 9, 10, 11]. Vhodna numericka apro-
ximacia polohy krivky v obraze je dolezitou stucastou praktickych segmenta¢nych tloh a
vyzaduje netrividlne matematické pristupy.

Hlavnym cielom tejto préace je vytvorenie matematického modelu a pocitac¢ového prog-
ramu, pouZiteIného pre semi-automatické vyhladavanie hranic objektov v medicinskych
datach. Vyvinuty néstroj mé pracovat rychlo a jeho pouzitie méa byt jednoduché. Predpo-
klada sa pouzitie medicinskych obrazovych tdajov zo zakladnych vySetrovacich modalit
typu CT, MRI, PET. Uzivatel bude zadavat pomocou kurzora vidy zaciato¢ny a konco-
vy bod krivky. Jej tvar bude dopocitany na zéklade obrazovej informéacie vstupnych dat.
Vysledna hranica bude reprezentovana bodmi, leziacimi na vyslednej krivke. Pokisime
sa docielit réznymi metdédami, aby distribticia bodov krivky bola ¢o najrovnomernejsia.
Vysledky dosiahnuté tymito metédami porovname.

1 Vstupné data

Predtym, ako sa za¢neme zaoberat samotnymi krivkami a ich pohybom, predstavme
si najskor vstupné data, s ktorymi budeme pracovat a na ktorych predovsetkym buda
zavisiet nase vysledky.

1.1 Reprezentacia vstupnych dat

Vstupnymi datami buda v nasom pripade obrazy v stupnioch Sedi. Najskor sme pra-
covali s obrazkami formatu *.PGM (portable graymap file format) ale neskor po vytvoreni



uzivatel'ského rozhrania sme presli na format *. BMP (bitmap). Format *.PGM, ako sam
nézov hovori je urceny pre obrazy v stupnoch Sedi, ¢o naznacuje, 7e aj jeho Struktira je
jednoduchsia ako pri bitmapéach typu *.BMP. Vo vSeobecnosti si vSak oba forméty mo-
zeme pre jednoduchost predstavit podobne. A to ako hlavicku, ktora obsahuje doélezité
tdaje ako rozmery obrazka v bodoch (*.BMP obsahuje okrem iného aj udaj o velkosti
stiboru, pocet bitov na bod a tiez ddlezita paletu farieb, ktora zavisi od poctu farieb ob-
razka) a obrazové data. Tie su pre nas najdolezitejsie. Vo vSeobecnosti si to ¢isla od 0 do
255 ktoré predstavuji hodnoty intenzit Sedi pre jednotlivé body obrazka, pricom hodnota
0 predstavuje ¢iernu farbu a hodnota 255 bielu. Teda kazdému bodu vstupného obrazka
prislicha jedna intenzita. Pre tplnost pri formate *. BMP toto nemusi platit. Zalezi od
sposobu uloZenia stiboru. Ten totiz moze byt pre kazdy bod reprezentovany tromi hodno-
tami intenzit a to ¢ervenej, zelenej a modrej farby, ¢o sme v naSej aplikacii museli oSetrit.
Kedze ale pracujeme s obrazkami v stupiioch Sedi, v pripade *.BMP pojde o tri rovnaké
hodnoty, ¢o ndm pracu zjednodusuje. Podstatnym pre nas ostava, ze vo vstupnych datach
dostavame rozmery obrazka a hodnoty celych ¢isiel dané pre kazdy jeho bod.

Vstupny obrazok si teda mozeme predstavit ako trojrozmerny graf funkcie dvoch pre-
mennych. Kde hodnota funkcie je celoc¢iselna intenzita Sedi pre dany bod. Tu sa vsak
stretavame s problémom, ktory budeme musiet riesit ako prvy. Obrazok sa ndm totiz javi
na prvy pohlad spojity, ale ak si ho vykreslime v troch rozmeroch, tak zretelne mézeme
badat hrany alebo Sum sposobeny celo¢iselnymi hodnotami intenzit. Pre nazorna ukazku
sme vytvorili sami obrazok na zaklade funkcie danej analyticky.

u(z,y) = 255 sin?(z) sin?(y) (1)

Obrazok 1.1: Graf funkcie (1) vykreslend v systéme Wolfram Mathematica 6, pomocou
prikazu Plot3D

Ako bolo uz spomenuté, funkcia (1) predstavuje hodnoty intenzit Sedi pre body ob-
razka. Obrazok, ktory sme vytvorili je reprezentovany celoc¢iselnymi hodnotami funkcie
v stredoch pixelov. Znova sme ho nacitali a vykreslili jeho graf v troch rozmeroch. Na



Obrazok 1.2: Obrazok vytvoreny na zaklade analytickej funkcie (1)

vykreslenie sme pouzili prikaz ListPlot3D systému Mathematica. Najskor sme v tomto
prikaze pouzili vol'bu InterpolationOrder -> 0, ktord nam poskytla pohlad, ako je realne
nas obrazok reprezentovany po castiach konstantvnou funkciou intenzity Sedi. Parameter
"data", v uvedenom prikaze predstavuje pole naplnené hodnotami intenzit Sedi obréazka
vytvoreného podla funkcie (1) Potom sme pouZili pre rovnaky prikaz volbu Interpolati-
onOrder -> 1, ktord pomocou interpolacie prvého stupna pospajala hodnoty funkcie v
jednotlivych bodoch, pricom vidime stratu hladkosti oproti grafu na obrazku 1.1.

Obrazok 1.3: ListPlot3D|data, Mesh -> False, Boxed -> False, InterpolationOrder -> 0]

1.2 Predspracovanie vstupnych dat

Ako je vidno na obr. 1.4, data, ktoré dostavame z obrézka vytvoreného z hladkej
funkcie, nam vracaji sice podobné, ale velmi "znecistené" hodnoty. Je zrejmé, Ze tuto



Obrazok 1.4: ListPlot3D|data, Mesh -> False, Boxed -> False, InterpolationOrder -> 1]

nepresnost sposobuje celo¢iselna reprezentacia hodndt (tzv. kvantizécia) v bodoch ob-
razka a samotny sposob, akym je obrazok definovany. Je totiz urceny len v diskrétnych
bodoch a nie spojite v uvazovanej oblasti (tzv. vzorkovanie). Nage medicinske vstupné
data budi mat vo v8eobecnosti tento charakter. Hoci nemusi byt az takto vyrazny, treba
ho riegit. Nacitand funkciu dant hodnotami v diskrétnych bodoch musime nejakym sposo-
bom zhladit. Jednym zo sposobov je aplikovat na vstupné tdaje rovnicu nestacionarneho
vedenia tepla

Ju
— = Au 2
5 (2)
zad¢inajic z pociato¢nej podmienky danej originalnym obrazom. KedZe pracujeme s dis-
krétnymi datami, k vypoctu pristipime numericky a pouzijeme numericki schému
Usj ij i1y i

m+1 _ m m m m m m m
Uu U 2uij +uy; n (. ZUZ-J» + Ui

kde u;; predstavuje intenzitu v diskrétnom bode danom siradnicami (1,7) v ¢ase m, kde
m € {0,1,..., M}. To znamen4, Ze hodnoty u?j predstavuju povodny obrazok. T'= M o
je zvoleny zhladzovaci ¢asovy interval, o je ¢asovy krok a M urcuje, kolkokrat budeme
aplikovat na dané data diskrétne zhladenie. Konstanta h je vzdialenost medzi susednymi
bodmi obrazka, t.j. velkost pixela. Pre jednoduchost uvazujeme h = 1 a kvoli stabilite
musf platit o < h?/4. My sme v nagej aplikicii zvolili ¢ = 0.25. Po tiprave dostavame pre
bod u}™" nasledovny vztah:

4o

m m 0- m m m m
uij+1 = u; (1 - ﬁ) + ﬁ(ui—u +uiiyy U ) (4)
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Obrazok 1.5: Detail povrchu grafu funkcie po postupnom aplikovani rovnice vedena tepla

Na obr. 1.5 vidime vplyv zhladenia na obrazok funkcie (1). Pre funkciu ListPlot3D
sme pouzili parameter ColorFunction->"CMYKColors" aby bolo lepsie vidno porusenie
povodného hladkého obrazu. Vidime, Ze rovnica vedenia tepla nam pomaéaha docielit,
pozadovani hladkost vstupnych dat.

Treba si vSak uvedomit vplyv tohto modelu na data. Na jednej strane nam ich zhla-
dzuje, ale na strane druhej zaroven deformuje a moze zhladit aj hrany, alebo nerovnosti,
ktoré su dolezité a patria k pévodnym datam. Preto treba vhodne volit koeficient o a zva-
7it koTkokrat aplikovat zhladenie na dané skalarne pole. Na zaklade charakteru vstupnych
medicinskych dat a naSich experimentalnych skiisenosti nastavujeme v naSej aplikacii ako
preddefinovant hodnotu M = 2.

2 Rychlostné pole

V tejto Casti sa zameriame na ziskanie rychlostného pola, ktoré bude hlavnou hybnou
silou pohybu bodov krivky.

2.1 KonS$trukcia vhodného rychlostného pola

Obréazok 2.1: Obrazok elipsy, ktory budeme dalej spracovavat



Ako bolo v predchidzajiacej kapitole ukdzané, mozeme si vstupné déta, dané
skalarne pole, predstavit ako graf funkcie dvoch premennych. Pri rieSeni nasho problému
nam ide o najdenie hran objektov v obraze. V prvom rade hladdme miesta, kde sa najviac
a najrychlejSie meni intenzita Sedi. V trojrozmernej predstave, ide ndm o najdenie miest,
kde najviac stipa resp. klesd dand funkcia. To znamend, Ze pre kazdy bod obrazka

hTadame vektor gradientu.
ou du\"
Vu=|—,=— 5
= (5r5) )

KedZe vstupné data nam neposkytuju analyticka funkciu, ale len diskrétne skalarne
data, gradient poc¢itame numerickou aproximéciou

Uity — Ui—15 Uij1 — Uij—1
Vg = , . 6
g < 2h 2h ) (6)

Ked7e nés zaujimaju velkosti gradientov v jednotlivych bodoch obrazka, poc¢itame ich
absolutne hodnoty vztahom

(Uipr; —wio1)? | (Uijyr — ug1)?
Vi =\/ Hy ) e (7)

Obrézok 2.2: Trojrozmerné zobrazenie obrazka elipsy a jeho absolitnych hodnot gradien-
tov

Opisany postup sme aplikovali na obrazok elipsy 2.1. Na obr. 2.2 vpravo vidime, 7ze
ziskana "funkcia" absolitnych hodnét gradientu v bodoch obrézka nadobida najvicsie
hodnoty v miestach, kde je hrana objektu. Nasledne aplikujeme tzv. "Skalovaciu" funkciu

B 1
14+ K827

(8)

g9(s)

na hodnoty obrazka, kde s je parameter predstavujici absolitnu hodnotu gradientu v
bode (z,y), s koeficientom skélovania k& € R,k > 0, vid obr. 2.3 a 2.4. Na zaklade
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Obrézok 2.3: Graf funkcie (8)

dosahovanych vysledkov pre dané vstupné medicinske data v nasej aplikacii ako predde-
finovani hodnotu volime K = 1000.

Tymto sposobom ziskame nové skalarne pole, pre ktoré opit vypocitame gradienty
v kazdom bode a tie vezmeme s opa¢nym znamienkom, aby sme orientovali vektory ku
hrane objektu.Takto ziskame rychlostné pole

v(z,y) = =Vy(|Vu(z,y)]), (9)

ktoré je zakladom naSej aplikicie a je najdolezitejSou informéciou, ktord pri naSom al-
goritme budeme vyuzivat. Spravnost orientécie rychlostného pola si mozeme overit i
graficky.
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Obrazok 2.4: Graf vyslednych hodnét po aplikacii funkcie (8)

Pouzijeme na to prikaz v systéme Mathematica ListVectorFieldPlot, ktory vykresli
vektory v(z,y) ako Sipky. Na obr. 2.5 vidime, 7e jednotlivé vektory st spravne orientované
a ak by sme do ich pola vlozili voIny bod, tak by mal byt nimi posivany az ku hrane
objektu. Tato myslienka je podstatou riesenia nasho problému.
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Obrazok 2.5: Znézornenie vypocitaného vektorového pola elipsy

2.2 Krivka v rychlostnom poli

V tejto Casti sa prvykrat budeme venovat pohybu krivky. Pociato¢na krivku v nasom
pripade predstavuje tsecka. Ta bude reprezentovani bodmi, ktoré ju rovhomerne delia.
Ich vzdialenost si nastavujeme v aplikacii. Uzivatel zada prvy a posledny bod tsecky.
Body medzi nimi sa dopoc¢itaji na zaklade parametrickej rovnice priamky. Tieto body
budeme oznacovat pomocou ich polohovych vektorov r]". Takto oznacime -ty bod v
m-~tom c¢asovom kroku pohybu. Samotny pohyb bude charakterizovany vztahom

or=v (10)
Teda nova pozicia bodu sa bude pocitat na zéklade vztahu

m+1

r;

=1 +7V (11)
kde nova pozicia je vypocitana ako sucet predchadzajicej a posunutia sposobeného rych-
lostnym polom vypocitanym v pixeli, v ktorom sa nachadza bod r}", pricom 7 je zvoleny
¢asovy krok. Je vhodné ho volit tak, aby sa pri jednom ¢asovom kroku mohol bod krivky
pohnit maximélne o 1 pixel. V nasej aplikicii je tento koeficient automaticky nastavovany
na zaklade vypocitaného rychlostného pola tak, aby splital uvedent podmienku. Napri-
klad pre obrazok elipsy je to hodnota 7 = 5.99. Doélezity je i pocet ¢asovych krokov, pocas
ktorych sa krivka hybe. Volbe zastavovacich podmienok pre tento pohyb sa venujeme v
kapitole 3.3.

Implementacia tohto algoritmu do nasSej aplikacie bola pomerne jednoduchéd a poni-
kané rieSenia boli nad ocakavania poteSujice. Na obr. 2.6 vidime funk¢nost aplikicie,
s nac¢itanym obrazkom elipsy. Je tu znazornena trajektoria pohybu jednotlivych bodov
smerom ku hrane elipsy. Ako vidime, pociato¢nu krivku tvorili body tsec¢ky mimo elipsy,
ktoré sa postupne posuvali smerom ku hrane objektu.



Obrazok 2.6: Ukazka aplikacie, zndzornenie pohybu bodov pociato¢nej tsecky ku hrane
elipsy

Ako vidime na obr. 2.7, uz v tejto faze dokdzeme pomocou naSej aplikiacie néjst
hrany jednoduchych objektov v obrazku. Toto vSak neplati pre zlozitejSie tvary. Tiez
si moZzeme vSimnit, Ze vzdialenosti susednych bodov nie st rovnomerné. Uréité rieSenie
tohto problému si ukdzeme v nasledujtcej kapitole.

Obrazok 2.7: Hrana najdenda s vyuzitim rychlostného pola (9)

3 Modifikacie rychlostného pola

Ako bolo vyssie spomenuté doposial pouzivany algoritmus nemusi fungovat pre zlozi-
tejsie tvary. Takisto delenie vyslednych kriviek je nerovnomerné. Pri jednoduchom tvare
akym je elipsa sa nam tieto veci nejavia ako velky problém. Ten sa vSak ukaZe pri pouZziti
aplikacie na data, pre ktoré je urcena. Vytvorili sme si pre tento uc¢el obrazok, na ktorom
bude dobre vidno spominany problém:.



Obrazok 3.1: Nedostatky pohybu len pomocou rychlostného pola (9)

Jasne vidime, Ze body sa k sebe priblizuju a od seba vzdaluju nerovnomerne. Je to
pochopitelné, kedze v aplikacii vystupuju ako jednotlivci v rychlostnom poli, ktoré ich
moze nasmerovat aj na rovnaké miesta. Tomuto sa vSak pokisime zabranit. Budeme sa
snazit nejakym spoésobom body zviazat a ich pohyb obmedzit v zévislosti od susednych
bodov krivky

3.1 Zanedbanie tangencialnej zlozky rychlosti

Prvym pristupom k rieSeniu uvedenej problematiky je rozklad vektora rychlosti pri-
slachajiceho danému bodu krivky na normalovy a dotykovy vektor ku krivke v danom
bode. Ako vidime z obr. 3.2, pri dostato¢ne jemnom deleni krivky, nam tangencialna
zlozka vektora rychlosti krivku nemeni, pohybuje len bodmi smermi k sebe a od seba. Ak
ju zanedbame, odstrdnime tento pohyb a pre rovnomerne rozdelenti pociatoéni tisecku
zabezpecime rovnomernejsiu distribdciu bodov pocas pohybu.

Obrézok 3.2: Rozklad vektora rychlosti

Pre modifikovany pohyb pri ktorom zanedbame tangenciadlne zlozky vektora rychlosti
dostavame vztah

oir =pun N, (12)

kde p je parameter a skalar vy vypocitame ako projekciu vektora rychlosti na smer nor-
maly ku krivke, ¢ize pdjde o nasledovny skaldrny stucin

vN=v-N. (13)



Normalové vektory N; pre jednotlivé body, kde Ny je normélovy vektor prislichajici
prvému bodu a N,, poslednému bodu krivky, vypocitame nasledovne

ry —r +
N, — (#)
T — 1o

N, = (M) . (14)

’rn_rnfl‘
r,. ] —I; =

N, = (¥) kde i=1,2,..n—1.
’ri+1_ri71’

.

Obréazok 3.3: Porovnanie pohybu bodov

To ze tato projekcia funguje ako sme uviedli, znazornuje obrazok 3.3. Vidime na
nom porovnanie trajektorii pohybov bodov krivky. Vpravo si to trajektorie pohybu spo-
sobeného len rychlostnym polom (povodny pristup) a vliavo so zanedbanymi zlozkami
rychlosti tangencidlnymi ku vyvijajucej sa krivke. Na pripade vlavo je pekne vidno, ze
ide o projekciu bodov pévodnej tsecky v smere normalového vektora. Vidime, Ze tieto
trajektorie st navzajom takmer rovnobezné. Dostavame takto rovnomernejsie delent vy-
slednu krivku, av8ak pre zlozitejSie tvary tato projekcia stacit nemusi. Bude nutné este
inym spoésobom zviazat susedné body, aby sa od seba nevzdalovali, resp. sa k sebe ne-
priblizovali. Pomocou tohto pristupu sme dosiahli v nasej aplikécii nasledujice vysledky
pre nami vytvoreny obrézok, ktory moézeme porovnat s obr. 3.1.

» L

Obrézok 3.4: Hrany najdené so zanedbanou tangencialnou zlozkou rychlosti



3.2 Regularizacia pomocou krivosti

V predchadzajicom postupe sme pri vypocte pohybu krivky upravovali vektor rych-
losti tak, Ze sme zanedbali jeho zlozku tangencidlnu ku krivke. Teraz tento pristup vy-
lepsime. Do modelu zahrnieme vplyv krivosti modelovanej krivky.

Nami uvazovany model pohybu krivky mézeme vyjadrit vo vSeobecnom tvare

or =[N +aT. (15)

Clen « nasobeny jednotkovou tangentou T povazujeme v tejto Casti za nulovy, teda ne-
budeme uvazovat pohyb v smere tangenty (tomuto problému sa venujeme v kapitole 3.4).
Clen B vo vztahu (15) predstavuje normélovi zlozku vektora rychlosti doplnent aj o vplyv
krivosti krivky, t.j. uvazujeme

B =pnon+ek. (16)

Moézeme teda napisat
Oir = vny N + €kN . (17)

Projekciu rychlosti vektorového pola do smeru normély vn poditame pomocou uz spomi-
naného vztahu (13). Clen kN predstavuje vektor krivosti. Ako je uvedené napr. v [1], z
Frenetovych vzorcov pre vektor krivosti plati kN = 0,T = O,r, pricom pozi¢ny vektor
r je funkciou jednotkovej dlzkovej parametrizacie s krivky a ¢asu t. Takto ziskavame
nelinedrnu parcialnu diferencidlnu rovnicu pre advekciu a difiziu krivky

Oir = pon N + €0y (18)

Ak pouzijeme na aproximéciu vektora krivosti metédu konec¢nych prvkov a diagonalizaciu
matice hmotnosti [3] alebo metodu plavajucich kone¢nych objemov [9], dostavame vztah
(vid napr. [1])

2 r*, —r*» r»—r"
kN A ol T el) y=1,2.m—1. (19)
hity + Wi hita hi"

7

Konstanta n predstavuje pocet bodov pocitanej krivky. Vzdialenosti uzlov h; v ¢asovom
okamihu m budeme pocitat vztahom

W= — a2 - )2 kde = (o). (20)

Vztah (17) mozeme teda aproximovat v tvare

m+1

r r" 2 rt, —r" rm —rm
——— = u(vN)"N" + € T =1 21
= st e (B w) e

Krivost prispieva k citlivosti modelu na vzajomnu vzdialenost susednych bodov, "zviazuje"
body krivky. Ak by niektory bod krivky bol v povodnom modeli sim mimo najdenej hrany
a takto by vytvaral ostry $pic, krivostny ¢len sposobi, ze susedné body budu tento tahat
naspat ku najdenej hrane. Po uprave vztahu (21) dostavame nasledovny vysledny model
pre poziciu bodu v novom ¢ase



2 r,—r" r"—r’"
7T = o (on) ™ N 4 Te AR S R = 22
7 (2 lu’( N)’L 2 hﬁ1+hzn hﬁ_l h;n ( )
Navrhnuty model sme implementovali do naSej aplikacie, parametre u, 7 a £ volime tak,
aby sa ziaden bod krivky v jednom c¢asovom kroku neposunul o viac ako 1 pixel a bola

zarucCend stabilita numerickej scémy. Vysledky, ktoré sme tymto modelom ziskali vidime

na obrazku 3.5.

Obrazok 3.5: Hrany najdené modelom zahfhajicim krivost

3.3 Zastavovacie podmienky

Ako sme uviedli v kapitole 2.2, pri pohybe krivky je doélezité spravne zvolit i pocet
jeho ¢asovych krokov. Ich pocet musi byt dostato¢ny na to, aby sa prislusné body dokazali
posuntt az po hranice objektu. Na druhej strane pri zbyto¢ne velkom pocte Casovych
krokov sa neefektivne plytva ¢asom vypoctu. Pre tento tucel sme navrhli dva typy za-
stavovacich podmienok. Prvy sleduje zmeny celkovej dlzky pohybujucej sa krivky. Téato
zmena suvisi aj s celkovou dlzkou krivky, preto sme navrhli zastavovaciu podmienku ako
pomer absolutnej hodnoty rozdielu dizky krivky v danom a predchadzajicom ¢asovom
kroku a ich priemernej dizky

B 2|Lm _ Lm_1’

m_ 2 — 2 | 2
d Lm+ [m—1 ’ (3)

pricom podmienku pre zastavenie pohybu krivky sme po analyze dosahovanych vysledkov
zvolili d™ < 0.0001.

Druhy navrh zastavovacej podmienky je zamerany na smer pohybu jednotlivych bodov
krivky. 7 predchadzajicich ¢asti je zrejmé, ako sa body hybu. Rychlostné pole ich
bud posunie na hranu objektu, kde sa zastavia a uz nehybu, resp. ich pohyb je uZ
zanedbatelny, alebo sa priblizia k hrane, prekro¢ia ju a néasledne ich rychlostné pole
nasmeruje naspit. Teda ich pohyb sa zmeni na urcité kmitanie okolo hrany. Pri kazdom
obrateni pohybu v smere normaly ku krivke sa zmeni znamienko skalaru vy na opacné.
Tato zmena teda signalizuje, Zze dany bod uz narazil na hranu objektu. Pre vSetky body
krivky budeme sledovat zmenu tohto znamienka, a zaroven testovat ¢i hodnota skaldru



uN nie je v absolutnej hodnote zanedbatelne malé ¢islo. Na zéklade analyzy dosiahnutych
vysledkov sme zvolili zastavovaciu podmienku

|(vn)i"] < 0.01 alebo (uvn)!" (vN)z”_l <0, (24)

ktora musi byt splnené pre vSetky body krivky ¢ = 1,...,n. Po porovnani vysledkov sa
ukézala ako lepsia druhad navrhnutd zastavovacia podmienka (24). Td sme eSte doplnili
o maximéalnu hodnotu poc¢tu ¢asovych krokov 200. T4 sa v8ak uplatnuje len vynimocne,
pretoze pre najdenie hrany sta¢i viac¢Sinou ovela menej ¢asovych krokov.

3.4 Asymptoticky rovnomerna redistribtcia

V predchadzajtcich ¢astiach prace sme vytvarali krivku ¢o najlepsie vystihujicu hl'a-
dand hranu objektu. Ukazali sme, ze modifikaciou pohybu krivky mozeme dostat rovno-
mernejSiu redistribiciu jej bodov, ako pri prvotnom modeli. V modifikovanych modeloch
sme zanebévali zlozku rychlosti tangencidlnu ku krivke. V tejto Casti ju navrhneme podla
[11]. Model, ktory vytvorime bude v nasej aplikacii sluzit ako postprocesing krivky podla
volby uzivatela. Predpokladajme, Ze mame vytvorenu uzavrett krivku pouZitim modelu
(17) s vyuzitim regularizacie pomocou krivosti. Krivku si ozna¢me I'. T4 je parametri-
zované funkciou pozi¢ného vektora Majme veli¢inu urc¢ujicu lokalnu dizku ¢ definovani
na krivke, g = }%‘ A~ ML pricom h = * predstavuje rovnomerné delenie S*. Kedze
predpokladame uzavreti krivku, mozeme po diskretizacii v priestore a case jednoducho
nadefinovat periodické okrajové podmienky pridanim bodov rg’ = r)', x| = " Dalej
si ozna¢me vzdialenosti susednych bodov ako

R = |Ry|, kde R; = (R, Rip)" =" ' ="', i=1,...,n+1, Ry = R,. (25)
Pre ¢asovy vyvoj lokalnej dizky a globalnej dizky krivky podla [9] plati

oy = —gkB+ gdsa (26)
L _ <kB>rL (27)
dt — I )

kde L je celkova dlzka krivky a strednit hodnotu < kf >p= % fr kBds budeme pre ¢asovy
krok m aproximovat vztahom

1 - m1.m Qm
< kf >r= Im ; Wk G (28)
Krivost k" a normalovi zlozku rychlosti 5" budeme po¢itat pomocou vztahov (vid [11])
1 Ri1.Ri— :
k' = sgn(Ri-1 A RHl)W arccos (W) s i=1,..,n (29)
m—1 m—1
g = ekt pw(on); ;M(UN)z’—l Ci=1,....n. (30)

Pre odvodenie asymptoticky rovnomernej redistribiicie bodov krivky je zaujimavy podiel

9 r; — 1 4| o r; — 14| i
R OO -

n




ktory je vlastne pomerom lokalnej dlzky rozdelenej tsecky a priemernej dlzky delenia. Pri
rovnomernej redistribucii chceme dosiahnut, aby sa tento podiel rovnal 1. Oznacme

)
0=1 (—) , 32
0 (4 (32
a potom bude nasim cielom aby sa asymptoticky # = 0. Pretoze plati
g LdgL — go,L
=0 (2)] - Lt a0
8t at n I g 12 (33)

po dosadeni (26) a (27) do (33) dostavame
00 = 0s00 — kfB+ < k3 >r . (34)

Ako sme uviedli, chceme, aby § — 0 pre t — oco. To sa da dosiahnut mnohymi spésobmi.
Napriklad ako je uvedené v |11] tak, ze 6 splia diferencialnu rovnicu 9,0 = (e™% — 1)w,
kde w predstavuje rychlost priebehu redistribiicie. Pre nase 6 dané vztahom (32) sa prava

strana zjednodusi a dostaneme e~ ™2) — 1 = M) —1 =L 1 ateda z (34) dosta-
neme vztah pre tangencidlnu rychlost «, ktorou dosiahneme asymptoticky rovnomernu
redistribiaciu bodov krivky.

Osa = kff— < kB >r + (g - 1) w. (35)

Ked7ze plati T = 0,r a ako uz bolo uvedené kN = 0,T = 0,,r, modZeme napisat vztah
pre vysledny model aj s tangenciilnou zlozkou rychlosti ako

Ot = NN + € Dy + adsr. (36)
Na aproximéaciu rovnic (35) a (36) pouzijeme tzv. metodu plavajicich koneénych obje-

mov [9, 10, 11]. Integraciou pozdlz v ¢ase sa meniaceho tseku krivky [r;_;, ;] dostaneme
z rovnice (35) vztah

r; r; L
/ Dsads = / kB— < kB >r +<E — lwds, (37)
odkial
L ‘
o = o1+ hzkzﬁz — hl < k’ﬁ > + (E — hl) w,1= 1, N, g = 0, (38)

¢o predstavuje vyslednu tangencialnu zlozku rychlosti v jednotlivych diskrétnych bodoch
krivky. Na ziskanie numerickej aproximécie rovnice (36) ju zintegrujeme cez dualny objem

[fiv f.i-l—l] _ _
rii1 ri4y1
/ Oirds = / NN + € g + ad,r ds. (39)
kde r; = (r;_1 + r;)/2. Dostavame tak
dri Fip1 - -
¢ — = pon)iNig; + € [0sr]3 " + i (Tig1 — 1) (40)

dt



kde ¢; = $(h; + hi1). Ziskané ¢leny na pravej strane vztahu (40) mozu byt prirodzene
aproximované ako

Fig1 — 1 rp—ri

€0 Fi1 — €08, ~ € —€ 41
o hipi i ()
- - rig1+T; T;+T; Tiy1 — T
;T —T;) = o — =q 42
(Fo — ) ) ) ] (42
Pokial aproximujeme ¢asovi derivaciu spatnou diferenciou
dr; rm— ol
; ~ gl T 43

a pouzijeme semi-implicitni aproximaciu ¢lenov v (38), (41) a (42) dostaneme rovnice

m m mi.m Qm h;n - miy.m Qm Lm m
o = oty + RSB — Lm;hl k™G, +W(_n — Iy ) ;a0 =10 (44)
qzn m r;n - rﬁl I.;m B rﬁl a;’n m m qzm m—1 m m

i=1,..,n, L™ =% h" Tieto rovnice reprezentuji trojdiagonalny cyklicky systém,
ktory mézeme zapisat v tvare

e+ B e = (46)
€ am
mo= ! 47
€ a”
G" = (48)
hz’—i—l 2
. (49)
T
Fro= A (ow)! NG (50)

Dostali sme tak na Tavej strane trojdiagonalnu cyklicka maticu. V praktickych vypoc¢toch
volime p = 3, € = 0.05, w = 5 a parameter 7 volime automaticky tak, aby vysledn& matica
bola diagonalne dominantnd. Na rieSenie systému linedrnych rovnic v takom pripade
mozeme pouzit Sherman-Morrisonovu folmulu a Thomasov algoritmus [12]. Uvedeny
model aplikujeme vo viacerych ¢asovych krokoch na uzavrett krivku. Dostavame tak
stale rovnomernejsie delenie bodov na nej. Pocet krokov volime opét automaticky, a to
tak, Ze sledujeme pomer medzi najvic¢Sou a najmensou vzdialenostou susednych bodov
krivky a vypocet zastavime ak je tento pomer blizky jednotke. Uvedeny model sme
implementovali do nasej aplikacie, vysledky, ktoré sme nim dosiahli st prezentované v
nasledujucej kapitole na obrazku 4.1 a v tabulke 4.1.



4 Porovnanie dosiahnutych vysledkov

Ak porovnavame dosiahnuté vysledky, uz volnym okom vidime, Ze povodny model
pri ktorom pohyb krivky sposobuje len rychlostné, pole dava ako vysledok najmenej rov-
nomerné delenie vyslednej krivky. Iba na zéklade vizualnej informécie vieme vSak len
velmi tazko porovnat ostatné modely. Preto sme v aplikacii vytvorili funkciu, ktora ako
vystup déva textovy sibor so vzdialenostami bodov vytvorenej krivky. Tie sme potom
vykreslili v systéme Mathematica pomocou prikazu ListPlot. Dosiahnuté vysledky sme
mohli lep§ie porovnat. Uvadzame vysledky z tohto porovnania pre vstupné data nasho
skisobného obrazka. Implicitnt vzdialenost bodov povodnej tsecky sme nastavili na 2
pixely pre vSetky Styri metody.

h 4 L L 0, L L
0 100 150 ”‘ FUU 250 300 350

Obréazok 4.1: Grafické porovnanie rovnomernosti rozdelenia krivky dosiahnutej navrhnu-
tymi modelmi

Cervenou farbou st znézornené hodnoty dosiahnuté prvym modelom (10), zelenou
druhym (12), modrou tretim (17) a fialovou 8tvrtym modelom (36). Ako vidime, najlepsie
rozdelenie nam poskytuje Stvrty model s tangencialnou rychlostou a danou (35). Napriek
vykyvom dosahujeme slusné vysledky i pri ostatnych modeloch. Dosiahnuté vysledky
reprezentuje aj vysledna tabulka. Uvadzame v nej miniméalne a maximéalne hodnoty
vzdialenosti susednych bodov a takisto vypocitany rozptyl tychto vzdialenosti.

Na zaver prezentujeme praktické vysledky pre medicinske data.



Min Max | Variance
modell | 0.616815 | 3.59267 0.122167
model2 | 0.899491 | 3.17837 | 0.0420902
model3 1.3232 | 3.21941 | 0.0333361
model4 | 1.83412 | 2.19442 | 0.0009181

Tabulka 1: Porovnanie modelov

Obrazok 4.2: Praktické vysledky na medicinskych datach (CT hlavy a chodidla)

5 Zaver

Na zéklade dosiahnutych vysledkov, uvedenych v predchadzajucich kapitolach je zrej-
mé, 7e sme dosiahli vytyceny ciel. Vytvorili sme vhodny matematicky model a pocitac¢ovy
program, pouzitelny pre semi-automatické vyhladavanie hranic objektov v medicinskych
datach. Takisto sa ndm podarilo docielit roznymi metédami, aby distribicia bodov krivky
bola ¢o najrovnomernejsia. Vyvinuty nastroj pracuje rychlo a jeho pouzitie je jednodu-
ché. Vysledna hranica hfadaného objektu je reprezentované bodmi, leziacimi na vyslednej
krivke.
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Obrazok 4.3: Praktické vysledky na medicinskych datach (CT hrudnika)
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