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Kapitola 1

Ciselné obory

1.1 Realne ¢isla a ich zakladné vlastnosti

Zékladné ¢iselné mnoziny sa ¢itatelovi urcite zndme uz zo strednej Skoly. Zavedieme preto len ich

oznacenie:
N- mnozina vSetkych prirodzenych cisel.
Prirodzené éisla st éisla 1,2,3,... . Sicet a saéin prirodzenych éisel je prirodzené ¢islo.

Z- mnozina vSetkych celych cisel.

Celé ¢isla su vsetky disla, ktoré mozeme vyjadrit ako rozdiel dvoch prirodzenych ¢isel. Stucet, stcin
a rozdiel celych cisel je celé ¢islo.

Q- mnozina vsetkych raciondlnych cisel.

Racionalne c¢isla st vSetky ¢isla, ktoré je mozné vyjadrit ako podiel celého a prirodzeného disla.
Stucet, rozdiel, si¢in a podiel racionalnych ¢isel (okrem delenia nulou) je racionalne ¢islo.

I- mnozina vsetkych iracionalnych ¢isel.

Iracionalne ¢éisla su ¢isla, ktoré mozno vyjadrit v tvare nekoneéného neperiodického desatinného
zlomku. Napiklad: v/3, V2, 7.

R- mnozina vsetkych redlnych cisel.

Zjednotenie mnoziny racionalnych a iracionalnych ¢isel tvori mnozinu realnych cisel.

Z vyssie uvedeného vyplyva, ze medzi jednotlivymi ¢iselnymi mnozinami plati nasledujtci vztah:

NCZcQ, QUI=R, QNnI=90
Mnozina vSetkych realnych c¢isel méa tieto zédkladné vlastnosti:

1. Je usporiadané: pre kazdé dve realne éisla a, b plati préve jeden zo vztahov:
a=0b, a<b, b<a.

2. Je v8ade husta: medzi dvoma [ubovolnymi réznymi realnymi éislami a, b, pre ktoré plati a < b,
existuje asponl jedno reélne cislo ¢, pre ktoré plati: a < ¢ < b.

3. Je uzavreta vzhladom na operacie suctu, sicinu, rozdielu a podielu t.j. stdet, siucin, rozdiel a
podiel redlnych cisel je realne cislo.

4. Mnozinu R moZno jednojednoznacne zobrazit na ¢iselnej osi t.j. kazdému redlnemu ¢islu mozno
priradit jediny bod na ¢iselnej osi a naopak.
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Cvidenia

1. Na ciselnej osi znazornite redlne cisla:

3; m o —m; —1; 1+\/§; g; 0, 25; —/3.

2. Ktoré z nasledujuacich ¢isel st racionélne:

VB4 0,12 V2VB VB(VE+2); (L+ VE)(1 - v2); 0,12.0.1% /i /&

3. Usporiadajte dané trojice ¢isel:

22 355. 13 /7 16.

70113 150 Vg
—v2,-1,41,-1,44; -1 -2,34,-2,31.

4. Napiste kladné racionalne ¢islo mensie ako 0,000001 a kladné raciondlne ¢islo mensie ako
0,000001.1/2.

5. Zistite, ¢i platia nerovnosti:
3-V2-2>0;

4—+/3— % > 0;

m—8+1n(2) > 0.

1.1.1 Komplexné cisla

Mnozinu C vSetkych usporiadanych dvojic (a,b), kde a € R, b € R nazyvame mnozinou komplex-
nych ¢isel, ak pre kazdé dva prvky 21 = (a,b), 22 = (¢,d) z mnoziny C je definovani rovnost,
séitanie a nasobenie takto:

1. z1 = 2o préave vtedy, ked a = ¢, b =d,
2. 214+ 29 = (a—i—c,b—i—d),
3. 2122 = (ac — bd, ad + bc).

Pre scitanie a nasobenie kompexnych ¢isel plati asociativny a komutativny zakon. Nasobenie kom-
plexnych ¢isel je distributivne vzhladom na séitanie komplexnych éisel.

Nech z = (a,b) je komplexné éislo. Potom é&islo a € R nazyvame redlnou &astou a &islo b € R
imaginarnou &astou komplexného &sla z. Oznac¢ujeme ich takto: a = Re z, b = Im z.

Komplexné ¢islo (a,0) stotoznujeme s redlnym ¢islom a : (a,0) = a. Komplexné ¢islo (0,b), kde
b # 0, nazyvame rydzoimaginarnym é&islom. Cislo (0,1) nazfvame imaginarnou jednotkou a
oznacujeme ho (0,1) = i. Komplexné ¢islo z = (a, b) piSeme aj v tvare:

z = (a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (b,0) - (0,1) = a + ib.

Komplexné ¢islo a —ib nazyvame komplexne zdruZzenym ku komplexnému ¢islu a+ib. Absoliitnou
hodnotou alebo modulom komplexného ¢isla z = a 4 ib nazyvame ¢islo

z| = Va2 + b2,
|z = v

Ak pre komplexné ¢islo z plati: |z| = 1, nazyvame ho komplexnou jednotkou. Kazdi komplexni
jednotku z mozno pisat v tvare:
z =cosa +isine,
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kde « je realne &islo. Toto ¢islo oznacujeme aj e a plati:
el = cosa +isina.
Argumentom komplexného ¢isla z = a + ib , kde z # 0, nazyvame ¢islo ¢ = Arg z, pre ktoré plati:
. b a
sinp = ———, cosp = \/cﬂjW.

a? + b?
Ak z = 0, tak Argz = 2kn, kde k je celé ¢islo. Ak pre ¢islo ¢ plati: —7 < ¢ < 7, nazyvame ho
hlavnou hodnotou argumentu a ozanc¢ujeme ho arg z.
Kazdé komplexné ¢islo z mozno vyjadrit v goniometrickom tvare:

z = |z|(cos ¢ + isinp),
kde ¢ = arg z, alebo v exponencidlnom tvare:
2 = |z|el?,
kde ¢ = arg z.

Veta 1.1 Pre cislo i plati:

1.2 Ciselné mnoziny

Ciselnou mnozinou nazjvame takd mnozinu, ktorej vietky prvky st ¢sla.

Majme &iselntt mnozinu X. Nech M je také ¢islo z X, Ze pre vietky = € X plati x < M. Cislo M
nazyvame maximum mnoZiny X a oznacujeme ho max X.

Nech m je také ¢islo z mnoziny X, ze pre vietky = € X plati m < . Cislo m nazyvame minimum
mnoziny X a oznacujeme ho min X.

Kazda konecné ¢iselnd mnozina mé maximum a minimum.

Ciseln4d mnozina X sa nazyva zhora ohrani¢ena, ak existuje také ¢islo B, Ze pre kazdé éislox € X
plati z < B. Ciselna mnozina X sa nazyva zdola ohrani¢end, ak existuje také &islo b, Ze pre kazdé
gislo x € X plati b < z. Cislo B nazjvame hornym ohrani¢enim mnozZiny X a é&islo b nazjvame
dolnym ohrani¢enim mnoziny X. MnozZina ohrani¢end zdola aj zhora sa nazyva ohranicena.
Najmensie horné ohrani¢enie mnoziny X sa nazyva supremum mnoziny X a oznacujeme ho sup X.
Najvicsie dolné ohrani¢enie mnoziny X sa nazyva infimum mnoziny X a oznacujeme ho inf X.
Majt tieto vlastnosti:

1. Prekazdé x € X platisup X >z, inf X <z
2. Pre kazdé € > 0 existuju ¢isla x; € X a x9 € X, pre ktoré plati

r1>supX —e, 1o <infX +¢

3. Ak mnozZina X je ohrani¢end zhora, tak ma supremum. Ak mnozina X je ohranicend zdola, tak
mé infimum.

4. Ak sup X € X, tak sup X = max X. Ak inf X € X, tak inf X = min X.
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Nech a, b st redlne ¢isla a nech a < b. Mnozinu ¢isel z, pre ktoré plati :

a < x < b nazyvame otvorenym intervalom a oznacujeme ho (a,b). Pre takyto interval plati:
a = inf(a,b), b = sup(a, b). Minimum a maximum neexistuje.

a < z < b nazyvame uzavretym intervalom a oznacujeme ho (a,b). Plati: « = min(a,b) =
inf(a, b), b = max(a,b) = sup(a, b).

a < x < b nazyvame zlava otvorenym a sprava uzavretym intervalom a oznacujeme ho (a,b).
Plati: a = inf(a, b), b = sup(a,b) = max(a,b). Minimum neexistuje.

a < r < b nazyvame zlava uzavretym a sprava otvorenym intervalom a oznacujeme ho (a,b).
Plati: @ = min(a, b) = inf(a,b), b = sup(a,b). Maximum neexistuje.

Intervalmi nazyvame aj mnoziny vSetkych ¢éisel  uréenych nerovnostami:

a < z, oznacujeme (a,00) - zlava uzavrety interval od a do nekone¢na. Plati: ¢ = min(a,00) =
inf(a, 00). Maximum a supremum neexistuje.

a < x, oznacujeme (a,c0) - zlava otvoreny interval od a do nekoneéna. Plati: a = inf(a, co). Minimum,
maximum a supremum neexistuju.

x < b, oznacujeme (—oo, b) - sprava uzavrety interval od minus nekoneéna po b. Plati: b = max(—oo, b)
= sup(—o00, b). Minimum a infimum neexistuju.

x < b, oznacujeme (—o0, b) - sprava otvoreny interval od minus nekoneéna po b. Plati: b = sup(—o0, b).
Maximum, minimum a infimum neexistuju.

Mnozinu vsetkych redlnych ¢éisel mozeme oznacovat aj (—oo, 00).

Okolim ¢isla a (bodu a) nazyvame otvoreny interval, ktory ¢islo a obsahuje. Oznac¢ujeme ho O(a).
¢— okolie bodu a je interval (a — €,a + ), pri¢om ¢ > 0.

Pre rieSenie nasledujucich prikladov, kde budeme dokazovat, Ze nejaké ¢islo je infimom alebo sup-
remom mnoziny, ndm bude uzito¢na nasledujtica veta:

Veta 1.2 Archimedova vliastnost: Pre lubovolné redine ¢islo a existuje také prirodzené ¢islo n, Ze plati:
n>a.

Priklad 1. Nijdime supremum, infimum, maximum a minimum mnoziny M = (—%, 1).

Riesenie: Zo znézornenia danej mnoziny na ¢iselnej osi usudime, Ze supremum mnoziny je ¢islo
1 a infimum mnoziny M je ¢islo —%. Ukazeme, Ze je to tak. Cisla z, ktoré tvoria mnozinu M, spliiaji
nerovnicu
1
—3 <z <1 (1.1)

7Z toho vyplyva, ze dand mnozina je ohranic¢end a ¢islo 1 je jedno z hornych ohraniceni, ¢islo —% je
jedno z dolnych ohranic¢eni. Ukézeme, Ze ¢islo 1 je najmensim hornym ohranicenim, t.j. sup M = 1.
Musi preto spliat vlastnosti suprema:

1. x <1 pre kazdé z € M.

2. Ku kazdému ¢ > 0 existuje také ¢islo z; € M, pre ktoré plati x1 > 1 — . Prvé tvrdenie vyplyva
z nerovnosti (1.1). Druhé tvrdenie dokazeme tak, ze ak za x; vezmeme ¢islo 1 € M, potom pre kazdé
e>0platizy =1>1—c¢.

Podobne dokazujeme, ze inf M = —%:
1. —% < x, pre vSetky x € M - vyplyva z nerovnosti (1.1).

2. Ak zvolime ¢ > %, potom ¢islo xzo = 0, tak plati—% +e >0 =xy. Ak zvolime 0 < € < %, potom
éislo —% + 5 = x2 je prvkom mnoziny M, pre ktory plati z2 = —% +5 < —% + . Z toho vyplyva Ze
inf M = —%. Cislo —% nie je z mnoziny M, preto podla vlastnosti 4 pre infimum mnoZina M nemé
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minimum. Cislo 1 = sup M je z mnoziny M a preto podla vlastnosti 4 je ¢islo 1 = max M. &

Priklad 2. Néjdime supremum, infimum, maximum a minimum mnoziny M, kde M je mnoZina
vsetkych ¢isel tvaru +5, kde n je prirodzené dislo.

RieSenie: Vypocitame niekolko prvkov tejto mmnoziny: %, g, %,
supM =1ainf M = %. Dokazeme to.
Vlastnost ¢islo 1 je skutocne splnena:

n+4
n+5 <1

Ukézeme druht vlastnost: Zvolime ¢ > 0. Treba ndjst prvok z; z mnoziny M tak, aby platilo:
r1>1—e.

©|co

. Z toho usudzujeme, Ze

ng +4
>1—e,
ng+5
z ¢oho po uprave dostavame
5(1—¢)—4
ng> ———
€

Z Archimedovej vlastnosti ale takéto ng vzdy existuje pre Tubovolné . Tym je dokézana aj druha
vlastnost suprema, a preto 1 je naozaj supremom mnoziny M.
Podobne dokazeme, ze inf M = %. Prvéa vlastnost: Z nerovnosti n > 1 vyplyva

6n — 5n > 25 — 24

6(n +4) > 5(n +5)
n—+4 >§
n+5" 6

Druhé vlastnost: Pre kazdé ¢ treba najst prvok To =

+57 pre ktory bude platit: "1+4 <3 g +¢&. Staci
ale zvolit n1 = 1 a potom nerovnost 5 <3 ¢ ¢ plati pre Tubovolné € > 0. Preto 1nf M
Supremum mnoziny M nepatri do M preto mnozina nemé maximum. Infimum mnoziny M je prvkom
tejto mnoziny, a preto min M = %. &

O'JIU‘

CvicCenia
6. Znazornite nasledujtice intervaly na ciselnej osi:
(—1,3); (m,00); (v/5,10); (—oo,—%}.
7. Najdite prieniky a zjednotenia intervalov:

a) <_173)7<27OO); b) < 73)7( >
c) (—123,0), (=123, —1); d) (—oc,3), (— 8 15).

8. Znézornite na Ciselnej osi vSetky x € R pre ktoré plati:

a)r < —4 d)z<3 g) x> —2
b)0<x<3 e) —1<z<3 h)2<z<5
c)—%ﬁxﬁ—% f) —3<x<2 i)—%<x§%.
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9. Najdite maximum, minimum, supremum a infimum (ak existuji) nasledujtcich mnozin
a) M; mnozina vSetkych celych zapornych ¢isel;

) Ms je interval (0, 1);

c) Ms je interval(0, 1);

d) My je mnozina vSetkych racionalnych ¢isel z intervalu (v/2,v/3);

e) Ms je interval (—1,00).

o

10. Najdite maximum, minimum, supremum a infimum mnoziny M, ktorej prvky su ¢isla tvaru

1+ %, 1-— %, kde n je prirodzené dislo.

11. N&jdite maximum, minimum, supremum a infimum mnoziny M, ktorej prvky st ¢isla tvaru
n+2

17 kde n je prirodzené islo.

12. Mnozina M sa skladé z ¢isel: 0, 2;0,22;0,222;0,2222;.... Najdite jej supremum.

1.3 Zobrazenie Cisel v pocitadi.

Realizacia technickych vypoctov prebieha spravidla v obore redlnych cisel, ktoré, ako uz vieme, pred-
stavuji nekone¢n mnozinu. V stucasnosti si efektivnost tejto prace nevieme bez vykonnej vypoctovej
techniky ani predstavit. V tejto stvislosti si ale treba uvedomit, Ze mnozina ¢isel, s ktorymi fubovolny
pocita¢ pracuje, moze byt sice velka, ale vzdy je koneéna. Jej velkost urcuje architekttra procesorovej
jednotky pocitaca. V praktickej realizicii numerickych vypoc¢tov na pocitaci sa tento problém prejavi
v konkrétnom softvérovom vybaveni, na ktorom sa tloha realizuje. Moze to byt napriklad kompildtor
nejakého programovacieho jazyka ( C, Pascal, ...) alebo uz hotovy uzivatelsky softvér ( DERIVE,
MATHEMATICA, EXCEL, ...). Presnost zobrazenia ¢isel je v takomto pripade dana vyberom typu
premennej (pri programovacich jazykoch) alebo sa d4 vhodnou volbou nastavit na pozadovany pocet
desatinnych miest. Akékolvek zvySovanie presnosti zobrazovania éisla je vSak obmedzené kapacitou
pamite pocitaca, pricom treba vziat do ivahy aj pracnost a efektivnost vypoctu. Kazdy kompildtor
programovacieho jazyka ma osetrenti hornti a dolnd hranicu mnoziny celych ¢isel, s ktorymi je schopny
pracovat. Tato mnozina je spravidla dost velkd, aby postacovala na bezné technické vypocty, ale na-
priek tomu je vzdy ohraniena. Pokial sa ¢islo mimo tejto mnoziny vyskytne vo vypoctoch, hovorime
o preteceni alebo podteceni.

Mnozinu vSetkych ¢isel, ktoré sa daju zobrazit v pocitacdi, oznac¢ime M. Dolezitou vlastnostou mno-
ziny M je, Ze td4to mnozina nie je uzavreta vzhladom na aritmetické operécie, to znamenad, ze vysledok
nejakej operécie s ¢islami tejto mnoziny nemusi byt ¢islo z mnoziny M. Nech + je zobrazenie mnoziny
realnych c¢isel do mnoziny M. Symbolom @ oznacime aritmeticki operaciu prevadzanii na pocitaci a
vztah

xr®y=~vy(r+vy), pre x,y € M.

Pre aritmetické operacie v mnozine M vo vSeobecnosti neplati asociativny a distributivny zakon. Jed-
nym z doésledkov neplatnosti tychto zékonov je fakt, Ze matematicky tUplne ekvivalentné algoritmy
mozu pri realizcii na pocitaci davat rozdielne vysledky.

Priklad 3. Ulohou je stanovif vypo¢tom na pocitaci stidet

10000
> — ( ~1,644834).

n=1
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Pri sé¢itani ¢isel v prirodzenom poradi ((1+ 1)+ %) + ..., dostaneme vysledok s chybou
vicSou, ako ked ich séitame v opa¢nom poradi
1 1 1
(100002 + 59992) + s9esz) -+
pri tej istej presnosti zobrazenia ¢isel v pocitaci.
V prvom pripade sa totiz od uréitého n stcet uz nemeni. &

Vseobecne pri séitani podobnych stuc¢tov, kde sa absolitna hodnota séitancov 1i8i o niekolko radov,
plati, Ze pre dosiahnutie vy$Sej presnosti musime séitovat od ¢lenov s najmensou absoliitnou hodnotou
k ¢lenom s najvysSou absolitnou hodnotou. V praxi vSak tento efekt nemusi mat vzdy rozhodujuci
vyznam.

1.4 Zdroje chyb

Redlny technicky problém mézeme vyriesit napriklad experimentalne (meranim) alebo pomocou ma-
tematickych prostriedkov. Pri matematickom rieseni problému je na zaciatku nutné najskér sformulo-
vat matematicky model daného problému, teda matematicka tilohu. Pod touto tlohou rozumieme
jednoznaény a zrozumitelny funkény vztah medzi danymi a hladanymi objektami. Pri vytvdrani mate-
matického modelu redlneho problému musime vzdy prikroc¢it k urcitej idealizacii skuto¢nosti. Rozdiel
rieSenia idealizovaného problému a riesenia skuto¢ného realneho problému nazyvame chybou ma-
tematického modelu. Z velkosti tejto chyby mozeme spitne posudit vhodnost alebo nevhodnost
zvoleného matematického modelu.

Postup na ziskanie rieSenia matematickej tlohy moze byt tieZ rézny. V tejto suvislosti hovorime o
exaktnych, pribliznych a numerickych metédach. Numerik — optimista si zvycéajne kladie
otazku, aké presné si vypocitané vysledky, kym numerik — pesimista sa spytuje, akej chyby sme sa
dopustili. Tieto dve otazky sd, samozrejme, o tom istom, pretoZze skuto¢ne len velmi zriedkavo do-
siahneme presné rieSenie s presnymi datami. Ak na rieSenie matematickej tlohy pouZijeme metédu,
ktord ndm neposkytne presné rieSenie, potom chybu, ktorej sa dopustime voldme chybou metédy.
Prikladom takejto chyby moze byt chyba, ktorej sa dopustime, ak za limitu nekonecnej postupnosti
vezmeme niektory jej ¢len s dostatoéne velkym indexom. Pomocou numerickych metéd sa dand ma-
tematickd tloha prevedie na tlohu jednoduchsiu. Numericka dloha je jasny a zrozumitelny popis
funkéného vztahu medzi koneénym poctom vstupnych a vystupnych déat. Numerické tloha je teda
taky matematicky model redlneho problému, ktory moze byt zrealizovany na pocitaci. Rozdiel rieSenia
matematickej a numerickej tlohy nazyvame chybou aproximacie. Ide tieZz o pripad chyby metddy.
Prikladom takychto chyb st:

e Vypocet elementarnej funkcie (napr. sin(x)) z prvych n ¢lenov jej nekone¢ného Taylorovho radu.

e Aproximécia vypoc¢tu urcitého integralu funkcie suc¢tom kone¢ného poc¢tu hodnot (napr. licho-
beznikové pravidlo).

e Riesenie diferencidlnej rovnice tym, ze derivicie nahradime ich aproximaciami (napr. diferenc-
nymi podielmi).

K postdeniu presnosti vysledkov musime este vziat do tivahy chyby vo vstupnych datach, ktoré st
dané jednak chybami merania dat a jednak st spdosobené zobrazenim vstupnych idajov do mnoziny
poditaca. Prikladom takjchto chyb mozu byt napriklad nepresnosti v zaddvani fyzikalnych konstant
(tie st ale spravidla zanedbatelné) alebo chyby v empirickych hodnotach, ktoré moézu byt zdrojom
vaznych chyb a treba ich starostlivo preskimat. KedZe tieto empirické chyby byvaji obvykle ndhodné,
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ich analytické vySetrenie byva vicsinou dost obtiazne.
Nakoniec st to chyby zaokruhlovacie, kde zahriiujeme vsetky nepresnosti sposobené realizaciou
algoritmu v pocitaci, vratane nepresného vykonavania aritmetickych operacii. Podobne ako empirické
chyby vo vstupnych tdajoch, aj zaokrthlovacia chyba méa ndhodny charakter, a preto nie je Tahké ju
vySetrit.
Vo vypoctoch pri hladani rieSenia sme ¢asto nuteni nahradit ¢islo x

jeho pribliznou hodnotou z. Cislo Z potom nazyvame aproximaciou é&isla x a plati:

Presné ¢islo = aproximécia + chyba

Priklad 4.
V2 =1,414214 + chyba

m = 3,1415926536 + chyba

Tento rozdiel z — Z = Az nazyvame absoltitnou chybou aproximacie z. Cislo (z) > 0, pre
ktoré plati
|z —Z| <e(2),

nazyvame odhadom absolitnej chyby.
Presné ¢islo x sa nachadza v intervale

Cislo
A A
—x:x 1.7 .%'#0,
X X

nazyvame relativnou chybou aproximacie Z. Relativna chyba sa ¢asto uvadza v percentéch.
V praxi, najmé ak je presnd hodnota neznama, ¢asto namiesto nej v podiele pouzivame jej aproximaciu

A .
i ) (1.2)
X X

Priklad 5. Bezna aproximécia v/2 je ¢islo 1,414. Potom relativna chyba je

0,002
’ = 14.
T a1g = 0000
&
Cislo (%), pre ktoré plati
r—z < e(z) — 5(z),
x ||

nazyvame odhadom relativnej chyby.
Vzhladom na vztah (1.2) plati nasledujuci odhad:

z(1-6(z)) <z <z(1+46(x))
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Priklad 6. Pre x =7 = 3,14159..., 7 = 3,14 je Ax = 0,00159 ... ., £(z) = 2.1073. Dalej

Az A
2T~ 28 2 0,0506%.
X X

Priklad 7. Uhol namerany s pomocou teodolitu je v rozpiti 22°20'30" +30". Ak4 je relativna
chyba merania?

Riesenie:
Ax 30
— =——+——--100% = 0,004
T 22°20'30 % %

Priklad 8. Obsah $tvorca je 25,16 ¢m? s presnostou do 0,01 e¢m?. S akou relativnou chybou
mozeme uréit stranu Stvorca?

RieSenie: Hladana strana je x = /25,16. Relativna chyba strany Stvorca je

Az /25,16 +0,01 — /25,16 _, 1 0,01

= - = 0,0002.
x V25,16 225,16
)
Veta 1.3 Nech su cisla x1,x9,...,T, aproximdciami cisel X1, Xo,..., X, a take, Ze pre kaZdu a-
proximdaciu najvicsia moznd chyba je E. Potom najvicsia moznd chyba pre sumu x;,t = 1,...,n je
n.kE.

1.5 Chyby aritmetickych operacii.

Budeme predpokladat, Ze vykondvame presné aritmetické operacie s nepresnymi ¢islami, teda s a-
proximéciami. Dalej budeme predpokladat, Ze pozname chyby, resp. odhady chyb tychto aproximécii.
Budeme vySetrovat, s akou presnostou sa da stanovit vysledok, teda akéa je jeho chyba, resp. jej odhad.
Nech

_ Ax
x = T; + Axy, Az <y, ‘ .

i

kde ¢; resp. 9; je odhad absolutnej, resp. relativnej aproximécie ;.
e Ak je 4 = Ty + ZTo aproximdcia suctu u = x1 + x2, potom
uw =21+ Ax1 + T+ Axg = u + Au,

kde
Au = A$1 + Al‘z,

a plati
|Au| < |Azq| + [Azz| < e +ea.
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o Ak je U = Ty — Ty aproximdcia rozdielu v = x1 — x2, potom
Av = A.’L‘l — Axg,
a plati
|Av| < |Azi| + |Azg| < &1 + €2.

e Ak je w = T1Ty aproximdcia sucinu w = x1x2, potom
W= T1To + T1Ax2 + ToAzx1 + Ar1Ax0 = W + Aw,

polozime
Aw = T1Axo + ToAx,

(élen AxjAxs neuvazujeme), potom plati
\Aw[ < |.f1|€1 + ‘i’g’é‘g.

e Ak je Z = 1 /Zy aprozimdcia podielu z = x1/x9, potom

71+ A
:u:5+AZ7
To + Axy

ToAx1 — T1Ax ToAx1 — T1Axo
72
T3

Az =
& fg(fg + Axg)

Y

kde

a plati
Tale1 + |T1lE
]Az\ﬁ’ 2| L Ll‘ 2.
|Z2]
Pre relativne chyby mézeme z vyssie uvedenych vztahov odvodit

[ ]
Au 1 Az To Azg
T1+ Ty 9

U 1+ T2 T1

Au 1
< 7(|i‘1|51 + ‘i’g|52)

=S |Z1 + Zo
°
Av T Axrp Ty  Auxg
v N.f'l—.fg €1 T1 — T2 .’Eg’

Av 1 _ _
|—| < ———(|71/|d1 + |Z2]d2).
v |Z1 — To|
Upozoriujeme tu na fakt, Zze pri odéitani blizkych ¢isel mé na velkost relativnej chyby rozdielu

1

rozhodujuci vyznam ¢islo =——.
T1—To
°
Aw T1Axo + ToAx Axo n Axq
w T1T2 T9 T ’

A
‘_w’ < 01 + d2.
w
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AZ A:L’l Al’g

-~ - =
~

z T T2 ’

A
=R <8+

Nech je z reélne ¢islo, ktoré mé nekoneéné dekadické vyjadrenie. Hovorime, Ze &islo (?)| ktoré mé d
desatinnych miest, je spravne zaokrihlenou hodnotou ¢isla x, ak je zaokruhlovacia chyba e taka, ze

1
le| = |z — 2P| < Z.107¢
2
Priklad 9. Nech z = 6,7439966 . .., potom je z(3) = 6,744 a (7 = 6,7439967. &

Ak je T TubovoInd aproximadcie presnej hodnoty x, potom hovorime, Ze k-te desatinné éislo je platné,
ak plati:

1
-z < =107
| <35
Pri spravne zaokrihlenom ¢isle je teda kazdé miesto platné.

Priklad 10. Nech je ¢islo 0,1492 spravne na Styri desatinné ¢isla. Inymi slovami, to znamena,
ze ide o aproximéciu skutoc¢nej hodnoty, ktora lezi niekde v intervale medzi 0,14915 a 0,14925. V
takomto pripade aproximacia ma Styri platné cislice. Podobne ¢islo 14,92 méa dve platné desatinné
miesta a Styri platné Cislice, za predpokladu, Ze jeho chyba neprevysi 0,005. &

Priklad 11. Ak je z =7, % = 0,31415.10', potom

r—2

| <3.107° <0,5.1074,

x
lr —Z| <107* < 0,5.1073.

V tomto pripade mé Z len Styri platné ¢islice a aproximécia 3,1415 ma tri platné desatinné miesta. &

Ak je pocet platnych ¢islic n > 1, potom za limitna relativnu chybu aproximécie T s prvou platnou
cifrou k mozno vziat ¢islo

1,1

_ — (- \n—1
=%
Ak pre odhad relativnej chyby § plati
1 1
5 < I G n—1
—2(k+ 1)(10) ’

potom ¢islo Z mé n platnych éislic. Na uvedenom priklade vidime stvislost medzi poétom platnych
Cislic a relativnou chybou aproximaécie: zvic¢Sovanie chyby sa prejavi stratou platnych ¢islic a obratene.
Preto sa vo vypoctoch vyhybame rozdielom blizkych ¢isel, pri ktorych prave ku tejto strate platnych
¢isel dochadza.

Priklad 12. Kolko platnych ¢islic mé éislo A = 3, 7563 ak relativna chyba je 1%?
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RieSenie: Prva platnd dislica je 3 a kedZe relativna chyba je 0,01, potom plati
1 1
ST)

odkial n = 2. Preto ¢éislo A mé dve platné ¢islice. A moZzeme zapisat v tvare A = 3,8. &

0,01 <

i n—1
24 )

I

Priklad 13. Nech
x1 = 0,5010278, Z; = 0,5010,
x9 = 0,5007812, Zs = 0, 5008,

potom
|Az;| =0,278.107% < 0,5.107%,
A
1= < 0,5.107,
r1
|Azs| =0,188.107% < 0,5.107%,
A
12521 < 0,5.1074,
€2
Vypocitame rozdiel uvedenych cisel:
V=11 —z9=0,2466.10"3, =71 — Ty = 0,2.1073,
|Av| < 0,5.107%.
A
=Y < 1,9.1072,
v

Vystupna relativna chyba je teda v porovnani s relativnymi chybami vstupnych tdajov omnoho vic-

Sia. &
Priklad 14. Je dané kvadratickd rovnica
22 —56x+1=0

s korenimi x1 = 28 ++/783 a xo = 28 —/783. Ak vypocitame /783 na pit platnych ¢islic (t.j. s chybou
mensou ako 0,5.1073 /783 = 27,982), mame: x1 = 55,982, x5 = 0,018. Absolitna chyba koreiov

.....

Ax Ax
1= <0,5.107% |=22|<0,81072%
1 T2
Koren x1 je uréeny na pif platnych éislic a koreni z9 len na dve platné &islice. Ak chceme aj druhy
koreni vypocitat presnejsie, méme dve moznosti:
e vypocitat v/783 na desat platnych ¢islic, ¢o je ndro¢nejsie na paméif pocitaca aj na cas.
e Koren x5 vypoditat inym algoritmom, ¢o predpoklada, Ze taky algoritmus pozname; napriklad
z vlastnosti korenov pre tiito rovnicu
totiz plati:

T1 - x9 = 1. Preto:

=0,01786288.

2 T 55,982
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Cvidenia

13. Vypoditajte plochu obdlznika so stranami 92,73 4 0,01 metrov a 94,5 4 0,01 metrov. Vypo-
Citajte relativnu chybu vysledku a pocet platnych ¢islic.

14. N3ijdite odhad relativnej chyby vypoc¢tu povrchu zrezaného kuZela, ak jeho polomery maji
velkost R = 23,64 +0,0lcm, r = 17,31 +0,01cm, jeho vyska je [ = 10,21 +£0,0lcm a 7 = 3, 14.

1.6 Ulohy a algoritmy

Medzi matematickymi a aj numerickymi tlohami sa stretavame aj s takymi, ktorych rieSenia st velmi
citlivé na zmeny vo vstupnych tidajoch. Znamena to, ze aj malé zmeny vo vstupnych idajoch spésobia
velké zmeny v rieSeniach. Je preto uZitocné rozdelit matematické tlohy z hladiska tejto ”citlivosti” na
dve skupiny.

Uloha, ktora ma nasledujice vlastnosti

1. ma jediné riesenie
2. toto riesenie spojite zavisi na vstupnych tdajoch,

sa nazyva korektna tiloha.

Tento pojem sme z matematického hladiska nedefinovali velmi presne, pretoze nie je povedané, ¢o je
to ”spojite zavisi”. Na exaktné vysvetlenie tohoto pojmu by boli potrebné aspoil minimélne znalosti
z tedrie funkciondlnych priestorov a tie presahuji obsah tejto publikicie. Volne povedané, ak mnozinu
vstupnych tdajov vyberame z nejakého okolia ”skutoénych” vstupov (dopustime sa napriklad chyby
pri merani), potom mnozina vystupnych udajov bude z nejakého okolia ”skutoéného” riesenia tulohy.
Toto okolie vSak moze byt dost ”velké”.

Velku triedu nekorektnych tiloh tvoria nejednoznacné tlohy. Nekorektnost tilohy byva ¢asto zapri¢inena
aj jej nekorektnou formuléciou.

Zaujima nés teraz ”velkost” okolia vystupnych tdajov z druhej vlastnosti.

Hovorime, Ze tloha je dobre podmienena, ak malé zmeny vo vstupnych tdajoch vyvolaju len malé
zmeny vo vystupnych tdajoch (rieseni). Ak méme dvojicu vstupnych dat = a z+Ax a im odpovedajtce
vystupné data su y a y + Ay, potom cislo

HHAZ‘/‘II
Cp= 2
P |Ag]
([Tl
Id bl . . e v} /. 7 .
nazyvame ¢€islo podmienenosti tlohy. V tomto vzfahu vyraz ||.|| znamend normu v nejakom

vhodnom priestore. Napriklad, ak je vstup aj vystup redlne ¢islo, je to absolitna hodnota tohoto ¢isla,
v pripade, Ze ide o vektory, jedna sa o normu prislusnych vektorov (pojem absolitna hodnota pozri
Cast 1.8).

V praxi viéSinou nevieme stanovif presne toto ¢islo, iba jeho odhad. Ak je odhad ¢isla C), ~ 1, hovo-
rime o (velmi) dobre podmienenych ulohach. Pre velké hodnoty C), hovorime o zle podmienenych
ulohéach.

Povieme si teraz nieco o postupoch, ktorymi tlohy rieSime. Algoritmom numerickej metody roz-
umieme jasny a jednoznac¢ny popis konecnej postupnosti operacii, pomocou ktorych m-tici ¢isel z ur-
¢itej mnoziny vstupnych dat jednoznacne priradi n-ticu vystupnych dat (vysledkov). Operaciami
rozumieme aritmetické a logické operacie, ktoré moze vykondvat pocitac.
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Pri realizacii konkrétneho numerického algoritmu na pocitaci sa dopustame chyb v aritmetickych ope-
racidch. Tieto chyby sa objavia vzdy, aj keby boli vstupné tidaje presné. Preto vznika problém, ako
posudit citlivost kazdého konkrétneho algoritmu na zaokrthlovacie chyby véitane chyb vo vstupnych
udajoch. Ak sa chceme vyvarovat nezmyselnych vysledkov, musime si vyberat algoritmy maélo citlivé
na tieto chyby. Takéto algoritmy budeme nazyvat stabilné.

Medzi zndmymi numerickymi algoritmami vyznamni tlohu maju tzv. iteraéné procesy. Pou-
zivame ich spravidla vtedy, ked potrebujeme stanovit limitni hodnotu vhodne zvolenej postupnosti
medzivysledkov. Spravidla ich popisuje iteraéna formula, t.j. pravidlo, ako pomocou jedného (1-
krokovy itera¢ny proces) alebo viacerych (viackrokovy iteraény proces) predchadzajiacich medzivy-
sledkov mozno vypoditat nasledujici medzivysledok. Jednokrokovy iteracny proces mozeme zapisaft
formulou typu

Ty = F(Tp-1), n=1,2,3,....

K zahajeniu tohoto itera¢ného procesu potrebujeme poznat len jednu hodnotu (napriklad xp) a po-
stupne vypocitame
xr1 = F(w()), Ty = F(xl),...,xk = F(l‘k,l),....

Cleny postupnosti {xg, 1, T2, ...} nazjvame iteraciami alebo postupnymi aproximéciami. Pre-
toze ziadny algoritmus nemdze obsahovat nekoneéne vela krokov, musime proces urdeny itera¢nou
formulou pre nejaké n = N ukoncif. Potom zx bude len pribliZnou hodnotou (aproximaciou).
Cislo N spravidla nevyberame dopredu, ale uréujeme takzvani zastavovaciu podmienku. Tato
podmienka obyc¢ajne znie: Pokracuj vo vypocte podla iteracnej formuly, pokial bude

|z, — xp—1] > 6,

kde ¢ je nejaké vopred zvolené (malé) ¢islo.
Ak sa d4 iteracny proces zapisat itera¢nou formulou typu

Tntp = F(CEn,l’,H_l, s 7$n+p—1)7 n=20,1,2...,

hovorime o p-krokovom iteraé¢nom procese. K zahédjeniu vypoctu potrebujem poznat p hodnot,
napriklad xg, z1,...,2p—1.

1.7 Nerovnice

Pre pracu s nerovnostami a nerovnicami platia tieto zdkladné vlastnosti:
1. Aka<bab<c potom a < ¢ (tranzitivnost).
2. Ak a < b a c je Tubovolné, potom a + ¢ < b+ c.
3. Aka<bac<d,potoma+c<b+d.
4. Ak a <bam >0, potom am < bm; ak a < b a m < 0, potom am > bm.
5. Ak a<bac<d, kde a,b,c,d st kladné ¢isla, potom ac < bd.
6. Ak 0 < ab , potom je 0 < a,0 < b, alebo a < 0,b < 0.

7. Ak ab < 0, potom je 0 < a,b < 0, alebo a < 0,0 < b.
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8. Ak 0 < b, —b<a<b,potom jea® < b’ Ak 0 < b,a’® < b?, je —b < a < b.
9. Ak je 0 < a a a? < b?, potom plati: alebo 0 < a < b alebo b < —a < 0.

Tieto vlastnosti ostant v platnosti aj ked znak < nahradime znakom <.
Linearna nerovnica s jednou nezndmou x mé tvar:

axr+b N 0, (1.3)

kde a # 0,b st redlne ¢isla a N je niektory zo znakov <, >, <, > #.
Kvadraticka nerovnica s jednou nezndmou je nerovnica tvaru:

ar® +bxr+c N O (1.4)

kde a # 0 a N je opiit niektory zo znakov <, >, <, >, #.

Riesenim nerovnice (1.3) alebo (1.4) nazyvame mnozinu vsetkych ¢isel, ktoré ked dosadime do ne-
rovnice namiesto neznamej x dostaneme pravdivi nerovnost medzi ¢islami.

Systém linearnych nerovnic s jednou neznamou mé tvar

aix+bt NO
asx +by N O
: (1.5)
anx + by N 0,
kde a1, a9, ..., a, st rozne od nuly.
Nech riesenia jednotlivych nerovnic systému (1.5) st My, M, ..., M,,. Potom riesenie systému (1.5) je

M=MNMyN...NM,.

Ekvivalentnymi nerovnicami nazyvame také nerovnice, ktorych mnoziny rieseni st rovnaké mnoziny.
Upravy, pomocou ktorych z danej nerovnice dostaneme ekvivalentnt, nazyvame ekvivalentnymi tupra-
Vami.

Pri rieSeni nerovnic pouzivame vlastnosti 1.-9. a to tak, ze z danej nerovnice dostavame ekvivalentné
nerovnice, ktoré uz vieme riesit.

Kvadratickt nerovnicu (1.4) moZno riesit ipravou na tvar

b o
—)* N
(x 4+ 2a)

b2 — 4dac
402

Pri rieSeni tejto nerovnice mozu nastat tieto tri pripady:

1. D = b? — 4ac > 0, nerovnicu (1.6) mozeme riesit napriklad tpravou na tvar
a(z —a)(z— ) N O,
kde «, 3 st korene rovnice ax? + bx + ¢ = 0. Nerovnicu riesime dalej podla vlastnosti 5. a 6.

2. D = b?> — 4ac = 0. Potom nerovnica (1.6) nem4 rieSenie, ak N znaéi <; nerovnica (1.6) ma
rieSenie (—oo,00) , ak N zna¢i >; nerovnica (1.6) ma rieSenie z = —%,
(1.6) ma rieSenie vSetky realne cisla okrem ¢isla —%, ak N znaci # alebo >.

ak N znaci <; nerovnica

3. D = b* — dac < 0. Potom nerovnica (1.6) nem4 rieSenie, ak N zna¢i < alebo <; nerovnica (1.6)
ma rieSenie (—oo,00) , ak N znaéi >, > alebo #.
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Priklad 15. RieSme nerovnicu:
3—x < 2w—8_ 3r—1
5 3 2
RieSenie: Podla vlastnosti 4. dostaneme po vyndsobeni oboch strdn nerovnice ¢islom 30 ekviva-
lentna nerovnicu:

18 — 62 < 20z — 80 — 45z + 15,

odkial
18 — 6 < —25x — 65.

K obom strandm nerovnice pripoc¢itame vyraz 252 — 18 a podla vlastnosti 2. dostaneme
19z < —83.

Vynésobenim tejto nerovnice ¢islom 1—19 dostaneme

< 83
< ——.
19
RieSenim tejto nerovnice su ¢isla z intervalu (—oo, —%). Pri rieSeni sme robili len ekvivalentné tpravy,
preto najdené rieSenie je aj rieSenim povodnej nerovnice. &

Priklad 16. Riesme nerovnicu:
2?2 — 5z 46 < 0.

RieSenie: Pretoze D = (—5)2 —4-6 = 1 > 0, dant nerovnicu riesime tak, 7e trojélen 22 — 5z + 6
rozlozime na suéin koretiovych éinitelov. Korene kvadratickej rovnice 22 — 52 + 6 = 0 su ¢isla 2 a 3.
Preto plati 22 — 52 + 6 = (v — 3)(z — 2). Dostavame

(x—=3)(x—2)<0.

Tato nerovnica je podla vlastnosti 7. ekvivalentna s jednym z nasledujicich dvoch systémov

r—3>0, —2<0 (1.7)
alebo
r—3<0, z—2>0 (1.8)

RieSenim systému (1.7) je prienik (—o00,2) N (3,00) = 0. RieSenim systému (1.8) je prienik (—oc,3) N
(2,00) = (2,3). RieSenim pdvodnej nerovnice preto je U (2,3) = (2,3). &

Cvicdenia

15. Rieste nerovnice:

a) =z >0 d) %%(, i;%g;

5—2x z(T .
’ (rlg)(zjf ° G =0
C) W S 0 f) ;3_275 S 2.

16. Rieste nerovnice:

a) ¥2 — 27 + 5 < 0; d) 222 — 22 < 0;
b) 22 + 14z — 24 < 0; e) 622 + 13z +6 < 0;
c) 222 -3z -2>0; f)8x%2-23<0.
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1.8 Absolutna hodnota realneho ¢isla
Nech a € R. Absoliatnu hodnotu ¢isla a oznacujeme |a| a rozumieme tiou ¢islo

la| = a, ak a > 0;

la| = —a, ak a < 0.

Nech a, b s redlne ¢isla. Potom plati:

1. |a| = max{a, —a}

2. Ja| =| —d

3. a<|a

4. |a] = Va?

5. Jab] = [allb

6. |a"| = |a|™, pre kazdé prirodzené ¢islo n

7 1¢l= (b#0)
8. la+0b| <|a|+ |b| ( trojuholnikova nerovnost )
9. lal = [b] < la £ 0] < |af + [b]

Geometricky vyznam absolitnej hodnoty redlneho ¢isla a je vzdialenost obrazu ¢isla a na ¢éiselnej osi
od zaciatku. Vzdialenost bodu a od bodu b na ¢iselnej osi je preto |b — al.

Priklad 17. RieSme rovnicu:

1
+3 ==
o +8l=
Riesenie: Najskor rovnicu upravime tak, aby neobsahovala absolitnu hodnotu. Uvazujeme dva
pripady:
a) + 3 >0, potom |z + 3| = z + 3 a dand rovnica je ekvivalentna so systémom
2+3>0 (1.9)
1
T+3==2. (1.10)
5
Riegenim nerovnice (1.9) je interval (—3, c0). RieSenim rovnice (1.10) je éfslo 2 = —%. Preto riesenim
systému (1.9), (1.10) je prienik tychto mnoiin: (—3,00) N {—3} = {—4}.
b) 2 + 3 < 0, potom |z + 3| = —(z + 3) a dana rovnica je ekvivalentna so systémom
r+3<0 (1.11)
1
~(z+3)= . (1.12)
Riegenim nerovnice (1.11) je interval (—oo, —3). RieSenim rovnice (1.12) je &islo 2 = —38. Preto riese-
nim systému (1.11), (1.12) je prienik tychto mnozin: (—oo, —3) N {—32} = {-32}.

RieSenim danej rovnice st teda ¢isla —%, —%. &
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Priklad 18. Riesme nerovnicu:
lz+1] < |z+3| (1.13)

RieSenie: KedZe mnozina vSetkych rieSeni je podmnozinou redlnych ¢isel, budeme uvazovat
vSetky mozné pripady, ktoré mozu nastat. St to tieto Styri:
a)x+1>0az+3>0,
b)z+1<0ax+3<0,
c)x+1>0azxz+3<0,
d)z+1<0azxz+3>0.

pre pripad a) plati: |z + 1| = # + 1, |z + 3| = = + 3. Nerovnica (1.13) je ekvivalentna so systémom
nerovnic
z+1>0

r+3>0
r+1<xz+3.

RieSenim tohoto systému st vSetky ¢isla z, pre ktoré plati sicasne > —1,x > —3 (tretia nerovnica je
splnend pre fubovolné reélne ¢islo). Riesenim je teda prienik intervalov (—1,00) N (—3,00) = (—1, c0).
V pripade b) plati: |[x+1| = —(z+1), |x+3| = —(z+3). Nerovnica (1.13) je ekvivalentna so systémom
nerovnic

rz+1<0

z+3<0
—(z+1) < —(z+3).
Cize
r< -1, z< -3, —1<-3.

KedZe rieSenim poslednej nerovnice je (), cely uvedeny systém nemé rieSenie.
V pripade c) plati: |x +1| =z + 1, |z + 3| = —(z + 3). Nerovnica (1.13) je ekvivalentna so systémom

rx+1>0

z+3<0
r+1<—(x+3).

Riesenim tohoto systému sa vSetky ¢isla x, pre ktoré platia sticasne vSetky tri nerovnice: x > —1, = <
-3,z < —2; to jest prienik intervalov (—1,00) N (—o00,—3) N (=00, —2) = (. V tomto pripade teda
systém nemé4 rieSenie.

V pripade d) plati: |z + 1| = —(z + 1), |z + 3| = 2 + 3. Nerovnica (1.13) je ekvivalentnd so systémom

r+1<0
r+3>0

—(r+1)<z+3.

RieSenim tohoto systému st vSetky éisla x, pre ktoré sicasne plati: ¢ < —1, x > —3,x > —2; to jest
prienik intervalov (—oo, —1)N(—3,00) N(—2,00) = (=2, —1). RieSenim nerovnice (1.13) je zjednotenie
intervalov (—1,00) U (=2, —1) = (—2,00). &
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Cvidenia

17. Vypocitajte:
‘ - 5|7 |24|7 |7T - 1’7 ’1 - 2\/§|7 |2 - \/1‘

18. Znazornite na ¢iselnej osi mnoziny vsetkych z € R pre ktoré plati:

a) |z| < 4 b) |z > 2 ) |z —3| <2
d) lzr—5/<1 e |z +1/<3 f)|lz+3 <1
g) |z —=5/>5 h)|z+3/<3 i)|z—1/<0

19. Ako mozno inak napisat podmienky?

a) -l<z<1l; b)z<-laleboz>17?

20. Rieste nerovnice:
a) |z + 3| < |z —5;
b) 2z + 1| > |z — 3|.

21. RieSte rovnice:

a)x+ |z +3|=5; c¢) |2z —3| -z =24
b)z+|x—3|=5; d)|br+1|—2zx=—-2.

22. Ak plati: y = % a |x — 4| < 2, ¢o modZzeme povedat o hodnotach y ?

23. Najdite vSetky ¢isla z € R, ktorych sucet vzdialenosti od ¢isel —3 a 5 a) je mensi ako 6; b)

.....

RieSenia cviceni

2. iracionalne, racionalne, iraciondlne, racionalne, raciondlne, iracionalne, racionalne.
3. < 3222
113 S 7>
BVT<i
—1,44 < —V2 < —1,41;
—2,34 < -1 <231
5. nie, nie, nie.
7. a) prienik (2,3), zjednotenie (—1, c0),
b) prienik (—4,1), zjednotenie (-7, 3),
c) prienik (—v/123, —1), zjednotenie (—123,0),
d) prienik (—8,3), zjednotenie (—oo, 15).
9. maxM; = supM; = —1, infimum a minimum neexistuja.
supMs = 1, inf My = 0, maximum a minimum neexistuja.
max M3 = sup M3 = 1, inf M3 = min M3 = 0.
sup My = /3, inf My = v/2, maximum a minimum neexistuji.
inf M5 = min M5 = —1, supremum a maximum neexistuju.
10. maxM =supM =2, minM = inf M = 0.
11. maxM =supM = %, inf M = 1, minimum neexistuje.
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12. supM = %.
13. 6§ =0,22%, n = 4, plocha = 8763 £ 2, 0.
14. 6 =0,16%.

7)



Kapitola 2

Analyticka geometria

2.1 Uvod

Analyticka geometria je oblast matematiky, v ktorej sa Studuji geometrické tvary pomocou ich
analytickych vyjadreni. Pomocou zvolenej stradnicovej ststavy vieme kazdy zakladny geometricky
utvar vyjadrit jednozna¢ne v tvare istej rovnice (pripadne nerovnice). Pritom vztah medzi prislusnym
geometrickym ttvarom a jeho rovnicou je dany nasledovnym pravidlom:

(P) Lubovolny bod X lezi v danom ttvare prave vtedy, ak jeho stiradnice spliiaji rovnicu
atvaru.

Na zéklade tohoto pravidla prienikom Gtvarov U; a Us je mnozina vSetkych bodov, ktorych strad-
nice spliiaji sicasne rovnice obidvoch tychto atvarov.

2.2 Zaklady tedrie

2.2.1 Sidradnicova sustava

Kartezianska stradnicova ststava v rovine (v priestore) je sustava dvoch (troch) navzdjom na
seba kolmych priamok, ktoré voldme osi siradnicovej ststavy. VSetky osi siradnicovej stistavy maja
spolo¢ny jediny bod, ktory volame zaciatok suradnicovej suistavy a oznacujeme ho znakom O.
Naviac, na kazdej osi je uréena rovnaka jednotka dlzky. Kartezianska stradnicova stistava je prostrie-
dok, pomocou ktorého kazdému bodu v rovine (v priestore) vieme jednoznac¢ne priradit usporiadani
dvojicu (trojicu) redlnych ¢isel, ktoré volame suradnice daného bodu. Sposob priradenia je zndzorneny
na obr. 1 (obr. 2).

Fakt Ze bod A ma stradnice aq, az, ag, budeme zapisovat Ala1, ag, as] alebo A = [a1, ag, as).

2.2.2 Vektory

Vektor je geometricky objekt, ktory je uréeny dlzkou, smerom a orientéciou. Mézeme si ho predsta-
vit ako orientovanu Usecku, t. j. Gsecku, na ktorej je vyznaceny zaciatoény a koncovy bod. Pritom
nesmieme zabudntf, 7e dve rozne orientované tisecky, ktoré maji zhodnt dizku (t. j. velkost), smer aj
orientaciu, predstavuju ten isty vektor, ide o dve rézne umiestnenia toho istého vektora.

27
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z
as
y
Alay, az, as]

as A[al,ag]

ay

X a
a1 X >2\\y
obr. 1 obr. 2

Sturadnice vektora su stradnice jeho koncového bodu v takom umiestneni vektora, ked zaciatoény
bod je zhodn¥ so zaciatkom stradnicovej ststavy. Fakt, Ze vektor v mé stradnice vy, vg,v3 ' budeme
zapisovat v = [v1, ve, v3]. Teda, ak A = [a1, as,a3] a B = [by, ba, bs], tak vektor so zadiatoénym bodom
A a koncovym bodom B ma stradnice [by —aq, by — az, bs — as]. Preto takyto vektor budeme oznacovat
symbolom B — A. ?

Polohovym vektorom bodu A rozumieme vektor A — O.

Dizka vektora v je vzdialenost jeho zac¢iatoéného a koncového bodu a oznaéujeme ju ||v||. Plati

IB — Al| = d(A, B) = /(a1 — b1)? + (az — b2)? + (a3 — b3)2. (2.1)

Nulovy vektor je (jediny) vektor, ktorého dizka je 0. Budeme ho oznacovat 0. Nulovy vektor ma
vSetky sturadnice rovné 0.

Jednotkovy vektor je kazdy vektor, ktorého dlzka je rovné 1. Jednotkovy vektor orientovany v klad-
nom smere osi x oznacujeme %, jednotkovy vektor orientovany v kladnom smere osi y oznacujeme 7,
jednotkovy vektor orientovany v kladnom smere osi z oznacujeme k. Vektory i, j, k tvoria bazu troj-
rozmerného priestoru.

V dalsom texte predpokladajme, ze u = [u,u2, ug] a v = [v1, v, v3].

Skalarny nasobok vektora v ¢islom ¢ je vektor ¢ - v, pricom:

1. dlzka vektora c- v je |c| ndsobkom dlzky vektora v
2. obidva vektory maju rovnaky smer

3. e ak ¢ > 0, tak v a ¢- v maju zhodn orientéciu
e ak ¢ < 0, tak v a ¢c- v maji opacnu orientaciu

e akc=0,takc-v=0.
Namiesto ¢ - v budeme niekedy pisat kratsie cv. V stradniciach:

¢ v = [cvy, cvg, cus]

Vsetky vztahy, tykajice sa stradnic budeme uvadzat pre trojrozmerné vektory. V pripade dvojrozmernych vektorov
vSetky vztahy platia s tym, Ze tretie stiradnice zo vztahu vynechame alebo povazujeme za rovné 0
2Niekedy sa stretdvame aj s oznacenim AB
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Vektor (—1) - v voldme vektor opacny k vektoru v a oznac¢ujeme —wv. V stradniciach:
—v = [—v1, —vg, —v3).

Plati: Dva nenulové vektory s rovnobezné prave vtedy, ak jeden z nich je skaldrnym nésobkom dru-
hého. Je to prave vtedy, ak podiely ich prvych, druhych aj tretich stradnic sa zhodné.

Priklad 1. Nech A =[-3,1,7] a B = [2,—5,0]. Uréte dlzku vektora B — A a stiradnice jednot-
kového vektora rovnako orientovaného v jeho smere.

Riesenie: Najskor urc¢ime siradnice vektora B — A:
B—-—A=]2-(-3),-5-1,0-7=15—-6,-7].

Podla vztahu 2.1

IB — Al| = /52 + (—6)2 + (~7)2 = 25 + 36 + 49 = V/110.

Oznaéme u = [u1, ug, us] jednotkovy vektor v smere vektora B — A. KedZze u je skaldrnym nasobkom
vektora B — A, existuje také realne Cislo ¢, Ze plati

u] = be, ug = —6¢, ugz= —Tc.

Naviac, vektor u mé dlzku 1 a preto plati

1 = \/u} +u3 +u? = 25¢* + 36¢% + 49¢* = 1102

1
2—_
“ T 110

Posledna rovnica méa prave dve riesenia ¢ = ﬁ:ﬁ. Hladany vektor dostaneme pre hodnotu ¢ = —~—:

Teda

110
5 -6 -7
V110 /1107 V110

Nakoniec poznamenajme, Ze jednotkovy vektor v smere vektora B — A s opacnou orientaciou dosta-

neme pre hodnotu ¢ = _110. &

u = .

Priklad 2. Pre ktoré hodnoty ¢isel p a ¢ st vektory a = [—1,p,4] a b = [q, 2, —3] rovnobezné?

Riesenie: Podla poznamky pred predchadzajicim prikladom si vektory a a b rovnobezné prave
vtedy, ak plati

-1 p 4
g 2 -3
Porovnanim prvého zlomku s tretim a druhého zlomku s tretim dostédvame
3 a 8
1=y " Pz
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Sucet vektorov u a v je vektor u + v, ktory mozeme znézornit ako uhlopriecku v rovnobezniku
so stranami tvorenymi vektormi w a v, pricom jeho orientécia je znédzornena na obr. 3.

obr. 3

V suradniciach:
u~+ v = [ug + v1, ug + va, usz + vs).

Rozdiel vektorov u a v je vektor u — v = u + (—v).
Ak méame dva vektory u a v, tak vyraz

cu +dv, kde c, d st Iubovolné realne éisla,

je linearna kombinacia vektorov u a v.
Podobne, ak mame tri vektory u, v a w, tak vyraz

cu + dv +ew, kdec, d, e st Iubovolné realne ¢isla,

je linearna kombinacia vektorov u, v a w.
Cisla ¢, d, e v linedrnej kombinacii volame koeficienty kombinAcie. Pre kazdt konkrétnu hodnotu
koeficientov dostavame konkrétny vektor.

Plati: Ak méme dané v rovine dva nerovnobezné vektory, tak kazdy vektor tejto roviny sa da
jednoznacne vyjadrit v tvare linedrnej kombinacie dvoch danych vektorov. Ak méame dané v priestore
tri vektory, ktoré nelezia vSetky v jednej rovine, tak kazdy vektor v priestore sa d4 jednoznacéne vyjadrit
v tvare linedrnej kombinacie troch danych vektorov.

V désledku toho kazdy vektor sa d4 napisat v tvare linedrnej kombinécie vektorov bazy:

u = u1t + ugj + usk.
V tomto vyjadreni st koeficienty kombinacie zhodné so stiradnicami vektora, teda plati
u = u1t + ugj + usk prave vtedy, ak w = [uj,ug,us] . (2.2)
Priklad 3. Vyjadrime vektor [-3,1] ako linedrnu kombinéciu vektorov [1,-1] a [2,3].
Riesenie: Hladame ¢isla ¢ a d, pre ktoré plati
[—3,1] = ¢[1,-1] +d[2,3] = [c, —c] + [2d,3d] = [c + 2d, —c + 3d] .
Porovnanim prvych a porovnanim druhych stradnic dostavame ststavu dvoch rovnic s dvomi nezna-

mymi
c+2d=-3 a —c+3d=1. (2.3)
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Ich s¢itanim sa zrusi nezndma ¢ a po vydeleni piatimi dostaneme hodnotu d = %2 Dosadenim tejto
hodnoty do prvej rovnice dostaneme aj hodnotu druhej nezndmej ¢ = _TH Teda plati
—11 -2
-3,1] = —|1,-1] 4+ —|2,3].
3,1 = L -1+ 12,3
&

Priklad 4. Vyjadrime vektor [1,2,3] ako linedrnu kombinaciu vektorov [1,2,—1], [-2,1,0] a
[0, -3,1].

RiesSenie: Postupujeme podobne ako v predchddzajucom priklade. Hladdame také ¢&isla a, b, c,
aby platilo

[1,2,3] = all,2,—1] + b[—2,1,0] + ¢[0, —3,1] = [a — 2b,2a + b — 3¢, —a + ¢].
Porovnanim sturadnic dostaneme pre ¢isla a, b, c¢ tri rovnice
a—2b=1, 2a+b—3c=2, —a+c=3.
Ked vyjadrime b z prvej a ¢ z tretej rovnice pomocou a a dosadime do druhej rovnice, dostaneme

rovnicu pre a
a—1

2a +

—3(a+3)=2

s rieSenim a = —23. Dosadenim do prvej a tretej rovnice dostavame hodnoty b = —12 a ¢ = —20.
Preto plati
[1,2,3] = —23[1,2, —1] — 12[-2,1,0] + —20[0, —3, 1].

Skalarny sacin vektorov u a v je ¢islo u - v = ||ul|||v|| cos(u, v). V stradniciach:
U - v = uv] + ugvy + usvs. (2.4)
Z definicie skalarneho st¢inu a z vlastnosti funkcie cos vyplyva:

e u - v > () prave vtedy, ak uhol vektorov u a v je ostry.
e u - v = ( prave vtedy, ak uhol vektorov u a v je pravy.
e u - v < () prave vtedy, ak uhol vektorov u a v je tupy.

Uhol vektorov u a v, ktorych stradnice pozndme, modzeme vypocitat pomocou vztahu
U1v1 + U2V2 + U3V3

V@? +u3 +ud) (0} + 03+ 03)

Priklad 5. Vypocitame uhol vektorov u a v, ak

a) u=[-2,1] a v=][34]
b) u=1[3,-2,4 a v=[-2,-53]

cos(u,v) = (2.5)
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RieSenie: a) Dosadenim do vztahu 2.5 dostaneme
(—2).3+ 1.4 2
cos p = = .
V(=22 +12./32+42 55

Preto uhol ¢ vektorov v a v mé priblizni hodnotu 100, 3°.
b) Podobnym vypocétom ako v ¢asti a) dostaneme priblizné hodnoty

cosp = 0,482 a p =61,2°.

Priklad 6. Néjdeme jedotkovy vektor kolmy na vektor u = [3, 2].

RieSenie: Najskor uréime niektory vektor kolmy na vektor u. Vo vSeobecnosti, ak hladdme
niektory vektor kolmy na vektor [a, b], tak mozeme vyuzit vektor [-b,a], pretoze ich skaldrny stéin je
0. Takze vektor v = [—2, 3] je komy na vektor w. Potom, spésobom podobnym ako v priklade 1 tejto
kapitoly najdeme dve riesenia tilohy
2

] a va=[—,

1 I

’U1:[

|
-
a‘w
ﬁ‘w
w
w
ol «®

Vektorovy suéin vektorov u a v je vektor u X v, ktory je uréeny nasledovne
o |[ux vl = ||ul[l[v]|sin(u,v)
e jeho smer je kolmy na smery obidvoch vektorov u aj v

e orientovany je tak, ze usporiadand trojica vektorov [u, v, w X ] tvori pravotoéivi ststavu
vektorov

Poznamenajme, Ze geometricky vyznam prvej podmienky je ten, ze dizka vektorového st¢inu dvoch
vektorov je rovna velkosti plosného obsahu rovnobeznika vytvoreného tymito vektormi (obr. 4).

v
U X v v
v U
U
VXU=—-UXV P = ||u]| - ||v]| - sin(u, v)
U
obr. 4
V stiradniciach: 3
i 3 k
U Xv=|1u u9 us (26)

U1 V2 U3

3Symbol na pravej strane rovnosti je determinant matice. Pozri kapitolu Linearna algebra.
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Priklad 7. Vypocitame obsah trojuholnika s vrcholmi A = [3,—-1,5], B = [0,4,-2] a
C =[-3,3,1].

RieSenie: Dopliime trojuholnik ABC' na rovnobeznik ABDC podla obr. 5.

obr. 5

Hladany obsah je rovny polovici plochy rovnobeznika ABCD, ktora sa rovné dlzke vektorového suéinu
vektorov B — A a C' — A. Poditajme

i § Kk
(B—A)x(C—A)=| -3 5 —7|=8i+30j+18k
6 4 -4
& 1 1
P=II(B = A) x (C — A)|| = 5 V&2 +30° + 187 = /322 ~ 17,95.
&

Zmiesany sucin vektorov u, v a w je st¢in (u X v) - w. Ako vidiet z definicie, zmieSany stGéin
je cislo, zavisiace od troch vektorov. Jeho geometricky vyznam je ten, Ze jeho absoltitna hodnota je

rovné velkosti objemu rovnobeZnostena vytvoreného tymito tromi vektormi umiestnenymi v spolo¢nom
zaciatku (obr. 6).

V = [|(u x v) - wl|

obr. 6

V stradniciach :
uyp U2 U3
(’LL X 'v) W =| V1 (%] V3 (27)
w1 w9 ws
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Priklad 8. Vypocitame objem a obsah povrchu rovnobeznostena ABC DA B1Cy D1, s vrcholom
A[—1,2,—4] a s nim susediacimi vrcholmi B[2,3,0], D[-2,7, —4] a A;[1,—1, —6].

RieSenie: Objem bude rovny absolitnej hodnote zmiesaného stcinu vektorov B — A = [3,1,4],
D—-A=[-1,5,00a A1 — A=1[2,-3,-2]

3 1 4
-1 5 0]=-60
2 -3 -2
Preto V = | — 60| = 60. Obsah povrchu vypocitame pomocou vektorovych stéinov

S=2((B—A)x(D—A)[[+][(B—-A)x(A1— A+

+[(D — A) x (A1 — A)]]) =
2(]| — 208 — 45 + 16k|| + ||10i + 145 — 11K|| + || — 105 — 2§ — Tk||) =
= 2(v/672 + V41T + V/153) ~ 117, 4.

Smerovy vektor priamky p je kazdy vektor rovnobezny s priamkou p.
Normalovy vektor priamky p je kazdy vektor kolmy na priamku p.
Smerovy vektor roviny «a je kazdy vektor rovnobeZzny s rovinou a.
Normalovy vektor roviny « je kazdy vektor kolmy na rovinu .
Poznamenajme, zZe ak niektory vektor je smerovym alebo norméalovym vektorom priamky alebo roviny,
tak aj jeho TubovoIny nenulovy skaldrny nésobok je taky. To znamend, Ze kazd4 priamka alebo rovina
mé nekonec¢ne vela smerovych a normalovych vektorov. Dolezité vSak je, ze

e ak mame uréenu priamku v rovine, tak smery jej normalového a smerového vektora su
jednoznacéne urcené

e ak mame uréent priamku v priestore, tak smer jej smerového vektora je jednoznaéne urceny,
avSak ma nekonecne vela normalovych vektorov réoznych smerov

e ak méme urdent rovinu v priestore, tak smer jej normalového vektora je jednoznacéne ur-
éeny, avSak ma nekoneéne vela smerovych vektorov réznych smerov.

2.2.3 Rovnice rovinnych utvarov

Vo v8eobecnosti rovnica rovinného atvaru je rovnica s dvomi neznamymi x a y, ktora urcuje tento
atvar spésobom nazvanym v avode kapitoly ako pravidlo

(P) Lubovolny bod X = [z, y] roviny lezi v danom tutvare prave vtedy, ak jeho suradnice
x a y spliiaja rovnicu utvaru.

Sposob, akym ziskame rovnicu utvaru, zavisi od toho aké informécie o Utvare mame k dispozicii.
V roznych situaciach dostavame rozne typy rovnic.
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Normalova rovnica priamky

Predpokladajme, ze pozname suradnice jendého bodu Xy danej priamky a niektory jej normaélovy
vektor n. Potom TubovoIny bod roviny X lezi na danej priamke prave vtedy, ak vektory X — Xg an
su navzajom kolmé. Na zaklade uvedenych vlastnosti skalarneho sti¢inu dostavame norméalovi rovnicu
priamky:

(X — Xo) n=0. (2.8)

Ak tuto rovnicu rozpiseme v stradniciach, dostaneme vSeobecni rovnicu danej priamky.

Vseobecna rovnica priamky

je rovnica v tvare

ax +by+c=0, kdea,b,c st reilne ¢isla. (2.9)

Ich geometricky vyznam je ten, ze n = [a, b] je normalovy vektor priamky a ¢islo —c je rovné skalar-
nemu sucinu polohového vektora lubovolného bodu priamky s normélovym vektorom |a, b], t.j.,ak X
je Iubovolny bod priamky, tak (X — O) - n = —c. Poznamenajme este, Ze ¢islo |¢| je priamo tmerné
vzdialenosti priamky od zaciatku stradnicovej stistavy.

Polroviny urcené touto priamkou maji nerovnice

ar+by+c<0 a ar+by+c>0. (2.10)

Priklad 9. NapiSeme vSeobecnu rovnicu priamky uréenej bodmi A[2,5] a B[—1, 3]. NapiSeme tiez
rovnicu polroviny uréenej touto priamkou a bodom C[—5, —3].

RieSenie: Hladand rovnica priamky maé tvar ax + by + ¢ = 0, kde a, b, ¢ st konkrétne realne
¢isla, ktoré potrebujeme néjst. Kedze body A a B lezia na priamke, ich stradnice splhaji hladant
rovnicu, ¢o vedie k dvom rovniciam pre ¢isla a, b, ¢

2a+5b4+¢c=0 a —a+3b+c=0.
Sc¢itanim prvej a dvojnasobku druhej rovnice dostavame b = —%c. Dosadenim za b do druhej rovnice
dostédvame a = 1—210. Teda sistava mé nekonecne vela rieseni, ktoré dostaneme Iubovolnou volbou

hodnoty c. Ak zvolime napriklad ¢ = 11, dostaneme celo¢iselné hodnoty a = 2 a b = 3. Hladana
rovnica je

20 -3y +11=0.
Pri tejto prilezitosti poznamenajme, Ze aj fubovolny nenulovy nasobok tejto rovnice (zodpovedajuici
inej volbe hodnoty ¢) je rovnicou tej istej priamky.

Na urcenie znamienka nerovnice hladanej polroviny dosadime do Tavej strany rovnice priamky strad-
nice bodu C' a vysledok porovname s pravou stranou:

2.(=5) — 3.(=3) + 11 = 10 > 0.

Polrovina je urcend nerovnicou 2z — 3y + 11 > 0. &



36 KAPITOLA 2. ANALYTICKA GEOMETRIA

Smernicova rovnica priamky

je rovnica v tvare
y=kx+q, kdek, qstreilne ¢isla. (2.11)

Cislo k sa vola smernica priamky a je rovné tangensu uhla priamky s kladnym smerom osi 2. Smernica,
priamky vyjadruje relativnu zmenu zavislej premennej y pri zmene nezavislej premennej x. Cislo ¢ je
y—ova sturadnica priesecnika priamky s osou y. Rovnica priamky so smernicou k prechadzajtcej bodom

[x07y0] je
y —yo = k(xz — x0) .

Parametrické rovnice priamky

Ak pozname jeden bod priamky X, a jej smerovy vektor s, tak lubovolny bod X lezi na danej
priamke prave vtedy, ak vektory X — Xg a s st navzajom rovnobezné. Potom ale existuje redlne
¢islo t (jednoznacéne uréené bodom X), pre ktoré plati: X — Xo = ¢s. Ak tto rovnicu rozpiseme
v stradniciach, dostdvame parametrické rovnice priamky:

r=ux9+ s1t; y=1yo+ sot, tER. (2.12)

Cislo t sa vola parameter, Xo = [rg,%o] je niektory bod priamky a s = [s1,s2] je smerovy vektor
priamky. Parametrické rovnice tejto priamky sa tiez pisu vo vektorovom tvare

[2,y] = [z0 + s1t, yo + s2t], tE€R. (2.13)
Polpriamka uréend bodom Xy = [x0,yo] & smerovym vektorom s = [s1, s3] ma parametrické rovnice
[, y] = [xo + s1t, Yo + s2t], t € (0,00). (2.14)

Usecéka AB, kde A = [a1,az] a B = [b1, ba] mé parametrické rovnice
[z,y] = [a1 + (b1 — a1)t, ag + (b — ag)t], t € (0,1). (2.15)

Priklad 10. NapiSeme vSeobecni, smernicova a parametrické rovnice priamky so smernicou —%
a prechadzajucej bodom P[3, —2].

Riesenie: Smernicova rovnica priamky méa tvar y = —%x—kq, pricom suradnice bodu P ju spliaja

1 1
—2=-—=-23 , ted = ——.
5 +q eda q 5

Hladané smernicova rovnica je y = —%x — % Ked v tejto rovnici prenesieme vyraz na pravej strane

na lava stranu, dostaneme rovnicu vSeobecnt

Lyt ioo
—x —=0.
27 YTy

Ak chceme, aby koeficienty rovnice boli celé ¢isla, vynasobime rovnicu ¢islom 2

z+2y+1=0.
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Na urcenie parametrickych rovnic potrebujeme stradnice smerového vektora priamky, pricom z po-
slednej rovnice pozname jej normélovy vektor n = [1,2]. MoZeme preto pracovat so smerovym vekto-
rom s = [—2, 1], ktory spolu s bodom P ur¢i parametrické rovnice

[z,y] =[3—2t,—-2+1¢].
&

Priklad 11. St dané body A[6, —1] a B[—4, 5]. NapiSeme rovnicu tsecky AB a néjdeme stiradnice
takého bodu C na usecke AB aby platilo d(A,C) = 2.d(B,C).

Riesenie: Parametrické rovnice tisecky st
[x,y] = [6 —10t,—1 4+ 6t], € (0,1).

Bod C lezi v dvoch tretindch tsecky smerom od bodu A k bodu B, preto jeho suradnice dostaneme
pre hodnotu parametra t = % dosadenim do parametrickych rovnic. C' = [—%, 3. &

Rovnice kuzeloseéiek

Kruznica so stredom S = [z, yo] a polomerom 7 ma rovnicu
(= 20)* + (y — wo)* = 1*. (2.16)
Elipsa so stredom S = [zg, o] a polosami dlzok a,b mé rovnicu

(95 - 960)2 4 (y— yo)2
a? b2

= 1. (2.17)

Hyperbola so stredom S = [z, 30] a poloosami dlzok a,b m4 rovnicu

)2 a2

(z ;0) _ W beO) = 1, ak je hlavna os v smere osi x (2.18)
a
)2 a2

(z ;0) _ W beO) = —1, ak je hlavna os v smere osi y. (2.19)
a

Parabola s vrcholom V' = [xg, yp] a parametrom p ma rovnicu

(x —x0)> = 2p(y —wo), ak je os paraboly v smere osiy (2.20)

(y —yo)®? = 2p(z —xp), ak je os paraboly v smere osi x. (2.21)

Priklad 12. N&ajdeme vsetky ¢isla ¢, pre ktoré bod P[c, —4] lezi na elipse s rovnicou % +

% = 1. Pre ktoré ¢isla d existuje bod so suradnicami [c, d] na tejto elipse?

Riesenie: Dosadenim stradnic bodu P do rovnice elipsy dostaneme rovnicu pre neznadmu hodnotu

(c43)2 N (49+2)2 _

Po dprave
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dostavame dve rieSenia ¢ = 3 + % ac=3— %

Pre ¢islo d existuje na danej elipse bod so stradnicami [c, d| prave vtedy, ak rovnica

(0—43)2+ (d;2)2 _

s neznamou ¢ ma rieSenie. Po podobnej tiprave ako v prvej ¢asti dostaneme

9(c—3)% =36 — 4(d + 2)*
Tato rovnica mé rieSenie prave vtedy, ak je na pravej strane nezaporné ¢islo
36 —4(d +2)* > 0.

Tato nerovnica plati prave vtedy, ak (d + 2)2 < 9. RieSenim poslednej nerovnice st vietky ¢isla
de (=5,1).

Na druht otdzku mozeme najst odpoved aj jednoduchsim sposobom, ked si uvedomime, Ze stred danej
elipsy je v bode [3, —2] a dlzka jej poloosi v smere osi y je 3. Preto y-ové stiradnice vietkych bodov
tejto elipsy st v intervale (—5,1). &

Priklad 13. Néajdeme rovnicu paraboly s vrcholom V'[5, —2] prechadzajicej bodom P[2, 3] s osou
rovnobeznou s osou . Najdeme tiez na parabole bod stimerny s bodom P podla osi paraboly.

Riesenie: Do vzfahu 2.21 dosadime za hodnoty zq a yg siradnice vrchola V' a za hodnoty x a y
suradnice bodu P. Dostaneme tak rovnicu, ktora ur¢i parameter paraboly

(3—(~2))* =2p(2 - 5)
s rieSenim p = —%. Hladana rovnica je

(v +27 =2 5)

Kedze os paraboly je rovnobeznd s osou z, bod stiimerne zdruzeny s bodom P podla osi paraboly méa
tu ista x-ova suradnicu 2 rovnako ako bod P. Jeho y-ovu stiradnicu najdeme ako riesenie rovnice

(v +2? = -2(2-5)

rozne od ¢isla 3, ktorym je ¢islo —7. Simerny bod s bodom P ma suradnice [2, —7]. &

2.2.4 Rovnice priestorovych utvarov
Normalova rovnica roviny

Podobnou tivahou ako pre priamku v rovine dostavame normalovt rovnicu roviny urcenej bodom X
a normalovym vektorom m

(X — Xo) m=0 (2.22)

Ak st stradnice normélového vektora n = [a,b,c] a uréujiceho bodu Pz, 3o, 2], rozpisanim do
suradnic dostavame

a(x —xo) + by —yo) + (2 — 20) = 0. (2.23)

Po tprave dostavame vseobecnti rovnicu roviny.
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Vseobecna rovnica roviny

je rovnica v tvare

ar +by+cz+d=0, kdea,b,c,d sa reilne ¢isla. (2.24)

Ich geometricky vyznam je podobny ako vo vSeobecnej rovnici priamky v rovine: n = [a,b, ] je
normalovy vektor roviny a ¢islo —d je rovné jeho skaldrnemu stéinu s polohovym vektorom IubovoIného
bodu roviny.

Polpriestory urcené touto rovinou maji nerovnice

ar+by+cz+d<0 a ax+by+cz+d>0. (2.25)

Priklad 14. Néjdeme vSeobecni rovnicu roviny prechddzajicej bodmi A[—1,3,0], B[2,4,8] a
C[0,—4, 1]. Zistime, pre ktoré ¢islo d lezi bod D[d, 10, —1] v tejto rovine.

Riesenie: Na urcenie vSeobecnej rovnice roviny potrebujeme jej normalovy vektor a jej jeden
bod. Jej normalovy vektor je kolmy na vektory B — A a C — A, mozeme teda pouzit ich vektorovy
stcéin. Ten vypocitame podla vztahu 2.6

i j k
(B—A)x(C—A)=|2-(-1) 4-3 8-0|=57i+5j— 22k
0-(-1) -4-3 1-0

Kedze bod A[—1,3,0] lezi v hladanej rovine, jej rovnica ma tvar 57(z + 1) + 5(y — 3) — 22z = 0. Po
roznasobeni

97x 4+ 5y — 22z 4+ 42 = 0.

Bod D lezi v tejto rovine prave vtedy, ak plati
57d +5.10 — 22.(—1) + 42 =0,

teda pre hodnotu d = —2.
)

Poznamenajme, Ze rovnicu roviny sme mohli tiez hladat podobnym spdsobom ako rovnicu priamky

danej dvomi bodmi, t.j. dosadenim stradnic danych bodov do vSeobecnej rovnice roviny a riesenim
sustavy linearnych rovnic.
Ind moznost rieSenia predchadzajiceho prikladu je zaloZend na nasledujtcej vSeobecnej ivahe. Pred-
pokladajme, zZe mame néjst vSeobecnt rovnicu roviny urcenej tromi bodmi A[zg, yo, 20], Blz1, Y1, 21]
a Clza,y2, z2]. Lubovolny bod X|[xz,y, z| lezi v tejto rovine prave vtedy, ak trojica vektorov X — A,
B — A a C — A umiestnend v spolo¢nom zaciatku A lezi v tej istej rovine. To plati prave vtedy, ak
tieto vektory nevytvoria skutocény rovnobeZnosten, ale jeho priemet do roviny, inak povedané objem
vytvoreného rovnobeznostena bude 0. Pouzitim vztahu 2.7 dostavame

T —Zo Y—1Yo 2= 20
1 — o Y1 — Yo 21— 20 | = 0. (2.26)
T2 —To Y2 —Yo <2— %0
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Parametrické rovnice roviny

Ak pozname jeden bod roviny X a tiez jej dva nerovnobezné smerové vektory r a s, tak fubovolny
bod X priestoru lezi v danej rovine prave vtedy, ak vektor X — X je linedrnou kombinéciou vektorov
7 a s. To znamena, Ze existuju také redlne cCisla t a u, Ze plati

X — Xo =tr + us.

Rozpisanim tejto rovnice v stradniciach dostavame parametrické rovnice roviny urcenej bodom Xy =
[0, Y0, 20] a smerovymi vektormi r = [r1,79,73] a 8 = [s1, S2, s3]

[,y, 2] = [xo + tr1 + us1, yo + tra + usa, 20 + trs + uss| (2.27)

je praca s parametrickymi rovnicami roviny dost komplikovand a preto sa prakticky nepouzivaju.

Priklad 15. Overime, ¢i bod P[11,1,—12] lezi v rovine ur¢enej parametrickymi rovnicami
[z,y,2] = [2 =3t +u,—1—1t,2t — 3ul.

Riesenie: Bod P lezi v danej rovine prave vtedy, ak existuju také cisla ¢ a u, pre ktoré plati
11=2-3t+u, 1=-1-t, —12=2t—3u.

Z druhej rovnice vidime, ze ak také cisla existuju, tak ¢ = —2. Dosadenim tejto hodnoty do prvej a
tretej rovnice dostaneme dve rovnice pre u. Prva z nich mé rieSenie u = 3, kym druhd mé rieSenie
u = %. Preto bod P nelezi v danej rovine. Ak by mali posledné dve rovnice to isté rieSenie, bod by
v rovine lezal. &

Parametrické rovnice priamky v priestore

st analogické tym v rovine. Ich vektorovy tvar pre priamku uréentt bodom Xy = [xg, Yo, 20| @ smerovym
vektorom s = [s1, s2, s3] je

[z,y,z] = [xo + s1t, yo + sat, 20 + sst], t€R. (2.28)

Priamka v priestore nemé vSeobecnti rovnicu, pretoze v priestore nie je mozné jednoznacne uréit smer
jej normalového vektora.

Priklad 16. NapiSeme rovnicu priamky kolmej na rovinu s rovnicou 3z +2y — 52+ 1 =0 a
prechadzajtucej bodom P[—4,0,2].

Riesenie: Kedze hladand priamka je kolmd na dan( rovinu, ako jej smerovy vektor moézeme
pouzit normélovy vektor roviny. Parametrické rovnice priamky preto s

[z,y, 2] = [-4 + 3t,2t,2 — 5t].
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Rovnica gulovej plochy

Gulova plocha uréend stredom S = [0, yo, 20] @ polomerom r ma rovnicu

(@ —20)* + (y —90)* + (2 — 20)* = r%. (2.29)

2.2.5 Vzajomna poloha geometrickych utvarov

.....

dvoch) geometrickych ttvarov. Urcenie tejto polohy obsahuje odpovede na otazky:
e Je prienik danych utvarov prazdny alebo neprazdny?
e Ak je prienik neprazdny, kolko obsahuje bodov?
e Ak prienik obsahuje nekonecne vela bodov, akii mnozinu tieto body tvoria?

Najskor si uvedomme, Ze hlavnym principom pri hladani odpovedi na tieto otazky je modifikicia uz
spominaného pravidla (P):

(P’) Lubovolny bod X = [z,y, 2| lezi v prieniku danych atvarov prave vtedy, ak jeho
stradnice z, y a z spliiaji rovnice vietkych danych ttvarov.

Na zéaklade tohoto pravidla analytické riesenie tilohy spociva v rieseni stustavy rovnic danych objektov.
Podla poctu rieseni tejto ststavy uréime typ vzajomnej polohy ttvarov.

Niekedy je vhodné pred samotnym rieSenim stistavy porovnat vzfah uréujucich vektorov, ktory naz-
naci o aky typ vzajomnej polohy ide. Napriklad, ak méame v rovine jednu priamku urcent vseobecnou
rovnicou a druhd priamku uréent parametrickymi rovnicami, pricom normalovy vektor jednej je rov-
nobezny so smerovym vektorom druhej, tak dané priamky st na seba kolmé.

Inokedy, napriklad v pripade dvoch priamok v priestore, ktorych rovnice nemaji spolo¢né riesenie,
je potrebna informaécia o ich smerovych vektoroch na rozliSenie, ¢i ide o priamky rovnobezné alebo
mimobezné.

Priklad 17. Uréime vzajomnu polohu priamok p a ¢ v rovine, ak
p: |yl =[1—-t2-3t] a ¢q: 220+6y+3=0.

[—1,—3] priamky p je rovnobezny s normalovym vektorom
. Priamky p a ¢ st kolmé. &

Riesenie: Smerovy vektor s

=1

n = [2, 6] priamky ¢, pretoze % = %3

Priklad 18. Urdéime vSetky ¢isla b a ¢, pre ktoré priamka

p:  [x,y,2] =[-3—5t,1+4t,b+ 2]

lezi v rovine
m: bxr—2y+4+cz—7=0.

RieSenie: Priamka p lezi v rovine 7 préve vtedy, ak jej smerovy vektor s = [—5,4,2] je kolmy
na normélovy vektor n = [6, —2, ¢|] roviny a sucasne bod [—3,1,b] priamky lezi v rovine. Podmienka
kolmosti je splnend, ak

(—=5).6 +4.(—2) +2.c =0, teda pre c=19.
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Druhé podmienka je splnené, ak

6.(—3) —2.1+19.6—7=0, tedapre b= i—;
)
Priklad 19. Uréime vzadjomnu polohu priamok
p: [x,y,2] =[2—-3t,—5,2tjaq: [z,y,2] = [-1+ 4u,3 — u, —3u].
RieSenie: Smerové vektory s, = [—3,0,2] a sq = [4, —1, —3| st roznobezné, preto priamky su

bud réznobezné alebo mimobezné. Roznobezné su prave vtedy, ak maju spoloény bod a to je prave
vtedy, ak existuju také ¢isla ¢ a u, pre ktoré plati

2-3t=-14+4u, —-5=3—-u, 2t=-3u.

Z druhej rovnice vyplyva, ze ak také ¢isla existujua, tak u = 8. Dosadenim do tretej rovnice dostavame
t = —12. Dosadenim obidvoch ¢isel do prvej rovnice dostavame 38 = 31, ¢o nie je pravda. Preto
stustava rovnic nema rieSenie, v dosledku ¢oho priamky nemaju sploény bod a teda st mimobezné. &

V pripade urcovania vzajomnej polohy priamky a kuzelosecky, priamky a gulovej plochy, roviny
a gulovej plochy nemame k dispozicii dvojicu ur¢ujtcich vektorov a preto sa obmedzime na rieSenie
sustavy, ktora pozostava z jednej kvadratickej a jednej linearnej rovnice, alebo z jednej kvadratickej a
niekolkych linearnych parametrickych rovnic. V prvom pripade vyjadrime z linedrnej rovnice niektort
premennt a dosadime do kvadratickej, v druhom dosadime hodnoty z, y, (2) z parametrickych rovnic
do kvadratickej. Podla poc¢tu rieseni dostdvame typ vzajomnej polohy.

Priklad 20. Uréime vzdjomni polohu priamky p : [z,y] = [l + t,4 + 2t] a kruznice k :
(z+2)%+ (y— 3)* = 25.

Riesenie: Dosadime za x a y z rovnice priamky do rovnice roviny
(14+t+2)*+ (442t —3)% = 25.
Po tprave dostaneme kvadratickd rovnicu pre ¢
2 +2t—-3=0

s rieSeniami t; = —3 a to = 1. Ked tieto dve hodnoty dosadime do rovnic priamky, dostaneme stirad-
nice spolo¢nych bodov priamky a kruznice P[—2,—2] a Q)[2,6]. &

Priklad 21. Je dand hyperbola h : @ — % = 1. Najdeme vsetky cisla k, pre ktoré existuje

k tejto hyperbole dotycnica so smernicou k.

Riesenie: Najskor si uvedomime, Ze dotycnica so smernicou k k danej hyperbole h existuje prave

2
vtedy, ak existuje dotyc¢nica so smernicou k k hyperbole A’ : ’2—2 — %5 = 1, ktora vznikne posunutim

hyperboly h. Dosadime za y zo smernicovej rovnice vSeobecnej priamky p : y = kx 4+ ¢ do rovnice
hyperboly A’
2 (kz+q)*

r 1.
4 12
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Tdato rovnicu upravime na tvar kvadratickej rovnice s neznamou x a parametrami k a ¢
(3 — k*)a? — 2kqx — (¢® +12) = 0.

Uvedomme si, Ze pre dané hodnoty parametrov k a g st pripadnymi rieSeniami poslednej rovnice z-ové
sturadnice spoloénych bodov priamky p a hyperboly h’. Priamka p je pritom doty¢nicou hyperboly A’
prave vtedy, ak rovnica ma jediné rieSenie a to je vtedy, ak jej diskriminant je 0. Nasou tulohou je preto
zistit vSetky ¢isla k, pre ktoré existuje také ¢islo ¢, Ze

D = (—2kq)? +4(3 — k?)(¢> + 12) = 0.
Po tupravach dostaneme k? = % + 3. Na pravej strane poslednej rovnice mozeme roznymi volbami

hodnoty ¢ dostat vietky ¢isla z intervalu (3, 00). Preto vietky mozné hodnoty k st také, ze k2 je z toho
istého intervalu. Riesenim st vietky &isla k € (—o00, —v/3) U (v/3,0). &

Priklad 22. N4jdeme rovnicu dotykovej roviny ku gulovej ploche g : (z—3)%2+(y+1)2+(2—6)% =
24 v bode T[-1,1,4].

RieSenie: 7 geometrie vieme, Ze spojnica stredu gulovej plochy s dotykovym bodom je kolmé4
na dotykovt rovinu. Preto vektor T' — S, kde S[3, —1, 6] je stred gulovej plochy, je normalovy vektor
hladanej roviny, ktorej rovnicu dostdvame zo vztahu 2.23

—Adz+1)+2(y—1)—2(z—4)=0

a po uprave
2r—y+2z—-1=0.

&

2.2.6 Uhly

Odchylka (uhol) dvoch priamok, dvoch rovin alebo priamky a roviny je ¢éislo z intervalu (0°,90°).
Jeho hodnotu mozeme vypocitat z hodnot vektorov uréujtcich prislusné priamky alebo roviny a z pod-
mienky uvedenej v predchédzajtcej vete. Vo v8eobecnosti moézeme povedat, Ze ak z rovnic priamok
alebo rovin, o ktorych uhol sa jednd, ziskame informéciu o dvoch vektoroch toho istého typu (t.j.
obidva st normalové alebo obidva st smerové), pouZijeme na vypocet uhlu vztah

cos a = |cos (u, v)|, a€(0°90° (2.30)
naopak, v pripade, ked z rovnic ziskame informéciu o dvoch vektoroch roznych typov, pouzijeme vztah
sin a = |cos (u, v)|, «a€(0°90°) (2.31)
Priklad 23. Vypocitame odchylku priamok p: 20 —4y+7=0aq: [z,y] =[1—t,—3+ 2t].
RieSenie: Pouzijeme vztah

= ‘2.(—1) +(—4).2
- V205

Z toho vyplyva, ze o = arcsin(1) = 90°, teda dané priamky si na seba kolmé. &

sina = | cos([2,—4], [-1,2])

=1
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Priklad 24. Vypocditame odchylku rovin my : 22 +5y—32z+11=0am: —3z+y+2z—6=0.

RieSenie: .

-7
=7/ " s

cosa = |cos([2,5,~3],[~3,1,2))|

Preto a = arccos(Q\;lﬁ) ~T72,33°. &

Priklad 25. Vypocitame odchylku priamky
pb: [IE,y,Z] = [2 _t74t71 +3t]

a roviny
m: drx+22—1=0.

RiesSenie: ]
sina = | cos([5,0,2],[-1,4,3])| = \m’

Preto a = arcsin(ﬁ) ~2,1° &

2.2.7 Vzdialenosti

Vzdialenost dvoch danych bodov vypocitame podla vztahu (2.1). Bezne st zname jednoduché vztahy
na vypocet vzdialenosti bodu od priamky v rovine a vzdialenosti bodu od roviny v priestore.
Obidva vztahy st navzajom velmi podobné:

Vstupné informacie Vysledna vzdialenost
+byo+
Bod Xo = [z0, 0] d(Xo,p) = e
priamka p uréend rovnicou ax + by +c =0
+byo+ezot+d
Bod Xo = [0, Y0, 2] d(Xo, ) = lewtuoresid

rovina « urcend rovnicou ax + by +cz+d =0

V obidvoch pripadoch ¢itatel zlomku na pravej strane dostaneme tak, ze do prislugnej rovnice dosa-
dime staradnice prisluiného bodu a vytvorime absolttnu hodnotu, v menovateli je dlzka normélového
vektora urceného koeficientami prislusnej priamky, resp. roviny.

Priklad 26. Vypocitame vzdialenost bodu P[—7,3] od priamky p : [z,y] = [-2+ 3t,1 —t].

Riesenie: Najskor najdeme vSeobecnt rovnicu priamky p. Jej normélové vektory st kolmé k jej
smerovému vektoru [3, —1], napriklad vektor n = [1, 3]. Preto vSeobecnd rovnica priamky p po tprave
je

p: x+3y—1=0.

Teraz pouZzijeme vztah pre vzdialenost bodu od priamky v rovine

(-1 +33-1 1 V10
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&

Priklad 27. Rovina
m: Tz —5y+52+2=0

pretina gulova plochu
g (=2 + @y +3)*+(:+4)° =11

v kruznici k. Vypocitame polomer kruZnice k a napiSeme rovnicu dotykovej roviny 7’ ku gulovej ploche
g rovnobeznej s rovinou .

RieSenie: Najskor si uréime vzdialenost stredu S|[2, —3, —4] gulovej plochy od roviny =

_[72=5.(=3)+5.(-4)+2| V11
VP (E)E+ 3

d

Ozna¢me hladany polomer 7, stred kruznice k znakom C' a zvolme ITubovolny bod P na kruznici k.
Trojuholnik SPC je pravuohly s pravym uhlom pri vrchole C, odvesnami d a r a preponou rovnou
polomeru gulovej plochy v/11. Podla Pytagorovej vety plati

2o 88
9 9

ar=2v2 V322.
KedZe hladand rovina 7’ je rovnobezna s rovinou 7, jej rovnica je

Tr —5y+52+d=0,

pre isté ¢islo d, ktoré mame najst. Kedze vzdialenost stredu S gulovej plochy od jej dotykovej roviny
je rovna polomeru, dostdvame rovnicu

72-5.(=3)+5.(c4)+dl _ g

V99 ’

po uprave
|d+9| =33
s dvomi rieSeniami dy = 24 a dy = —42. Hladané roviny st dve
7' Te—5y+52+24=0 a 7": Tx—5y+52z—42=0.
&

Vzdialenost dvoch rovnobeZnych priamok v rovine uréime tak, Ze na lubovolnej z nich
uréime lubovolny bod a vypoditame jeho vzdialenost od druhej priamky.
Vzdialenost dvoch rovnobeznych rovin uréime tak, Ze na fubovolnej z nich uré¢ime fubovolny bod
a vypoc¢itame jeho vzdialenost od druhej roviny.
Vzdialenost priamky rovnobezZnej s rovinou uréime tak, %e na priamke uréime fubovolny bod a
vypocéitame jeho vzdialenost od roviny.
Vzdialenost bodu od priamky v priestore je rovna vzdialenosti tohoto bodu od jeho kolmého
priemetu na dant priamku. Prakticky vypocet vzdialenosti bodu A od priamky p prevedieme v $tyroch
krokoch:
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1. Vyjadrime vSeobecny vektor P — A, kde P je Iubovolny bod priamky P v zévislosti od para-
metra priamky,

2. najdeme ti (jedind) hodnotu parametra, pre ktort je tento vektor kolmy na smerovy vektor
priamky p,

3. dosadime vypocitanti hodnotu parametra do vyjadrenia vSeobecného vektora,
4. hladan vzdialenost je rovné dlzke takto ziskaného vektora.

Vzdialenost dvoch rovnobeZnych priamok v priestore uréime tak, Ze na Iubovolnej z nich si
zvolime Tubovolny bod a postupujeme podla predchadzajiceho pripadu.

Priklad 28. Vypocitame vzdialenost rovnobeznych rovin 7 : = — 2y +32 —6 = 0 a « :
20 —4y + 62+ 6 = 0.
RieSenie: Zvolme napriklad [—3,0,0] € 7’ a vypocitajme jeho vzdialenost od 7

g 1=3-6 _ 9 _9V14

VI+4+9 V14 14

&

Priklad 29. Vypocéitame vzdialenost bodu Q[—2,3,1] od priamky p : [z,y,2] = [9 + 4t,—2 — ¢,
2+ 3t].

Riesenie:
1. Vseobecny vektor P — @ ma vyjadrenie

P—Q=[11+4t,—5—1t1+3t.

2. Tento vektor je kolmy na smerovy vektor s = [4, —1, 3] priamky p prave vtedy, ak
A(11+48) — 1(=5 — ) + 3(1 + 3t) = 0.
Hladand hodnota parametra je preto t = —2.

3. Po dosadeni dostavame suradnice konkrétneho vektora
PU - Q = [3a —3’_5]

4. Hladané vzdialenost je

d=1|Po — Q|| = V9+9+25=43.

Vzdialenost dvoch mimobeZnych priamok uréime v $tyroch krokoch:

1. vyjadrime vSeobecny vektor spajajuci lubovolny bod jednej priamky s Tubovolnym bodom druhej
priamky v zavislosti od parametrov obidvoch priamok,

2. najdeme tie (jednoznacéne uréené) hodnoty parametrov, pre ktoré je tento vektor kolmy na sme-
rové vektory obidvoch priamok,
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3. dosadime takto ziskané parametre do vyjadrenia vSeobecného vektora,
4. hladana vzdialenost sa rovné dizke takto ziskaného vektora.

Priklad 30. Vypocitame vzdialenost prieniku provin 7 : x+2y+2—5=0apu: x—2y—32—1=0
od priamky ¢ : [x,y,z] = [-6 + 3t,—3, —2t].

Riesenie: Najskor uréime vzajomnu polohu danych priamok. Smerovy vektor priamky p je kolmy
na normélové vektory obidvoch rovin, ktoré ju obsahuju. Je nim teda fubovolny nésobok vektorového
sucinu

[1,2,1] x [1,-2,-3] = [-4,4, —4].
Kvoli jednoduchosti budeme pracovat s vektorom

sp=[1,—1,1].

Parametrické rovnice priamky p dostaneme volbou lubovolného spoloéného bodu rovin 7 a 1, napriklad
bodu so sturadnicami [5, —1, 2]

p: [x,y,z] =[5+s,—-1—s,2+s].

Z rovnic priamok p a ¢ vidime, Ze st bud réznobezné alebo mimobezné. Priamka ¢ pretina rovinu 7
v bode so suradnicami [45, —3, —34], ktory nelezi v rovine p. Preto priamka ¢ nepretina priamku p a
obidve st mimobezné.

1. Ak A je Tubovolny bod priamky p a B je Iubovolny bod priamky ¢, tak vektor B — A =
[-11+4+3t—s,—2+s,—2—2t — 5.

2. Vektor B — A je kolmy na obidva smerové vektory s, = [1,—1,1] a sq = (3,0, —2| prave vtedy,

ak

(=11 +3t—s)—1(-2+s)+1(-2—-2t—5)=0
a sucasne

3(-11+3t—3s)+0(—2+s)—2(-2—-2t—s5)=0.
Po tprave a rieseni ststavy rovnic dostaneme hodnoty s = =3 a t = 2.

3. Dosadenim vypocitanych hodn6t parametrov dostdvame konkrétny vektor Bg — Ag =
[—2,—5, —3].

4. Hladané vzdialenost mimobeziek p a ¢ je

d=||Bo — Aol| = \/(~2)* + (-5)2 + (-3)2 = V38.

Na zdver poznamenajme, %e existuji aj iné spdsoby ako riesit vysSie popisané tlohy.
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Cvicenia.
1. st dané vektory a = [—4,1,3] a b = [1, —2, 3]. N&jdite vektory 2a + 3b, —4a, %a + %Zb, naf-

2. St dané body A = [-1,2,4], B =[5,-2,1] a C = [1,3,0]. Najdite vektory B — A, 3(C — A),
(B-C)+ (B - A),3(A—-C) —2(B — C) a zistite ich dlzky.

3. Vyjadrite vektor v ako linedrnu kombinéciu vektorov a = [5,3,—1] a b = [-2,0, 1], ak
a) v=10,0,0],
b ) v = [15 _17_2]7
c) v=1[4,0,-2].

4. Najdite vsetky jednotkové vektory kolmé k vektoru a = [—3,4].
5. Najdite vSetky jednotkové vektory kolmé k obidvom vektorom w = [0, —1,2] a v = [3,2, —1].
6. Vypocitajte uhol vektorov

a) [3,4] a [-2,6]
b) [1,4,-2] a[2,—2,—3],
¢) [L,1,-1] a[-1,2,3].

7. Vypoditajte velkosti uhlov a dlzky stran v trojuholniku ABC, ak

a) A=[1,-2], B=[4,6], C =1,3],
b) A=[-1,-1,-2], B=[0,-2,4], C = [1,—4,0].

8. Vypocitajte obsahy trojuholnikov z predchadzajiceho prikladu.
9. Vypocitajte objem a obsah povrchu rovnobeznostena, v ktorom bod A = [1, —3,4] je spojeny
hranami s bodmi B = [-2,0,—1], D =[3,—1,0] a A; = [0,4, —2].
10. Napiste vSeobecnil, smernicovil a parametrické rovnice priamky, ktora je urcena tak, ze
a ) prechddza bodmi A = [1,—4], B = [4,3],
b ) prechddza bodom A = [—3,0] a je rovnobezna s priamkou ¢ : y = 3z — 5,

¢ ) prechddza bodom A = [3,—2] a je kolma na priamku ¢ : [z,y] = [4 — 2¢,—1 + ],

11. Zistite spolo¢né body tsecky u a priamky p: 2z — 3y +6 =0, ak

a) x=1-2t, y=—-2+3t, te(—1,2),
b)u: 2=1-2 y=—2+3t, te0,1),
c)u: x=3+3t, y=4+2t, te€(0,1).

u:
u:

12. Najdite stradnice taziska a priese¢nika vysiek v trojuholniku ABC, ak A = [-2,—1], B =
[-1,3], C =15,2].

13. Najdite rovnice kruznice opisanej trojuholniku ABC' z predchadzajiceho prikladu.
14. Uréte typ kuzelosecky a stradnice jej stredu (vrcholu)

a) 42 +4y? — 16y +10 =0,

b) 322 +y? — 6z + 3y =0,
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c) 222 -5y +8x+7=0,
d) 3y? -2z +3y+1=0,
e) 22 +2y2 +22+4y +4=0.

15. Uréte polohu bodu P vzhladom k elipse 422 + 9y% = 36, ak

a) P=[-21]
b) P =1,
c) P=[2,-23]

B

)

@22 _ @+’ _ 4

16. Je dana hyperbola ~~—— o

Najdite vsetky body, ktorych prva saradnica je 5 a lezia na hyperbole,

a )

b ) najdite vSetky priese¢niky hyperboly s osou oy,

¢ ) néjdite vSetky hodnoty z¢, pre ktoré existuje na hyperbole bod s prvou stradnicou rovnou x,
d)

najdite vsetky hodnoty 19, pre ktoré existuje na hyperbole bod s druhou stiradnicou rovnou yy.

17. Najdite spolo¢né body priamky p: =z —2y =0s

: (z—=2)% | (y+1)* _
a ) elipsou “Fg=- 4 - =1,

2
b ) parabolou z + 3 = —4(y + 1),
= 1.

<

2

<

¢ ) hyperbolou (z + 2)? —

»)

18. Najdite rovnicu dotycnice ku
a ) kruznici (z + 1) + (y — 2)2 = 25 v bode T = [2, —2],
b ) parabole x = —2(y + 1)? + 4 v bode T = [2,0],
¢ ) hyperbole z2 — 32 = 1 v bode T = [—/5, 2].
19. Najdite vSetky hodnoty ¢isla k, pre ktoré ma priamka p : y = k(x — 4) aspon jeden spoloény
bod s
a ) kruznicou x? + y* = 5,
b ) parabolou x — 4 = 4(y — 1),
¢ ) hyperbolou z2 — 32 = —1.

20. Kolko bodov méZe mat spolo¢nych priamka s kuzeloseckou?

21. Najdite vSobecnt rovnicu roviny urcenej

a) bodmi A = [~1,1,0], B = [3,0,—1], C = [1,2,3],

b ) bodom A = [0,0,0] a priamkou p: [z,y,z| = [l —t,1+ ¢, —3¢] na rovinu kolmou,

¢ ) rovnobeznymi priamkami p: [z,y,z]| =[-1+2t,t,4—tjap: [z,y,2] =[3 —2u,—1 — u,ul.

d ) réznobeznymi priamkami p: [r,y,z] =[-1+2t,14+¢t,2—t]ap: [r,y,2] =[3 —2u,—1+ u,ul.

22. Najdite rovnice priamky urcenej
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a ) bodmi A =[-1,4,1] a B =[2,0,3],

b ) bodom A = [3,—2,1] a rovnobeZnou priamkou p : [z,y, 2] = [1 — 2t,3t, —4],

¢ ) bodom A =[1,1,1] a rovinou ¢ : 3z — 2y + 5z — 1 = 0, ktoré je na nu kolma,

d ) bodom A = [-2,0,7], pricom hladané priamka je roznobezn4 so vSetkymi tromi suradnicovymi

osami.

23. N4jdite rovnicu gulovej plochy, ktora je urcena
a ) stredom S = [—2,1,4] a prechddza zaciatkom stradnicovej ststavy,
b ) tym, Ze sa dotyka roviny x = 0 v bode T' = [0, —2, 3] a jej stred lezZi v rovine z — y + 2z = 4,
¢ ) polomerom r = 4, dotyka sa roviny 2z + 2y + z = 0 a jej stred lezi na priamke p : [z,y,z] =

1+t —t,—1+1¢].

24. Popiste vzajomna polohu dvojic priamok

a)p: [xr,yz]=[-2t,7+4t, -1l aq: [z,y,2] =[-2+ u, —2u,0],
b)p: [z,y,2]=[2-3tt,—-1+tlaq: [z,y,2] =2+ u, —2 — u,4u],
c)p: [xyy,2z]=2—-t,2t,1—tlaq: [x,y,z] = [u,—u, —13 + 4u],

d) p: [z,y,2]=[24+¢t,2t,1—tlagq: [z,y,2] =[6— 3u,8 — 6u, —3 + 3ul.

25. Napiste rovnice polpriamky, ktorad lezi v rovinach 22 —y+7 =0, xz+2y—2z4+1=0a
v polpriestore = +y + z > 0.
26. Popiste vzajomnia polohu dvoch rovin
a)r—2y+z=3 a —2r+4y—22+6=0,
b)zx—2y+24+3=0 a —2x+4y—22+6=0,
c)x—2y+2—-3=0 a 2zx+4y—22+6=0.
27. Popiste vzdjomnui polohu priamky p: [x,y,z] = [2 — 3t,—1 + ¢, 2t] a roviny
a)o: 3r+y+2:—4=0,
b)o: z—y+22+7=0,
c)o: z—y+22—3=0.
28. NapiSte rovnice tsecky, ktorej koncové body lezia na priamke p : [z,y, z] = [-6—4¢, 1+t,8+7t]

a stcasne na gulovej ploche (z — 1) + 32 + (2 +2)? = 18.
29. Napiste rovnicu dotykovej roviny ku gulovej ploche (x + 4)? + (y — 1)? + (z — 2)? = 36

a ) vbode T =0,5,0],

b ) rovnobeznej s rovinou x — 2y + 2z — 7 =0,

¢ ) kolmej na priamku p: [x,y,2] = [2+ 2t,—1 + ¢, —2¢].
30. Vypocditajte odchylku

a ) priamky p: [r,y,z]=[2—t,—1+4t,3] a priamkyq: [z,y,z] =[-1,5— 2u,1+ ul,
b ) priamky p: [x,y,2z] =[1+2t,-3t,—3—t] a roviny o: z+2y—4z+11=0,
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c)roviny p: x —2y+2z=0arovinyv: x+4y—2+5=0.
31. Vypoditajte odchylku priamky p : [z,y,2] = [-1 4+ t,4,2 — /3] od vSetkych troch osi
suradnicovej ststavy a od vSetkych troch rovin, uréenych dvojicami osi.
32. Vypocitajte vzdialenosti
a ) bodu P =[-1,4,7] od roviny ¢o: 3z —5y+2—9=0,
b) dvochrovin p: —z+2y+2=7 a v: 3zx—6y—32=0,
¢ ) priamky p: [z,y,z] =[t,—1 —3t,5] aroviny o: 3z +y—2z+ 11 =0,
d ) rovnobeznych priamok p: [z,y,2] = [3t,—2t,—1+¢t] a q: [z,y,2] =[0—3u,1+ 2u,—ul,
)

e ) mimobeznych priamok p : [z,y,2] = [3t,—2t,1+¢t] a q: [z,y,2] =[5 —u,1+ 2u,—3ul.

33. Os mimobeziek je priamka réznobeznéa s obidvomi mimobezkami a kolmé na kazda z nich.
Urcte rovnicu osi mimobeziek p: [z,y,z| = [3+2t,6+¢,—4—3t] a q: [x,y,2] =[-4+4u, -2+
u,2 — ul.

34. Je dany stvorsten ABCD, kde A = [-3,-2,5], B=[-3,0,2], C =[-2,4,-3], D =[-7,6,6].
Vypocitajte najviacsiu odchylku dvoch hran Stvorstena,
vypocitajte najmensiu odchylku dvoch stien Stvorstena,
vypocitajte najmensiu odchylku hrany a steny Stvorstena,

)
)
c)
d ) vypodcitajte najmensiu vzdialenost vrchola od protilahlej steny Stvorstena,
) vypocitajte najmensiu vzdialenost dvoch mimobeznych hran Stvorstena,
)

vypocitajte obsah povrchu a objem Stvorstena.

35. Vypoditajte obsah kruhu, ktory je prienikom roviny 2z +y —4z+1 =0 a gule (z — 3)2 + (y +
1)2+22<09.

Vysledky cviceni.

1. 2a +3b=[-5,—-4,15], —4a =[16,—4,—12],
3 —2p —[_1 25 1 a _7__4 1 3
Za’—i_Tbi[ 37174]7 Ha,”*[ \/%’\/%7\/%]

2. B—A=1[6,-4,-3], 3(C—-A)=][6,3,-12],
(B-C)+(B—-A)=[10,-9,-2], 3(A-C)-2(B-C)=][-14,7,10].

3.a)0.a+0.b b) neda sa vyjadrit c) —2b.

7.a)a=3v2,b=5,c=+73, a=20,6° 3 =24,4° v = 135°
c=1/38, a =48, f =42°, ~ = 90°.
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8.a)7,5  b) ¥
9. V=80 a S=2(/632++782+163).

10.a) Tx —3y —19=0, y=1Iz—2  [z,y]=[1+3t, -4+ 7,
b)3z—-—y+9=0, y=3z+9, [z,y]=[-3+13t,

c)2x—y—8=0, y=22-8, |[z,y]=[3+1¢t—-2+2t.

11. a) [_%7 %]a b) 07 C) uCp.
12. T =[2,3], V=[-58]

13. ke (2-3) 4 (y- 1) = w2

14. a) kruznica, S = [0, 2], b) elipsa, S = [1, 3],
c¢) hyperbola, S = [-2,0], d) parabola, V = [%’ _%]’
e) prazdna mnozina.

15. a) P lezi vo vnutri elipsy, b) P lezi zvonku elipsy,
c¢) P lezi na elipse.

16. a) [5,—3+2V7] a[5,-3-2V7], b)[0,—-3+18] a[0,—-3 — V18],
c) zo C R, d) yo C (—00, =3 — v/10) U (—3 + /10, c0).

17. a) [0;0]7 b) (D, C) [—164-72@7 —8—}-7@] a [—16—72@’ —8—7@]‘
18.a) 3z —4y—14=0, b)x+4y—2=0, c¢)Vbr+2y+1=0.

19. a) ke (—\/5./%), b ke (-~ ),

) k€ (—00,—y/5) U (y/15,00).
20. Ziaden, jeden alebo dva.

21l.a)x+Ty—32—6=0, b) x —y+32=0,
c)br—4y+62—19=0, d)zxr+2z—-3=0.

22. a) [x,y, 2] = [-1+3t,4 — 4,1+ 2t],
b) [z,y, 2] = [3 — 2t, —2 + 3¢, 1],

c) [x,y,2] = [1+3t,1—2t,1+ 5t],

d) [z,y, z] = [2t,0,—Tt].

23.a) (2 +2)2 4+ (y — 1)2 + (2 — 4)? = 21,
b) (z +4)?+ (y+2)* + (2 — 3)? = 16,
e) (x—1-2v2)2+ (y+2v2)? + (2 +1—-2V2)2 = 16.

24. a) Priamky st rovnobezné, b) priamky st mimobezné,
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c¢) priamky st roznobezné, pretinaju sa v bode [4, —4, 3],
d) priamky st totozné.

25. [z,y,2] = [-3+1¢,1+2t,5, t > —1.

26. a) Roviny st zhodné, b) roviny s rovnobezné,
¢) roviny st réznobezné, pretinaju sa v priamke [z,y,z] = [0,1+¢,5 + 2t].

27. a) Priamka je s rovinou roznobeznd, prienik je bod [%, —%, %],

b) priamka je s rovinou rovnobezn4, c) priamka lezi v rovine.
28. [z,y,2] = [-6 —4t,1 +t,8 4+ Tt], t € (—2,—1).
29.a)2zx+2y—2—-10=0,
b)x—2y+224+20=0axz—2y+2z—16=0,
c)2xr+y—22+29=0a22x+y—22—7=0.

30. a) 29, 8°, b) 0°, c) 45°.

31. Odchylky od osi 0;, oy, 0, st postupne 60°, 90°, 30°.
Odchylky od rovin ¢y, 0z,2, 0y,- S0 postupne 60°, 0°, 30°.

. byd="18 " ¢)d=0,
d) d = V13, e) d = /6.

33. [z,y,z] = [-t,—1+5t,1 +].
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Kapitola 3

Linearna algebra

3.1 Matice

3.1.1 Uvod

Zo strednej skoly viete, Ze matica typu m x n je ststava mn ¢isiel usporiadanych v tvare obdlznikove;
"tabulky” s m riadkami a n stlpcami. Ako priklad uvddzame nasledujice tri matice, ktoré maju
postupne typ 1 x 3, m x 1, a 3 x 4:

a1 a+b+c ey x—y 27

(17 ¢) : a+b  u+v oz 216
a a 3u+ovw  zyz 1966
m

Matice je obvyklé pomenivat tuéne sddzanymi velkymi pismenami, a ich prvky si potom oznadené
zodpovedajiicim malym pismenom s dvoma indexami (riadkovym a stipcovym). Vseobecna matica
typu m x n modze teda byt’ oznacend a opisanad napr. nasledujicim spésobom:

C11 C12 -.. C15 ... Cin
C21 C292 e ng ... Cop
C= ;
Cil Ci2 N & ... Cin
Cml Cm2 --- Cmj ... Cmn

prvok v i-tom riadku a j-tom stlpci je oznadeny symbolom ¢ij. Pre sporu miesta uvedent maticu
strucne zapisujeme v tvare C = [¢j]mxn.

3.1.2 Riadkové operacie

Pri rieseni ststav linearnych rovnic ste na strednej skole pouzivali tri zdkladné operacie: vymena
dvoch rovnic, vynasobenie 'ubovol'nej rovnice nenulovou konstantou, a pripocitanie nejakého nasobku
jednej rovnice k inej rovnici. Ako uvidime neskor, metddy rieSenia sustav linedrnych rovnic sa vyhodne
formuluja prave v re¢i matic. Preto je uzitoéné zaviest’ analdgie uvedenych operacii aj na maticiach.
Péjde o nasledovné tri tzv. riadkové operacie:

O1: Vzajomna vymena niektorych dvoch riadkov matice.

0O2: Vynéasobenie niektorého riadku nenulovou konstantou.

55
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03: Pripocitanie nasobku jedného riadku matice k inému riadku.

Priklad 1. NiZsie uvedena matica B vznikla z matice A postupnou aplikiciou nasledujtcich troch
riadkovych operacii: Vynasobenim druhého riadku konstantou —1, pripoc¢itanim trojnasobku tretieho
riadku k prvému riadku, a napokon vymenou druhého a tretieho riadku.

-3 a —=b 0 0 3z4+a 3y—>b 3z
A= 1 -2 ¢ —d , B= 1 T Y z
1 =z y =z -1 2 —c d

Dve matice nazveme ekvivalentné, ak jednu mozno utvorit’ z druhej pomocou koneénej postup-
nosti riadkovych operacii O1, O2, O3. Pre ekvivalenciu matic rezervujeme symbol 22; pre matice
z nasho prikladu teda plati A = B.

3.1.3 Gaussov tvar matice

Nasledujici pojem mé v tedrii matic (a nasledne v linedrnej algebre) vysadné postavenie. Hovorime,
Ze matica je v Gaussovom tvare, ak s splnené nasledujice Styri podmienky:

G1. Prvy lavy nenulovy prvok v kazdom riadku je rovny 1. (Tomuto prvku hovorime vedica jednotka
v riadku.)

G2. Kazdy prvok v stlpci pod vedticou jednotkou je rovny 0.

G3. Veduca jednotka v kazdom riadku sa nachadza vpravo od veducich jednotiek vo vsetkych vyssie
polozenych riadkoch.

G4. Pripadné riadky obsahujice samé nuly nasleduju az za vsSetkymi riadkami obsahujicimi veduce
jednotky.

Naviac, hovorime, Ze matica je v redukovanom Gaussovom tvare, ak spolu s horeuvedenymi styrmi
podmienkami je splnena aj piata:

G5. Kazdy prvok v stipci nad vedicou jednotkou je rovny 0.

D4 sa pomerne l'ahko ukazat’, ze kazda matica je ekvivalentna s nejakou maticou v Gaussovom tvare.

Inak povedané, pre kazdi maticu existuje postupnost’ riadkovych operacii, pomocou ktorej je mozné
dant maticu upravit’ tak, aby splhala podmienky G1-G4.

Priklad 2. Z nasledujucich $tyroch matic prvé dve nie si v Gaussovom tvare (prec¢o?). Tretia je
v Gaussovom tvare (ale nie v redukovanom), zatial’ ¢o posledna je v redukovanom Gaussovom tvare.

2 1 8 j 0196
019 6 10 ab
006 6 001 ¢
1 z 3 4 10 2 0
00 1 y 0130
0001 000 1
0000 0000

Je dolezité uvedomit’ si, ze Gaussov tvar matice nie je uréeny jednoznacne. To znamena, Ze zac¢nuc
s rovnakou maticou, dve nezavislé osoby mozu aplikovanim dvoch réznych postupnosti riadkovych
operacii dospiet’ k dvom réznym Gaussovym tvarom, a oba vysledky moézu byt’ spravne.

Podstatne t'azsie je dokdzat’, ze kaZdd matica je ekvivalentnd s jedinou maticou v redukovanom
Gaussovom tvare.
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3.1.4 Vypocet Gaussovho tvaru matice

Na vypocet Gaussovho tvaru matice mozno pouzit’ nasledujici jednoduchy algoritmus:

A1: Ak matica ma vSetky riadky nulové, tak je automaticky v Gaussovom tvare. V opa¢nom pripade
vyberieme taky riadok, v ktorom nenulovy prvok ma najmensi stipcovy index (je "najviac vIavo”), a
pomocou riadkovej operacie O1 tento riadok presunieme na prvé miesto.

A2: Pouzitim riadkovej operacie O2 vytvorime v prvom riadku vedicu jednotku, a postupnym apli-
kovanim riadkovjch operacii O3 dosiahneme, aby v stipci pod touto vedticou jednotkou boli vetky
prvky rovné nule.

A3: Odmyslime si prvy riadok a zopakujeme predchadzajice dva kroky algoritmu na takto vzniknutej
”mensej” matici. Postup rekurzivne opakujeme az kjm nedostaneme maticu v Gaussovom tvare.

Redukovany Gaussov tvar sa pomocou uvedeného algoritmu dostane tak, ze v kroku A2 sa pomocou
postupného pouzivania riadkovej operacie O3 postarame o to, aby sme vynulovali aj prvky v stipci
nad vediucou jednotkou.

Priklad 3. Nasleduje ukazka pouzitia algoritmu pre pravu matice
1 -2 3 -1 3
-2 4 -6 8 =2
3 -4 5 1 5
2 -4 6 1 8

A =

do Gaussovho tvaru. Ked’Ze prvok najviac vl'avo v prvom riadku je (vedica) jednotka, prejdeme rovno
na krok A2, ¢ize na vytvorenie ndl pod touto jednotkou. To dosiahneme tak, Ze pripoc¢itame dvoj-
nasobok prvého riadku k druhému riadku, (-3)-nasobok prvého riadku k tretiemu riadku, a napokon
(-2)-nasobok prvého riadku ku poslednému riadku. Tak dostaneme z povodnej matice s riadkami Ry,
Ry, R3 a R4 novu (ekvivalentnil) maticu s nezmenenym prvym riadkom a novym druhym, tretim a
stvrtym riadkom Rj, R5 a R). Symbolicky, vykonanie uvedenych riadkovych operacii typu O3 ozna-
¢ime takto: Ry = Ro+2R1, R = R3+(—3)R1, a Ry = R4+ (—2)R;. Potom prejdeme na krok A3, ¢ize
ignorujeme prvy riadok a kroky Al a A2 znova aplikujeme na druhom az Stvrtom riadku vzniknutého
medzivysledku, atd’. Cely postup (spolu so symbolickym znazornenim pouzitych riadkovych operacii)
je uvedeny nizsie:

1 -2 3 -1 3
2> 4 —6 8 —o | Be=la+2R

A= N N " =R -3)R

=l 3 4 5 1 5 5 = i3+ (=3)

R, =R, + (-2)R

2 -4 6 1 8 1= Rt (-2)R

0 0 0 6 4 y = 3Rs
0 2 -4 4 —4 | Ry R}

1 -2 3 -1 3
~| 0 1 -2 2 —2 | Ry={Rs
0o 0 0 6 4| Ry=Ri+(-3)Rl
0 0 0 3 2
1 -2 3 -1 3
o]0 1 -2 2 2|
(o o o 1 2/3 B
0O 0 0 0 0
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Matica B je Gaussovym tvarom matice A; samozrejme B = A.

Ak by sme chceli dostat’ redukovany Gaussov tvar matice A, je potrebné splnit’ aj podmienku
G5, teda vynulovat’ vSetky prvky nad vedicimi jednotkami v matici B. Vypocet by teda formélne
pokracoval napr. takto:

1 2 3 -1 3
a0 12 2 2| R=m+2R
0 0 1 2/3| R =Ri+Rs
0 0 0 0 0
1 -2 30 11/3
o 1 20 —1wpm |,
“lo o o1 o3| mTRT2R
0 0 00 0
10 -10 -3
o1 =20 - |
oo o1 23|
00 00 0

Matica C je redukovanym Gaussovym tvarom poévodnej matice A.

Na tomto mieste by sme radi upozornili, aké dolezité je dobré ovladanie uvedeného algoritmu na
urcenie (redukovaného) Gaussovho tvaru matice — ten je totiz zdkladom pre rieSenie vicSiny tloh
v tejto podkapitole (a neskor tloh na rieSenie ststav linedrnych rovnic).

Na Gaussov tvar matice sa viaze d’alsi dolezity pojem. Pod hodnost’ou matice rozumieme pocet
nenulovych riadkov v Gaussovom tvare danej matice. Hodnost’ matice A budeme oznacovat’ symbolom
h(A). Pozor — hodnost’ h(A) sa nemusi vzdy rovnat’ po¢tu nenulovych riadkov matice A! Na to, aby
sme stanovili hodnost’ matice A, treba ju najprv pomocou riadkovych operacii upravit’ do Gaussovho
tvaru, a v nom spocitat’ pocet nenulovych riadkov; ten moze casto byt’ mensi ako pocet nenulovych
riadkov v pévodnej matici! Tak napr. pre hodnost’ matice A z predchadzajtceho prikladu plati h(A) =
3, pretoze jej Gaussov tvar (matica B) ma 3 nenulové riadky.

D4 sa dokazat’, ze pre kazda maticu A typu m x n plati: h(A) < min{m,n}.

3.1.5 Algebraické operacie s maticami

K zakladnym algebraickym operacidm s maticami patria vynasobenie matice konstantou, sii¢et matic,
a sucin matic. Uvedieme tu aj definiciu transponovanej matice a jej vzt’ah k algebraickym operacidam.

Nasobok matice konstantou. Ak A = [aij]an je matica a d je konstanta, tak d-nésobok matice
A je matica dA = [d.ajj]mxn- (Zjednodusene, kazdy prvok matice sa vynasobi rovnakou konstantou
d.)

Stcet matic. Sucet matic je definovany len pre matice rovnakého typu: Ak A = [a;j]mxn & B =
[bij]mxn st dve matice typu m x n, ich stcet je matica C = A+B, C = [c¢;j]mxn, Priom ¢;; = aj; +bjj.
(Jednoducho povedané, pri stcte matic sa s¢itaju prvky na rovnakych miestach).

Sac¢in matic. Najkomplikovanejsia je definicia sti¢inu matic; maticu A mozno (sprava) vynasobit
maticou B len vtedy, ak pocet stlpcov matice A sa rovna poctu riadkov matice B. Postup je nasledovny:
Ak A = [ajk|mxe @ B = [bgjlexn s matice typu m x £ a £ x n, ich st¢inom je matica C = AB typu
m X n, ktorej i, j-ty prvok vypocitame pomocou vztahu

Cij = aj1b1j + azba; + ...+ arbyj
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Inak povedané, [i,j]-ty prvok matice C = AB je skaldrnym sta¢inom i-teho riadku matice A
s j-tym stlpcom matice B.

Pre pocitanie s maticami platia analdgie pravidiel platnych pre algebraické operacie s redlnymi Cis-
lami: komutativny a asociativny zakon pre s¢itanie matic, distributivny zakon pre nasobenie vzhl'adom
k séitaniu, a asociativny zakon pre nasobenie matic. Nasobenie matic vo vSeobecnosti nie je komuta-
tivne.

Nech A = [a;;] je matica typu m x n. Maticu B = [b;;] typu n x m nazveme transponovanou
k matici A, ak bj; = aj; pre 1 < i < m, 1 < j < n. Volne povedané, riadky pévodnej matice sa
stavaju stipcami v transponovanej matici (a naopak). Pre transponovant maticu pouzivame oznaéenie
B = AT, Je zrejmé, 7e (AT)T = A.

Transponované matice suvisia s algebraickymi operaciami nasledovne:

dA)T =d(AT), (A+B)T=AT+B”, (AB)" =B"AT.

Priklad 4. Vypoéitajme maticu D = (AB — 2C)7, ak

0 3
-2 0 3 -2 1
() e[ 1) ()

RieSenie: Kedze pocet stipcov matice A sa rovna poétu riadkov matice B, ma zmysel poéitat’
ich st¢in AB (¢o bude matica typu 2 x 2) a podla nasej definicie plati:

(—2 0 3) (1)_:1)’ _((—2).0+0.1+3.(—1) (—2).3+0.(—1)+3.2>
1 =20 B 5 S\ 1.0+ (-2).1+0.(-1) 1.3+ (-2).(-1)+0.2 )~

-3 0
wo(31).
Pre maticovy vyraz AB — 2C = AB + (—2)C tak dostavame:
30N (21 (o), 42y 12
-2 5 10 -2 5 -2 0 L\ -4 5 '

Teraz uz staci len transponovat’ posledntt maticu (t.j. vypisat’ jej riadky ako sﬂpce) a mame hl'adant
maticu D:

a teda

D:(AB—QC)T:<_§ _;1) :

3.1.6 Stvorcové matice; pojem inverznej matice

Matica A = [ai;]mxn Sa nazyva $tvorcova, ak m = n, t.j. ak ma rovnaky podet riadkov a stlpcov.
Medzi stvorcovymi maticami vyznamnu tlohu hra matica, pre ktorti je a;; = 1 pre1 <: < n,aa;; =0
ak i # j; tdto matica sa nazyva jednotkova a oznacujeme ju I,,. Jednotkovd matica mé pri nasobeni
matic postavenie analogické ¢islu 1 pri nasobeni realnych ¢isiel: AIL, = I, A = A.

Hovorime, Ze Stvorcova matica A = [a;j]nxn je regularna, ak jej hodnost’ je rovna n. V opa¢nom
pripade (ak hodnost’ je mensia ako n) sa matica A nazyva singularna. Vztah medzi reguldrnymi
maticami, riadkovymi opericiami a jednotkovou maticou je obsiahnuty v nasledujicom uzito¢nom
tvrdeni: Stvorcova matica typu n x n je regularna prave vtedy, ked jej redukovany Gaussov tvar je I,.
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Stvorcova matica A = [aijlnxn sa nazyva trojuholnikova, ak bud’ a;; = 0 pre vietky i > j
(v takom pripade hovorime o hornej trojuholnikovej matici), alebo a;; = 0 pre vSetky i < j (dolna
trojuholnikova matica).

Pre stvorcové matice sa zavadza mimoriadne doélezity pojem tzv. inverznej matice. Nech A, B su
$tvorcové matice typu n x n. Hovorime, Ze B je inverzna matica k matici A, ak AB =1,,.

Hoci (ako sme uz uviedli) ndsobenie matic nie je vo vSeobecnosti komutativne, v tomto pripade
plati: ak AB = I,,, tak aj BA = I,,. D4 sa ukézaf, Ze ak matica B s uvedenou vlastnost’ou existuje,
tak je uz urcend jednoznacne.

Pre inverzni maticu pouzivame oznacenie B = A~!. D4 sa dokazat’ nasledujtice dolezité tvrdenie:
Ku stvorcovej matici A existuje inverznd matica prave vtedy, ked’ A je regularna matica.

Inverznd matica stvisi s operdciami stcinu a transponovania nasledovne. Ak A, B st Stvorcové
matice rovnakého typu a ak k obom existuju inverzné matice, tak

(AT)fl — (Afl)T 7 (AB)fl — BflAfl )

Upozornujeme, ze analogické tvrdenie neplati pre sicet matic!

3.1.7 Vypocet inverznej matice

Na vypocet inverznej matice (pripadne na vylacenie jej existencie) mozno pouzit’ nasledujuici jedno-
duchy algoritmus (jeho zdévodnenie bude neskor jasné z kapitoly o rieSeni sustav linedrnych rovnic).
Nech A je stvorcova matica typu n X n.

I1: Utvorime maticu C typu n x 2n tak, ze prvych n stlpcov bude tvorenych maticou A, a zvy$nych
n stipcov bude tvorenych jednotkovou maticou I,,; symbolicky, C = [A|L,].

I2: Maticu C upravime na redukovany Gaussov tvar, ktory oznac¢ime C’. Ak prvych n stipcov tejto
novej matice C’ nevytvara jednotkovii maticu, tak ku pévodnej matici A neezistuje inverzna matica.
V opac¢nom pripade plati: C' = [I,|A~!], t.j. zvysnych n stipcov novej matice C’ ndm automaticky
poskytne inverzndi maticu.

Priklad 5. Vypocitajme inverzni maticu (ak vébec existuje) k matici

2 -4 6
A= 3 =5 8
-2 6 -10

RieSenie: Podla kroku I1 utvorime najprv maticu C = [A|I,] pridanim jednotkovej matice I3
k matici A. Tato novi maticu C typu 3 x 6 potom podla I2 upravujeme na redukovany Gaussov tvar
tak ako v 3.1.4:

2 -4 6100\ R =3k
C= 3 =5 8|0 1 0| Ry=Ro+(-3)R,
—2 6 —10| 0 0 1) Ry=R3+2R,
1 -2 3 1/2 0 0
~[o 1 -1 —3?2 1o | =Bt (2R,
- Ry =R, +2R
0 2 —4 101 1= 2
10 1| —=5/2 20 L= —1R3
~[01 -1] =3/2 10 h =Ry + Rj
00 —2 4 -2 1 | = Ri + (—1)R}
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100] -1/2 1 1/2
~l0 10| -7/2 2 —-1/2 |=C".
00 1 —2 1 —1/2

Podla algoritmu plati: Ak v Gaussovom tvare C’ v I'avej polovici vznikne jednotkova matica, tak potom
prava polovica matice C’ predstavuje inverznti maticu k povodnej matici A. Teda A~! existuje, a

-1/2 1 1/2
A= —7/2 2 —1/2
-2 1 —1/2

3.1.8 Definicia determinantu Stvorcovej matice

Poslednym dolezitym pojmom, ktory tu vysvetlime, je pojem determinantu. Ak A = [a;;] je Stvorcova
matica typu n x n, tak jej determinant je isté presne definované ¢islo, ktoré oznac¢ujeme symbolom
|A|. KedZe ide o pomerne komplikovani zalezitost’, najprv zavedieme pomocné oznacenie. Symbolom
A,;; oznacime Stvorcovi maticu typu (n —1) x (n—1), ktord vznikne z matice A vynechanim jej i-teho
riadku a j-teho stlpca. Samotny determinant |A| teraz definujeme rekurzivne takto: Ak n = 1, tak
determinant matice A = [a11] typu 1 x 1 je jednoducho |A| = aj;. Ak n > 2, tak pre kazdy riadkovy
index ¢ plati:

|A| = (—1)i+1ai1]Ai1\ + (—1)i+2a¢2|A12| + ...+ (—1)i+nain’Ain| . (31)

Analogicky, ak j je lubovolny stipcovy index, tak plati:
Al = (=1)"ay;|Ag] + (1) ag;|Agj| + ..+ (1) Py Ayl - (3.2)
Uvedené vzt'ahy naz§vame aj rozvojom determinantu podla i-teho riadku, resp. j-teho stlpca.
Fakt, ze vypocet determinantu nezavisi od konkrétneho vyberu riadkového indexu ¢ v (3.1) alebo

stipcového indexu j v (3.2), je jedno z magickych tvrdeni tedrie matic!
Aplikovanim uvedenej definicie na matice typu 2 x 2 a 3 x 3 ihned’ dostéavame:

1. Ak A = [a;;] je matica typu 2 x 2, tak
|A| = a11a22 — ar2a21
2. Pre maticu A = [a;;] typu 3 X 3 mame
|A| = ar1a2a33 + a12a23a31 + a13021032 — 413022031 — Q11023032 — 12021033 -

K uvedenym pravidlam existuji uzitoéné mnemotechnické pomocky. (Pozri obrazok 3.1.)

Upozornujeme, zZe tieto pomocky nemaji jednoduché zovSeobecnenie pre pocitanie determinantov
matic typu n x n ak n > 4. Rovnako, ¢itatel by si mal dobre uvedomit, Ze determinanty st definované
len pre Stvorcové matice.

Priklad 6. Pomocou definicie vypocitajme determinant matice

1 -2 5 3

-4 2 -3 -1
A= 2 -3 -4 5
-3 0 2 0

RieSenie: PouzZijeme rozvoj podla stvrtého riadku (pretoze obsahuje najviac nul), ¢ize v (3.1)
polozime ¢ = 4:

|A| = (—D)*(=3).JAq |+ (—1)*2.0.|Agp| + (—1)* 2. |Ays| + (=1)*.0.|Auyl .
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Obr. 3.1: Determinanty matic 2. a 3. stupna

Teraz vypoc¢itame determinanty matic Ay a Ays. Kedze

—2 5 3
Ay = 2 -3 -1 |,
-3 -4 5

podla pravidla pocitania determinantu 3 x 3 mame
|Ag1] = (—2).(—=3).5+5.(-1).(—=3) + 3.2.(—4) — 3.(-3).(-3) — (—2).(-1).(—4) — 5.2.5

a teda |Ay41| = —48. Podobne, kedze

1 -2 3
A= -4 2 -1 |,
2 -3 5

mame analogicky
|Agz| =125+ (—2).(-1).2+3.(—4).(—-3) = 3.22 - 1.(—-1).(-3) — (—-2).(-4).5 = =5
Napokon, vynechanim nulovych sé¢itancov dostavame:

|A| = (=) (=3).|Ay| + (-1)*13.2.|A 3] = 3.(—48) — 2.(—5) = —134 .

3.1.9 Determinant a riadkové operacie

7Z mnohych vlastnosti determinantu uvedieme nasledujicich pét’, ktoré zaroven umoznuja jeho rychly
vypocet (v kombinécii s metédou v predchadzajicej casti):

D1: Ak B je matica, ktord vznikne z A aplikiciou jednej riadkovej operécie O1, tak |B| = —|A|.

D2: Nech matica B vznikne z A pomocou riadkovej operacie 02, t.j. tak, Ze niektory riadok matice
A sa vynasobi konstantou c. Potom |B| = c.|A]|.

D3: Aplikaciou riadkovej operacie O3 sa determinant nemeni.
D4: Ak v matici A je niektory riadok nasobkom iného riadku, tak |A| = 0.
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D5: Ak A = [a;j]nxn je trojuholnikova matica, tak jej determinant je sti¢inom jej diagonalnych prvkov,
Cize ’A’ = a11a22 ...0nn.

Poznamka. Pravidla analogické D1-D4 platia aj pre stlpce a stipcové operacie s maticami.

Z uvedeného ihned vyplyva, ze determinant $tvorcovej matice A typu n X n mozno podcitat napr.
nasledovne: Pouzitim krokov A1-A8 upravime maticu A do Gaussovho tvaru — to bude automaticky
trojuholnikovd matica, ktorej determinant je (podla D5) suéinom jej diagonédlnych prvkov. Pri vy-
pocte nezabudame zmenit’ znamienko determinantu pri kazej vymene dvoch riadkov (pravidlo D1) a
vynésobit’ determinant konstantou pri kazdom pouziti riadkovej operacie O2 (pravidlo D2).

Bystry citatel’ iste 'ahko najde mnohé zjednoduSenia tohoto algoritmu. Napriklad, vytvaranie
veducej jednotky v kazdom riadku nie je postatné; ak pri ipravich vznikne nulovy riadok, je — podla
D4 — determinant automaticky rovny nule; na vhodnom mieste (mnoho nul v niektorom riadku alebo
stipci) moze byt’ vyhodné prejst’ k rozvoju determinantu podla 3.1.8, atd’.

Désledkom uvedeného algoritmu a tvrdeni v 3.1.6 je nasledujtci zéavazny fakt: K stvorcovej matici
A existuje inverznd matica prave vtedy, ked’ |A| # 0.

Priklad 7. Kombinéciou réznych metéd vypocitajme determinant

2 31 3
3 5 1 2
A= 4 5 3 2
31 2 3

RieSenie: Pri vipocte budeme pouzivat’ kédovanie riadkovych resp. stipcovych operécii podobne
ako v 3.1.4 (riadky oznacujeme R;, stipce S;); sucasne v zatvorke budeme uvadzat’, ktoré pravidlo na
vypocet determinantu pouzivame:

2 31 3
351 2
Al=], & 3 5| SieS(D)
312 3
1 3 2
= Ry = Rz + (=3)R1 (D3)
354 2 p Rt (-2)R
2 1 3 3 4 !
1 3 2 3
0 2 1 -1
=10 _4 —9 _7 (3.2) = 5,
0 -5 -1 -3
2 1 -1
=-1(-D" | 4 —2 -7 Sy« Sy (D1)
—5 -1 -3
1 2 -1 ,
_ | —2 —q | T lA2R
~1 -5 -3 3= Hs+ fa

1 2 -1
=10 0 —9| Ry« Ry(DI)
0 -3 —4
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1 2 -1
——0 -3 —4| (D5
0 0 -9

3.1.10 Vypocet inverznej matice pomocou determinantov

Popri metdde uvedenej v 3.1.7 je mozné inverzni maticu vypocitat’ aj pomocou determinantov. Tato
metéda mé znaény teoreticky vyznam; pre praktické pocitanie je vhodné len pre matice typu najviac
4 x 4.

Nech A = [a;j] je Stvorcova matica typu n X n. Ako uz vieme z 3.1.9, ak |A| = 0, tak ku matici
A neexistuje inverznd matica. Preto v d’alsom predpokladdme |A| # 0. Rovnako ako pri definicii
determinantu, nech A;; oznacuje §tvorcovi maticu typu (n — 1) x (n — 1), ktora vznikne z matice A
vynechanim jej i-teho riadku a j-teho stipca. Potom plati:

1

Al

(Pozor na zamenu poradia indexov!)

Al = [Dijlnxn > kde b = (—1)"7|Ajq| . (3.3)

Pre regularnu maticu A typu 2 x 2 z uvedeného ihned’ vyplyva nasledujica formula:

Ak A — ail a2 . tak A*1:L a2 —ai2
asy a2 |A| \ —a21 an

Priklad 8. Pomocou determinantov vypocéitajme inverznii maticu (ak existuje) ku matici

1 -3 2
A=1]12 -5 3
3 —4 8

RieSenie: Pouzitim vzoréeka pre vypocet determinantu 3 x 3 (pozri 3.1.8) zistime, ze |A| = 7,
a preto k danej matici existuje inverznd matica. Podla (3.3) jej prvky st (—1)"*7|Aj;|/|A| pre 1 <
1,5 < 3, teda
[An| —|A2|  |Asz]
—[A1z|  [Az| —|As
|A1z| —[Ags|  |Ass]

Ako vieme, matice A j; ziskame z pévodnej matice A vynechanim j-teho riadku a i-teho stlpca; preto

1

A= —
Al

-5 3| | -3 2 -3 2

4 8 ~4 8 ~5 3

1 2 3 1 2 1 2
-1_ | _

A= ’38| ’38| 23|

2 5| |1 -3 1 -3

3 —4 3 —4 2 -5

Po vypocte uvedenych 9 determinantov typu 2 x 2 (pouzitim vzoréeka z 3.1.8) napokon dostaneme:

L[ 28 16 1 -4 16/7 1/7
A‘lz? -7 21 |=| -1 2/1 1/7
7 -5 1 1 —5/7 1/7

O spravnosti vypoctu sa presvedcte skuskou — t.j. priamym vynasobenim ukézte, Ze naozaj plati
AAT=ATA=1;.
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3.1.11 Dodlezité vzt’ahy medzi uvedenymi pojmami

Okrem vzt'ahov uvedenych v predchadzajicich castiach upozornime este na nasledujice suvislosti
maticovych operacii s determinantom a inverznou maticou.

Nech A, B su stvorcové matice rovnakého typu. Potom |[AB| = |A||B|, ¢ize determinant st¢inu
matic je rovny sucinu prislusnych determinantov. (Pozor — analogické pravidlo neplati pre sucet
matic!) Dalej, |AT| = |A[, t.j. transponovanim matice sa determinant nemeni. Napokon, ak |A| # 0,
tak |A~1 =1/|A].

Zakonc¢ime azda najdolezitejsim tvrdenim, ktoré zhriiuje vlastnosti ekvivalentné reguldrnosti matic.

Nech A je stvorcova matica typu n X n. Nasledujice vlastnosti st ekvivalentné:
(1) Matica A je regularna.
(2) Matica A je ekvivalentné s jednotkovou maticou I,.
(3) Matica A ma hodnost’ rovna n.
(4) Determinant matice A je rozny od nuly: |A| # 0.
(5) K matici A existuje inverznd matica.
(6)

6) Pre kazda n x 1 maticu b méa ststava rovnic Ax = b jediné riesenie.
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Cvicéenia

1. Upravte nasledujice matice do Gaussovho tvaru, a potom do redukovaného Gaussovho tvaru:

2 1111
3 20 @ | 1o001];
1 1 210

2 4 § —6 -4
(c) -2 —4 -5 4 3 ; (d)
6 12 15 —-12 -—-18

2. Zistite, ¢i nasledujice matice A a B st ekvivalentné (oprite sa o posledni vetu v podkapitole

3.1.3):
1 3 -2 -1 -3 -1
(“)A:<26—5>’ BZ( 3 9—6>;

1 3 —2 1 2 -3
(b)A:<2 6 —5) ’ B:<2 4 —7> 5

1 2 3 1 2 3
(¢ A= 2 -1 1 , B=| 21 4
1 7 8 1 11
3. Vypocitajte hodnost’ nasledujicich matic:

1 -2 3 2 41

(a) 2 4 5| @ |111];
-1 10 -4 1 3 2
3 0 2 -1 210
4 1 1 -3 1 0 2
@ l2 13 1|7 @ g2
1 -2 4 3 1 1 1

4. Vypocitajte hodnotu maticového vyrazu, ak A, B st matice z ulohy 2(b):
(a) 2A — 3B

(b) BTB — AAT

(c) ABT —B.AT

5. Zistite, ktoré z nasledujucich matic st regularne:
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1 -3 1 i’_?_i; 2 1 -1
(@ |3 4 =3 | ; (© () | 32 1
3 1 -2 2 12—l 12 1

1 3 1 3

6. Met6dou z podkapitoly 3.1.7 (Gprava matice na redukovany Gaussov tvar) vypocitajte inverzné
matice k nasledujticim maticiam:

—2 —4 0 _1_;(1’8 021
A=| 1 21 |; B=| ] , . |; C=[152
-1 0 3 45 3

1 -2 2 3 3 4 4 2
3 21
5 —6 4 8 6 2 1 6
A g i 411 3 B= 7T -8 8 9  C= 5 1 2 3
-1 3 -6 -5 351 3

8. Pomocou determinantov vypocitajte inverzné matice k nasledujicim maticiam:

4 -1 6 3 20 2 7T 4
A= 3 -1 4 ;i B= 2 -1 7 ; C=11 -1 3
-3 1 -5 -1 -1 1 5 -2 =3

9. Kontrolné otazky:

(a) Je pravda, Ze ak Stvorcova matica A je v Gaussovom tvare, tak A je trojuholnikovd matica?
Je pravdivé opacné tvrdenie?

(b) Je pravda, ze pre kazdé dve $tvorcové matice A, B rovnakého typu plati: (A + B)? = A? +
2AB +B??

(c) Je pravda, ze inverzna matica k trojuholnikovej matici (ak vobec existuje) je opét’ trojuholni-
kové matica?

(d) Je pravda, ze pre kazda Stvorcovi maticu A a kazda konstantu d plati: |dA| = d.|A| 7 (Pozor
— toto nie je pravidlo D2 z 3.1.9!)
3.1.12 RieSenia

1. Uvadzame vzdy najprv Gaussov tvar a potom redukovany Gaussov tvar matice:

12 3 100

@ o1 1], 010 ;
00 1 00 1
1001 100 1

@ |o110], 010 -1 ;
0011 001 1
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124 -3 -2 120 -1/3 0
© | 001 —2/3 —1/3 | , 001 —2/30]| ;
0 00 0 1 0 00 01
11 -1/2 0 1/2 11001
(d) 0 0 1 -2 1 0 0101
00 0 1 0 ’ 00010
0 0 0 0 0 0 00 0O
2. (a) Ano. (b) Nie. (c) Nie.

w
—~
&
N—
[\
—~~
=
~
w
—~
o
N~—
[\
—~
[aW
N—
w

-1 0 5 , 0 -1
(a) <_2 0 11) ; (b) nedefinovany; (c) (1 ()) :

5. (a) regularna, (b) regularna, (c) regularna
6.
3/2 3 -1 _g _g _j 2 -1 1/5 1/5
A= -1 =3/2 1/2 | ; B'= L4 4 s . Ccl=| -1 4/5 -1/5
1/2 1 0 11 1 1 3 -8/5 2/5
7. |A| = —6; |B| = —18; |C| = 120.
1 1 2 ) 9 13 25
A'=[3 —2 2| ; B! neexistuje; (3—1=ﬁ 18 —26 -2
0 -1 -1 3 39 -9

9. (a) Ano; opa¢né tvrdenie neplati. (b) Nie. (c) Ano. (d) Nie.



Kapitola 4

RiesSenie sustav linearnych rovnic

4.1 Uvod

7 predchadzajucej kapitoly uz vieme, ¢o je matica. Matice typu 1 X n a n x 1 nazyvame vektory
(riadkové, stipcové). Tento pojem logicky nadviizuje a rozsiruje pojem vektora definovaného v kapi-
tole 2.

Nech m,n € N, a;j € Rprei =1,....m,5=1,...,n,b; € Rprei = 1,...,m st dané Cisla.
Potom ststavou m linearnych rovnic s n neznamymi x1,xs,...,2, nazyvame systém rovnic
anzrit+ ... +aprp= by
an1 1+ ... +agmrn = by
(4.1)
Am1T1+ ... + GmnTn = bm.

Jednotlivé rovnice st matematickym vyjadrenim podmienok, ktorym musia vyhovovat nezndme 1,
Z9,...,Tn. TO, Ze sa jedné o sustavu rovnic znamend, Ze tieto podmienky musia byt splnené sticasne.
V stlade so stredoskolskou terminolégiou sa pri malom pocte neznamych tieto niekedy oznacuju ako
x, y pripadne z.

RieSenim sustavy (4.1) nazyvame n redlnych ¢éisel r1, 79, ..., 7, tej vlastnosti, ze po ich dosadeni
za x1,T2,...,2T, v (4.1) dostaneme m platnych rovnosti medzi ¢islami.

Riesif ststavu (4.1) znamena najst vietky rieSenia tejto ststavy.

Ak definujeme maticu A typu m x n s prvkami a;; prei =1,...,m, j =1,...,n, A =(a;) ,

vektory x, b typu n x 1 resp. m x 1 takto:
x=(z1,...,20) b= (b1,...,bm)",

tak moZeme ststavu (4.1) zapisat v tvare

Ax =b. (4.2)

Maticu A nazyvame matica sastavy (4.1) , vektor b tiez prava strana sastavy (4.1).
RieSenim (4.2) nazjvame vektor r = (r1,...,7,)", pre ktory plati rovnost vektorov Ar a b.
Zapisy ststavy v tvare (4.1) a (4.2) st zrejme ekvivalentné.

69
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Maticu
ail ai19 e A1n bl

(4.3)
aml1 Qm2 ... amn bm

nazyvame rozsirena matica sustavy (4.1) a oznacujeme ju (A | b).

Medzi ¢islami m a n nie je vo vSeobecnosti ziadny savis. Ak m > n,tak sistava rovnic sa nazyva
preurcena. Ak m < n,tak sistava rovnic sa nazyva nedouréena. Ak v (4.1)jeby =ba = ... = b, =
0, tak odpovedajicu sustavu m linedrnych rovnic o n neznamych nazyvame homogénna ststava
rovnic. Je teda tvaru

Ax =0. (4.4)

Hned vidiet, Ze tato ststava rovnic mé vzdy riesenie 11 =0, ro =0, ...,r, = 0, t. j. nulovy vektor

Takéto rieSenie nazyvame trivialnym rieSenim (4.4).

Uz na ststave dvoch linearnych rovnic o dvoch nezndmych sa daji demonstrovat vsetky moznosti
tykajice sa riesitelnosti, ktoré mozu nastat pre sustavu (4.1). Pre ststavu (4.1) moze nastat prave
jedna z tychto moznosti:

e ma prave jedno riesenie
e ma nekonecne vela rieSeni
e nemad ziadne rieSenie.

Zakladnym teoretickym vysledkom tykajacim sa riesitelnosti (4.1) je nasledujica Frobeniusova
veta.
Ststava (4.1) ma rieSenie prave vtedy, ak hodnost matice stustavy je rovnd hodnosti rozsirenej matice
sustavy, t. j. ak plati

h(A) = h(Alb).

Vzhladom na to, Ze hodnost matice uz viete urcit, tak iba uvedieme, ze nezistujeme zvI4st hodnost
matice stustavy a zvlast hodnost rozsirenej matice stistavy. Pracujeme iba s rozsirenou maticou ststavy,
pri¢om si v nej pre prehlad oddelime posledny stlpec zvislou ¢arou (odtial pochadza aj oznacenie
(Alb).

Priklad 1. Zistite, ¢i ststava rovnic

—2x1 + To = —1
r1 + 2x9 = 1
—6r; + 3x2 = 3

je riesitelna.

Riesenie: Budeme pracovat s “maticou”
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a zistujeme jej hodnost. Znamym sposobom postupne dostavame:

-2 1] -1 1 2 1 1 2 1
1 2 1 1=l -2 1] -1 |=2...210 5 3
-6 3 3 -6 3 0 0] -2

Teda h(A) =2, h(A|b) = 3 . Nakolko 2 # 3, ststava nie je riesitelnd. &

Zovseobecnenim sustavy (4.1) je sistava m linearnych rovnic s n neznadmymi s parametrom
(parametrami). Ku takejto sustave sa dostaneme vtedy, ak niektory ( alebo niektoré ) z koeficientov
a;j, b; zavisi zndAmym spoésobom od istého parametra, a teda moéze nadobtdat nekonecne vela alebo iba
konecne vela realnych hodnot. Moze nas zaujimat, ako tento parameter ovplyviiuje rieSenie ststavy,
rieSitelnost ststavy alebo pocet rieSeni ststavy atd.

Parametre budeme v dalSom oznacovat s, ¢, u.

Typicky priklad by teda mohol byt:vySetrit, ako zavisi rieSenie ststavy rovnic

1 + 2x9 =
3r1 + 4x9 = t

s, t € R, na hodnotéach s, . Ak by sme takyto vztah nasli, tak postupnym dosadzovanim potrebnych
hodn6t parametrov s, ¢ dostavame odpovedajiice riesenia. Ststava s parametrom je vo vSeobecnosti
teda zlozitejsi problém ako ststava (4.1) Frobeniusovu vetu moZzeme samozrejme pouzit aj pre sustavu
s parametrom. Nésledna analyza rieSitelnosti vSak moze byt znac¢ne ndro¢na.

Cvicenia
1. Zistite, ¢i 1 = 2, x5 = 3 je rieSenim sustavy rovnic

201 + bz = 7
61’1 — 3.%'2 = 4

2. Zistite, ¢i vektory (1, 1,5)T , (1,2, 5)T , (1, 1,3)T su rieSenim sustavy rovnic

6r1 + 30 — 213 = 2
1 — 3r2 + 2x3 = 5
21 + 3 + x3 = 9

3. Zistite, ¢i vektory (0, —2)T , (1, —1)T , (4,4)T , (4, 2)T , (2,0)T st rieSenim ststavy rovnic

3.%'1 — 2x2 = 4
6.’E1 — 41‘2 = 8

4. Uvedte geometrickt interpretéaciu stustavy dvoch linedrnych rovnic

anr + apgy b1
anx + axny = b

z hladiska jej riesitelnosti. Ako sa zmenia vaSe zdvery v pripade, Ze plati by = bs = 0 7 Pokuste sa
o analdgiu pre stustavu troch linedrnych rovnic o troch nezndmych z, y, z. (Navod: aky geometricky
utvar je popisany rovnicou ax + by + ¢ = 0 a jej analdgiou v trojrozmernom priestore?)
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5. Napiste stustavy dvoch linedrnych rovnic s dvomi nezndmymi, ktoré maji vlastnost: a) ma
prave jedno rieSenie , b) nema4 rieSenie , ¢) ma nekoneéne vela rieseni .

6. Vyrieste nasledovné stustavy linearnych rovnic

3x1 + 4,127z, = 15,441
r1 + 1,370xe = 5,147
3r1 + 4,122z = 15,441
r1 + 1,374xe = 5,147
7. Pouzitim Frobeniusovej vety zistite, ¢i nasledovné stistavy linedrnych rovnic st riesitelné:
a)
r1 — 269 4+ 2x3 = -9
3r1 + bz 4+ 4dxz3 = 11
5¢1 + 12z + 6x3 = 29
b)
r1 + 229 — x3 = 2
3r1 — To + 2x3 = 7
T - xx3 = =2
21 4+ x99 + x3 = 7
c)
3561 - 2:6‘2 + r3 = 1
r1 + To — 3r3 = 7
11x; — 4a9 — 323 = 10
d)
2017 — 3z 4+ 3 = 5
2xv1 + x2 + x3 = 12
r1 + 219 — x3 = 3
e)
2r1 + To — xr3 —+ T4 = 1
3r1 — 2x9 4+ 2x3 — 314 = 2
2r1 — Tro + T3 — 3r4 = 4
5¢1 + x2 — x3 + 2x4 = -1
f)
1 + 29 4+ 3x3 — 224 = 6
3r1 + 229 — 3 + 224 = 4
21‘1 — Tro — 2373 — 3.1‘4 = 2
201 — 3x9 + 2x3 + x4 = &8

4.2 RieSenie sustav linearnych rovnic s regularnou maticou

Uvazujme o ststave n linedrnych rovnic s n neznamymi tvaru
a111+ ... Fax,= b1
a1+ ... +agmxry = by

(4.5)

apn1Zi+ ... +apntn = bn.
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Pre vhodne definovani maticu A typu n x n, vektory b, x typu n x 1 mézeme tuto ststavu zapisaft

aj v tvare Ax = b. Nech | A | # 0 . Potom stistava (4.5) ma prave jedno riesenie r = (r1,...,7,)7.

4.2.1 Cramerovo pravidlo

Ak ozna¢ime D =| A | a Dy, Dy , ..., D, determinanty tych matic, ktoré sme dostali z matice A
tak, Ze sme v nej postupne nahradili prvy stipec vektorom b, druhy stipec vektorom b, az n-ty stlpec
vektorom b, tak plati:

Dy Dy D,

T2 = =

Takyto sposob urcenia rieSenia sustavy Ax = b s reguldrnou maticou A (| A |# 0 ) sa nazyva
Cramerovo pravidlo.

r =

Priklad 2. Zistite, ¢i ststavu linedrnych rovnic

lzy 4+ 229 + a3 = 8
3r1 + 2x9 + r3 = 10
4r1 + 3x9 — 223 = 4

je mozné riesit Cramerovym pravidlom a ak &no, urcte jej rieSenie tymto pravidlom.

Riesenie: V nasom pripade je n =3 a

1 2 1 8
A=|32 1 |,b=| 10
4 3 -2 4
Nakolko je | A | = 14 # 0, mdzeme pouzit Cramerovo pravidlo. Postupne dostdvame
8 2 1
Di=|10 2 1| =14
4 3 -2
1 8 1
Dy,=|3 10 1]=28
4 3 -2
1 2 8
Ds=|3 2 10| =42,
4 3 4

a preto 1 = 14/14, ry = 28/14, r3 = 42/14. RieSenim ststavy je teda vektor r =(1,2,3)7. &
Priklad 3. Zistite, ¢i sustavu linedrnych rovnic

201 + Ty = 2
4y + 229 = 4

je mozné riesit Cramerovym pravidlom a ak &no, urcte jej rieSenie tymto pravidlom.
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Riesenie: Zrejme v nasom pripade jen =2 a

()

Nakolko je | A | = 0, nemoézeme pouzit Cramerovo pravidlo. VSimnite si, Ze sustava ma riesenie. Je ich
nekonecne vela, st to vektory tvaru (t,2 — 2t)7, kde ¢ je Tubovolné realne é&islo. Cramerovo pravidlo
nam neumoziuje tieto riesenia najst. &

Priklad 4. Zistite, ¢i sustavu linedrnych rovnic

2$1— T2 + 3 8
dr1 + 2w — w3 = 1

je mozné riesit Cramerovym pravidlom a ak &no, urcte jej rieSenie tymto pravidlom.

Riesenie: V naSom pripade sa jedna o sustavu dvoch linedrnych rovnic o troch neznamych. Cra-
merovo pravidlo ndm neumoziiuje tto ststavu riesit. &

Cvicenia

8. Zistite, ¢i je mozné riesit nasledovné ststavy rovnic Cramerovym pravidlom a ak &no, uréte ich
rieSenie tymto pravidlom:

2)

S5x1 + 4z = 2
rT — 3.%'2 = 7
b)
3xr1 + 6z = 1
2c1 4+ 4x9 = 0
c)
Q:Bl — 61‘2 = =2
r1 — 3x9 = 4
d)
81 — 3x9 + 6 = 0
dry, + 29 — 1 = 0
e)
3r1 — 2z — xz3 = 1
2ct7 + b5z 4+ 3 = 0
f)
3.%'1 — 4.%2 = 6
r — T3 = O
g)
3ry1 + 2 = b

6x1 + 229 = 7
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h)
5$1 - 41'2 == 8
3rz1 + x2 = 15
ch)
3,147 + xo = 2
@1 + X = 4

9. Zistite, ¢i je mozné riesit nasledovné sistavy rovnic Cramerovym pravidlom a ak éno, uréte ich
rieSenie tymto pravidlom:

a)

2rv1 + x99 + 3x3 = 9
r1 — 29 + r3 = —2
3r1 4+ 2x9 + 2x3 = 7
b)
201 4+ 3x9 — x3 = 1
€T, — To + x3 = 2
3r1 + 2x9 = 5
)
3r1 — 220 4+ z3 = 11
1 + x99 — 3x3 = T
11.%1 - 4%2 - 31’3 = 10
d)
—x1 4+ 3x2 — 23 = 7
31 + 3z3 = -3
21 + x99 + 223 = -1
e)
2r1 4+ 3x9 + bxz = 11
ry — HSr9 — 2x3 = 5
3r1 + 6z 4+ 4dz3 = 3
f)
Ty + 29 + x3 = 3
2¢1 — 3x9 + T3 = 2
3rz1 + x2 4+ 3z3 = 4
g)
2x1 4+ 3xo r3 + T4 = 0
r1 + 2x9 + Tx3 = =2
3x1 + 2x3 4+ x4 = 7
h)
2c1 — 320 + zz3 = 0
1 + 229 — x3 = 0
207 + x2 4+ z3 = 0

Cramerovo pravidlo nam umoziiuje aj ¢iastoéne odpovedat na otédzku o riesitelnosti ststav linear-
nych rovnic s parametrami.



76 KAPITOLA 4. RIESENIE SUSTAV LINEARNYCH ROVNIC

Priklad 5. Zistite, pre aké hodnoty parametra s mé sustava linedarnych rovnic

sx1 + 2x9 = 2
3r1 + 4x9 = 3

prave jedno riesenie a urcte ho Cramerovym pravidlom.

RieSenie: Podla Cramerovho pravidla bude mat tato ststava rovnic préve jedno rieSenie pre tie
s, pre ktoré plati

s 2
3 4 =4s—6 #0.

Teda pre s € R — {%} ma sustava prave jedno rieSenie a plati pren:

1 3(s —2)
= NS .
2s—3 2(2s — 3)
&
Na zaver este poznamenajme, ze ak D = 0 a aspon jeden z determinantov D1, Do, ..., D, je rézny

od nuly, tak ststava (4.5) nemé rieSenie.

Cvicenia

10. Zistite, pre aké hodnoty parametrov s, ¢, © maju nasledovné ststavy linearnych rovnic prave jedno
rieSenie a urcte ho Cramerovym pravidlom:

a)

r1 + sy = 1
tr1 + 4xo
b)
sty + txg = 1
tr1 + sz =
c)
2v1 + bSx9 = 2—s—1t
3r1 + 4z = 1+ s
d)
st1 + 2x9 — 3x3 = 2
1 + 12 — r3 = U
tey, — T2 + x3 = 3
e)
2¢1 + 3z + bry = 2—5
3ryg + 4dxz = 1—1¢
r3 = 2—s5+u
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4.2.2 Vyuzitie inverznej matice

Uvazujme opét o sustave (4.5). KedZe matica A sustavy je regularna, tak existuje prave jedno riesenie
tejto sustavy. Teda plati rovnost
Ar =b.

Nakolko matica A je regularna, tak existuje ku nej inverzna matica A~! tej vlastnosti, Ze plati
ATA=AAT=1,.
Pre vektor A~'b zrejme potom plati
AA7'b) = (AA Hb=I,b=h.
Teda z jednoznacnosti rieSenia dostavame, ze
r=A"'b.

Ku tomuto vyjadreniu rieSenia sme sa dostali tak, Ze sme obe strany rovnosti Ar = b zlava vynésobili
maticou A1,

Priklad 6. Zistite, ¢i ststavu linedrnych rovnic

2r1 + x9 7
TT — Ty = 2

je mozné riesit pomocou inverznej matice a ak 4no, najdite jej rieSenie touto metédou.

a=(? 4)x=(2)o=(3)

mozeme dand ststavu rovnic zapisat v tvare Ax = b. Zrejme n = 2. Pretoze | A | = —3 # 0 je matica
A regularna a existuje ku nej inverznd matica. Metddami uvedenymi v Casti o urcovani inverznej

matice sa dé zistit, Ze
2 (13 13
A —< 13 —2/3 |

1 /3 1/3\( 7 3
r=A b:<1/3 —2/3><2>:<1>‘

Priklad 7. Zistite, ¢i ststavu linedrnych rovnic

RiesSenie: Pre

Preto

T + x9 = 2
3r1 + 3z = 4

je mozné riesit pomocou inverznej matice a ak 4no, najdite jej rieSenie touto metédou.

Riesenie: Pre vhodne definovani maticu A tejto ststavy plati, Ze jej determinant je rovny nule.
Preto nemozeme dant ststavu rovnic riesit pomocou inverznej matice. VSimnite si, Ze stistava nie je
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riesitelnd. &
Priklad 8. Zistite, ¢i ststavu linedrnych rovnic

2¢7 + 3xz9 + 4x3 = 6
r1 + bxe + 3x3 = 2

je mozné riesif pomocou inverznej matice a ak ano, najdite jej rieSenie touto metédou.

RieSenie: Matica sistavy nie je Stvorcova, a preto nemdZeme danu ststavu rieSif pomocou in-
verznej matice. &

Inverzni maticu moézeme vyuzit aj v komplikovanejsich tlohéch.

Priklad 9. Zistite, ¢i existuje matica X tak, aby platil vztah

{(13)-(13)
NI

matice typu 2 x 2. Ak matica X existuje, tak je nutne typu 2 x 2. Nech plati

X—(xl ”2>.
r3 X4

7 rovnice XA=B roznésobenim dospejeme ku ststave linedrnych rovnic tvaru:

a ak ano, urcte ju.

RieSenie: Oznacme

3r1 + a9 =
21 + 3x9 =
3x3 + 14
2z3 4+ 34 =

Il
DN = =

Teda existencia, neexistencia, jednoznacnost pripadne viacznacnost uréenia matice X je ekvivalentna
tomu, ¢ vyssie uvedend ststava rovnic mé, alebo nem4 rieSenie, pripadne kolko rieSeni tejto sustavy
existuje. Aj ked je to ststava 4 rovnic o 4 neznamych, st to vlastne dve sistavy dvoch rovnic o dvoch
neznamych s tou istou maticou sustavy, ale réznymi pravymi stranami. Na ich rieSenie by sme mohli
pouzit Cramerovo pravidlo (preco 7).

Ak si uvedomime, Ze matica A je regularna ( |A| = 7), tak existuje ku nej inverzna matica A1
Z predpokladanej rovnosti XA = B vynéasobenim sprava A~! dostavame explicitné vyjadrenie matice
X v tvare X = BA™!. Teda existuje jedina taka matica X a lahko zistime, Ze pre fiu plati:

X_<1 1)( 3/7 —2/7)_(2/7 1/7)
N2 )\~ o3yr ) T\ owr )
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Cvidenia

11. Zistite, ¢i je mozné riesit nasledovné stustavy linedrnych rovnic pomocou inverznej matice a ak
ano, najdite ich riesenie touto metédou.

a)

3ry1 + x2 = 5
Ty — Ty = 3
b)
r1 — 2x9 = 2
—2x1 + 6x0 = 5
c)
3tz1 + 229 = 9
4r1 + dDaxo = 7
d)
101’1 + 2OIL‘3 == 60
20332 = 60
2021 4+ 68x3 = 176
e)
211 + 3x3 = 4
dxes 4+ x3 = 1
3r1 + To + 2x3 = 7
f)
3.2171 — 21’3 = 0
r1 + 4x2 + 223 = 2
oty + T2 4+ x3 = 4
g)
X1 + r3 = 3
200 + T3 = 4
r1 + a2 + 3x3 = 2
h)
4z, 4+ 10x3 = 1
101’2 ==
10.%'1 + 5.%3 = 3
i)
3x1 = 12
2$2 == 3
5%‘3 = 1
j)
1 + 2x9 — 3x3 = —6
To + 23 = 1
r3 =
k)
2%1 = 3
3r1 + 4dxo =7
5c1 + 2z 4+ xz3 = 8
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12. Zistite, ¢i existuje matica X tak, aby platili nizSie uvedené rovnice. Ak ano, urc¢te maticu X.

a)
2 1 3 2
b)
4 6 2 8
(60 )x=(3 )
c)
4 6 11
d)
10 7 6 1 3
(i e)-(5%)
e)
1 1 -1 100
4 5 6 |X=|310
3 -3 4 03 1
f)
3 -1 2 100
4 30 |X=|l010
1 20 00 1
g)
1 2 2 1 11
h)

4.2.3 Gaussova elimina¢na metdda

Priklad 10. Zistite, ¢i stistava linearnych rovnic

2r1 + 4x9 — 2x3 = 6
— 39 + 6xz3 = -3
— 12.’L‘3 = -3

je riesitelnd a ak ano, najdite jej rieSenie.

RieSenie: Determinant odpovedajicej matice stustavy je (2)(—3)(—12) # 0, a preto ma ststava
jediné riesenie. Iste ste si vSimli, Ze z poslednej rovnice fahko dostavame r3 = —3/—12 = 1/4. Z pred-
poslednej potom plati —3z2 + 6(1/4) = —3, a teda 7o = 3/2. Konecne z prvej rovnice dostavame, ze
r1 = 3/2. Potom r = (1/4,3/2,1/4)T. &

Tento sposob rieSenia sistavy rovnic takéhoto tvaru sa nazyva spitna substitucia.
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Stustavy linedarnych rovnic Ax = b , Cx = d sa nazyvaja ekvivalentné , ak kazdé rieSenie
sustavy Ax = b je riesenim ststavy Cx = d a kazdé rieSenie ststavy Cx = d je rieSenim sustavy
Ax = b . Prechod od ststavy Ax = b ku ekvivalentnej stistave Cx = d realizujeme pomocou
ekvivalentnych dprav.

Uvazujme opit o ststave (4.5). Gaussova elimina¢ni metoda (GEM) riesenia ststavy (4.5) je
zalozend na tom, Ze od sustavy linedrnych rovnic Ax = b prejdeme ku ekvivalentnej sistave rovnic
Cx = d , pridom matica C m4 vlastnost

cij =0 prei>j,c; #0.

Matica C je teda regularna horna trojuholnikova matica. Spétnou substitiiciou tato ststavu vyrieSime
a dostaneme tak riesenie pévodnej sustavy Ax = b .
Ekvivalentné upravy, ktoré pouzivame pri GEM st:

e (G2: vynasobenie niektorej rovnice sustavy (t. j. jej pravej i lavej strany) nenulovym ¢islom

e (3: pripo¢itanie ndsobku jednej rovnice ststavy ku inej rovnici ststavy (pripoc¢itavame odpove-
dajuce si ¢leny).

Vsimli ste si, ze nebola uvedena ekvivalentna tprava G17

Priklad 11. GEM rieSte ststavu

2v1 4+ 4x9 — 2x3 = 6
r1 — xT9 + 5$3 =0
41 + To — 2x3 2

RieSenie: Pretoze |A| # 0 (presvedéte sa ), ma ststava prave jedno rieSenie. Pomocou ekviva-
lentnych Gprav chceme dospief ku ststave Cx = d , pricom matica C bude mat Strukttaru:

o & &
0 & &
0 0 &

a na diagonale nenulové prvky.
Vynésobme prva rovnicu sustavy ¢islom (—1/2) a pripoc¢itajme ju ku druhej rovnici. Dostaneme
ststavu

21 4+ 4x9 — 2x3 = 6
— 39 + 623 = -3
47 + w1 — 213 = 2

Analogicky, ak vynasobime prvi rovnicu ¢islom (—2) a pripoc¢itame ju ku tretej rovnici, dostaneme
stustavu

21 4+ 4x9 — 2x3 = 6
— 39 + 623 = =3
— Tx9 + 223 = -—10

Teraz uz plati, Ze prvky prvého stipca odpovedajicej matice ststavy, az na prvok v pozicii (1,1), st
nulové.
Vynasobenim druhej rovnice ¢islom 7/(—3) a pripo¢itanim ku tretej rovnici kone¢ne dostaneme

2x1 4+ 4x9 — 23 = 6
— 39 + 6z3 = -3
— 12.%3 = -3
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To je ale suistava s takou maticou, akou sme si Zelali. Tato ststavu sme spdtnou substiticiou riesili
v predchadzajticom priklade. Preto vieme, 7e r = (1/4,3/2,1/4)T.
&

Vratme sa ku vSeobecnej sustave (4.5). Sformulujeme vSeobecnu stratégiu pri GEM.

Prepokladajme, Ze prvok a1 # 0. Pripo¢itanim vhodnych nasobkov prvej rovnice ku zostavajucim
(n—1) rovniciam dosiahneme, Ze koeficienty pri 1 v tychto rovniciach buda nulové. Postupne budeme
prva rovnicu nasobit ¢islami

—ag1 —asy —0nl
air ann T an
Tym sa dostaneme ku sistave tvaru
a11r1 + aipxe + aizrs + ... + apxrp, = b
a%)mg + a%)xg + + agl)a:n = bél)
agé)xg + ag?acg + + agz)mn bgl)
agz)@ + a7(113)$3 + + afe, = by

Horny index naznacuje, ze sme ukoncili prvy krok GEM.
V druhom kroku GEM, za predpokladu ze aglz) # 0, budeme pracovat iba so zostavajucimi (n — 1)
rovnicami. Vynasobenim druhej rovnice ¢islami

(1) (1) 1)

@3y “"%az T2
azg ' az 7 a
znamym postupom dospejeme ku stustave
aplry +  a12T2 +  ars + ...+ aT, = b
a%):@ + a%)xg + + agl):vn = bgl)
a%) r3 + + az()i) Ty = b:(f)
afg)xs + + aDe, = b

Dalej pokracujeme analogicky.

Za predpokladu,ze

a11 7é 07 CL%) 7é 07 a:%) 7é 07 T 70’5:1_131)71 7é 07

sa po (n — 1) krokoch kone¢ne dostaneme ku ststave

a;nry + aix2 + aizrs + ... + a1nTy = b
a%)xz + a%)xg + ...+ agz)xn = bgl)
a%)xg + ...+ agi)xn = béZ)
aln N, = oY
Pre maticu C tejto ststavy zrejme plati ¢;; = 0 pre i > j a |C| = an.a%) ..... afﬁfl) # 0, lebo

|A| # 0. Tym je skonéend prva ¢ast GEM. Nasleduje druhé cast, rieSenie sustavy Cx = d spiitnou
substiticiou.
Cisla a,(clz_l) pre k=1,2,...,n — 1 nazgyvame pivot k -teho kroku GEM. Pritom agol)

Existuju dve triedy matic A, pre ktoré takto popisand GEM je realizovatelna.

=dal1.
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e Nech A je matica sustavy (4.5). Nech plati

n

lai| > > ag]

i=1,i#j

(matica A sa vtedy nazyva diagonalne dominantna),
|A| # 0. Potom GEM je realizovatelna.

(Ak pre aspon jedno i plati

n

|laii| > Z |agj],

i=1,i#j
tak matica A sa nazyva ostro diagonalne dominantna. )

e Nech A je matica stistavy (4.5). Nech A = AT ( matica A je teda symetrickd). Nech pre vietky
nenulové vektory y = (y1,%2,...,yn)? # 0 plati

n n
yTAy => > aiyiy; > 0
i=1j=1
(matica A sa vtedy nazyva kladne definitna). Potom je GEM realizovatelna.

Diagonalna dominantnost je Tahko verifikovatelnd. O mnohych ststavach linearnych rovnic, ktoré
vznikaju pri rieSeni praktickych problémov sa vie, ze matica sustavy je kladne definitnd, pripadne je
znama podmienka, vii¢sinou lahko splnitelnd na to, aby matica ststavy bola kladne definitné.

Ststavu linedrnych rovnic

T2 + x3 =
—x1 — 2x9 + 23 = 1
1 + 229 + x3 = 1

nemodzeme riesit GEM. Vadi ndm samozrejme ¢islo 0 pri x1 v prvej rovnici. Iste ste sami prisli na to,
ze mozeme definovat dalsiu ekvivalentn Gpravu:

e G1: vzadjomna vymena niektorych dvoch rovnic sustavy.

Pridanim tejto ekvivalentnej Gpravy sa znacne rozsirila trieda rovnic Ax = b , na ktoré moézeme
uspesne pouzit GEM. Ako uvidime v ¢asti o numerickych metddach rieSenia ststav linedrnych rovnic,
mé uprava G1 aj dalsi, tiez podstatny vyznam. Je nutné pouzivat G1 aj v inych situaciach, ako sa
vyskytla v predchadzajicej ststave rovnic.

Pri pouziti GEM nie je nutné preverovat podmienku, ¢ |A| # 0. Na zdklade zndmych vlastnosti
determinantov plati: ak |A| # 0, tak aj |C| # 0. (A teda, ak |C| = 0, tak aj |A| = 0. )Pre regularnost
matice A je totiz podstatné iba to, ze |A| # 0 a nie aki mé nenulovt hodnotu.

Ekvivalentné tupravy G1, G2, G3 napadne pripominaji riadkové operacie O1, O2, O3, ktoré sa

pouzivali pri vytvoreni Gaussovho tvaru matice. Staci len “zrusit” neznédme x1, o, ..., z, a pracovat
s rozsirenou maticou (A|b). Po najdeni jej Gaussovho tvaru je potrebné zas “pripisat si” nezndme
x1,%2,...,%T, za odpovedajice koeficienty a mame sustavu Cx = d . Technicky rozdiel, (ktory ale

vymizne, ak pouZzijeme spiitni substiticiu), je ten, ze Gaussov tvar matice vyzadoval vedice jednotky,
kym GEM vyzaduje, aby veduce prvky (pivoty) ako analdgie veducich jednotiek boli rozne od nuly.
Samozrejme, ze pouzitim G2 by sme dosiahli, aby boli jednotkami.

Jedna z modifikacii GEM sa nazyva Gaussova — Jordanova elimina¢na metéda. T4 vyzaduje,
aby sme sa od sustavy Ax = b cez ststavu Cx = d dostali ku stistave Ex = f , priCom matica E
je diagonélna s e;; # 0. Stvis s redukovanym Gaussovym tvarom matice je uz zrejmy.
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Cvidenia

13. Gaussovou elimina¢nou metédou urcte riesenia nasledovnych stistav linedrnych rovnic.

a)

ro + x3 = 2
—x1 — 210 + 223 = 1
r1 + 229 + x3 = 1
b)
6.2?1 — xro — r3 = 11
—x1 4+ 6xy — x3 = 32
—x1 — 219 + 6x3 = 42
c)
2¢17 + 3z + bxs = 10
3v7 + Txrg + 4dx3 = 3
r1 + 2x9 + 223 = 3
d)
41 — 3x9 + 223 = —4
6ry — 2z + 3x3 = -1
5c1 — 3x9 + 223 = -3
e)
5ty — 6xy + 4dxs = 3
3r1 — 3x9 + 223 = 2
4.%1 — 5%2 + 2:133 =1
f)
51 + 220 + 33 = =2
2017 — 2x9 4+ bdxy = 0
3r1 + 4xs 4+ 2x3 = -—-10
g)
261 + 2x9 — 3 + x4 = 4
41 + 3x92 — x3 + 224 = 6
81 4+ bSrg — 3x3 + 4dxy = 12
3r1 + 3x90 — 2x3 + 2x4 = 6
h)
2¢1 + 3z 4+ 1llxs + dxy = 2
r1 + x2 + bxrz + 24 = 1
2rv1 + x99 — 3x3 + 2x4 = -3
r1 + X9 — 3rs + 4xy = -3
i)
2r1 + S5r9 4+ 4x3 + x4 = 20
r1 + 3rs 4+ 2x3 + x4 = 11
2¢1 4+ 1029 + 923 + Tzy = 40
3rv1 + 8z 4+ 923 + 224 = 37
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4.2.4 Maticové rovnice

V ¢asti o vyuziti inverznej matice sme riesili aj tlohy typu AX=B pre vhodné definované matice A,
X, B.

Ku takejto rovnici by sme sa dostali, ak by sme potrebovali riesit isty pocet ststav s jednou maticou
sustavy, ale s réoznymi pravymi stranami:

Ax=b" Ax=b® ... Ax=bk,

Ak A je reguldrna matica, tak prva myslienka by bola ur¢if A~! a odpovedajice rieSenia dostatf
v tvare:

r® = A-1p® 1=1,2,.... k.

Podrobné analyza vsak ukazuje, Ze je vyhodnejsie pouzit princip GEM aj na takuto tlohu.
Zo stipcovych vektorov b, ... bk zostrojime maticu

B= bW, . .. bk)

zapisanim jednotlivich stlpcov za sebou. Vhodne ozna¢ime nezname a vytvorime z nich maticu X.
Dostaneme sa tak ku maticovej rovnici AX=B. Dalej je vyhodné postupovat tak, ako je uvedené
v zavere Casti o GEM, t.j. pracovat iba s rozsirenou maticou ststavy (A|B) a vyuzivat ekvivalentné
apravy G1, G2, G3. Nesmieme zabudntf na to, Ze na pravej strane mame viacero stipcov, a preto
treba kazdy z nich upravovat. Spitnou substitticiou, pri¢om berieme do ivahy odpovedajice si stipce
neznadmych a pravych stran, dostaneme riesenie.

Priklad 12. Rieste ststavy rovnic Ax = b(), ak

2 1
A=l 11
11

—= N O

pre vektory pravych stran
b =(1,4,1)T,b®) =(2,2,1)T.

RieSenie: Ak oznadime x11, 221, 231 nezname pre pravi stranu b(Y) | 215, 299, 230 neznime pre
pravt stranu b(®) a vytvorime z nich maticu X :

T11 T12
X=| w1 w2 |,
xr31 T32

tak méame riesit maticovi rovnicu AX = B. Napiste si ju! Po “odstraneni” nezndmych dostaneme
rozsirentl maticu tvaru:

2 1
11
11

= N O
[ N
=N N

Zndmymi apravami dospejeme ku matici tvaru:

2 0 4| -6 0
0 12 2| 7/2 1
0 0 -1 -3 -1



86 KAPITOLA 4. RIESENIE SUSTAV LINEARNYCH ROVNIC

Ak by sme si zas “pripisali” nezname, tak od ststavy AX = B sme sa dostali ku stistave CX = D .
Urobte tak! Matica C ma vlastnosti pozadované v GEM. Spétnou substitiiciou, ak berieme do tvahy
prvy stipec matice D, dostaneme

ri1) =(3,-5,3)7

a ak berieme do vahy druhy stipec matice D, kone¢ne dostaneme
r(®) =2, -2, 17,

Samozrejme, ze sme mohli pokracovat az po redukovany Gaussov tvar matice A a nebolo by potrebné
robif spitnu substiticiu. Z hladiska poc¢tu operécii to je vSak nevyhodné. &

Na rieSeni maticovej rovnice AX = B, pre vhodnu volbu matice B, je zalozené jedna z metéd
na uréenie A~1. Pre inverznt maticu (predpokladame, Ze existuje) plati A.A~! =1I,. Teda B = I,,.
Aby sa nemusela robif spitna substiticia, je nutné upravit maticu A na redukovany Gaussov tvar.
Potom uZ vedla nej napisani matica je inverznou maticou ku matici A. Priklad na takyto postup bol
uvedeny v casti 3.1.7 o urCovani inverznej matice.

4.2.5 Realita rieSenia ststav

Je podstatny rozdiel v tom, ¢i riesime stistavu linedrnych rovnic, ktora vznikla na zéklade istého real-
neho problému alebo bola, tak ako je to v pripade doteraz uvadzanych sistav, urcéena len pre potreby
ozrejmenia si niektorych metdd na ich riesenie. V praxi sa casto vyskytuja tlohy, v ktorych je potrebné
riesit také ststavy linedrnych rovnic, ktoré maju radovo stovky neznamych. Preto efektivnost algo-
ritmu ich rieSenia moézeme posudzovat aj podla toho, kolko si vyzaduje aritmetickych operacii. Z tohto
hladiska je Cramerovo pravidlo neefektivnou metédou. Tak isto, pokial to nie je nutné, sa vyhybame
urcovaniu inverznej matice. Vyznam Cramerovho pravidla a vyuzitie inverznej matice je skoér v teore-
tickych uvahach, v elegantnosti vyjadrenia rieSenia. V pripade malého poc¢tu nezndmych (povedzme
pre n < 4) je Cramerovo pravidlo a inverznd matica vhodnou metédou. Gaussovu elimina¢ni metédu
je mozné zapisovat v takom tvare, ktory dokaze identifikovat niektoré pripadné chyby riesitela, a teda
je vhodny pre realizaciu GEM na kalkulacke. VSeobecne sa takyto postup doporucuje, ak nechceme
alebo nemédzeme vyuzivat vypoctovi techniku, pre n < 10. Cast sti¢asného software na riesenie si-
stav linedrnych rovnic je zaloZend na Gaussovej elimina¢nej metéde a jej pocetnych modifikaciach.
To ale znamend pouZzivat pocita¢ na rieSenie ststav linedrnych rovnic. Vyznamnym faktorom, ktory
dokéze ovplynit efektivnost metddy, je vyuZitie $pecifickych vlastnosti matice sustavy (napriklad pé-
sovost alebo riedkost matice). Tieto techniky vSak daleko presahuju ramec tychto skript. Efektivnost
algoritmu moéZeme posudzovat aj podla presnosti vypocitaného rieSenia. V sucasnosti moze posobit
tento pojem zavadzajico, a preto doporucujeme Citatelovi oboznamif sa s nim v ¢asti o numerickych
metddach rieSenia sustav linedrnych rovnic.

4.3 Homogénne sustavy
Uvazujme teraz o homogénnej stistave m linedrnych rovnic s n nezndmymi
a1ri+ ... +apr,= 0

as1x1+ ... Hasgprn, = 0

Am1T1+ ... + amnxrn = 0.
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Pri rieseni homogénnych sustav spojime postup pouzity pri GEM ( a pri zistovani hodnosti matice)
s tvrdeniami o poéte rieSeni. Ozna¢me A odpovedajicu maticu ststavy (4.6). Ststava (4.6) ma vzdy
trivialne riesenie r =(0,0,...,0)7.

. Nech h(A) = n. Potom (4.6) mé iba trividlne riesenie.

Priklad 13. Rieste stistavu rovnic

Ty + 2x9 + 3x3 = 0
3.1‘1 — 4$2 + 51‘3 =0
2rv1 + bxo — Txg = 0

Riesenie: Znamymi Gpravami sa dostaneme ku ekvivalentnej stistave

r1 4+ 2z9 + 3r3 = 0
ro — 1bxg = 0
- 134.233 =0

Vidime,ze h(A) = 3, a teda ststava ma iba trivialne rieSenie. Spétna substiticia nam iba potvrdi
tento zaver. &

o Nech h(A) = p < n. Potom sustava (4.6) ma nekonecéne vela rieseni.
Postupom zndmym z GEM dospejeme ku ekvivalentnej ststave rovnic. Z nej je mozné vybrat p rovnic
a v nich vybrat p neznamych (nazyvame ich hlavné nezname) tak, ze submatica z odpovedajuicich
koeficientov mé determinant rozny od nuly. Tento vyber vSak nemusi byt jednoznac¢ny. Zvys$né rovnice
neuvazujeme a zvysnych (n — p) nezndmych povazujeme za parametre a ddme ich na prava stranu
takto vzniknutej ststavy. Dostali sme teda stistavu p linedrnych rovnic s p hlavnymi nezndmymi a
(n — p) parametrami. Z tejto sustavy vieme uz jednoznacéne urcit, v zavislosti na parametroch, hlavné
nezname. Pritom zvycajne postupujeme tak, ze jeden parameter zvolime rovny 1 a ostatné 0 a ndjdeme
odpovedajice riesenie w. Takto skonstruujeme (n — p), nutne linedrne nezavislych rieseni povodnej
sustavy:
w) w2 w(n—p)

g ooy

a pomocou nich véeobecné riesenie homogénnej stistavy v tvare

n—p )
Z oziw(l).
=1

Pritom «; st Tubovolné redlne ¢isla.
Plati, ze pre kazdu volbu «; dostdvame rieSenie ststavy (4.6) a naopak, kazdé rieSenie (4.6) sa da
vyjadrit ako linedrna kombinacia vektorov w(®.

Priklad 14. Rieste homogénnu ststavu rovnic

201 + x9 — 2x3 + 3x4 = 0
3r1 + 2x9 — r3 + 2x4 = 0
3r1 + 320 4+ 33 — 34 = 0

RieSenie: Posledni rovnicu vydelime tromi a vymenime ju s prvou rovnicou. Potom uZ lahko
dospejeme ku ekvivalentnej ststave rovnic

Ty + 2 + x3 — x4 = 0
— x2 — 4dx3 + bdxry = 0
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Vidno, ze h(A) =2=p<4=n.
Pri moznej volbe 23 = s , x4 = t dostaneme ststavu dvoch rovnic s dvomi hlavnymi nezndmymi
T1,T9 a parametrami s,t:
xy + x = —s + 1
— 9 = 4s — bt

Pre s = 1,t = 0 je odpovedajuce riesenie
w(l) = (3,-4,1,0)
apre s =0,t =1 je odpovedajtce riesenie
w?) = (=4,5,0,1)".
Vseobecné riesenie homogénnej ststavy je teda tvaru
arw + aow® = a1 (3,-4,1,0) + ay(—4,5,0,1)

pre ag, as € R.
Ak by sme si zvolili za hlavné premenné z1, x3 a za parametre z2, 24 (je to mozné), tak dostaneme

ekvivalentnu sustavu
rn + x3 = —s + i
— 4x3 = s — bt

a odpovedajtce vSeobecné riesenie tej istej homogénnej ststavy by bolo tvaru
v 4+ Bov®) = 81(~1/4,0,5/4,1)" + Ba(—3/4,1,—1/4,0)7

pre (1, B2 € R.
Tato nejednoznacnost vseobecného riesenia je dand tym, ze vektory

(W, w?) @ (vi),v®)

tvoria dve rozne bazy toho istého linedrneho priestoru rieseni pévodnej ststavy.!

&

Na zaver uvedieme uzitocné tvrdenie. Ak v homogénnej ststave linedrnych rovnic je m = n, tak
nutnou a postacujicou podmienkou existencie nenulového (netrividlneho) riesenia je |A| = 0.

Cvicenia
14. Urcte netrividlne riesenia nasledovnych ststav homogénnych rovnic

a)
Ox1 + Oz 4+ Oz3 + Oxgy = O

b)
Oz1y 4+ 229 + 0Ox3 = 0
c)
921 + 21lzo — 1523 + b5x4 = 0
1201 + 2829 — 2023 + 724 = O

1 Blizsie sa s pojmom béza méze &itatel oboznamit v literatire, napr. Kluvanek, Misik, Svec: Matematika 1.
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VSEOBECNE SUSTAVY

T1
x1
z1

233‘1

3IL’1

23)1

4.’L’1

xrT —
41 +
or1 +
2x1 +
r1 +
4, +
r1 +
1 +
- 31’2
+ xI9
+ 51‘2
T +
xrT —

4.4 Vseobecné sustavy

Uvazujme koneéne o vSeobecnej ststave m linedrnych rovnic s n nezndmymi

(111.731+

ag1x1+

Am121+

+ 329 = 0
— o = 0
+ 31132 =0
+ 6x9 = 0
dryg + 223 = 0
23?2 — 5:6'3 = 0
209 — 18x3 = 0
o — 8.%‘3 0
200 + 3x3 = 0
Txo + bxrg = 0
6rs + 10x3 = 0
o — 4.7)3 = 0
— 26x3 + 2214
— 8x3 4+ Txay
— 2x3 4+ 2xy4
— 2x3 + 314
T2 + I3 0
209 + a3 = 0
X9 0

+ a1nxy, =

+ agnTy, =

+ Opn®n =

by
ba

bm

o O O O

89

(4.7)

zapisanej pre vhodne definovant maticu A, vektory x,b aj v tvare Ax = b. Vieme, Ze nutna a posta-
¢ujuca podmienka pre to, aby ststava (4.7) mala rieSenie, je h(A) = h(A|b). Nech ststava (4.7) ma
rieSenie. Ak h(A) = n, tak (4.7) ma jediné riesenie. Ak h(A) < n, tak (4.7) mé nekoneéne vela rieseni.
Tieto tvrdenia spolu s postupom pouzitym pri GEM (a pri zistovani hodnosti matice) a spésobom
rieSenia homogénnej sistavy rovnic vyuzivame pri rieSeni (4.7).

Pripad h(A) = h(A|b) = n.
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Priklad 15. Zistite, ¢i stistava rovnic

r1 + 222 + 3x3 = -5
3r1 — 4x9 + bxg = 10
21 + bxo — Txzs = -9

ma rieSenie a ak ano, urcte ho.

Riesenie: Znamym spdsobom dospejeme ku ekvivalentnej stistave

r1 + 2x9 + 3r3 = -5
ro — 13xz3 = 1
— 134xz3 = 35

Vidno, Ze h(A) = h(A|b) = 3, a preto existuje jediné rieSenie tejto ststavy. Spitna substiticia len
potvrdzuje toto tvrdenie. Preto r =(77/134, —321/134, —35/134)7.

&
e Pripad h(A) # h(A|b).

Priklad 16. Zistite, ¢i ststava rovnic

1 4+ 12 + w3 = 1
€1 + r3 = 1
2c1 4+ x9 + 2xz3 = 0
ma rieSenie a ak ano, urcte ho.
Riesenie: Thned dostdvame
rKT + 2 + x3 = 1
— 2 —
— X2 = -2

Potom h(A) = 2,h(A|b) = 3, a preto sistava nema rieSenie. Nemuseli sme pouzit Frobeniusovu vetu.
Z ekvivalentnej sustavy vidno, Ze je sporna. Nemoze stucasne platit —xo =0a —x9=—2. &

e Pripad h(A) =h(Alb) =p < n.
V tomto pripade m4 stustava Ax = b nekonecne vela rieSeni. VSetky rieSenia st tvaru

r=w-+ Z ayw(,
i=1

kde
* w je nejaké rieSenie stistavy Ax=Db
* w() st linedrne nezavislé rieSenia odpovedajicej homogénnej ststavy rovnic Ax=0 , pre i =
1,....n—p

*oa; € Rprei=1,...,n—0p.
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Casto sa hovori, Ze riefenie r je v tvare siétu partikularneho (nejakého) riesenia ststavy Ax=b
a vSeobecného riesenia odpovedajicej homogénnej ststavy Ax=0. Pri troche zruénosti sa tieto dve
tlohy daju riesit spolocne.

Priklad 17. Zistite, ¢i ststava linedrnych rovnic

21 + x99 — 2x3 + 34 = 4
3r1 + 2x9 — r3 + 2x4 = 6
3r1 + 3x90 4+ 33 — 314 = 6

ma riesenie a ak ano, urcte ho.
Riesenie: Znamym spdsobom dospejeme ku ekvivalentnej ststave

T + T2 + x3 — x4 = 2
— x99 — 4dx3 + bSry = 0

Vidno, ze h(A) = h(A|b) = 2 = p. Teda ststava ma nekonecne vela rieseni.

V casti o homogénnych ststavach sme zistili, Ze dve linedrne nezavislé riesenia odpovedajuicej
homogénnej ststavy linedrnych rovnic st w(!) = (3,-4,1,0)”7 a w(®) = (—4,5,0,1)”. Za parametre
sme pritom zvolili nezname x3 a x4 .

Nejaké (partikuldrne) riesenie Ax=Db dostaneme z ekvivalentnej ststavy

1 + 2 = 2 —s + t
— Ty = 4s — bt

najjednoduchsie tak, Zze v nej zvolime za parametre s =t = 0. Dostavame ststavu

1T + 9 = 2
— 29 = 0

Potom uz w = (2,0, 0, O)T. Teda vSeobecné riesenie stistavy rovnic je tvaru
(2,0,0,0)7 + a1(3,-4,1,0)T + as(—4,5,0,1)7,

kde a1, as € R. V8imnite si, ze za partikuldrne rieSenie stistavy Ax=Db sme mohli zvolit aj vektor
(1,1,1,1,)”. Potom by bolo vSeobecné riesenie tvaru

(1,1,1, )7 + 81(3,-4,1,0)" + Bo(—4,5,0,1)T.
Dosadenim sa dé zistit, ze (—3,6,1,2)7 je tieZ riesenim ststavy. Mdzeme ho vyjadrit ako
(2,0,0,0)7 4+ 1(3,—4,1,0)" +2(—4,5,0,1)7,

ale aj
(1,1,1,1)7 +0(3,-4,1,007 + 1(-4,5,0,1)T.
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Cvicenia

15. Zistite, ¢i nasledujiice sustavy su rieSitelné a ak dno, najdite ich riesenie.

a)

r1 + 2x9 — 8xz = 1
207 — 3x2 4+ Bx3 = 0
3r1 + 229 — 1223 = 0
b)
3r1 — Tro -+ r3 = =2
r1 + dSx9 + 2x3 = 6
2¢1 4+ 3x9 + x3 = 0
c)
7.T1 — 41’2 - 2%3 = —6
1621 + 2x9 + x3 = 3
d)
r1 — 3x0 + 2x3 = 2
b5x1 — 1bzo + Txg = 10
e)
31’1 — 6:L’2 — r3 — Ty = 0
r1T — 29 4+ dSx3 — 3x4 = 0
201 — 4x9 + 3x3 — x4 = 3
f)
4z, + 319 — 93 + x4 = 2
—x1 + 229 — 13xz3 4+ 3x4 = 3
3$1 — Tro + 8%3 — 2$4 = =7
g)
r1 + 229 4+ 3x3 + 4dxy = 0
Tx1 + 1ldxs + 2023 + 27Tx4 = 0
51 4+ 10xy + 16z3 + 1924 = -2
3r1 + 5ry + 6rs + 13x4 = 5
h)
r1T + X2 — xs = —6
207, — x2 — 2z3 4+ 34 + x5 = 3
—x1 4+ xo 4+ x3 — 224 + 315 = 2
4ry — x9 — 4dx3 + bdry — Y95 = —5

4.5 Numerické rieSenie sustav linearnych rovnic

4.5.1 Priame metdody

Riesit ststavu linearnych rovnic Ax = b s regularnou maticou radu n, kde n je velké ¢islo (radovo
tisice aj viac), je v technickej praxi velmi ¢astd uloha. Této tloha sa dnes uz, samozrejme, realizuje
na pocitaci. V poslednych desatrociach bolo vypracovanych niekolko velmi tspesnych algoritmov na
ich rieSenie. Vzhladom na délezitost akii maju linedrne systémy v praxi, tejto problematike sa v ma-
tematickych aj programétorskych kruhoch este stale venuje velkd pozornost.

Metdédu rieSenia siustav Ax = b, ktord vedie k rieSeniu (az na zaokruhlovacie chyby) po kone¢nom
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poc¢te krokov, nazyvame priama metdda. Zakladnym principom priamych metéd je eliminacia ne-
znamych, ktora uz pozname. Priame metédy vyuzivame hlavne pre plné matice. Su to také matice,
Vzhladom na to, Ze rieSenia trojuholnikovych ststav ako aj Gaussova elimina¢nd metéda boli vy-
svetlené uz v predchadzajucich castiach, tu si rozoberieme len ich algoritmické a numerické aspekty.
Riadkové tpravy prevadzané GEM mézeme interpretovat ako postupné nésobenie matice A trans-
formaénymi maticami T, Ts,..., T,_1, kde

1 0 ... 0 0

0 1 ... 0 0

0 . 0 1 0 ... 0
T, = .
F 0 . 0 mpprr 1 0 0|

0 . 0 mprok 0

0 . 0

0 . 0 mupr 0 0 1

kde
(k—1)
mik:—ﬁ,izkﬂ,wﬂ,...,n

kk

st multiplikatory k-teho kroku.

Oznacujeme

A=A0 = @), TIAO = AD = (@), T A®D = A® = @), T, A2 =
A= = U;

b=bO, b® =1TbO, ... bk =T, bk b =T, b(" 2 Po realizicii vietkych n — 1
krokov eliminécie dostdvame redukovani maticu sustavy a stipec pravych stran (pozri cast Gaussova
elimina¢na metéda). T oznacime U a stlpec pravych stran bude y. Mame:

U=A"D=TAO® y_—pr-D_1pO,

kde
T = T(nfl)T(n72) LTy,

Matica T je regularna, a preto existuje jej inverzna matica T~!, ktorti ozna¢ime L. Pre tiito maticu

plati:
1 0 0
—1ma1 1 0
L=T1= —ms31 —MmM3o 1 0
0
—Mp1 —Mp2 ... —Mp-1n 1

To teda znamend, Ze matica A sa dé rozlozit na siucin dolnej ( L ) a hornej ( U ) trojuholnikovej
matice. Plati:
A =LU.

Stanovenie matic L a U nazyvame trojuholnikovym rozkladom alebo LU rozkladom. K danej
matici A moZzeme ur¢it viacero trojuholnikovych rozkladov podla toho, ako volime diagonélne prvky
matice L.
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Priklad 18. Urobme pre dani maticu LU rozklad:

2 10
T 44

RieSenie: Dant maticu vieme rozlozit dvojakym sposobom:
2 10y (10 2 10
744 )\ I 1 )J\L0 9
2 10\ (20 15
7 44 ) \ 7 3 0 3

Plati veta o jednoznacnosti rozkladu:

alebo

Veta 4.1 Trojuholnikovy rozklad regularnej matice A je urceny jednoznacne diagondlnymi prvkami
matice L a moze byt urceny Gaussovou elimindciou.

V ¢asti o GEM sme uz spominali triedy matic, kedy moze byt GEM (a teda aj trojuholnikovy rozklad)
realizovany. Existuju aj matice, pre ktoré sa GEM nedé realizovat. Aj tento fakt je dovodom pre
modifikacie GEM.

Dalsim doévodom modifikécii GEM st numerické aspekty GEM. Ich povod je hlavne v nepresnosti
aritmetickych operacii realizovanych na pocitaci (vid kapitola Reélne ¢isla, ¢ast Chyby aritmetickych
operécii). Tieto nepresnosti sposobia, Ze namiesto skuto¢nych matic rozkladu L a U vypoé¢itame L
a U, pricom LU # A. Ak teraz ozna¢ime A = LU, zaujima néas rozdiel A — A. Existuji matice chjb
E a F, pre ktoré plati:

L=L+E, U=U+F.

Potom
A—-—A=LU-LU=EU-LF — EF.

Odtial plynie dolezity zéver: Ak pri realizacii GEM vychadzaji pre multilpikatory alebo prvky redu-
kovanej matice sustavy velké &isla, st tiez prvky matice L velké é&isla a preto rozdiel A — A (hlavne
vypocitaného rieSenia moze byt neprijatelne velky. V takomto pripade hovorime, ze GEM je numericky
nestabilna.

Tieto dva dovody nas vedi k modifikovanym metédam GEM. Tou modifikdciou bude eliminacia
s vyberom hlavného prvku. Prvok, ktorého prostrednictvom uréujeme multiplikatory k-teho kroku,
budeme nazyvat hlavnym prvkom (pivotom) k-teho kroku. Pri transformacnej matici T sme ho

oznadili angk;). Rovnicu, z ktorej vyberame hlavny prvok k-teho kroku, nazyvame hlavnou rovni-

cou k-teho kroku. Aby sme minimalizovali zaokrihlovacie chyby, je vhodné vyberatf za hlavné prvky
také prvky matice A®) ktoré maju ¢o najvacsiu absolitnu hodnotu. Chyba sa v takomto pripade pri
dalsich nasobeniach u GEM dalej nezvicsuje. Ak vyberame v danej faze hlavny prvok zo vSetkych
prvkov, ktoré prichddzaja do tvahy, hovorime o algoritme GEM s tplnym vyberom hlavného
prvku. Ak vyberame hlavny prvok len z niektorjch prvkov (napr. len z jedného riadku alebo stipca
matice) hovorime o algoritme GEM s ¢iastoénym vyberom hlavného prvku.
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Priklad 19. Riesme ststavu

0,0001z; + 1,00z, = 1,00
1,00z1 + 1,00z, = 2,00

za predpokladu, ze vSetky operacie a zaokrihlovania robime na tri platné miesta. Je to tloha, ktoréa
nam umozni ukézat citlivost jednotlivych algoritmov na zaokrihlovacie chyby. Najskor aplikujeme
algoritmus GEM, teda bez vyberu hlavného prvku. Pre multiplikdtor mso; bude preto platit: mo; =
—10%. Tento nasobok prvej rovnice pripo¢itame k druhej. Dostavame (pracujeme na tri platné miesta):

0,0001z;y + 1,002 = 1,00
— 10000z2 = —10000

Odtial potom méame aproximaciu rieSenia (oznacime ju x.).
x, = (0,000;1,00).

Ak za hlavny prvok zvolime ¢islo v pozicii (2,1) v matici (to jest hlavné rovnica prvého kroku bude

druhé rovnica), potom mg; = —0’10881 = —0,0001.

Dostéavame redukovanu maticu v tvare:

1,00z = 1,00
1,001 + 1,00z, = 2,00.

Jej riesenim je vektor x. = (1,00;1,00)7. Porovnanie s presnejsou aproximéaciou riesenia pévodnej st-
stavy (oznac¢ime ju ako x;) x; = (1,00010;0,99990)7 ukazuje, ktory z pouzitych algoritmov sa ukézal
ako lepsi.

Metdéda LU rozkladu

Uz vieme, za akych podmienok mozno reguldrnu maticu A rozlozit na siéin trojuholnikovych
matic L = (l;;) a U = (u45), to jest plati :

A =LU.

Metoda riesenia stistavy linedrnych rovnic LU- rozkladom spociva v tom, ze najskor stanovime matice
L a U a potom rieSime dve ststavy
Ly=b, Ux=y.

V dolnej trojuholnikovej matici L volime na diagondle jednicky, to jest l;; = 1,4 = 1,2,...,na U
je horna trojuholnikova matica. Ako stanovime prvky matic L a U, si ukdZzeme na nasledujiacom
priklade.

Priklad 20. Chceme vypoditat prvky matic

1 00 Uil U2 U13
L= {21 1 0 |,U= 0 w22 ugs
31 lsg 1 0 0 wuss
tak, aby platila rovnost
1 0 0 uilp U2 U113 2 5 6
l21 1 0 0 u22  U23 = 4 13 19
l31 l32 1 0 0 uss 6 27 50



96 KAPITOLA 4. RIESENIE SUSTAV LINEARNYCH ROVNIC

RieSenie: Podla definicie st¢inu matic musi platit:

2= ri(L)s1(U)=  1l.uug, apreto up =2,
4= r(L)s;(U) = Ila1.u11, apreto Iy =2,
6 = r3(L)s1(U)= I31.u11, a preto I3 =3,

7 toho dostavame

1 2
Sl(L) = 2 y Sl(U) = 0 s
3 0
dalej
5= r1(L)s2(U) = l.uio, a preto  wuip = 5,
13 = ry(L)sy(U) = lo1.u12 + ugo, a preto  ugy = 3,
27 rg(L)SQ(U) = l31.u12 + l32.u29, a preto l32 = 4,
0 5
SQ(L) = 1 N SQ(U) = 3 5
4 0
6= ri(L)s3(U) = l.uis, a preto wuig =6,
19 = ro(L)s3(U) = lo1.u13 + u23, a preto wugg =7,
50 rg(L)Sg(U) = l31.U13 + lgg.U23 + u3s, a preto wus3 = 47
0 6
Sg(L) = 0 y Sg(U) == 7 s
1 4
Takze mame
1 00 2 5 6 2 5 6
2 10 0 3 7 1|=1]4 13 19
3 41 0 0 4 6 27 50

Z tohoto prikladu vidime, ze matice L a U pod¢itame po stipcoch. Vo vieobecnosti mame
ag; = ri(L)s;(U)
a odtial pre ¢ < j dostdvame
aij = livuyj + ligugj + ...+ lii—1ui—1,5 + Lo,
a pre ¢ > j mame
aij = liputy + Ligugy + .+ 1 jo1uj—15 + lijugj.

Vo vzorcoch je l;, = 0, pokial i < k, a ug; = 0 pre k > j. Z prvého vzorca vypocitame u;; pre
t=1,2,...,7azdruhého [;; prei =35+ 1,5 +2,...,n.

Vyhoda metédy LU- rozkladu je zna¢nd hlavne v pripadoch, ked rieSime viac stistav s roznymi pra-
vymi stranami a rovnakou maticou. Spravime najskor rozklad matice A a v dalSom uz len poc¢itame
sustavy s trojuholnikovymi maticami.
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Cvicenia

16. Rieste sustavy linedrnych rovnic Ax = b :

2 -1 7 11
a)A=|8 —2 5 |b=]| 25 |.
4 3 -2 16
1 -1 1 =2 8
2 -1 2 1 5
PDPA=1 1 12 4P | w0
1 24 1 5

Pouzite metédu LU -rozkladu, GEM a aj GEM s vyberom hlavného prvku.

4.5.2 Itera¢né metody

Pre lahsie pochopenie tejto casti je vhodné oboznédmit sa so zdkladnymi poznatkami o itera¢nych me-
tédach, ktoré sa nachadzaju v kapitole Redlne éisla, ¢asti Algoritmy.

Tieto metédy su uzitoéné pri rieseni (spravidla) velkych ststav linedrnych rovnic postupnym pribli-
zovanim sa k presnému rieseniu. Specidlne itera¢né metédy sa tiez pouzivaji pre spresnenie rieSenia
ziskaného elimina¢nou metédou. Princip iteracnej metddy najskor budeme ilustrovat na jednoduchom
priklade:

Priklad 21. Itera¢nou metddou chceme najst rieSenie stistavy rovnic

11z + 220 + z3 = 15
1 + 10xs 4+ 2x3 = 16
2r1 + 3x9 — 8xg3 = 1
alebo
11 2 1 T 15
1 10 2 T9 = 16
2 3 —8 I3 1

RieSenie: Ststavu musime najskor upravit na tvar vhodny na vykonévanie iteracii. Urobime to
tak, ze z kazdej rovnice vy¢lenime jednu neznamu tak, aby sme na lavej strane dostali cely vektor x
a ostatné ¢leny dame na pravu stranu. Napriklad:

xr1 = %(15 — 2.1‘2 — .%'3)
16(16 — 21 — 2x3)
x3 = %(—1—1—23@1—1-3302)

=
N
Il

to jest
2 1 15
" A TR I
T2 = _W 0 -5 i) + ?
3
T3 i 8 O 3 —38

Oznaéme maticu tohto zapisu Hy. Ind moznost, ako upravit povodnu ststavu na tvar vhodny pre
iteracie, moze byt:
I = 15 — 10.731 - 21’2 — X3
To = 16—:U1—9:U2—2$3
r3= —1+42x1+ 3wy — Tx3
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to jest
T1 -10 -2 -1 1 15
X9 = -1 -9 -2 X2 + 16
T3 2 3 =7 T3 -1

Maticu tohto zapisu oznac¢ime Hp. Tychto moznosti je nekonec¢ne vela, ale len niektoré vedu ku
konvergentnym postupnostiam. (Kedze pracujeme s postupnostami vektorov, konvergenciu v tomto
pripade chapeme po zlozkach). Z tychto dvoch upravenych sustav dostdvame rekurentné vztahy tak,
Ze k neznamym na lavej strane pripiSeme index k + 1 a k nezndmym na pravej strane zas index k.

Méme
2D %(15 P ORON
2 = %(16 — ) 2P (4.8)
1
xg’”l) — g(—1 + 2x§k) + 3xgk))
to jest
xF D) = Hyx® 4 gg
alebo
2D = 15— 102 — 220 — ()
xgk+1) — 16— $gk) _ 9$§k) _ 295:())@ (4.9)
a:gkﬂ) =1+ 2:1:§k) + 3:1:&'“) - 7$:(J,k)
to jest

X(k+1) = HBX(k) + gB.

Teraz zvolime x(©) = (xgo),;cg)),wéo) )T, napriklad (0,0,0)”. Dosadime tieto pociatocné hodnoty do

pravej strany odvodenych rekurentnych vztahov (4.8) a vypocitame:

15 16 1
(1 _ (15 16 1.7
xV = 190 T8

Ak budeme takto dalej pokracovat vyuzivajuc opit vztahy (4.8), dostavame:
x® = (1,0840; 1,4886; 0,81590)7,

x®) = (1,0188; 1,3284; 0,70422)".

Po vykonani niekolkych dalsich iteracii dospejeme k pribliznému rieSeniu
xe = (1,056; 1,364; 0,651)T.
Ak budeme pocitat analogicky podla rekurentnych vztahov (4.9), dostavame:
x(V = (15, 16, —1)7,

x?) = (-166; —145; 84)7,
x(®) = (1881; 16551; —1990)7".
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Tu st jednotlivé zlozky vektorov znacne rozptylené a je pravdepodobné, Ze postupnost iteracii diver-
guje. &

Z tohoto prikladu vidime, Ze nie kazdy Iubovolne vytvoreny rekurentny vztah je vhodny pre vy-
podet, pretoze nie kazda postupnost nim ziskanych iteracii konverguje. Pozrime sa preto na problém
hladania vhodnych itera¢nych metdd trochu vSeobecnejsie.

Uvazujme linedrnu sustavu rovnic s reguldrnou redlnou maticou stustavy
Ax=D (4.10)

a predpokladajme, Ze existuje jediné riesenie tejto sustavy: r = A~'b. Rovnicu (4.10) prepieme na
tvar vhodny pre iteracie

x=Hx+g (4.11)

tak, aby jej rieSenim bol tiez vektor r = A~'b . Maticu H nazjvame itera¢nou maticou.

Zostrojime postupnost iteracii x*) = (xgk), :L‘gk) ,:Eq(f))T podla vzorca

x) —Hx® 4 g kE=0,1,2... (4.12)

Ak existuje limy_oo x*) = x*, (definiciu limity pozri kapitola Limita funkcie), potom prechodom
k limite vo vztahu (4.12) dostaneme x* = Hx* + g, a teda x* je rieSenim rovnice (4.11). Z nasho
predpokladu vyplyva, Ze x* = r a iterdcia x(*) je aproximéciou r.

Okrem predpisania iteraéného vztahu musime esSte pripojif instrukciu, ako itera¢ny proces zahéajit,
t.j. volbu x(© (vid ¢ast Algoritmy v kapitole Realne &isla) a ako ho ukonéif. Ukonéenie procesu
zabezpecime splnenim jednej z nasledujicich podmienok:

1. stanovime podcet iteracii, ktoré chceme vypocitat

2. stanovime podmienku zastavenia: zvolime ¢islo § > 0 (dostato¢ne malé) a vypocet ukonéime, ak
bude splnend napriklad podmienka:

Z |x§k) — $§k71)]2 < 4.
=1

Jacobiho metéda
Pri vysvetleni tejto metédy pojde o zovSeobecnenie postupu z predchadzajiceho prikladu. NapiSeme
i-tu rovnicu sustavy Ax = b:

a;1T1 + apxo + ...+ aippxn =b;, i=1,2,...,n. (4.13)
Ak je a;; # 0, dostavame
1 = ,
ZL‘i:f bi— Z Q55 ,121,2,...,n (4.14)
i j=1, i

Teda z i-tej rovnice sme vypoditali nezndmu x;. Jacobiho iteraéna formula je tvaru:

1 n
e = - 3 | k=01, i=12...,n (4.15)
i j=1, j#i
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alebo maticovo

) ZHyx® 4 gy k=012, (4.16)
kde
_a12  __a13 _ain b
’ a1l ai; ail ail
_a21 0 —a _a2n by
HJ = a2 azy T a2 , g3 = a22
__Qan1 __an2 an3 O bn
QAnn Ann Ann e Ann

Priklad 22. RieSme ststavu Ax = b Jacobiho metddou, ak

4 -1 -1 0
-1 4 0 -1
A= -1 0 4 -1 b=

0 -1 -1 4

o N =

RieSenie: Vysledky zapiseme do tabulky. Vidime, Ze iteracie konverguju dost pomaly. (Porov-
najte s prikladom 6!)

O T xDO [ <O ey e x| x
0 |0,25 | 0,4375 | 0,46875 | 0,48438 | 0,49219 | 0,5
0 | 0,50 | 0,6875 | 0,71875 | 0,73438 | 0,74219 | 0,75 | &
0 |0,00 ]| 0,1875 | 0,21875 | 0,23438 | 0,24219 | 0,25

0 |0,25 | 0,4375 | 0,46875 | 0,48438 | 0,49219 | 0,5

Gauss-Seidelova metéda
Opiit pouzijeme rozpis i-tej rovnice (4.13) a (4.14), ale rozpiSeme ho do nasledujicej podoby

1 i—1 n .
Ty = — (bi—Zaijxj— Z AigTj | 121,2,...,11. (4.17)
(077} 1 N

J J=i+1
V tejto metéde vyuzijeme fakt, Ze pri i-tej rovnici rieSenia (k + 1)-vej iterdcie pozndme okrem celého
vektora x(*) aj prvych i — 1 zloziek vektora k + 1 -vej iteracie. A teda tieto vypoéty mozeme vyuzit.
Preto itera¢né indexy tejto metddy zapiSeme takto:

1 i—1 n
2 = ==Y ael = 3 g ] i=12,00 0 (4.18)
Qi j=1 j=i+1

Gauss-Seidelova itera¢na formula v maticovom tvare vyzera nasledovne:
x*+D) = Hgx®) + g5, k=0,1,2,... (4.19)

Konkrétna podoba matice Hg a vektora gg sa dajt stanovif pomocou prvkov a;; matice A.
Priklad 23. Sustavu z predchédzajiceho prikladu budeme riesit Gauss -Seidelovou metédou.

RieSenie: Budeme mat iteraéné vzorce:

(k+1) (k) (k))

zp = gy oy
2D oy 2D 4 0y
2FHD %(ngﬂ) PON
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Vysledky opét zapiseme do tabulky. Vidime, Ze iteracie konverguji a v porovnani s Jacobiho me-
tédou, konverguju rychlejsie.

O T <@ @ ) ey < X
0 0,25 | 0,40625 | 0,47656 | 0,49414 | 0,49854 | 0,5
0 | 0,5625 | 0,70312 | 0,73828 | 0,74707 | 0,74927 | 0,75 | &
0 | 0,0625 | 0,20312 | 0,23828 | 0,24707 | 0,24927 | 0,25
0 | 0,40625 | 0,47656 | 0,49414 | 0,49854 | 0,49963 | 0,5

Teraz sa budeme venovat konvergencii a odhadu chyby uvedenych iteraénych metdd.
Oznac¢ime vektor chyby k-tej iteracie

e®) — x(®) _ .
7 doteraz povedaného vieme:
x;=Hx;+g, a x®) = Hx(*-1 4 g,
po odéitani tychto vztahov dostaneme:
e®) = Helh"D = . = H"e).

Pretoze limy_,. x*) = r prave ked limy_ e() = 0 (nulovy vektor), musime vysetrit konvergenciu
noriem mocnin H¥ matice H k nule.

Veta 4.2 (Konvergencnd) Iterdcie x%) = Hx*-1 4+ g konverguji pre lubovolné x(© teda
limy_ oo H*e©) = 0, prdve ked
p(H) = max |\ (H)| < 1, (4.20)
K3

kde ¢islo p(H) sa nazjva spektralny polomer matice H a \;(H) st viastné ¢isla matice H. 2

Poznamka. Pretoze e(k) je linearna funkcia e(k 1) hovorime, Ze konvergencia uvedeného itera¢ného
) )
procesu je linearna.

Veta 4.3 (Postacujica podmienka konvergencie). Ak plati podmienka
[H|| <¢ <1, (4.21)

potom postupnost {x(k)}iozo, wréend formulou x*) = Hx*=Y 4 g konverguje pri lubovolnej volbe

vektora x9 a je
lim x® = (I-H) g = x,,
k—o0

kde I je jednotkovd matica a ||.|| oznacuje normu matice.

Norma matice je nezdporné redlne c¢islo napr. ak A = {aij};‘j_l, potom
=

n
1Al = | D ai).
ij=1

Podmienky (4.20) a (4.21) sa v praxi dost fazko overuju, preto je vhodné sformulovat postacujice
podmienky konvergencie metdd priamo vzhladom k matici A.
Daju sa ukazat nasledujuce kritérid konvergencie:

2Definiciu vlastného &isla pozri kapitolu 5, Vlastné &isla a vlastné vektory matice.
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Veta 4.4 Ak md matica A vlastnost ostrej diagondlnej dominantnosti, potom Jacobiho aj Gauss-
Seidelova metdda konverguji pre lubovolnt zaciatocni hodnotu vektora x(©).

Ak je matica A symetrickd a kladne definitnd, potom Gauss-Seidelova metoda konverguje pre lubovolny
zaciatoény vektor x(9).

Poznamka. Vlastnosti matic uvedené vo vete pozri paragraf Gaussova elimina¢néd metdda.

Cvicdenia

17. Rieste ststavu

521 1,51 —2,37 1 1,68
1,72 —2,97 0,21 s | = 6,21
2.01 0,92 3,89 T3 7,78

a) Jacobiho metédou;
b) Gauss-Seidelovou metédou.
Vysledok ukonéite podmienkou pre § = 10~%. Volte x(® = (1, -1, 1),

18. Rieste sustavu

4 11 1 -1
1 6 2 T2 | = 0
1 2 4 T3 1

Gauss-Seidelovou metédou.

19. Vypoctom ukazte, Ze pre ststavu

5 3 4 1 12
3 6 4 2 | =| 13
4 4 5 3 13

Jacobiho metéda nedava vhodné vysledky, zatial ¢o Gauss-Seidelova metéda konverguje (rieSenie r =
(1’ 1) 1)T)
20. Vypoctom ukazte, ze pre sustavu

1 2 -2 1 1
11 1 2 | =| 3
2 2 1 3 5

Jacobiho metéda konverguje, zatial ¢o Gauss-Seidelova metéda nedava dobré vysledky. ( rieSenie
r=(1,1,1)7).

21. RiesSte ststavu
4 -1 0 0 T

—1 4 -1 0 T2
0 -1 4 -1 3
0 0 -1 4 T4

|
N OT Ol N

Jacobiho aj Gauss-Seidelovou metédou. Postidte rychlost konvergencie ( riesenie je r = (1,2,2,1)7).
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Vysledky cviceni

1. Nie.

2. Nie, ano, nie.

3. Ano, nie, 4no, nie, nie.

4. Vzajomna poloha dvoch priamok v rovine. Tie st bud totozné (ststava mé nekoneéne vela rieseni),
rovnobezné (ststava nemd rieSenie) alebo sa pretinaji v jednom bode (sistava ma prave jedno rie-
Senie). V pripade by = by = 0, st to priamky prechadzajuce zaciatkom sturadnej sustavy. Maja bud
jeden spolo¢ny bod, alebo st totozné. Vzajomna poloha troch rovin v priestore.

5. Napriklad :

a)r+y=1Lx—y=3,

b)x+y=12x+2y =3,

c)xt+y=12z+2y=2.

6. Prva stistava ma jediné riesenie r = (5147/1000,0)”. Druh4 stistava ma nekonec¢ne vela rieseni.Pre
t € R, st to vektory tvaru r = (5147/1000 — (687/500)t,¢)%.

a) Nie je riesitelna,
b) je riesitelna,
¢) nie je riesitelna,
d) je riesitelna,
e) nie je riesitelnd,
) nie je riesitelna.

m’—h

a) r = (34/19,-33/19)7,
) nie je mozné riesit Cramerovym pravidlom,
¢) nie je mozné riesit Cramerovym pravidlom,
)t

d) r = (—3/20,8/5)7,

o

@

) nie je mozné riesit Cramerovym pravidlom,
f) r = (14,9)7,
g) nie je mozné riesit Cramerovym pravidlom,
h) r= (47 3)T>
h) r = (100/(507 — 157),4(25m — 157) /(507 — 157))7.

oo

) r=(-1,2,3)7,
b) nie je mozné riesit Cramerovym pravidlom,
c) nie je mozné riesit Cramerovym pravidlom,

c) s,t fubovolné ,r = ((9s + 4t — 3)/7, —(5s + 3t — 4)/7)7,
d) s Tubovolné, t : t # -1, r = ((u+3)/(t+1),((s(u+3)+t(Bu—2)—11)/(t + 1), (s(u+3) +2(t(u—

1)~ 4))/(t + D)7,
e) s, t,u lubovolne r=((t—u—1)/2,(4s—t—4u—"7)/3,u—s+2)7T.

d)r=(2,1,-3)7,

e) (1 —2 3)T7

f)r=(4,1,-3)7,

g) nie je mozné riesit Cramerovym pravidlom,

h) r = (0,0,0)T.

10.

a) s,t:(4—st)#0,r=(4/(4—st),—t/(4—st))T,

b) s, t:(s?—2) #0r = ((s —3t)/(s* — %), (35 — 1) /(s> — 1)),
)
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11.
a)r = (2,-1)7,
b) r = (11, 9/2)
c)r=(31/7, —15/7)
d)r=(2,3,2)7,
e) r = (53/22, 7/22 —3/11)7T,
f)r= (7/11 —3/22 21/22)T,
g)r=(53-2)7,
h)r= (5/16 1/5, —1/40)
i)r=(4,3/2,1/5)7,
j)r=(-12,9,4)T,
k) r=(3/2,5/8, —3/4)T.
12.

11
a) X = 1 0

b) pre kazdé s, teR je rieSenim matica
( (1-3s)/2 (4—3t)/2 )
X = ,
] t
c) takd matica X neexistuje,

([ 14/23 —15/23
d) X = ( —-10/23  14/23 )

5 —2 -1
X=|-1 5 2|,

3 3 1

0 2/5 —3/5
f) X = 0 —1/5  4/5 |,

1/2 —7/10 13/10

[ —11/32 23/32
g)X_< ~1/16 5/16)’

[ 3/2 —5/2
h>x_< ; _2>.

—7/3,4/3,2/3)7,
44/9 71/9 94/9)
=(3,-2,2)7,

) _1) _1)T7

r=0a1(1,0,0,0)" + a2(0,1,0,0)" + a3(0,0,1,0)” + a4(0,0,0,1)7,
r=ai(1,0,0)" 4+ a2(0,0,1)7,

r=0a1(1,0,3/5,0)" + as(0,1,7/5,0)7T,

) m4 iba trividlne rieSenie,

~— T —

b
¢
d
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e) r=ai(l,-2/3)",

f) r = ;1(8/9,13/18,1)7,

g) = 1(27 4, 1)T’

h) m4 iba trividlne rieSenie
i)r=a;1(8,-6,1,0)T + az(-7,5,0,1)T,
.]) :al(_1/27_1/271)T'

V nasledujtcich vysledkoch nie st ziadne obmedzenia na «;.

15.

a) Sustava nie je riesitelna,

b) r=(-2,0,4)T,

c)r=(0,3/2,0)7 +a1(0,—1/2, nT,

d) r = (0,-2/3, o) +a1(1,1/3,0)7,

e)r=(1,0,1,2)T + a;1(2,1,0,0)7,

f) r = (-3, 26/3,4/3, 0)" +a1(0,2/3,1/3,1)7T,
g)r=(1,-1,-1,1)7,
h) Ststava nie je r1651telna
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Kapitola 5

Vlastné cisla a vlastné vektory matice

5.1 Uvod

Nech A=(a;j) je Stvorcova matica typu n x n, kde a;; € R, pre vietky 4,5 € {1,2,3,...,n}. Cislo
A € C nazyvame vlastnym ¢islom matice A, ak ststava linearnych rovnic tvaru

Ax = \x (5.1)

mé okrem trividlneho rieSenia aj nenulové riesenie. Prislusné nenulové riesenie budeme teraz oznacovat
v. Zrejme zavisi od A a . Nazyva sa vlastny vektor matice A odpovedajici vlastnému é&islu
A

S tlohou urcit vlastné ¢isla a vlastné vektory danej matice sa stretdvame v celom rade technickych
aplikacii, ale aj v “Cistej” matematike.

Ststavu (5.1) mozeme zapisat aj v tvare

(A — AL)x = 0, (5.2)

pritom I, je jednotkova matica typu n x n.

5.2 Vlastné ¢isla

Nutné a postacujica podmienka preto, aby ststava (5.2) mala nenulové riesenie je, aby |A — AI,| = 0.
To je podmienka, z ktorej budeme urcovat vlastné ¢isla.

Priklad 1. Uréte vlastné éisla matice < ;) ; > .

Riesenie: Odpovedajica homogénna sistava je tvaru

[ n)(2)-06)

a podmienka |A — AL, | = 0 je, aby
1—A 2

3 2-2) ‘:0'

Po urceni determinantu dostédvame pre A rovnicu

(1-X)2-AN)-6=0=X—-3\—-4=0.
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Jej korene st A\; = —1, Ay = 4. To st teda aj vlastné ¢isla danej matice. &

Podmienka |A — MI,| = 0 sa pomocou charakteristického polynému matice A
pa(A) = |A — AL

formuluje aj v tvare

pa(N) =0.
Plati, ze pa () je polyném n-tého stupria s redlnymi koeficientami premennej . Odtial vidno, ze
kazda stvorcova matica typu n x n mé prave n vlastnych ¢isiel Aq,..., A,. Pritom kazdé vlastné ¢islo

pocitame tolkokrat, kolko je jeho nasobnost ako koreria polynému pa ().
Napriek tomu, Ze matica A mé realne koeficienty, mozu byt niektoré jej vlastné ¢isla, kedze su to
korene pa ()), komplexnymi ¢islami.

Priklad 2. Urcte vlastné ¢isla matice ( _(1) (1) ) .
Riesenie: TLahko zistime, ze pa(\)=A2 + 1, a preto vlastné &isla st A\; =4, \g = —i .

&

Ak A = AT (teda matica A je symetricka matica), tak jej vlastné ¢isla st realne. Vlastné &isla dia-
gonalnej matice a trojuholnikovej matice st rovné diagonalnym prvkom matice. Matica A je regulédrna
prave vtedy, ak jej vlastné ¢isla sa rézne od nuly.

5.3 Vlastné vektory

Pre dané vlastné ¢islo \y matice A odpovedajice vlastné vektory urc¢ime ako nenulové riesenie homo-
génnej sustavy
(A — XoIn)x =0. (5.3)

Z toho, ako bolo \g uréené vieme, Ze takéto rieSenie bude existovat a bude ich nekonecéne vela. Ak \g je
komplexné ¢islo, matica A — Aol mé aj komplexné prvky. Ststavami linedrnych rovnic s komplexnymi
koeficientami sme sa vSak nezaoberali, a preto budeme uréovat vlastné vektory iba pre redlne vlastné
cisla.

Priklad 3. Urcte vlastné vektory matice < L2 > .

3 2
Riesenie: Vieme, Ze vlastné ¢isla matice st Ay = —1, Ao = 4. Oznacme
1 1
MR CRNTL

vlastny vektor odpovedajtci vlastnému &slu A;. Potom v(?) je nenulovym rieSenim ststavy (5.3) t. j.

sustavy
2 2\ (YN (o
33 o0 ) 07

20"+ 208 = 0
3oV + 30 = 0

teda vlastne ststavy rovnic
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Ekvivalentna stustava je

vgl) + ng) = 0.

Preto vlastny vektor je napriklad vektor v(!) = (1, -1).
Oznacme

VO = ol of2)

vlastny vektor odpovedajici vlastnému ¢islu Ay = 4. Jeho zlozky urc¢ime zo ststavy rovnic

A |
31)%2) — 21}&2) =0

Riesenim je napriklad v(®) = (2,3)7. &

Vlastné vektory maja dalSie zaujimavé, z hladiska matematiky a jej aplikacii, aj uzito¢né vlast-
nosti.
Vlastné vektory odpovedajice réoznym vlastnym cislam matice A st linedrne nezavislé. Ak matica
A typu n X n méa n réznych redlnych vlastnych éisiel Aq,..., A, tak odpovedajuce vlastné vektory
v, .. v(® g0 linedrne nezavislé, a teda tvoria bazu R". Tato vlastnost sa vyuziva pri diagonali-
zacii matice. Kazdému vlastnému ¢islu symetrickej matice odpoveda p linearne nezavislych vlastnych
vektorov. Pritom p je nasobnost tohto vlastného éisla.

Pre nesymetrickil maticu moze byt situécia zlozitejsia.

Priklad 4. Nech

-2 2 -3
A = 2 1 —6
-1 -2 0
Potom pa (A)= A3+ A2 — 21\ —45. Vlastné é&isla stt \; = 5, \a = A3 = —3. Pre A\; = 5 je odpovedajici
vlastny vektor (1,2, —1)7. Pre Ay = A\3 = —3 existuju dva linedrne nezavislé vlastné vektory a sice
(-2,1,0)7,(3,0,1)7.
Ale matica B = 8 (1) ) mé charakteristicky polyném pg()\) = A2. Jej vlastné éisla st Ay = Ay = 0.

Odpovedajiici vlastny vektor uréime z podmienky Ov; + 1vg = 0. Teda vlastny vektor je tvaru (vy,0)”

pre kazdé v1 # 0. V tomto pripade je pocet linedrne nezavislych vlastnych vektorov mensi ako nasob-
nost odpovedajiceho vlastného ¢isla. &

Cvicenia

1. Urcte vlastné c¢isla nasledujucich matic. Ak vlastné cisla su redlne, tak urcte aj odpovedajice
vlastné vektory.

a) b)
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e) f)

-1 1 0 2 2 3
1 -1 0 -2 -1 6
0 00 1 20
k) )
6 10 16 1 2 -3
0 8 12 2 4 —6
0 0 2 -1 -2 3
m) n)
8 0 3 5 0 —-15
2 21 -3 -4 9
2 0 3 5 0 =15

1.
a) Ay = —4, =1, v(D) = (0, 1)T, v®) = (1,0)7

b) A = =5, =5, v() = (=1,2)7, v(?) = (2,1)T

¢) A1 =0, =0, v(1) = (0, 1)T, vi®) = (1,0)T

d) A= -1, =1v)=(-1,1)7T, <2>:(1,1)T

e) M\ = (6—4v14)/2, A2 = (6+4\/_4)/2 vl = ((=2(— 2+\f4))/5 1) v<2 ((2(2+14))/5,1)T
£) At = (=3 = V17)/2, X2 = (-3 f 17)/2, v = (3 - V17)/2, )7, = (B+Vv17)/2, )"
g))\l——l Ao =7, v =(1,1)7, >=(—1,1)T

h) A = (1 —+/229)/2, 00 = (1 + fz 9)/2, vi1) = ((11 — v/229)/6,1)T, v(?) = ((11 + v/229)/6,1)T

i) )\1 = —1—i, A =—144i,x3=0,v® =(0,0,1)"

)AL =—=5X=3X3=3, v = (-1 =2, 1T v® =(3,0,1)7, v(®) = (-2,1,0)7

( :
k) A = 2,)2 = 6,\3 = 8, D) = 1,-2,1)T, v®) =
) A =0,X =0,)3 =8, V():(3,0,1)T,v(2)
))\1—2)\2—2/\3—9V() (
n) Ay = —10,d0 = 4,23 =0, v(1) = (1, -1, 1)T, v(?) = (0,1,0)T, v(9) = (3,0,1)7.
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Funkcie

6.1 Zakladné pojmy

6.1.1 Pojem funkcie, obory
V pripade, ked vztah zévislosti medzi veli¢inami x a y spliia podmienku
kazda hodnota veli¢iny = z istej mnoziny jednoznacne urcuje hodnotu veli¢iny y

hovorime o funkénej zavislosti alebo funkcii. Veli¢inu z voldme nezavislou premennou a veli¢inu
y volame zavislou premennou. V dalsom texte obidve veli¢iny nadobtidaji hodnoty z mnoziny R.
Funkcie zapisujeme pomocou matematickej rovnice y = f(z)!. Poznamenajme, %e rovnice y = 5x + 19
a p = 5v + 19 urcuju ta istt funkciu, zmena oznacenia premennych nemé vplyv na funkciu, pravidlo
priradenia sa nemeni.
Defini¢ény obor funkcie f je mnozZina vSetkych pripustnych hodnot nezavislej veli¢iny, oznacujeme
ho symbolom D(f).
Obor hodnét funkcie f je mnozina vSetkych hodnot f(z), kde x € D(f) a ozna¢ujeme ju H(f).
Poznamka. Pokial nebude vyslovene uvedené inak, tak v celom dalsom texte budeme pod funkciou
rozumiet len takd funkciu, ktorej definiény obor obsahuje aspon dve rozne ¢isla.

Priklad 1. Najdime definiéné obory a obory hodnot funkcii

a) g: y=a%+3x— 10,

b) fry=/E2
RieSenie:
a ) Defini¢ny obor je R. Obor hodnét tvori mnozina vsetkych r € R, pre ktoré ma rovnica 22 + 3z —
10 = 7 reélne riesenie. Diskriminant upravenej rovnice 22+ 3z — (10+7) = 0 je 9+4(10+7) a ma
byt nezéporny. Oborom hodndt je mnozina rieSeni nerovnice 9+4(10+7) > 0, H(g) = (—£, 00).
Poznamenajme, ze priklad sa da riesit aj inak, doplnenim na Stvorec.

b ) Definiénym oborom je mnozina vietkych rieseni nerovnice 32+2 > 0. Je to mnozina D(f) =

5—x
(—%, 5). RieSenim rovnice ,/% =rprer >0 (precomad byt r >07) jex = 5TZQJ:32, ¢o sa da po
vydeleni zapisat z = 5 — T21J7r3. Z tohoto vyjadrenia vidiet, Ze pre vSetky r > 0 plati z € <—%, 5).

Preto H(f) = (0,00).
&

'Kvoli struénosti sa Gasto pouziva namiesto ”funkcia uréena rovnicou y = f(z)” jednoduchsie ”funkcia y = f(z)”
alebo f: y = f(x)
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6.1.2 Rovnost funkcii
Funkcie f a g sa rovnaju vtedy a len vtedy, ak

e sa rovnaju ich defini¢né obory a

e pre kazdé r z definiéného oboru plati f(r) = g(r).

Priklad 2. Zistime, ¢i sa rovnaju funkcie f: y=1—2zah: y= %.
Riesenie: Funkcie f: y=1—2zxah: y= % na prvy pohlad nemaju ni¢ spolo¢né. Ak

rozlozime ¢itatel funkcie h na sucéin dostaneme ekvivalentnt formu predpisu h : y = %. Po
vykrateni zlomku na pravej strane sa su funkcie f a h zdanlivo zhodné. V skutoc¢nosti tomu tak nie je,
hoci predpisy urc¢ujice funkcie st totozné, ich defini¢né obory st rézne, D(f) = Ra D(h) = R—{—4}.

&

6.1.3 Graf funkcie

Graf funkcie f je mnozina vsetkych bodov [r, f(r)], » € D(f) v rovine s kartezianskou suradnicovou
sustavou.
Mnozina bodov v rovine je grafom niektorej funkcie prave vtedy, ak

kazd4 priamka rovnobezné s osou o, ma s touto mnozinou spolo¢ny najviac jeden bod.

Preto napriklad kruznica Tubovolne umiestnend v kartezidnskej stradnicovej sustave nie je grafom
ziadnej funkcie a parabola je grafom funkcie vtedy a len vtedy, ak jej os je rovnobezna s osou o,.
V praxi byva obcas funkcia grafom urcend, napriklad pri grafickom zazname zavislosti vysky hladiny
rieky od ¢asu. V kazdom pripade je v grafe obsiahnutd velka ¢ast informécie o funkcii. Grafy zékladnych
funkcii, s ktorymi budeme pracovat st v ¢asti 6.4.

6.2 Operacie s funkciami

Jedna alebo viac funkcii uréujia podla istych pravidiel dalgie funkcie.

6.2.1 ZhOzenie funkcie

Operéacia zuzenia funkcie spoc¢iva len v ohraniceni jej defini¢ného oboru.

Nech f je funkcia a M C R. ZuZenie funkcie f na mnozinu M je funkcia f/y; definovand na
mnozine M ( D(f) vztahom ¢(r) = f(r) pre kazdé r € M " D(f).

Napriklad funkcia y = (/)? je zGzenim funkcie y = = na mnozinu (0,00) a tiez v Priklade 2 bola
funkcia h z0zenim funkcie f.

6.2.2 Algebrické operacie

Sucet, rozdiel a sicin funkcii je definovany pomomocou prislusnej operacie v kazdom bode prieniku
ich defini¢nych oborov. (Preco nie aj podiel?)



6.2. OPERACIE S FUNKCIAMI 113

6.2.3 Zlozena funkcia

Ak veli¢ina z je funkCne zavisla od veli¢iny y a tato je funkcne zavisla od veli¢iny x, tak veli¢ina z je
funkéne zavisla (sprostredkovane cez veli¢inu y) od veli¢iny = .

Nech f a g st funkcie, pre ktoré M = H(f) N D(g) # 0. Funkcia zloZena z funkcii f a g (v tomto
poradi) je funkcia g o f definovand na mnozine M vztahom g o f(r) = g(f(r)) pre kazdé r € M.
Funkcia f sa vold vnatorna zlozka, funkcia g sa vola vonkajsia zlozka.

Priklad 3. Nech f: y=sinxz a g: y = +/x. Ndjdime funkcie foga go f.

RieSenie: Podla definicie fog(x) = f(g(x)) = f(y/x) = sin y/z. Definiénym oborom tejto funkcie
je mnozina (0, 00). Podobne g o f(x) = g(f(z)) = g(sinz) = v/sinz. Defini¢nym oborom je mnozina
Unez(2nm, (2n + 1)m) (preco?). &

Na tomto priklade je vidiet, Ze vo vSeobecnosti

feg#gof.

Niekedy je potrebné dant zloZenu funkciu rozlozit na jednotlivé zlozky (pozri derivaciu zlozenej fun-
kcie v nasledujicej kapitole).

Priklad 4. Rozlozme funkciu f: y = tg3(x — %) na zlozky.
RieSenie: Postupujeme tak, Ze si uvedomujeme postupnost tikonov s hodnotou x:

x — xr —

k]

tg
—_—

™ s ()3
1 tg(z — )

Preto f(r) = poqor(s), kde pla) — %, qlz) = tg v a r(a) =z — 5. &
Priklad 5. Porovnajme funkcie go h a ho g, ak g(z) = /z a h(z) = 22.

RieSenie: g o h(z) = Va2 = |z| (preco ?) a ho g(z) = (Vz)? = T(0,00)- Funkcie sa nerovnaji,
funkcia h o g(z) je ztiZzenim funkcie g o h(x). &

6.2.4 Inverzna funkcia

Ak veli¢ina y je funkéne zavisla od veli¢iny z, tak aj veli¢ina x moze (ale nemusi) byt funkéne zévisla
od veli¢iny y. Nech f a g st funkcie, pre ktoré plati

e go f(r) =r pre vietky r € D(f),
e fog(s)=s pre vietky s € D(g).

Potom funkcia ¢ je inverzna funkcia k funkcii f a oznacuje sa znakom f~!. Pozor, pre funkcie
£,

Kedze postavenie funkcii f a g v definicii inverznej funkcie je symetrické (t.j. vzajomnou zamenou f
a g sa zmysel definicie nezmeni), plati, ze ak g je inverzna k f, tak aj f je inverznd ku g, preto tiez
hovorime o dvojici navzajom inverznych funkeii.
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Inverzna funkcia a obory

Navzajom inverzné funkcie maji vymenené obory:
D(f™)=H(f), a H(f™')=D(f).
Inverzna funkcia a grafy

Grafy navzajom inverznych funkcii st stmerné podla priamky s rovnicou y = .

Pre inverznt funkciu k zloZenej funkcii plati pravidlo

(fog) =g tof,

ak existuje funkcia na fubovolnej zo stran rovnice.
Inverzna funkcia k inverznej funkcii sa rovna pévodnej funkcii

(fHt=r

Poznamenajme, ze nie kazda funkcia ma inverznt funkciu. (Pozri ¢ast 6.3.1.)

Kedze inverzna funkcia k funkcii f : y = f(z) (ak existuje) vyjadruje zavislost veli¢iny z od veli¢iny v,
inverznii funkciu hladdme tak, ze z rovnice uréujtcej funkciu f vyjadrime x pomocou y: x = f~1(y).
Tento vyraz sa z dovodov konvencie zvykne potom prepisat na vyraz y = f~!(z) uréujtci tu istt
funkciu.

Priklad 6. Hladajme inverzné funkcie k funkcidm f: y =73z, g: y =+ h: y=1— g2

3x+27
ai: y= v/9v+11.
Riesenie: Vyjadrenim x z rovnice uréujicej funkciu f dostavame f~1(y) = Ty,

Podobne g71(t) = ét_—fji. Preco moZeme pisat nezdvisli premenni ¢ a nie x alebo y(;)
Ak vyjadrime x z rovnice uréujucej funkciu h, dostaneme x = /1 — y alebo x = —/1 — y. Vidime, ze
D(h) =R, ale H(y/1—y) = (0,00) a H(—/1 — y) = (00,0). Funkcia h teda nemé inverzni funkciu,
ale hy : o =+/T—y je inverzna k funkcii b/ ooy @ h2 1 @ = —/1T —y je inverznd k funkcii /(_ g)-

3 7 : . , . 3_
Vyjadrenim z z rovnice pre i dostdvame i~!(z) = £511 911, &

6.3 Globalne vlastnosti funkcii

su vlastnosti tykajuce sa chovania funkcie v jej definicnom obore, pripadne v niektorom intervale jej
defini¢ného oboru. Pri kazdej z tychto vlastnosti si vSimneme jej prezenticiu na grafe funkcie, jej
chovanie vzhladom k operdcidm definovanym v Casti 6.2 a jej vztah k niektorym inym vlastnostiam
v tejto Casti. Platnost niektorych tvrdeni ukédZeme, overenie platnosti ostatnych je ndmet na teoretické
cviGenie pre Citatela.

6.3.1 Prosta funkcia

Funkcia f je prosta ak pre kazdé dve ¢isla r # s z D(f) plati f(r) # f(s).
Pre praktické urcenie, ¢i dana funkcia je prosté, je ¢asto vhodnejsia ekvivalentnd podmienka

Ak f(r) = f(s), tak r = s.
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Prosta funkcia a graf
Funkcia f je prosta prave vtedy, ak

kazda priamka rovnobezna s osou o, pretne graf funkcie f najviac v jednom bode.

2

Napriklad funkcia y = x* nie je prostd, ale je prostd v intervale (0, 00) aj v intervale (—oo, 0).

Prosta funkcia a operacie

Zuzenie prostej funkcie je prosta funkcia.
Ak f a g su prosté funkcie, tak aj funkcia f o g je prosta.
Funkcia mé inverznu funkciu vtedy a len vtedy, ak je prosta.

Priklad 7. UkéZeme platnost predposledného tvrdenia.

RieSenie: Nech r # s. Pretoze g je prosta, plati g(r) # g(s). Pretoze f je prosta, plati
fg(r)) # f(g(s)). Overili sme, Ze f o g je prosta. &

6.3.2 Monoténnost

Funkcia f je rastica (neklesajica,klesajuca,nerastiica), ak pre kazdé dve ¢islar < s z D(f) plati

f(r) < f(s) (f(r) < f(s), f(r) > [f(s), f(r) = [(s)).
Funkcia f je monotdnna, ak je bud neklesajica alebo nerastica.
Funkcia f je rydzo monotdénna, ak je bud rastiica alebo klesajuca.

Monoténnost a graf

Na grafe sa vlastnosti monoténnosti prejavia tak, ze pri zvia¢sovani x-ovych siradnic bodov grafu y-ové
stradnice bodov grafu rastt alebo klesaju podla prislusnej vlastnosti.

Monoténnost a operacie

ZuzZenie monoténnej funkcie je monoténna funkcia.

Sucéet dvoch rastucich funkcii je rastica funkcia.

Ak je f rasttuca, tak — f je klesajuca funkcia a % je klesajuca v kazdom intervale, v ktorom je definované.
Funkcia zlozena z dvoch rastucich alebo z dvoch klesajucich funkcii je rastuca.

Funkcia zlozena z rastiicej a klesajtcej funkcie je klesajuca.

Inverznd funkcia k rastiicej funkcii je rastica.

Analogické tvrdenia platia pre klesajuce funkcie.

Prosti funkcia a monoténnost

Ak je funkcia rydzomonoténna, tak je aj prosta. Opacné tvrdenie vSeobecne neplati.

Priklad 8. UkéZeme, Ze rozdiel klesajlcej a rastticej funkcie je klesajica funkcia.
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RiesSenie: Predpokladajme, Ze f je klesajuca a g je rastica funkcia. Nech r < s. Potom f(r) > f(s)
a g(r) < g(s). Vynasobenim druhej nerovnice éislom —1 (pozor meni sa znamienko !) a s¢itanim s pr-
vou dostaneme (f — g)(r) > (f — g)(s), ¢o dokazuje tvrdenie. &

6.3.3 Ohranic¢enost

Funkcia je zhora (zdola) ohranicena, ak je zhora (zdola) ohrani¢eny jej obor hodnét. Funkcia je
ohranicenad, ak je ohraniCena aj zhora aj zdola, t.j. ak je ohrani¢eny jej obor hodndt.

Ohranicenost a graf

Na grafe sa tato vlastnost prejavi tak, ze cely graf zhora (zdola) ohranicenej funkcie lezi pod (nad)
niektorou rovnobezkou s osou o, a graf ohranicenej funkcie lezi cely medzi dvomi rovnobezkami s osou
Og.

Ohranicéenost a operacie

Zuzenie zhora ohranicenej funkcie je zhora ohranic¢end funkcia.

Stcet dvoch zhora ohrani¢enych funkcii je zhora ohrani¢end funkcia. (Preco nie aj stéin, rozdiel a
podiel?)

Ak je f zhora ohranic¢end, tak — f je zdola ohrani¢end (preco nie aj %7)

Zlozené funkcia (ak existuje) je zhora ohranifend préve vtedy, ak je zhora ohrani¢end jej vonkajsia
zlozka.

Analogické tvrdenia platia pre zdola ohraniené a ohranic¢ené funckie. (Pozor! Je saéin dvoch zdola
ohranic¢enych funkcii zdola ohrani¢ena funkcia? Je stéin ohranic¢enych funkcii ohranicend funkcia?)

6.3.4 Existencia maxima, minima
Funkcia f ma v éisle r maximum (minimum), ak pre kazdé = € D(f) plati f(z) < f(r) (f(z) > f(r)).

Existencia maxima, minima a graf

Na grafe funkcie f sa maximum (minimum) prejavi existenciou ”"najvyssieho” (”najnizsieho”) bodu,
pricom jeho prva suradnica je 7.

Existencia maxima, minima a operacie

Ak maju obidve funkcie f aj g v ¢isle » maximum, tak aj ich sti¢et ma v ¢isle 7 maximum (preco nie
aj rozdiel, su¢in, podiel?).
Ak mé funkcia f v ¢isle » maximum, tak funkcia —f ma v ¢isle 7 minimum. (Preco nie aj funkcia %7)

Ohranicenost a existencia maxima

Ak ma funkcia v niektorom ¢éisle maximum (minimum), tak je zhora (zdola) ohrani¢ena. Opac¢né tvr-
denie vieobecne neplati: napriklad funkcia y = || je zdola ohrani¢end, ale minimum nem4 v ziadnom
Cisle.
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6.3.5 Vlastnosti symetrie

Niektoré funkcie maji t vlastnost, ze ich grafy s v istom zmysle symetrické.
Funkcia f je parna, ak

o Ak r € D(f), tak aj —r € D(f) a
o f(—r)= f(r) pre vSetky r € D(f).
Funkcia f je neparna, ak

e Ak r € D(f), tak aj —r € D(f) a

o f(—r)=—f(r) pre vietky r € D(f).

Parne, neparne funkcie a graf

Graf parnej funkcie je symetricky podla osi oy.
Graf neparnej funkcie je symetricky podla za¢iatku stradnicovej sustavy.

Parne, neparne funkcie a operacie

Sucet aj rozdiel dvoch parnych (neparnych) funkeii je parna (neparna) funkcia.

Stéin aj podiel (ak existuje) dvoch parnych aj dvoch neparnych funkcii je parna funkcia. Stéin aj
podiel (ak existuje) parnej a nepéarnej funkcie je neparna funkcia.

Funkcia zloZena (ak existuje) z dvoch parnych alebo z dvoch neparnych je parna.

Funkcia zloZena (ak existuje) z parnej a neparnej funkcie je neparna.

Funkcia inverzna k parnej funkcii neexistuje (preco?).

Funkcia inverzna k nepérnej funkcii (ak existuje) je neparna.

Niektoré vlastnosti funkcii sa navzajom vyluc¢uju.

Priklad 9. UkéaZeme, Ze neexistuje parna monoténna funkcia.

RieSenie: Predpokladajme, Ze f je parna rastica funkcia. Zvolme fubovolné ¢islo r € D(f)N(0, oo)
(preco také ¢islo urcite existuje?). Kedze f je parna, aj —r € D(f) a naviac f(r) = f(—r). Kedze f je
rastica a —r < r, plati f(—r) < f(r), ¢o je spor. Preto neexistuje parna rasttca funkcia. Analogickt
argumenticiu neexistencie parnej klesajucej funkcie nechdvame na citatela. &

6.3.6 Periodické funkcie

Hodnoty niektorych funkcii sa pravidelne opakuja.
Funkcia f je periodicka, ak existuje také ¢islo a, pre ktoré plati

e Ak r € D(f), takajr+a€ D(f) a

e f(r+a)= f(r) pre vietky r € D(f).
Ak existuje najmensie kladné ¢islo p, pre ktoré plati f(r + p) = f(r) pre vSetky r € D(f), tak toto
¢islo p volame peridda funkcie f.
Periodické funkcie a graf

Graf periodickej funkcie je zhodny so svojim obrazom pri posunuti o dlzku periédy v smere osi o0,.
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Periodické funkcie a operacie

Sucet, sucin, rozdiel aj podiel (ak existuje) dvoch periodickych funkcii s rovnakou periédou p je pe-
riodicka funkcia. (Co mézeme povedat o jej periéde?) Zlozena funkcia je periodicka, ak je periodicka
jej vnutorna zlozka.

Premyslite si: Funkcie v/sinz a sin? 2 st periodické (zistite ich periédu), ale funkcie sin \/z a sinz
periodické nie st.

Periodicka funkcia nemoze mat inverzna funkciu. (Preco?)

2

Priklad 10. Nad¢rtnime graf [ubovolnej funkcie, ktord je neohranicend zdola, rastie v intervale
(—1,1), klesa v intervale (6,7) a je periodickd s periédou 5.

RieSenie: Staci nacrtnaf graf hladanej funkcie v fubovolnom intervale dlzky 5 a potom ho peri-
odicky rozsirit. Zvolme interval (—1,4). Naértneme rastici graf v intervale (—1, 1) a klesajtci v inter-
vale (1,2) (pre¢o?), pricom v Tavom okoli ¢isla 2 nechame graf strmo klesat do —oo, aby sme splnili
podmienku neohranicenosti zdola. V intervale (2,4) mozeme graf nacrtniat fubovolne, pretoze vSetky
podmienky st splnené.

Jl,l
! § p 4 4
/ ,/ / ”
/ 4 ) / 4
- = o = — = =

Obr. 6.1: Graf funkcie, ktora splha podmienky prikladu 10
&

Priklad 11. PopiSme vlastnosti funkcii uréenych nasledujicimi rovnicami

_3:6—5

- ,9(@)=3—-vVb—2z, h(z) =22+ z +4
—i o 3

f(z)

Riefenie: Nech f(r) = f(s), teda 3= = 3°=2 Po vynésobeni obidvomi menovatelmi a ipravéch
dostaneme
6r — 10 — 21rs + 35s = 6s — 10 — 21rs + 357,

z ¢oho po dalsich Gpravach vyplyva r = s, teda f je prostd. Nech r < s st z D(f) = (—o0, %) U(%, 00).
Nerovnica f(r) < f(s), t.j. g’;i < gs_—7§ je ekvivalentnd s nerovnicou % > 0, ktora plati,
ak obidve ¢isla r a s st v tom istom intervale, z ktorych sa skladda D(f). Funkcia f je teda rastica

v obidvoch intervaloch (—o0,2) a (%,00), ale nie je rasttica (preco ?). Kvoli uréeniu ohranicenosti

29
prepiSme pravidlo uréujtce funkciu f(x) = —% + #. Prvy ¢len neovplyvni ohranicenost, pre hodnoty
z blizke ¢islu % nadobuda druhy vyraz fubovolne malé zaporné hodnoty, ak = € (—oo, %) a Tubovolne

velké kladné hodnoty, ak x € (%, 00), funkcia nie je ohrani¢end, nema teda ani maximum ani minimum.
Dalej
—3r —95

fl=r) = 24+ Tr

#fr) a f(=r)#—f(r),
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funkcia teda nie je parna, ani neparna, takisto nie je periodicka.
Funkcia g(z) = 3 — /5 — 2z je zlozené z troch funkcii

g1:Yy=5—2x, g2: 2=,/y, a g3: w=3—z.

Plati g(z) = g30 g20 g1(x). Pretoze vSetky tri funkcie st prosté (to si lahko overite), g je prosta. Funkcie
g1 a g su klesajuce a funkcia g je rastica, preto vysledna funkcia je rasttica. Pretoze D(g) = (—oo, %>
a g je rastiica, nadobuda v bode % maximalnu hodnotu 3 a je zhora ohranicena. Pre ¢isla x ”blizke”
—o0 je g1(x) "blizke” oo, g2 o g1(x) taktiez a nésledne g(z) je ”blizke” —oo. Preto g nie je ohrani¢ena
zdola. V désledku svojho definiéného oboru neméze byt ani parna ani neparna a ani periodicka.
KedZze graf kvadratickej funkcie je Tahké nacrtnuf, vlastnosti funkcie h vycitame z jej grafu. h nie
je prosta, klesa v intervale —oo, —% a rastie v intervale —%, 0. Je zdola ohranic¢end s minimom 14—5
v bode —% a zhora neohranic¢ena. Nema Ziadnu z vlastnosti symetrie, jej graf je vSak symetricky podla
priamky = = —3.
Ako sme sa mohli presvedéif, niekedy je urcovanie vlastnosti funkcie (aj pomerne jednoduchej)
dost komplikované. Najjednoduchsie je mat predstavu o jej grafe. V nasledujtcej kapitole st popisané

efektivnejsie techniky na urcovanie vlastnosti funkcii.

6.4 Elementarne funkcie

Nasleduje prehlad niekolkych zdkladnych typov funkcii. Prakticky vSetky funkcie, s ktorymi sa budeme
zaoberat, si vytvorené z tychto funkcii pomocou operacii definovanych v ¢asti 6.2.

6.4.1 Polynomické funkcie
Polynomicka funkcia (polyném, mnohoélen) je funkcia definovand v mnozine R rovnicou
P(x) = apx™ + An_12" V4 - 4 a1z + ag,

kde reélne ¢isla ag, a1, -+, an, a, 7 0 sa volaju koeficienty polynému a celé nezaporné ¢islo n sa
vola stupen polynému. Koeficient a,, sa vold veduci koeficient mnohocélena
Kazdy mnoho¢len P je mozné jednoznacne vyjadrit v tvare sti¢inu koretiovych é&initelov, t.j. si¢inu

1. vediceho koeficientu
2. vietkych vyrazov typu (x — r)*, kde 7 je k-ndsobnym koreiiom mnohoclena P

3. vietkych vyrazov typu (22 + pz + q)! vytvorenych I-ndsobnymi komplexne zdruzenjmi komplex-
nymi koreimi mnohoclena P.

Priklad 12. Rozlozime mnohoé¢len P(z) = z* — 1 na saéin.
RiesSenie:
1= -+ 1) = (-1 (z+1)(2? +1).

Vyraz v poslednej zatvorke sa uz neda dalej rozlozit. &

Vo vSeobecnosti st vlastnosti polynomickych funkcii fazko popisatelné, najcastejsie sa vSak stret-
neme s nasledujicimi Specidlnymi pripadmi polynémov:
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Konstantna funkcia

je funkcia definovand v R rovnicou

y==c
Jej graf je priamka rovnobezné s osou 0.
Ay
11
3 ) 0 1 3 %
-1

Obr. 6.2: Graf funkcie y = 0,7

Linearna funkcia
je funkcia definovand v R rovnicou
y=kx+gq, k#0 savold smernica.
Jej graf je priamka réznobeznd s osou o,. Linedrna funkcia je
e rastuca, ak k > 0
e klesajuca, ak k <0

a pretina os o, v bode [0, ¢].

\\ Jl)l .
~ el
- |2 T
\\ e
N1
=
. L .
-3 2 | 0 2 3 &
T \‘\
7 -1 N
e 2
-

Kvadraticka funkcia
je funkcia definovand v R rovnicou
y=ar?+br+c, a#0.

Jej graf je parabola s osou rovnobeznou s osou o,. Je otvorena nahor, ak a > 0 a nadol, ak a < 0. Jej

vrchol je v bode [—%7 4‘1‘;52].
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Mocninna funkcia

je funkcia definovana rovnicou
f(z) =% kde a je redlne ¢islo.
Jej vlastnosti a graf zavisia od exponentu a, napr.:

e Ak a je parne prirodzené ¢islo, tak D(f) = R, funkcia je parna, klesajica v (—oo,0), rasttca
v (0, 00).

Ak a je neparne prirodzené ¢islo, tak D(f) = R, funkcia je neparna, rastica.

Ak a =0, tak f(x) =1 pre vSetky z € R — {0} je konstantna funkcia.

e Ak a = —n, kde n je prirodzené ¢islo, tak D(f) = R—{0} a f je klesajtica v (0,00) a v intervale
(—00,0) je rastica pre parne n a klesajiica pre neparne n.

o Ak a = %, kde n je prirodzené &islo, tak f je rastica funkcia a D(f) = (0,00) pre parne n,
D(f) = R pre neparne n. A ‘
2 /
/
/
1 /
F)
5
_/ =N
2 i [ 1 2 x
,/ a
!
/
.-'( -2
J

Obr. 6.4: Graf funkcie y = 2>

Ay

rY

K|

Obr. 6.5: Graf funkcie y = 2*

6.4.2 Racionalna funkcia

Racionalna funkcia je funkcia definované rovnicou
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Obr. 6.6: Graf funkcie y = x2
¥ \2
e
l/i/"".f
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0
(=3

Obr. 6.7: Graf funkcie y = a3

kde P a @) st polynémy. Jej definiény obor je mnozina vSetkych ¢isel r, pre ktoré Q(r) # 0. V pripade,
ak stupen polynému P je mensi ako stupeii polynému @, hovorime o rydzo racionalnej funkcii.
Vseobecné vlastnosti a grafy raciondlnych funkcii je fazké popisat. Pri préaci s nimi je casto dolezité
rozlozif dant racionalnu funkciu na stéet elementarnych (parcidlnych) zlomkov. Pritom postu-
pujeme podla nasledujiceho navodu.

1.

Vydelenim mnohoclenov P a () prepiSeme funkciu na stcet mnohoclena a rydzo racionilnej
funkcie.

. Mnohoélen @ v menovateli rozloZime na staéin koretiovych ¢initelov.

. Ku kazdému ¢initelu typu (z — r)¥ vytvorime prave k zlomkov (zf’“r s (xikrsé_l’ .. ,(x‘ilr).
v 1z [T o 2 l , , a;z+b; aj_1x+b_1
. Ku kazdému ¢initelu typu (z° + pz + q)" vytvorime prave [ zlomkov iprta)l? @rprt)l-T?
a1z+b1
0 @t

. Nezname koeficienty vypocitame porovnanim rydzo raciondlnej Casti a suc¢tu vSetkych elemen-

tarnych zlomkov.

. Pévodna funkcia sa rovna su¢tu mnohoclenu, ktory sme dostali delenim so suc¢tom vsetkych

elementarnych zlomkov.

2

Priklad 13. Rozlozme na stcet elementarnych zlomkov funkciu y = —f—.

RieSenie: Postupujeme podla navodu.

1.

2.

Pretoze dané funkcia je rydzo racionalna, prvi ¢ast postupu vynechame.

gt —1=(x—1)(z+1)(2?+ 1),
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’ 7 [&] d
3. vytvorime elemntdrne zlomky %5, -5,
ax+b
4. a zlomok pan g
5. Porovname
z? z? c d ar+b

A1 e-De+ )@@+l 11 z+1 Z+1

c(x+1)(@?+1)+dx—1)(22+1) + (az + b)(z — 1)(z + 1)
(x —D(z+1)(22+1)

Pretoze menovatele sa rovnaja, rovnaju sa aj Citatele a teda

2?2 =c(z+1)(2*+ 1) +d(xz — 1)(2® + 1) + (az + b)(z — 1)(x + 1).
Po roznésobeni a tprave pravej strany dostdvame rovnost dvoch mnohoélenov
023 +1.2°4+024+0=(a+c+d)z®>+(b+c—d)a’+ (—a+c+d)z—b+c—d.

Pretoze dva mnohocleny sa rovnaja prave vtedy, ak maja zhodné vsetky koeficienty, posledna
rovnost je ekvivalentna so stustavou linedrnych rovnic

+

+

SUE U Y
|
o= o

O O O 0

|
o

ktora mé rieSenie a =0, b= %, c= i, d=—

6. Preto plati

2 1 1 L
z _ 4 4 4 3
zr—1 -1 241 2241
)
Priklad 14. Rozlozme na stcet mnohoclena a elementarnych zlomkov funkciu y = %

RieSenie:

1. KedZe nejde o rydzo racionalnu funkciu, mnohoéleny najskér vydelime. Dostaneme podiel 23 —
222 4+ 3z — 5 a zvy$ok Tz* 4 523 + 222 + 72 + 5. Preto

8+ 22 Tet + 523 + 222 + 7+ 5
=23 - 222+ 3z -5+
(2% +1)(z +1)2 (2% + 1)(z +1)2

Rydzo racionalnu ¢ast funkcie dalej rozloZime na stcet elementarnych zlomkov.

2. Mnoho¢len v menovateli rozlozime na stéin koretiovych &initelov pomocou rozkladu 2% + 1 =
(x 4+ 1)(2? — x + 1), ktorého kvadraticky ¢initel sa dalej rozlozit ned4. Preto

(x3 + 1)(x+ 1)2 =(z+ 1)3(m2 —z+1),

3. vytvorime elemntarne zlomky ﬁ, ﬁ, T



124 KAPITOLA 6. FUNKCIE

4. a zlomok 5%.

5. Porovname

7$4+5m3+2$2+7x+5_ a L b n c @ dr +e
(@ +1)(z+1)2 (413 (z+1)?2 241 22—z 41

Po vynasobeni menovatelom lavej strany a tprave pravej strany dostavame rovnost dvoch mno-
hoc¢lenov
Tx* +52% + 222 + Tz + 5 =

(c+d)az*+ (b+c+3d+e)z’+ (a+3d+3e)z’ + (—a+c+d+3e)r+ (a+b+cte).

Porovnanim koeficientov pri rovnakych mocninach premennej x dostdvame ststavu linearnych

rovnic
c + d = T
b + ¢ + 3d + e = 5
a + 3d + 3e = 2
—a + ¢+ d + 3e = 7
a + b + ¢ + e 5,
ktora ma riesenie
2 b 8 61 d 2
a = — = — G = = — E = —
3’ 3’ 9’ ’ 9
6. Preto plati
8 2 2 8 61 2 2
"tz B g2 3 3 9 9% T 3§
=x°—2 3xr—5 .
z® + 1)z + v v +x+13+x+12+m+1 22 —z+1
(% + 1)(z +1)°
&
Najdolezitejsi Specidlny typ racionalnej funkcie je
Linearna lomena funkcia
Je to funkcia typu
axr +b
T) = kde a, b, ¢, d st realne cisla.
/(@) cx +d
D(f)=R - {—%} a graf funkcie je hyperbola s asymptotami y = ¢ a x = —%l.

7]
]
=

o

—

—_
(=]
a3

uY

Obr. 6.8: Graf funkcie y = 18£:?0
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6.4.3 Goniometrické (trigonometrické) funkcie
st funkcie
y=sinx, y=-cosx, y=tgr, y=cotgxr, y=secx, I = COSECL.

Funkcie sinus a kosinus maja definiény obor R a st periodické s periédou 2x. Funkcia sinus je
neparna, funkcia kosinus je parna.

2

/—\ ] /7
/741 0 n.fz n\fiﬂ/@n X
-1

-

Obr. 6.9: Graf funkcie y = sin(z)
¥

S N

Obr. 6.10: Graf funkcie y = cos(x)

Funkcie tangens a kotangens st neparne, periodické funkcie s periédou 7. Pre ich defini¢né obory
plati D(tg) =R — {(2n +1)5}, n € Z a D(cotg) = R — {n7}, n € Z.

ﬂ. yn.z ;

Obr. 6.11: Graf funkcie y = tg (z)

Funkcie sekans a kosekans st definované pomocou funkcii sinus a kosinus vztahmi

1
secx = , COseCT = —.
cos T sinz
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Obr. 6.14: Graf funkcie y = cosec ()
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6.4.4 Cyklometrické funkcie

Kedze funkcie sinus, kosinus, tangens a kotangens st periodické, nie s prosté a preto nemaji inverzné
funkcie. Kazda z nich je vsak v istom maximéalnom intervale prosta a preto mé v nom inverznua funkciu.
Tieto inverzné funkcie sa volaji cyklometrické funkcie.

Funkcia arkussinus

y = arcsinz

je inverzna k funkcii sin v intervale (-3, 5).

lt’v
n
© )
y
5
7
3 & o
- - ! d
1 // ] ] 2 X
/
&
i
b1
! z

Obr. 6.15: Graf funkcie y = arcsin(z)

Funkcia arkuskosinus

Y = arccosxr

je inverznd k funkcii cos v intervale (0, 7).

= | a1 3

Obr. 6.16: Graf funkcie y = arccos(z)
Funkcia arkustangens
y = arctgx
je inverzna k funkcii tg v intervale (—73, 5).
Funkcia arkuskotangens
Yy = arccotgx

je inverznd k funkcii cotg v intervale (0, ).
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Obr. 6.17: Graf funkcie y = arctg ()

®Y

- -3 -2 -l [1] 1 2 3 4

Obr. 6.18: Graf funkcie y = arccotg ()

6.4.5 Exponencialna funkcia
Exponencialna funkcia je funkcia definovand v R rovnicou
y=a" kdea>0, a#1 jeredlna konStanta

nazyvana zaklad exponencidlnej funkcie. Vlastnosti exponencialnej funkcie zavisia od hodnoty jej
zakladu:

e ak a € (0,1), tak je klesajuca
e ak a € (1,00), tak je rastica,

v kazdom pripade je teda monoténna a jej obor hodnéot je (0, co).

Medzi exponencidlnymi funkciami mé dolezité postavenie funkcia y = e®, ktorej zaklad je ¢islo e ~
2,71828 (pozri cast 6.8). Jej dolezitost vyplyva z faktu, Ze sa rovna svojej derivécii (pozri kapitolu
Diferencidlny pocet).

6.4.6 Logaritmicka funkcia

Pretoze exponencialna funkcia je monoténna, méa inverznu funkciu. Tato sa vola logaritmicka funkcia
a oznacuje
y=log,z, kdea >0, a#1 jerealna konstanta

nazyvana zaklad logaritmickej funkcie. Logaritmicka funkcia so zdkladom 10 sa zapisuje log x namiesto
logg x.

Defini¢ny obor logaritmickej funkcie je (0, 00), obor hodnét je R a je rasttica alebo klesajtuca v zavis-
losti od svojho zakladu rovnakym spésobom ako exponencidlna funkcia.

Medzi logaritmickymi funkciami mé doélezité postavenie funkcia ln x = log, x, ktoré je inverzna k fun-
kcii y = €%, vola sa prirodzeny logaritmus.
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Obr. 6.19: Graf funkcie y = e”

b R
\ E
\
\ rS
\I
\\‘-\..

—
3 2 1 01 2 F

L5

2

I . _,_,.ﬂ'?"-'-d

.'/-"
1 a_ z 3 3 %

yd

=1/ :

f

i

2

|5

Obr. 6.21: Graf funkcie y = In(z)
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Obr. 6.22: Graf funkcie y = log% x
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6.4.7 Hyperbolické funkcie
Hyperbolicky sinus je funkcia

. et —e”
sinhz =
2
Je to neparna rasttiica neohranicend funkcia.
v ,’f
2 . ;"
7
/‘
-2 -1 0 | 2 x
/ -1
4
s
s 2
J'

Obr. 6.23: Graf funkcie y = sinh(z)

Hyperbolicky kosinus je funkcia

et 4+e7 "
coshx =
2
Je to zdola ohranicena parna funkcia.
\ ¥
: A
) !
'.‘ '.'
Y 3 /
y I
Ay 2
N 2 /
X e
\\\\ ((/;
i
3 =2 a4 o 1z 31
-1

Obr. 6.24: Graf funkcie y = cosh(z)

Hyperbolicky tangens je funkcia

et —e "
tgher = ———.
e® + g4
Je to neparna rasttica ohrani¢end funkcia.
Hyperbolicky kotangens je funkcia
et +e "
cotghx = ——.
el’ — e*I

Tato funkcia nie je definovand v bode 0. Je neparna neohranicend, klesajtca v intervaloch (—o0,0) a

(0, 00).
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)y

Obr. 6.25: Graf funkcie y = tgh (z)

ye
2\
AN
-

1 ———

S -1

Obr. 6.26: Graf funkcie y = cotgh (x)

Hyperbolické funkcie nie st periodické.

Priklad 15. Uké&Zeme spominané vlastnosti hyperbolického tangensu.

RiesSenie: tgh(—z) = Z;:-;Z = —tghz, preto je to funkcia neparna.

Funkcia tgh je rastica, ak pre lubovolné r < s plati tghr — tgh s < 0. Nech teda r < s. Poéitajme

e"—e " ef—e7F
tghr —tghs = — =
er+e "’ e +e%

€r+s — ST + eS8 _ e TS _ er+s + el =S _ ST + P B
(er +e) (e +e7) N
2eT—5 26—(7‘—5)
(e +e ) (e +e*)
Menovatel posledného zlomku je kladné ¢islo a ¢itatel (pretoze r — s < 0, odovodnite!) je zdporny, cely
zlomok je teda zaporny a tgh je rasttca funkcia.
Pretoze e=® > 0, plati € — e % < e¥ + ¢ %, teda g;i:z = tghx < 1. Podobne sa d4 ukézat, Ze
—1 < tghz a preto tgh je ohranicena funkcia. &

6.4.8 Elementarne funkcie
Elementarne funkcie

su vsetky funkcie, ktoré dostaneme pomocou koneéného poc¢tu operacii uvedenych v ¢asti 6.2
z typov funkcii doteraz uvedenych.
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6.4.9 Iné funkcie
Absolitna hodnota

je funkcia definovana v R rovnicou

/
\
N

Obr. 6.27: Graf funkcie y = |z

Funkcia znamienka (signum)

je funkcia oznacovand sign(x), definovana po ¢astiach
e sign(z) = —1, ak z € (—00,0)
e sign(0) =0

o sign(z) =1, ak z € (0,00).

ol

'y

-2 -l Q 1

ta

Obr. 6.28: Graf funkcie y = sign (z)

Priklad 16. Porovnajme funkcie f(z) = sign(x) a g(z) = .

||

RieSenie: Obidve funkcie maji rovnaké hodnoty vo vSetkych nenulovych ¢islach, D(f) = R,
D(g) =R — {0}, preto g = f/r_{0}-

.....

mentarne funkcie, pripadne funkcie, ziskané z elementarnych a dvoch posledne spomenutych pomocou
operacii s funkciami.
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6.5 Spojitost

Spojitost funkcie v ¢isle je lokdlna vlastnost, ktord dava do stvisu hodnotu funkcie v ¢isle s hodnotami
v jeho okoli.
Volne povedané, funkcia f je spojita v ¢isle r zo svojho definiéného oboru, ak

hodnoty funkcie f v ¢islach blizkych r st blizke hodnote f(r).
Presne povedané, funkcia f je spojita v ¢isle (bode) r zo svojho defini¢ného oboru, ak

pre kazdé € > 0 existuje také § > 0, Ze pre vSetky x € (r — d,7 + 0) (N D(f) plati f(z) €
(f(r)—e, f(r) +e).

Cisla z definiéného oboru, v ktorych je funkcia spojité, sa volaju body spojitosti. Cisla z defini¢ného
oboru, v ktorych funkcia spojita nie je, sa volaji body nespojitosti.

Spojita funkcia je taka funkcia, ktora je spojita v kazdom ¢isle svojho defini¢ného oboru. Funkcia
f je spojita v intervale (a,b) C D(f), ak je spojitd v kazdom bode tohoto intervalu.

Funkcia f je spojita v ¢isle (bode) r zo svojho definiéného oboru zlava (sprava), ak je v bode r

spojita funkcia f/(_oors (f/<r00))-
Spojité funkcie maju vela vlastnosti, ktoré z nich robia doélezity objekt studia.

6.5.1 Spojitost a elementarne funkcie

Elementarne funkcie st spojité.

Funkcia y = sign(x) je nespojitd v bode 0. Inym prikladom nespojitych funkcii st funkcie celd a
zlomkova Cast cisla. Celd cast ¢isla = je najviicsie celé ¢islo mensie alebo rovné z a znadi sa [z].
Zlomkova cast ¢isla = je {x} = x — [x]. Obidve tieto funkcie s nespojité v kazdom celom ¢isle.

6.5.2 Spojitost a operacie s funkciami
Funkcie vytvorené operaciami zo spojitych funkcii byvaja spojité:
1. Zuzenie spojitej funkcie je spojita funkcia.

2. Ak st v disle r spojité funkcie f a g, tak su v Cisle r spojité aj funkcie f + g, f — g a f.g a tiez
funkcia g, ak g(r) # 0.

3. Ak je funkcia f spojitd v ¢isle r a funkcia g je spojita v éisle f(r), tak funkcia g o f je spojita
v Cisle r.

4. Ak je prosta funkcia spojité, tak aj k nej inverzna funkcia je spojitéa.

6.5.3 Spojitost a graf

Volne povedané:

ak je graf funkcie suvisla krivka, tak je funkcia spojita.
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6.5.4 Spojitost a globalne vlastnosti

1. Funkcia spojitd v uzavretom intervale je v tomto intervale ohranicena.
2. Funkcia spojitd v uzavretom intervale ma v tomto intervale maximum aj minimum.

3. Ak je spojita funkcia prosta v niektorom intervale, tak je v tomto intervale aj rydzo monotdénna.

6.5.5 Spojitost a rieSenie rovnic
Ak f je spojita funkcia v intervale (a,b) a f(a) a f(b) maji opa¢né znamienka, tak rovnica
f(z) = 0 ma v intervale (a, b) asponl jedno riesenie.

Pre pouzitie tejto vlastnosti pozri ¢ast 6.6 a 7.14.

Priklad 17. Zistime body nespojitosti funkcii e(z) = 423 — 5z, f(z) = £, g(z) = {z}.[x + 1],
h(z) = sign(8 + 2x — x?).

Riesenie: Funkcie e a f st elementarne a preto spojité. Prva funkcia je aj spojitd v R, druhé
ma bod nespojitosti v ¢isle 1. Obidve funkcie {x} aj [x] st spojité v kazdej neceloéiselnej hodnote = a
preto aj ich stcin, funkcia g je spojitd v tychto ¢islach. Ak nacrtneme graf g, vidime, Ze je nespojita
vo vSetkych celych ¢islach s vynimkou ¢isla 1. Funkcia h bude nespojita v tych ¢islach, v ktorych sa
meni znamienko funkcie y = 8 + 22 — x? (od6vodnite!) a to st ¢isla —2 a 4. &

Priklad 18. N&ajdime cislo p, pre ktoré je funkcia f definovand po castiach

) 3r—p, <0
f(x)_{xQJrZ, x>0

spojita.

Riesenie: Kedze obidve funkcie y = 3z — p aj y = 22 + 2 st spojité (t4 prva pre kazdd hodnotu
p), funkcia f je nezéavisle na hodnote p spojita v kazdom nenulovom ¢isle. Ak nacrtneme graf funkcie
f v intervale (0, 00), vidime, Ze pre hodnoty z ”blizke” 0 s hodnoty f(x) ”blizke” 2. Aby bola funkcia
f spojita v éisle 0, je nutné (a postacujice), aby f(0) =3.0 —p =2, pretop = —2. &

6.6 Limita funkcie

6.6.1 Pojem limity

Existencia limity funkcie v bode vyjadruje istt ustdlenost hodnot funkcie v okoli tohoto bodu.
Volne povedané, funkcia f mé v bode p limitu L, ak

hodnoty funkcie f v ¢islach blizkych p st blizke L.

Pod bodom rozumieme Iubovolné reélne ¢islo ako aj kazda z hodndt +o0o. Pod okolim bodu rozumieme
lubovolny otvoreny interval obsahujtci tento bod.
Funkcia f méa v bode p limitu L, ak st splnené tieto podmienky:

e Pre kazdé okolie U bodu p plati (U — {p}) N D(f) # 0
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e pre kazdé okolie V' bodu L existuje také okolie U bodu p, Ze plati
ak © € (U — {p}) N D(f), tak f(x) e V.

Fakt, ze funkcia f ma v bode p limitu L oznacujeme lim,_,, f(x) = L.

Ak bod p v predchadzajuicej definicii je realne ¢islo, tak hovorime o limite vo vlastnom bode, v opac-
nom pripade hovorime o limite v nevlastnom bode. Ak hodnota L limity je realne ¢islo, tak hovorime
o vlastnej limite, v opa¢nom pripade hovorime o nevlastnej limite.

Ak maé funkcia f v bode p vlastna limitu, hovorime, Ze v bode p konverguje alebo je konvergentna,
v opa¢nom pripade v bode p diverguje alebo je divergentna.

Funkcia f ma v bode p limitu L zlava (sprava) , ak méd v bode p limitu L funkcia f/(_oo p) (f/(p.00))5
oznacenie: lim,_,,- f(z) = L (lim,_,,+ f(x) = L). Limity zlava a sprava nazyvame spolo¢nym nazvom
jednostranné limity.

Poznamenajme este, Ze ak mé funkcia v niektorom bode limitu, tak tato je uréend jednoznacne.

6.6.2 Pocitanie limit
Pri pocitani limity funkcie f v bode p postupujeme nasledovne:
1. Ak je f spojita v bode p, tak lim,_,, f(x) = f(p).

2. Ak funkcia f nie je spojitd v bode p, tak sa ju snazime upravit na funkciu, ktora s fiou sa zhoduje
vSade mimo bodu p a je spojita v p alebo na funkciu, ktorej limitu pozname.

3. Moézeme tiez pouzit iny postup, ktory je popisany v casti 7.9.

Pri upravach limit pouzivame pravidla, z ktorych najdolezitejsie uvedieme.

6.6.3 Pravidla pre pocitanie limit
Pravidla pre vlastné limity

1. Funkcia f definovana v niektorom okoli bodu p je spojitd v bode p vtedy a len vtedy, ak
lim, . f(z) = £(p).

2. Limita ”zachovava” algebrické operacie: ak lim,_,, f(z) = F a lim,_., g(z) = G a c € R, tak
o lim, .,(f+g)(z)=F+G,

lim, p(f — )(&) = F — G,

lim, ., c.f(z) =c.F,

lim,,(f.g9)(z) = F.G,

lim, (L) (2) = &, ak G # 0.

3. Pravidlo substitucie: Nech x = f(t) je spojitd v bode a, prosté v okoli bodu a, pricom p = f(a).
Potom ak lim;_., g(f(t)) = L, tak aj lim,_,, g(z) = L.

4. Ak funkcie f a g maju v bode p limitu a pre kazdé x z niektorého okolia bodu p s moznou
vynimkou bodu p plati f(x) < g(z), tak lim,_.,, f(z) < lim,_,, g(z).

5. Ak lim,_,, f(x) = lim,_, h(x) = L a pre kazdé z z niektorého okolia bodu p s moznou vynimkou
bodu p plati f(z) < g(x) < h(z), tak existuje aj lim,_., g(z) a plati lim,_., g(z) = L.
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6. Ak lim, ., f(x) = 0 a funkcia g je ohranic¢ena v okoli bodu p, tak lim,_,,(f.¢g)(x) = 0.

Poznamka. Tretie pravidlo tohoto zoznamu sa v praxi najcastejSie pouziva v podobe:

Nech lim, ,,g(x) = L a funkcia f je spojitd v bode L. Potom lim, ., f(g(x)) =
f(limz—>p g(z)) = f(L).

Pravidla pre nevlastné limity, typy limit

Najcastejsie pocitame limitu funkcie f v bode, v ktorom nie je definovand, pripadne nie je spojita,
pricom f vznika pomocou algebrickych operacii z jednoduchsich funkcii, ktorych limity v danom bode
sme schopni poditat. Ak tieto limity dosadime do prislusnych operacil dostavame vyraz, ktory nema

zmysel. Tento vyraz nazyvame typom limity. Napriklad lim; .2 % 2 je typu ¥ o alimg o(1 + 2x) Ml g je
typu 1°°. Na vypocet niektorych typov limit mozeme pouzit nasledUJuce pravidla, v ktorych symbol
0% (07) znamena, Ze limita prislusnej funkcie je rovnd 0, a naviac hodnoty funkcie v istom okoli daného
bodu st len kladné (zaporné), napriklad lim, .qz* = 0*. Pismeno r oznacuje fubovolné nenulové
redlne ¢islo a pismeno k oznacuje lubovolné kladné realne ¢islo:

k k
Foo = 0 or — X [
k.oo = o0 k.(—00) = —00 00.(—00) = —00
r+ 00 =00 T — 00 = —00
k*=0,ak0<k<1 k* =00, ak k >1

Visledky dalsich typov limit, ako napriklad 9, o1 0.00, 00 — 00, 1% nie st jednoznac¢ne urcené. Pri
ich pocitani pouzivame uvedené pravidla aj napriek tomu, Ze nevieme, ¢i pocitana limita existuje.
Ak takto vypocitame limitu, jej existencia dodatoCne ”legalizuje” nas postup. Poznamenajme este,
ze v nasledujucej kapitole v ¢asti 7.9 je uvedend technika, ktord velmi zjednodusuje postup pocitania
vacsiny obtiaznych limit.

6.6.4 Niekolko dolezitych limit

Nakoniec uvedieme niekolko délezitych limit. V nasledujicich vztahoch je a > 0, a # 1.

lim, ,oox®* =0, ak a <0, lim, o % = 00, ak a > 0,
lim, . a®* =0, aka <1, limx_,ooa =00, aka>1,
limg_,o 822 =1, lim, .0 %= =1n a,

lim, o+ mloga =0, lim,_p g“ 136 = ﬁ,

lim, o 2822 = 0.

Nech Py(z) = apa® + ap_12" 1 4+ ...+ a1z + ag a Qn(x) = bpx™ + by_12" L + ... 4+ byx + by st
mnohocleny a ¢ > 1. Potom

lim c* :{ o0, ap >0,

T—00 Pk(l’) —o0, ap <0,
. _J oo, ar > 0,
Jir, Pu(w) = { —o0, ax <0,

r——00

‘ RS (—1)ksign(ay) > 0,
lim Py(z) = { — o0, (_1)k3ign(a:) <0,
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a
0, k<n,
P ok =n
lim k(:p) = bn? 7 ax
T—00 Qn<$) o, k>na by >0,
—00, k>na E—‘; < 0.
Analogické vysledky poslednej limity v bode —oco mozeme odvodit substiticiou t = —zx.

6.6.5 Priklady

Teraz uvedieme niekolko typickych prikladov vypoctu limit.

Priklad 19. Zistime existenciu limit funkcii f : y = 24+ 1, g : y =

i:y:x—ilaj:y:‘izhvbodel.

Riesenie: lim, ,; z + 1 = 2, pretoze ide o spojita funkciu.
Funkciu g upravime na spojita funkciu zhodnt s fiou mimo bodu 1:

.’IZ‘2—

lim
r—1 1r —

1
=lmz+1=2
1 rx—1

Zavedme substiticiu t = |z — 1|. Potom

1
lim = lim -
z—1 |£L’ — 1| t—0+ ¢

= OQ.

Funkcia ¢ nema v bode 1 limitu, ale ma nevlastné obidve jednostranné limity:

Podobne sa ukéze, ze funkcia j ma v bode 1 limitu zlava —1 a limitu sprava 1. &

Priklad 20. Ukazeme platnost poslednych dvoch vztahov v casti 6.6.4.

RieSenie: Odporucame citatelovi urcit, ktoré pravidlé a limity v prislusnych krokoch pouzivame.
Nech Py(z) = apz® + ap_12" 1 + ...+ a1z +ag a Qu(z) = bpa™ + by 12" 1 + ... 4+ bz + by st

mnohocleny. Potom

lim akxk + ak_la:kfl +...+ax+ay=

r——00
. g1 ax ag
lim xk<ak—|——+...+ﬁ+—k)
r——00 x x x

Vysledok vyplyva z faktu, ze limita vyrazu v zatvorke je aj a pouzitia pravidiel pre nevlastné limity.

lim akxk + ak,lack*1 +...Fax+ap
=00 b + b1+ ...+ bz + b
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e e e
T—00 xk(bnl.nfk + bnflxnfkfl +... 4+ xllc)l—l + %)

e I =)

T T

lim z =
700 gnhi(h, + 2L 4 i+ D)

x ™ ™

. . ag
lim ——. lim — =
z—oo gh—k 500 b,

ar .. 1
—. 11m —-.
b, z—oo rn—k

Vysledok vyplyva z toho, Ze poslednd limita sa rovna 0, 1, oo podla toho, ¢i k < n, k = n alebo
k>n. &

—2224252z+111
3x2—4x

Priklad 21. Zistime existenciu limit funkcii f : y = ws%js, g: y= %ﬁ%

3
ai: y= (%) v bodoch +o0.

yhey=

Riesenie:
Pouzijic vysledky predchadzajiceho prikladu dostaneme

lim f(z) =0, lim g(z)= —%, lim h(z) = —o0.

T—00 T—00 T—00
Pouzijac substitiaciu t = —x dostavame
5 (2) = Tim f(—t) = I _—8t3_0
inPm v _tiglo _tLIgo_tG—l—?)_ ’

i (@) = 1 —2t2 — 25t + 111 2
1m = 1l1m [ ——
z—>—oog v t—o0 3¢2 + 4t 3

: 11t —29¢
A

Limitu funkcie ¢ vypocitame podla pozndmky v ¢asti 6.6.2

, 2z —5\3 . 2z —5\3
lim = ( lim =
rz—oo \ 4 — z—o00 4 — g

Podobnym postupom dostaneme rovnakt limitu v bode —oco. &

|
—~
\
Do
SN—
w
Il
\
o

2x—3
T—4x)

rz—2
Priklad 22. Vypocitajme K = lim, ., arcsin L =lim,_,353% =+ a M =lim,_,o+ 2*.

Riesenie: Pouzitim poznamky v casti 6.6.2 dostaneme

. . 2x—3 . 1 T
K = arcsin | lim =arcsin| —= | = ——.
T—00 7 — 4:L' 2 6

Pri vypocte limity L najskdr zavedieme substittciu ¢ = %2 a uvedomime si, ze lim,_,3- % =00 a
lim,_ 3+ % = —oo Preto limita L neexistuje, ale existuja prislusné jednostranné limity
— . z=5 . t
L™ = lim 53-= = lim 5" = o0

r—3— t—o0
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LT = lim 55+ = lim 5'=0.
t——00

z—3t
V pripadoch, ked je premenna x v zdklade aj exponente funkcie (ako pri limite M), pouzivame vztah

x = a8 * platny pre vietky z > 0 a vhodné a, najéastejsie pouzivame hodnotu a = e.

M = lim 2% = lim ¢®" = elMeor@ln @ — 0 — 7

z—0t z—07t
)
Priklad 23. Vypocitajme L = lim,_,; (%1 — ﬁ)
Riesenie: )
. e —1 . 1 1
L—iﬂ <x4—1> _ilgfll (x2—|-1> T2
)
Priklad 24. Vypocitajme L = lim, o 7%—2—\/5
%o o _1 va+5 \f\/x++f_ _ x+5-5
Riesenie: L =lim, . > N lim,_.g (/erhr e 2 \/_ &
Priklad 25. Vypocitajme L = lim,_, stﬁ‘;’i
C . . i . sin 3z lim, o 252
Riesenie: L = hmx_,o % = lll’nx_,o Sl?ﬁ% cosl3w = %121 ; % hmx_@ C0513J? = % *
Priklad 26. Vypocitajme L = lim,_, 22“1 L
RieSenie: L = lim, o Z°=8 = lim, o 34=8 = =8In4d. &
Priklad 27. Vypoditajme L = lim, o, (V22 + 9 — ).
Riesenie:
Va2 49+
L= lim z(V22+9—2)= lim (V2?2 +9—2)——— =
Tim a ) = lim (v P
_ox(@®+9-a%) x 9
= 11_> ooy le 9 =3
T—00 L/ _i_x mooﬂf(/l‘f‘%"—l)
)

Priklad 28. Vypocitajme L = lim, ,,,3 % cos bz a
K =1lim, , 3 %cos b5x.

Riesenie: Periodické funkcie nemaji limitu v nevlastnych bodoch, preto v tomto priklade nemo-
zeme aplikovat pravidla pre algebrické operacie. Limitu L vSak mozeme vypocitat podla pravidla 5
v Casti 6.6.3, pretoze

lim 37 = lim — =0
T—00 r—o00 3%
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a funkcia cos 5z je ohranicena. Preto L = 0.
Na druhej strane

lim 37% = lim 3! = oc.
T——00 t—o00

Pretoze funkcia cos 5x strieda znamienka, hodnota 37* cos 5 pre x — oo bude oscilovat, t.j. nado-
budat Tubovolne velké kladné a Iubovolne malé zaporné hodnoty. Preto limita K neexistuje. &

Nasledujuci priklad predstavuje dolezité tvrdenie.

Priklad 29. Kazd4 algebrickd rovnica neparneho stupiia, t.j. rovnica
ant” + ap_12" P+ ... dair+ay=0, n je neparne

ma aspon jedno realne riesenie.

RiesSenie: Podla Prikladu 20 maju limity lavej strany v bodoch +oo opa¢né znamienka (odévod-
nite!). Podla tvrdenia z ¢asti 6.5.5 preto existuje rieSenie tejto rovnice. Premyslite si, preco tvrdenie
neplati aj pre parne ¢isla n. &

6.7 Asymptoty grafu funkcie

Asymptotou grafu funkcie je priamka, ktord sa grafu funkcie ”dotyka v nekonecne”. Rozoznavame dva
druhy asymptét grafu funkcie.

Priamka y = r je asymptotou grafu funkcie f bez smernice, ak funkcia f mé v bode r (aspon
jednostranni) nevlastnt limitu.

Priamka y = px + ¢ je asymptotou grafu funkcie f so smernicou, ak

lim, oo [f(z) — (pr + ¢)] = 0 alebo lim,_,_[f(x) — (pr + ¢)] = 0.

Pre praktické zistovanie asymptot grafu funkcie platia pravidla:

1. Priamka = = r je asymptotou grafu funkcie f bez smernice, ak aspon jedna z limit lim,_,,.- f(z)
alebo lim,_,,+ f(x) je rovna bud oo alebo —oc.

2. Priamka y = px + ¢ je asymptotou grafu funkcie f so smernicou, ak p = lim,_, % aq=
lim, ., f(x) — pz.

Priklad 30. N&jdime asymptoty grafov funkcii e : y = 22”51 f:ry=Inuz g: y=x2%

2—x ’
h: y=uxcotg z,i: y=tgh x,

Riesenie: Funkcia e nie je definovana v jedinom realnom ¢isle 2, preto jedind mozna asymptota bez
smernice je priamka x = 2. Poéitajme lim,_,,- e(z) = —o0, preto spominané priamka je asymptotou
grafu e. Dalej

p = lim @ = -2
T—00
(preco?) a
= i 20) = lim —2 L 1
o= Jim (o) + 20) = Jim ST =1
Priamka y = —2z+1 je asymptotou grafu e. T4 ist4 priamka je aj asymptotou grafu e v.—oo (overte!).

Poznamenajme, Ze asymptoty racionalnych funkcii mézeme pocitat aj jednoduchsie prepisanim funkcie
pomocou delenia mnohoclenov:

3
=2 1 .
e(r) =2z + +x—2
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Z tohoto zéapisu je vidiet, ze priamka y = 2x + 1 je jedinou asymptotou grafu e.

Funkcia f je spojitda a D(f) = (0,00). Naviac lim,_,¢+ In & = —o0, preto priamka x = 0 je asymptotou
grafu f. Dalej p = lim, .o mTz = 0 avSak ¢ = limg_,c In 2—0.2 = co. Preto funkcia f nemé asymptotu
SO smernicou.

Funkcia g je spojitd v kazdom redlnom ¢isle, preto nema asymptoty bez smernice. Dalej

x .
m =% = lim 2* =

nie je vlastna a preto g nema asymptotu v +oo. Na druhej strane

p= tm 2% _ him 2o fmat—o
T——00 T T——00 t—o0
& t
g= lim (g(z) —pzr)= lim 22°= lim —— =0
T——00 T——00 t—oo

(preco?). Priamka y = 0 je asymptotou grafu funkcie g.

Funkcia h nie je definovand v éislach km, k € Z a vo vsetkych okrem 0 m& nevlastné jednostranné
limity (overte!). V ¢isle 0 je

cos x = 1.

lim h(x) = lim —
z—0 z—0 s8I x

Preto funkcia h mé nekonecéne vela asymptodt bez smernice uréenych rovnicami x = kmw, k € Z, k # 0.
Funkcia h osciluje pre x — oo aj pre x — —o0, preto nemé asymptoty so smernicou.
Funkcia i je spojita vo vsetkych redlnych ¢islach, preto nema asymptoty bez smernice. Dalej

p= lim i) = lim i(z)— =0,
T—00 Z—00 x

pretoze i je ohranicend funkcia a lim, % = 0. Potom

o . eT—e ™ l—e ™
¢=Jim (@) = 0.0) = i o = i T = !
Priamka y = 1 je asymptotou grafu funkcie 7. Pretoze funkcia ¢ je neparna, je asymptotou aj priamka
y = —1 (oddvodnite!). &

Priklad 31. UkéZeme, Ze, ak méa péarna funkcia asymptotu y = pz + ¢, tak mé aj asymptotu
y=-pr+gq.

RieSenie: Pretoze graf parnej funkcie je symetricky podla osi oy, z predpokladu asymptoty
y = px + g vyplyva aj existencia asymptoty simerne zdruzenej s 1iou podla osi o,. Touto je priamka
y = —pz + q (overte!). &

6.8 Postupnosti

Postupnost je realna funkcia, ktorej defini¢ny obor je mnoZina prirodzenych ¢isel. Preto moZeme na
postupnosti aplikovat vSetky definicie a tvrdenia o funkciach.

Co sa tyka limit, mézu existovat len limity v nevlastnom bode oo (preco ?) a preto hovorime o kon-
vergentnej alebo divergentnej postupnosti bez nutnosti uréenia bodu. Limity postupnosti pocitame
tak ako limity funkcii v nevlastnom bode co. Pouzivame pritom nasledujice pravidlo:
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Nech f je také funkcia, ze pre kazdé n € N plati f(n) = a, a lim,_,o f(z) existuje. Potom
existuje aj lim, oo a, a obidve limity sa rovnaju.

Poznamenajme, ze opa¢né pravidlo neplati. Napriklad postupnost {sin27n}> ; je konstantna a preto
ma limitu 0, avSak prislusné funkcia y = sin 27z je periodickd a preto nemé limitu v nevlastnom bode
oo. Naviac pre limity postupnosti platia nasledujice dve dolezité vlastnosti:

1. Ak je postupnost konvergentnd, tak je ohranicena.
2. Kazdé rasttica zhora ohraniend postupnost je konvergentna.

n
D4 sa ukézaft, Ze postupnost (1 + %) je rasttca a zhora ohranicend a preto mé limitu. Tato limita sa

oznacuje symbolom e, vold sa zaklad prirodzeného logaritmu a mé v matematike velky vyznam.
Cislo e je iracionalne a jeho hodnota je priblizne 2, 71828. Teda

n—oo

1 n
lim (1 + —) =e~ 2,71828.
n

Da sa ukazaf, Ze vSeobecnejsie plati:

Nech
lim f(z) = oo
Potom
1 f(=)
lim (1 + —) =€
z—p f(z)
a f(z)
X
lim (1 L) = L
z=p f(z) e
» v’ . . : 1 —
Priklad 32. Vypoc1§aJme limity L = lim,, 00 M7
L -1
M =limy, . 104 {57 021095

RieSenie: Podla pravidla uvedeného v tejto ¢asti a na zdklade limit v casti 6.6.4 je

-1
L = lim L =00
z=c0 5122 4+ 102z + 1998
Podobne 5
n° —1 1
M= lim =1 —log, — — —2.
w20 084 16,3 1 1020 + 1098 | 8t 16
Y

Priklad 33. Vypocitajme limity K = lim, oo 2%, L = lim,_o /7.

=,
Riesenie: Pretoze 0 < 2t < 1 (odovodnite!), plati

1
0<K L lim —=0

n—oo 7N,

teda K =0 a

1 . In n :
L= lim nn = lim e » = iMoo 70" — 0 — 1,
n—oo n—oo
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&

Priklad 34. Vypocitajme limity K = lim,,_,o n.tg %,
L = lim,,_, 1 cOS %, M = lim,,_, arccotg (n).

1

Riesenie: Pretoze n = +, substiticiou t = % dostavame

siH

te t in t 1
K =lim 22" = lim 22 ° lim —11=1.
t—0 ¢ t—0 t t—0 cos t

L je limita typu 1.c0, preto L = co.
Z vlastnosti a grafu funkcie arccotg vidiet, ze M = 0. &

Priklad 35. Vypoditajme limity K = lim,, oo v/n + 4 — /n — 4,

L =lim, .« vn+2(vV/n+4—+/n).

Riesenie: Vyraz v/n+4—+/n — 4 je typu co — oo, preto ho upravime pomocou nasobenia ¢islom
vn+4+v/n—4
vn+44++y/n—4

rovnym 1 a potom pocitame

¥ — lim (WVnt+d—vn—4).(WVntd+vn—4)
oo Vn+d++n—4 B
8

im
n—=oo \/n+44/n—4

4 V1+2
L=lm Vn+2———— =4. lim ——"— =2
n—00 ,/n_|_4_|_\/ﬁ n—o00 1+é+ﬁ
n

Podobnou tpravou dostaneme

Priklad 36. Vypocitajme limity J = lim,, (Z—ﬁ)ﬁ

2
K =lim, oo (251) "L =1limg_o(1 + tgz)cOt8T,

i

v
RiesSenie: Taktikou pri rieSeni limit tohoto typu je previest vyraz na typ (1 + %) , ktorého limita
je rovna e*!, ak v je lubovolna premenni bliziaca sa k oco.

NG

(n+1) 257 : N
J = hm (1 + ?> e ehmn—>oo el — e0 — 1
n—o00 n
2 2n 1 nTH% . an
K = lim (1 - ) = lim <1 —~ n—+1> = Mmoo it = e,
n—00 n+1 n—00 =
cotgz
Funkciu, ktorej limitu pocitame moéZeme prepisat na tvar (1 + co‘gga:) s . Bodeme pocitat jedno-

stranné limity, pretoze tie st v bode 0 pre funkciu cotg rovné +oo. V pripade limity zlava preto
pouzijeme substiticiu ¢ = —cotg x.

1 cotgx 1\ ¢
L™ = lim <1+ ) :lim(l—g) =

z—0~ cotgx t—o0
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_ (Lrgo (1- 1)) ()=

Ten isty vysledok dostaneme pre limitu sprava substiticiou ¢t = cotgx. Preto L = e. &
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Cvicenia.
1. Rozhodnite, ktoré z nasledujtcich priradeni uréuju funkcie.

a ) Kazdému prirodzenému ¢islu priradime sucet vsetkych jeho prirodzenych delitelov.
b ) Kazdému trojuholniku priradime jeho vysku.

¢ ) Kazdému trojuholniku priradime kruznicu jemu opisant.

d ) Kazdému redlnemu ¢islu priradime jeho druht odmocninu.

e ) Kazdému redlnemu ¢islu = priradime ¢islo 3z — 41.

2. Je dana kvadraticka rovnica 3z2 + 2z 4+ p = 0. Vyjadrite zavislost stuétu, stcinu, rozdielu a
podielu jej korenov od hodnoty parametra p.

3. Jedana funkciay : f(z) = 32;”2:11.Néjditehodnotyf(—l), f(@), f(T?’), f(l+a), f(—=), f(%)

4. Najdite defini¢né obory funkcii

a) Y=g b) y=+9-5z

¢) y= s d) y=+v28-3z—2a2
_ _ _ tg=

e) y=arccos(2x—7) f) y= T L

2) Y= togiicn) h) y=arctg (355).

5. Porovnajte funkcie f: y =loga?ag: y=2logx.
6. Porovnajte funkcie f: y=x,¢g: y=VvaZza h: y= (7).

7. St dané funkcie f : y =tgx, ¢g:y =cotgx a h:y = arccotgx. Najdite ¢o najjednoduchsie
pravidlo priradenia funkcii foh, ho f, goh, hog.

8. St dané funkcie f : y = 107, g : y = logx a h : y = 2*. N4ajdite ¢o najjednoduchsie pravidlo
priradenia funkcii fog, go f, foh, ho f,goh, hog.

9. Zlozené funkcie rozlozte na zlozky

a) y=2hnz+1 b) y=+vad—-222+1
¢) y=sinvl—22 d) y=arctg(2” )
e) y=sinh(2y/z) f) y= lglgl(?;ﬁ).

10. Najdite inverzné funkcie k funkcidm (alebo ich vhodnym zZeniam)

a) y:;*;iﬂf b) y= 52$+112
c) y=4—2? d) y = arctg (ifgg) na intervale (1, 00)
e) y=sinz—3) 1) y=p Lz)
__5_ 3
g) y=372= h) y= Yo

Venujte pritom pozornost oborom funkcii.

11. O funkcii f vieme, Ze ma inverzni funkciu a f(—3) = 7. Co mozeme povedat o f~1(=3) a o
)

12. Overte vztahy pre obory dvojic inverznych funkcii z Prikladu 6 a symetriu ich grafov.
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13. Ktoré z nasledujtcich funkcii st prosté?

a) y= 34
c) y=4—Va3
e) y — 3(30513
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b) y=v2r+11
d) y=arctg(2x+1)
f) y=log %ﬁg

14. Mbze byt funkcia f o g prosté, aj ked funkcie f a g nie su prosté?

15. Najdite priklady dvojic prostych funkcii, ktorych stacet (rozdiel, sti¢in, podiel) nie je prosté

funkcia.

2—
16. Pre ktoré hodnoty ¢isla p je funkcia y = 2P*. (%) * rasttca?

17. Pre ktoré hodnoty ¢isla p je funkcia y = log, % klesajuca?

18. Najdite priklad dvoch rastucich funkcii, ktorych stcin nie je rastica funkcia.

19. Ktoré z nasledujtcich funckii st ohrani¢ené (zhora, zdola)?

a) y=lz+1 —|z—1|
¢) y=4—Va3

e) Y= losin 100x

g> y= |0352x\

b) y=|z+1|+|z—1]
)y = arccotg (7x + 5)
f) y=logy(11 — 32?)
h) y = arcsin 1.

[oN)

20. Najdite priklad funkcie, ktora je ohranicend, ale jej inverzné funkcia nie je ohranicena. Sfor-
mulujte a overte podmienku ohranicenosti inverznej funkcie.

21. Ktoré z nasledujucich funkcii st parne, neparne, periodické?

a) y=1—=

¢) y=9In|z|+ 22
e) y = tgh(cotgz)
g) y=cos(z+1)
i) y=sin2"

b) y=vad—-2z+1

d) y = arctg (5z — 23)

f) y= cotg%
h) y=1+sinz
,]) Y= 2sinx‘

22. Dokézte, ze ak f je Iubovolnd funkcia definovana v R, tak g(z) = f(x) + f(—=x) je parna
funkcia a h(z) = f(z) — f(—x) je neparna funkcia. Pomocou toho dokazte, ze f sa da napisat ako

sucet parnej a neparnej funkcie.

23. Pomocou predchadzajiceho cvicenia napiste nasledujice funkcie v tvare sictu parnej a ne-

parnej funkcie
a) y=1—=z

b) y=22+1

c) y=2xt—723+1122 — 42 +5 d) y=arctgx

e) y=|[3z]

f) y=¢€".

24. Existuje periodicka funkcia, ktora nema periédu?

25. Overte platnost tvrdeni v casti 6.3.

26. Rozlozte na sticet mnohoclena a elementarnych zlomkov racionalne funkcie
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27. Nadrtnite grafy funkcii | f(z)|, f(z+1), f(z)+1, f(2x), 2f(z), 1 — f(z), ak funkcia f je jedna
z nasledujucich funkcii

a) y=3r+2 b) y=a?2
o) y=2% d) y=logz
e) y=2" f) y=cosz.

28. Najdite body nespojitosti funkcii

a) y={z} b) y={x}+[z]
d) y= 5t

c) y=tg(r—3%)
)

e) y=sign(2”® f) y = sign(cosz).

29. Funkcia f je ztzenim spojitej funkcie g definovanej v mnozine vSetkych realnych ¢isel. Urcte
hodnoty funkcie g v bodoch, ktoré nepatria do D(f).

2_ — 3 2
a) y=L-32=4 b) y= Lt
_ 1 __ sin3z
¢) y= =~ d) y= tgse
) y=arctg(y)  f) y=larctg(3)]-
30. N4ajdite ¢islo p, pre ktoré je funkcia f spojita
2
=4 +T7, x<2

22 +pr—3, z<-3

31. Vypocitajte limity

a) limy_gda? —7z+11 b) limy._rcos? —sin2z + 2—2

c) limx_)_22””2+6x+% d) limg vz —1—+vz+1

32. Vypocitajte limity

: 32344225z : z2(z—2)
a) hmx_>0 BEa— b) hmm—>2 @2+1)(z2—4)
: 2224+3z—2 ; 223422243243
¢) limg_p <75 d) lime 1 SERE N
. \/x+2—\/§ . Vb6+x—2
e) limg o ¥ — f)  limg o Y05
33. Vypocditajte limity
a) lim sin 4z b) lim sin kx
z—0 "3, T—=T ginnx
. in3 . _
C) llml‘ﬂo 51g2x d) llmz—rﬂ 1 E():;sz
. sin(z+1) . cos 5 —sin 3
e) hmx_>0 ZF1 f) hmx—>% cosx




148

34. Vypocitajte limity

e 3r_1

a) limw_@ z

c) limg o4z3Inx

35. Vypocitajte limity

log® x
x

+1
. 2:-3\"
c) limy <2§+1)

a) lim, o

e) lim, .oo(Vz2+1—+Va2-1) f)

36.

b) lim,_,. 2

Inz—1
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d) limg_o(1 + tgz)coter,

b) lim, . o 10%(2® + 2° + 2?)

d) Tim, oo (

37. Najdite vsSetky asymptoty ku grafom funkcii

3z
z+3

a) y
c) y
e) y

342
x2—4

2
Z+1 + cos bx

b) y=g5"5+z

z+1
z—1

.

z—1

__ zsinz
d) Yy = 1422

f) y=1+ma

limg o0 VAz2 427"

Ma4 zmysel hovorit o limite zlava v bode —co a o limite sprava v bode co?

38. Ukazte, ze ak ma neparna funkcia asymptotu s rovnicou y = ax + b, tak ma aj asymptotu s
rovnicou y = ax — b. Sformulujte a ukézte platnost analogického tvrdenia pre asymptoty bez smernice

parnych aj neparnych funkcii.

39. Sformulujte a overte tvrdenie pre klesajice zdola ohrani¢ené postupnosti analogické tvrdeniu

v Casti 6.8.
40. Vypocitajte limity

K =lim, oo 35, L = lim,, o (V£

1-n2  n241

n3+4 3n3+2n+9’
41. Vypocitajte limity

K = lim, oo {/1, L = lim, o Y9909,

n

M = lim, o0 2.
ns8

M = lim,,_.

42. Vypocitajte limity
K =lim, %.cotg n, L = lim,_,~ tgh (n),
M = lim, % sin n.

43. Vypocitajte limity

L =1lim, oon(vV4n? 4+ 3n—2—2n), M = lim,_,oc /(n + 3)(n — 2) — 2n,

— 11 n
N =m0 7 7

44. Vypocitajte limity
1

L= lim, .. (1 n %)5, M = lim,, .o, (1 _ L

n2

: z2-1\"

\/4n2+11n72)3
b

N = lim,_,o Tnd—2n+1,

1

i



VYSLEDKY CVICENI

Vysledky cviceni.

1. a) ano, b) nie, c) 4no, d) nie, e) 4no.
/ /A _3,5—-1)2
2. Sucet korenov je —%, sucin je %, rozdiel je =¥=—F 2 1 2v1=3p , podiel je (V1 5’5 Dk

3. f(-1) = 2,f( 2) = 2(v/2 - 1), f(‘/g)n Jedeﬁnované,

2
P4 a) = p 2 () = - 284 (1) = 2e=s?

4-a)R {-3}, D) (-

: c) R —{-2;4},

9
7_>
d) (-7,4), <) (3,4) >5{{<2kw,<2k+1>w>,keZ}—{(%—l)g,keZ},

g) (-0,00U(0,1), h)R 1;1}.

5. 9= F(0.00)-

6. 1= f(0,00) = 9/(0,00)-

7.foh(x) =1 hof(x)=%F -z, goh(z)=xz hog(®)=u/0n-

8. fog(x) =2/00), goflxr)=uz, foh(x)= 102", ho f(z) =29,
goh(z) =zlog?2, hog(x)=1"82 1z c (0,00).

9.a)x I, Inz 20+1 2Inx + 1,
3_ 2
b) z 0207+ 23 —222 +1 LA x3 — 222 + 1,
02 .
c)x gt 1— 22 v, V1 —a? 22, sin(v/1 — 22),
2 0
d) X ()—>5 1‘2 ) 2—) 21275 Lﬂg arctg(2$2*5)7
ozr Y vz 2 oz I Gy,
f) Je to podiel zloZenych funkcii = 30, 3z 1o, In(3z) a
z? 3 log 3
x — x — log(z?).

10.2) S @) = 5y, B) £ (@) = 25
¢) f7Hx) = V4 — 2 je inverzna ku f/1 o), d) fl(z) = igiﬁ,
e) f~(z) = arCsir;I'i‘%, £) fl(z)=1- 10%,

© @) =24 i, W) ) = (52)

11. f~1(7) = =3, o hodnote f~!(—3) nemozeme povedat nic.

12. f= 1, 9/(0,00) = g -1 9/(—o0,0) Ma inverzni funkciu g Nz) = —=, 2 € (0,

13. Prosté st funkc1e v a), b), ¢), d), ).
14. Moze, ak f nie je prosta, napriklad f(z) = 2% a g(z) = /.

15. Napriklad z + (—z), z—=z, xx 1,

818

16. p € (—o0,logy 3 — 2).

), h="h"!

149
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19. Ohranicené st funkcie v a), d), e), h); okrem tychto
zdola ohranicend je funkcia v b); zhora ohranicené st funkcie v ¢), f), g).

20. Napriklad funkcia y = arctg z. Funkcia f~! je ohrani¢end, ak mnozina D(f) je ohranicen4.

21. Parne s funkcie v a), c); neparne su funkcie v d), e), f);
periodické su funkcie v e), g), h), j).

23.a) 1+ (—z), b) (@2+1)+0, c) (2o* + 1122 +5) + (—72> — 42),
d) 0+ arctg z, e) [3z| +0, f) coshx + sinh z.

24. Existuje, napriklad funkcia f definovanad f(x) = 1, ak z je raciondlne ¢islo a f(x) = 0, ak x
je iracionalne c¢islo.

26.a) ~1+ 125, b) g + e

(o=

8,45 5 ) 1,1 1
3%T3 3 _ 3'”3 _ 32
C) z+ z2+x+1 xz—17 d) €z r+1+ r24z+1 z+1 + z—17

e) m, f) 1 + (m—11)2 + %

28. Body nespojitosti maji len funkcie v a): sti to prvky mnoziny Za f): st to body 7 (2k+1), k € Z.

29. a) y(4) =5, b)y(0)=2ay(-3)=-1, ¢)y(0)=0,
d) y(0) = 2, e) nedd sa f) y(0) = 3.

y=3ax=-3, b)y::r—i—%ax:%, c)x=—1,
y=0, e)y=zx,r=2ax= -2, f) z =0.
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40. K =0, L =238, M =0, N =1.
41. K =1, L=1, M =0.

42. K neexistuje, L=1, M =0.

43. L = oo, M = —o0, N =-1.

44. L =1, M =e 1, N =1.
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Kapitola 7

Diferencialny pocet

7.1 Derivacia

V tejto kapitole sa budeme zaoberat jednym z najdolezitejsich pojmov v matematike, pojmom deriva-
cie, popiseme jej vlastnosti a postupy pri jej pocitani. Taktiez precvicime moznosti pouzitia derivacie
v matematike a uvidime, Ze s pouzitim derivacie je mozné jednoduchsie riesit niektoré otézky, ktoré
sa vyskytli v predchadzajtcej kapitole.

7.1.1 Pojem a oznacenia

Derivacia meria zmenu hodnot zévislej veli¢iny vzhladom k zmene hodnot nezavislej veliciny.
Derivacia funkcie f v ¢isle (v bode) zg je ¢islo

h—0 h ’

ak existuje vlastna limita na pravej strane rovnosti.
Na oznacenie derivacie funkcie f v bode xg sa pouzivaju tiez symboly

Y (o), (%)FEO ’ (%)xzxo '

Ak existuje derivicia funkcie f v kazdom bode niektorej mnoziny M, tak funkcia f’, ktora priradi
kazdému ¢islu x € M hodnotu f’(x) je derivacia funkcie f v mnozine M.
Z existencie derivacie vyplyva spojitost:

Ak mé funkcia f v bode a derivaciu, tak je v bode a spojité.

Pre vacsinu elementarnych funkcii existuje derivacia v kazdom bode definiéného oboru, preto derivacia
elementérnej funkcie je zvycajne funkcia s tym istym defini¢cnym oborom.
Na oznacenie derivacie funkcie f sa pouzivaju tiez symboly

Y ( - > ( &l )
’ dx )’ dx )’
Priklad 1. Vypocitajme derivaciu

a ) funkcie y = x v bode —3,

b ) funkcie y = 22 v bode 2,

153
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¢ ) funkcie y = ﬁ v bode 0,

d ) funkcie y = |z + 1| v bode —1,

e ) funkcie y = /z v bode 0.
Riesenie:

a ) Podla definicie derivacie funkcie je

ooy e (3R —y(=3) . —3+h—(=3) _
V)= h mT R !
b ) Vychadzame z definicie:
oy _ o Y2 HR) —y(2) L (2+h)* 22
A -
4+4 24 4 2
= lim +aAhth = lim h+h =lim4+h=
h—0 h h—0  h h—0
¢ ) Analogicky
1 1
ey — i YOFR)—y(0) =R T Th
V0= T T
. A(d—h) 1
=1 =
oo h 16
d)
-1 —y(—1 ~1 1—|-1+1
PGt a0 Bt Gt SN el U e e R L Y
h—0— h h—0~ h h—0- h
avsak 1+h 1 1+h+1 141 h
TGt )t Gt R e Ul et o R L
h—0+ h h—0+ h r—0t h

Pretoze hladand limita neexistuje, funkcia y = |z + 1| nemd v bode —1 derivéciu.

e)
po ¥ —y(©) o VA=VO L o[h
m ———— = 11ImM —— = 111hn h3—OO

h—0 h h—0 h h—0

Pretoze hladand limita nie je vlastnd, funkcia y = &/ nem4 v bode 0 derivaciu.
)

Priklad 2. Vypocitajme derivaciu

a ) funkcie y = 2", kde n € N, v Tubovolnom bode z,
b ) funkcie y = sin x v Iubovolnom bode z,

¢ ) funkcie y = log, x v lubovolnom bode .
Riesenie:
a ) Podla definicie derivécie funkcie a s pouzitim binomickej vety dostavame

, L (:E—{—h)"—x"_
y (@) = fim h -
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"+ (n) 2" 1h + <n> 2" 2R 4+ ( " >a:h”_1—|—h”—:v"
1 2 n—1
lim =

h—0 h

lim nz" ! + ) a2y 4.+ " zh" 2 4 Bt = ppn L
h—0 2 n—1

b ) Z definicie derivécie, pouzitim goniometrickych vztahov a poznatkov o limitach z predchadzajicej
kapitoly dostavame.

in(z+h) —sin 2 . 2cos(z + &)sin(2)
) = 1 sin(x 1 5 3) _
y(x) iy h B h
h sin(2
lim cos(z + =) lim ' 22) =Cos T
—0 27 h—0 5
¢ ) Analogicky, s pouzitim vzfahov pre logaritmy
h)
_ log,(x+h)—log, = . log, &t
/ — 1 a a — 1 a T —
y (@) B h ) h
log, (1+ ) ( NE ;
= lim L2 = lim log 1+> = —log, lim <1+) =
h—0 h h—0 ¢ £ @ h— 7
T2 % T e

Pocitanie derivacie funkcie z definicie je zna¢ne obtiazne a zdlhavé. Na zjednodusenie prace s de-
rivaciami slizi nasledujtca schéma.

1. Z definicie derivacie sa odvodia derivacie mocninovej funkcie s prirodzenym exponentom, funkcie
sinus a logaritmickej funkcie (pozri Priklad 2)

2. Odvodia sa pravidla derivovania pre operacie s funkciami.

3. Pomocou uz znamych derivacii a pravidiel sa urc¢ia derivacie ostatnych elementarnych funkcii.

7.1.2 Derivacie zakladnych elementarnych funkcii

Nasledujtce vztahy platia pre vSetky hodnoty premennej z z defini¢nych oborov prislusnych funkcii,
ak nie je uvedené inak:

1. (2%) = ax® !, kde a je Tubovolné redlne &islo,

2. (a®) =a"Ina, kde a > 0, a # 1, $peciélne (e*)" = e,

(
(
3. (log, z) = —+—, kde a > 0, a # 1, Specidlne (Inz)" = %,
(
(

zlna’

sinz) =cosxz, (cosz) =—sinz,
tgz) = oy (cotga) = — o,



156 KAPITOLA 7. DIFERENCIALNY POCET

5. (arcsinz) = \/117, (arccosz)' = —ﬁ, xz e (-1,1),
(arctgz) = 7z, (arccotgz) = —1i=

6. (sinhz)’ =coshz, (coshz) =sinhz,
(tgh {L')/ - 0031112:v’ (COtgh l‘)/ - _sin}1123:’

Platnost vztahu (3) a prvého zo vztahov (4) sme ukézali v priklade 2. Platnost dalsich vztahov overime
v prikladoch nasledujtcej Casti a v cvi¢eniach na konci kapitoly.

Priklad 3. Vypoditajme derivaciu funkcie y = /z.

Riesenie: Pri pocitani derivacie prepiSeme odmocniny do tvaru mocniny s racionalnym exponen-
tom a pouzijeme vztah (1):

7.2 Derivacia a operacie s funkciami

7.2.1 Derivacia a algebrické operacie

Ak nova funkcia vznikne pomocou algebrickych operacii z funkcii f a g, tak jej derivaciu moédzeme
poditat podla nasledujucich pravidiel:
Nech funkcie f a g maju derivacie v mnozine M. Potom plati

(f+9) = f+4 (7.1)
(f=9 = -4 (7.2)
(f9) = flg+rd (7.3)
(g)’ = fgg%fg (7.4)

pri¢om posledny vztah plati v ¢islach x, kde g(z) # 0.
Priklad 4. N&jdeme derivécie funkeii y = 22° — 7v2% + % -9,

543
222"

y =sinx.cosT a y =

RieSenie: Pri rieSeni prikladu budeme pouzivat pravidla pre algebraické operédcie. Odporucame
éitatelovi podrobnu identifikdciu pravidla pouzitého pri kazdej tprave.

a)y = (229 — (TVah) + (L) = (9) = 2(%) — 7(3) +3(a72) — (9) = 2.50% — T.4a% +

1y,.—3 _ 4 _ 28 3
3.(=5)r72 —0=10z* — L ¥z — AR
b) y = (sinz.cosz) = (sinz).cosx + sinz.(cos )’ = cos? z — sin® .
;_ (5x+3) (22 —2x)—(5x+3) (22 —22) _ 5(x®—22)—(5z+3)(22—2) _ —522— 6246
c)y = (x2—2x)2 - (z2—2x)2 - (a2-22)?

&
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7.2.2 Derivacia zlozenej funkcie

Ak pozname derivécie zloziek, tak deriviciu zloZenej funkcie mézeme vypocitat pomocou nasleduji-
ceho pravidla:

Derivacia zloZenej funkcie. Nech funkcia y = f(x) ma deriviciu v mnozine M a funkcia z = g(y)
ma derivaciu v obore hodnét funkcie f. Potom aj zloZzena funkcia g o f ma v mnozine M derivaciu a
pre kazdé x € M plati

¢o mozeme zapisaf aj

dz dz %

dr  dydx’

Posledny vztah sa vol4 retazové pravidlo.

100
Priklad 5. Vypocitame derivacie funkcii y = sin2x, y = <x + ﬁ) )

4
Yy = arcsin (gfgi), Yy = Heotg =,
RieSenie: V rieseni budeme pouzivat pravidlo o derivéacii zloZenej funkcie. Dant funkciu si najskor

rozlozime na zlozky a potom postupujeme podla pravidla od vonkajsich zloziek ku vnitornym.

a ) Rozklad danej funkcie je

2x sin .
r — 2r — sin2z.

Preto derivacia je
Y (z) = (sin t)’[t:%].(Z:c)’ = 2cos 2x.

b ) Rozklad danej funkcie je

a derivacia je

/

/() = ((t)wo)[tzﬂﬁ] , (w + %)l — 100 (;1: + %)99 (1 - 2_\};) .

¢ ) Rozklad danej funkcie je

x gf_ﬁ)ﬁ 2v+3 arcsip arcsin<2x+3>
5— 3z 5— 3z

a derivacia je

2z + 3\’
Y (x) = (arcsint)/[tzzug]‘ < T+ > =

53z 5— 3z
. 1 2(5 — 3$) — (2$ + 3)(—3)
- 2 (5 — 3z)2 B
2243
1 - 5&i§x>
19

(5 — 3x)v/5b22 — 422 + 16
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d ) Rozklad danej funkcie je

4
cotg O 4 5() _4
r — cotgx —> —  Jeotg

cotg x

a derivacia je

V@) =6 o (3) eotga) =

cotg © [t=cotg x]
_4 —4 —1 4Inb 4
50‘”91.1115 ) = 5cotg T,
cotg? x 'sin®* ©  cos? x
&
Priklad 6. Overime platnost vztahu (cosz)’ = —sinz z Casti 2.

RieSenie: V rieSeni pouzijeme derivaciu zlozenej funkcie a goniometrické vztahy

(cosz) = (sin(x + g))/ = cos(z + g)l = —sinz.

&

Priklad 7. Overime platnost vztahu (cotgh z)' = —m z Casti 2.

Riesenie: )

(COtgh x)/ _ e +e % _ (ex _ e—z)? _ (630 4 e—x)Q _
et — e (696 _ efx)Z
-4 11
(e —e )2 _M T sinh?

&

7.2.3 Derivacia inverznej funkcie

Z pravidla pre derivaciu zlozenej funkcie vyplyva pravidlo pre derivaciu inverznej funkcie.
Derivacia inverznej funkcie Nech funkcia f je monoténna v intervale (a,b) a pre kazdé x € (a,b)
existuje f’(z) # 0. Potom ,
I )

Priklad 8. Odvodime pravidlo (2) v ¢asti 2 pre derivaciu exponencidlnej funkcie z pravidla pre
derivaciu logaritmickej funkcie.

(f7)(x) =

Riesenie: Ozna¢me f(z) = log, r. Potom f~!(z) = a® a pre derivaciu f~! plati

o ,: 1 _ 1 _ 1 —d® 1
@ =(70) = 5@~ Gt P
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Priklad 9. Odvodime pravidlo (5) v ¢asti 2 pre deriviciu funkcie arccos z pravidla pre deriviciu
funkcie cos.

RieSenie: Oznacme f(r) = cosxz. Potom inverzna funkcia (samozrejme v intervale (-7, 7)) je
f~1(x) = arccos x a pre derivaciu f~! plati

arccosz) = ( f N /: ! = . -
( ) ('f ( )) f/(f_l(x)) (COSt)/[t:arccosx]

1 1 1 1

— sint [t=arccos z] B sin(arccosx) B /1 — cos?(arccos x) T V1—22

7.2.4 Logaritmické derivovanie

Nasledujtce pravidlo sa vola pravidlo o logaritmickom derivovani.

f'(z) = f(x)(n f(z))', ak f(z) >0 a f'(z) existuje.

Je to Specidlny pripad pravidla pre deriviciu zloZenej funkcie a pouziva sa pre derivaciu funkcii, ktoré
maji premennd v exponente, ale najmi funkcii, ktoré maji premenna aj v zaklade aj v expo-
nente. Poznamenajme, Ze funkcie, ktoré maji neznamu len v zaklade, derivujeme podla pravidla
(1) v Casti 2.

Priklad 10. N&jdeme derivaciu funkcie y = 7.

RiesSenie: ) )
1 /Inx 1 =z —Inxz
—y(ny) =zz. [ 2] = 5.2 =
y =y.(Iny) ==z ( . ) z =
1-1
as xan —:ci_Z(l—lna:)

&

Priklad 11. Odvodime pravidlo (1) v ¢asti 2 pre deriviaciu mocninovej funkcie z pravidla pre
derivaciu logaritmickej funkcie.

RiesSenie: a
(%) = 2% (In 2% = 2% (aln z) = 2. (=) = azx® L.
x

Pouzili sme skutoc¢nost, ze definiénym oborom mocninovej funkcie s redlnym exponentom je mnozina

kladnych realnych cisel (kde?). &

7.2.5 Derivacia implicitnej funkcie

Niekedy rovnica F(z,y) = 0 uréuje funkény vzfah medzi veli¢inami x a y. Taktato funkciu voldme
funkcia uréend implicitne rovnicou F(z,y) = 0. Ak funkcia uréend implicitne mé derivaciu v nie-
ktorej mnozine, tak tito mozeme vypoditat aj bez explicitného vyjadrenia funkcie f. Postupujeme
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pri tom tak, ze derivujeme obidve strany rovnice, pricom lavi stranu derivujeme ako zlozent funkciu
F(z,y(x)). Tento postup je velmi uzitoény najmé v situdciach, ked veli¢inu y nie sme schopni z rovnice
vyjadrit.

Priklad 12. Rovnica 22 + y? = 1 uréuje dve funkcie f; : y = V1—22 a fo : y = —V1 — 22
Vypocitame ich derivacie bez pomoci tohoto explicitného vyjadrenia.

RieSenie: Derivujeme obidve strany rovnice x? + y? = 1, pricom si uvedomujeme, Ze y je funkcia
premennej . Dostavame

d
2x + 2y.—y =0
dx
a po vyjadreni hladanej derivacie
dy =@
der  y’

Porovnajme tentolvzﬁah s derivaciou napriklad funkcie fs. TUto derivujeme ako zlozend funkciu z fun-
keii 1 — 2% a —( )2. Dostavame

X

V1—22

¢o sa zhoduje s derivaciou vypoé¢itanou implicitne pre fo : y = —v1 — 22.
Priklad 13. N&ajdime derivaciu funkcie uréenej implicitne rovnicou

N

fi(@) = —2(1 - a?)

5 (—2z) =

2° +dzyd — 1y —2=0.
Riesenie: Derivovanim obidvoch stran dostdvame 5% + 4(y3 + m.3y2g—g) - 5y4g—g =0, a po vy-

dy __  5xt+44y8 &
dz — 5yt-12zy?"

jadreni derivacie
7.2.6 Derivacia funkcie uréenej parametrickymi rovnicami

Rovinna krivka byva ¢asto uréenad parametrickymi rovnicami

x:f(ﬂv y:g(t)a tE(a,b).

V pripade, ked f’(t) # 0 pre vSetky ¢ € (a,b), je krivka grafom funkcie uréenej parametrickymi
rovnicami, ktorej deriviciu mozeme pocitat aj bez jej explicitného vyjadrenia pomocou vztahu

y # 40

de — 4= = ity

Priklad 14. Néajdeme prvé dve derivacie funkcie uréenej parametrickymi rovnicami

x = cost, y = sint, t € (m,2m).

s Eanlee Ay . cost
Riesenie: = =>4 = —cotg t.

Porovnajte tento vysledok s vysledkom prikladu 12.
Pretoze druh4 derivécia je derivaciou prvej derivéicie (pozri nasledujicu cast), plati

dy)  d(g
2y d(@) e
dx? dx dz
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d(—cotg t) 1 1
dt _ sin? ¢ _
d(CC?tS t) —sint  sin3¢

7.3 Derivacie vyssich radov

Kedze derivicia elementarnej funkcie je funkciou, mé zmysel hovorit o derivacii derivacie atd. Druhou
derivaciou funkcie f je derivacia funkcie [’ (ak existuje).

Pomocou indukcie mozeme takto definovat derivicie Tubovolného radu. Derivaciou n-tého radu
alebo n-tou derivéiciou funkcie f je derivicia (n-1)-ej derivacie funkcie f (ak existuje).

Derivacie vyssich radov oznacujeme takto

AN L A A A

" " 4 5

g’y oyt s g™
2y dy dly Ay dry
dz2° dx3° dx%’ dzb'° 0 dx™

Priklad 15. Néjdime (cosz)®Y, (log, 3z)(1? a ()™, neN.

Riesenie:
a ) Pocitajme derivacie funkcie cosx: (cosz) = —sinz, (cosz)” = —cosz, (cosz)” = sinz a
(cos ) = cosz. Preto plati aj (cosz)®®) = cosz. Potom vsak
(cosz)OY = (cos )3 = (—sinz)?® = (- cosz)’ = sinz.
b) (logy 3z) = —2—. Dalej
1 -1
(logy 32)" = 5.7z a
(logy 3z)"” = 5.2%. V kazdej dalSej derivécii zostane konstanta 5, nésobi sa exponentom

a tento sa potom znizi (je zaporny!) o jednotku. Po dalSich deviatich derivacidch dostaneme
(premyslite si dokladne aj znamienko)

1 11

12)

¢ ) Pri derivacii mocninovej funkcie sa ndsobi exponentom a ten sa potom znizuje o jednotku. Po n
derivaciach funkcie 2™ dostaneme (2")™ = n!. Dodajme este, ze (")) =0,

[ )

7.4 Geometricky a fyzikalny vyznam derivacie

7.4.1 Geometricky vyznam derivacie

Ak existuje derivacia funkcie f v bode zg, tak ¢islo f/(zg) je smernicou dotyénice ku grafu funkcie
y = f(x) v bode [xo, f(z0)] a ¢islo —m je smernicou normaly ku grafu funkcie y = f(x) v bode
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[z0, f(0)]-
Preto

y = f'(wo)(z — o) + f(z0)

je rovnica dotyénice ku grafu funkcie f v bode [z, f(z0)]

a
1

YT T (o)

je rovnica normaly ku grafu funkcie f v bode [zo, f(x0)].
Body, v ktorych funkcia mé derivaciu, rozozndme pri pohlade na jej graf tak, ze graf je v nich "hladky”,
naopak v bodoch, kde derivacia neexistuje, je graf ”$picaty”, napriklad graf funkcie y = |z| v bode |0, 0].

(x —z0) + f(20)

Priklad 16. N&ajdime rovnice doty¢nice a normaly ku

a ) grafu funkcie y = sinz v bode [0, 7],

b ) grafu funkcie y = arctg 2z v bode [—%, 7,

¢ ) kruznici so stredom v bode [0, 0] a polomerom 1 v bode [3,y], kde y < 0.
Riesenie:

a ) Druhd stradnica bodu leziaceho na grafe funkcie y = sin x, ktorej prva stradnica je 0 je urc¢enéd
hodnotou sin 0 = 0. Derivacia funkcie y = sinz v bode 0 je cos0 = 1. Preto rovnica doty¢nice je

y = f(zo)(x — x0) + f(z0) = 1.(x — 0) + 0 =z,

¢o je geometrickym vyjadrenim faktu, ze lim, ¢ Sigx = 1. Rovnica normaly je y = —x.
b) pruhé;ﬁradnica bodu. dotykuvje' arc.tg 2.(—3) = —Z. Derivacia funkcie y = arctg2z v bode —1
je Tl = 1. Rovnica dotyc¢nice je
(@ + 1 ) m n 2—m
= (X —-)— — =X
Y 2 1 1
a rovnica normaly je
(2 + 1) 7'(' 2+ m
=—(z4+-)——=—x— .
Y 2) 1 1
V3

¢ ) Uréeny bod méa stradnice [%, — 23]. Pre vypocet smernice doty¢nice pouzijeme rieSenie pri-
kladu 12:

dy =

de  y _@

Rovnica doty¢nice je

V3, 1 VB VB o3
y=g -y =g

a rovnica normaly

yz—ﬁ(x—l)—gz—\/gm.

Overte spravnost vypoctu tak, ze vyjadrite prislusny oblik kruznice parametricky a tiez pomo-

cou explicitnej funkcie! &



7.4. GEOMETRICKY A FYZIKALNY VYZNAM DERIVACIE 163

Priklad 17. Najdime rovnice doty¢nice a normaly ku grafu funkcie y = %3 + 222 + 5z + 4 rov-
nobezné s priamkou y = B“T’”

Riesenie: Tentokrat nepozndme bod dotyku, ale smernicu hladanej priamky k = —%. Hlad4dme
preto takt hodnotu zg, v ktorej ma funkcia derivaciu rovni tejto smernici: ¢/ (zo) = 23 +4xo+5 = —%.
Této rovnica vSak nemaé rieSenie, preto graf nema doty¢nicu rovnobeznt s danou priamkou. Pri normale
hladédme taki hodnotu xg, pre ktort plati —m = —%, t.j. ¥/ (z0) = @3 + 429 + 5 = 2. Téato rovnica

mé dve rieSenia z; = —1 a 2 = —3. Hodnoty funkcie v tychto bodoch st y(—1) = 2 a y(—3) = —2.

Graf funkcie ma dve normdaly rovnobezné s danou priamkou. Ich rovnice s

1,1 17
=——z+ - a =——r—_.
Y=75" 7% Y= 75" 73

&

Priklad 18. N&jdeme rovnicu doty¢nice ku krivke danej parametrickymi rovnicami x = % +t%a
y=1t>—t+1vbode [2,1].

Riesenie: Najskor vypocitajme hodnotu parametra ¢ pre dany bod. Je 1iou jedno z rieSeni kvad-
ratickej rovnice t2 —t + 1 = 1 (oddvodnite!), ktorej rieseniami st dve ¢isla t; = 0 a to = 1. Hodnota
parametra ¢; = 0 je mimo definiéného oboru funkcie z(t), dosadenim hodnoty t2 = 1 dostaneme
z(1) = 2. Preto hladand hodnota parametra je to = 1. Potrebujeme smernicu doty¢nice, ktort naj-
deme pomocou vztahu
dy ¥ 21

Ty 1

k(t)

Jej hodnota v danom bode je k(1) = 1. Hladana rovnica doty¢nice je

y=1l(z—-2)+1=2—1.

7.4.2 Fyzikilny vyznam derivacie

Ak je stav fyzikdlnej veli¢iny v zavislosti od ¢asu uréeny funkciou y = f(t), tak rychlost zmeny tejto
veli¢iny je urcend funkciou y = f'(t).
Preto, ak sa teleso pohybuje priamociaro v smere z-ovej osi a jeho poloha v ¢ase t je x(t), tak funkcia

v(t) = 2/ ()

uréuje jeho rychlost a funkcia

urcuje jeho zrychlenie v case ¢.

Priklad 19. Do baléna gulového tvaru pripevneného spodnym okrajom k zemi pradi rovhomerne
200 1 vzduchu za minttu. Akou rychlostou sa pohybuje smerom nahor vrchny okraj baléna v okamihu,
ked st v baléne 3 m3 vzduchu?
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Riesenie: Ozna¢me V(t) objem baléna v m3 a v(t) jeho vysku, teda priemer v m v case t.
Potrebujeme zistit veli¢inu v/(¢) v ¢ase, ked V (¢) = 3. Podla refazového pravidla plati

dv dV
/
)= —.—.
0= v
Veli¢ina % je rychlost pridenia vzduchu a rovna sa 0,2 m3/min. Veli¢inu @ vyjadrime zo vztahu
pre objem gule V = %71'7)3. Preto
dv 1,/ 6
av 3V av?2

dVv 3] \/ 32 V81

Dosadenim dostavame hladant rychlost

V() = O 2 m/min,

¢o je priblizne 4 cm/min. &

7.5 Veta o strednej hodnote

Existuje viac viet o strednej hodnote, ktoré sa tiez volaju vety o prirastku funkcie. Tieto vety vyjad-
ruju za istych podmienok vztah medzi rozdielom (”prirastkom”) hodnét funkcie v dvoch bodoch a
derivaciou funkcie v istom ¢isle medzi tymito bodmi.

Lagrangeova veta o strednej hodnote.

Nech f méa derivaciu v intervale (a,b) a naviac je spojitd v bodoch a a b. Potom existuje také ¢islo r
z intervalu (a,b), ze

f) = fla) = f'(r)(b—a).

Ak medzi predpoklady Lagrangeovej vety doplnime podmienku f(a) = f(b), tak dostaneme Rolleho
vetu, ktora zarucuje existenciu takého ¢isla r z intervalu (a, b), Ze

f'(r)=0.

Vety o strednej hodnote maja velky teoreticky vyznam, ich dosledkom je vela poznatkov v diferencidl-
nom pocte a jeho aplikaciach (pozri cast 7.10).

Néazorny fyzikdlny zmysel viet o strednej hodnote moze byt napriklad vyjadreny v nasledujicom tvr-
deni

Ak auto prejde za 2 hodiny 100 km, tak aspon v jednom okamihu cesty dosiahne rychlost
presne 50 km za hodinu.

Priklad 20. Ukazeme, ze pre lubovolné dve redlne ¢isla a < b plati arctg b — arctg a < b — a.

RieSenie: Mozu nastat tri pripady:
e Nech 0 < a < b. Potom podla Lagrangeovej vety pre niektoré ¢islo ¢ € (a,b) plati

1

m(b*&)<b*a

arctg b — arctg a = (arctg x)[x q-(b—a)=
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e KedZe funkcia arctg x je neparna, nerovnost plati aj v pripade, ak a < b <0

e Ak a < 0 < b, tak podla predoslych dvoch casti existuji ¢ € (a,0) a d € (0,b) také, ze
arctg0 — arctga = lﬁ(o —a) a arctgb — arctg0 = 1+%(b — 0). Po séitani dostdvame
1

b_
1+ d?2 1+ c2

arctgb — arctga = a<b-—a,

lebo b je kladné, a zadporné a vyrazy ﬁ a H% st mengie ako 1. &

Priklad 21. Dokézeme, Ze lubovolna algebrickd rovnica tretieho stupria mé najviac tri realne
riesenia.

Riesenie: Tvrdenie dokédZeme sporom. Predpokladajme, Ze existuje rovnica tretieho stupna
P(z) = az® + bx?® + cx + d = 0, ktord m4 $tyri rieSenia 21 < 22 < x3 < x4. Podla Rolleho vety
existuje medzi kazdou susednou dvojicou z nich ¢islo, v ktorom je derivacia funkcie P rovna nule.
Avsak derivécia funkcie P je kvadratickd funkcia P'(z) = 3ax? + 2bx + ¢ a t4 nemdze mat tri rozne
nulové hodnoty. Toto je spor, ktory dokazuje pravdivost tvrdenia.

[ )

Poznamenajme, ze pomocou matematickej indukcie sa d4 analogickymi argumentami ukézat vSe-
obecné tvrdenie

Lubovolné algebrickd rovnica stupria n mé najviac n realnych rieseni.

7.6 Diferencial a diferencialy vyssich radov

Pri aplikacidch matematiky je Gasto potrebné pracovat s hodnotami komplikovanych funkcii. Je mozné
nahradit ich hodnotami jednoduchsich funkcii, ak st tieto v ramci pozadovanej presnosti. Casto sa
k tomu pouzivaju linedrne funkcie, kedZe st na vypoéty najjednoduchsie.

Nech ma funkcia f v bode a derivaciu. Potom hodnoty funkcie f v blizkom okoli ¢isla a najlepsie zo
vSetkych linedrnych funkeii aproximuje (priblizne vyjadruje) funkcia y = f(a) + f'(a)(xz — a). Preto

f(@) = f(a) + f'(a)(z — a)
pre Cisla x blizke ¢islu a. Linearny vyraz
df (a,z) = f'(a)(z — a)

v tejto aproximécii volame diferencial funkcie f v bode a. VSeobecne diferencial n-tého radu
funkcie f v bode a je vyraz

d"f(a,x) = ™ (a)(x - a)",
ak existuje n— ta derivacia funkcie f v bode a.
Specialne, pre n = 0, diferencidlom nultého radu je konstantna f(a).

Priklad 22. N4ajdeme prvych pit diferencidlov funkcie f : y = cosx v bode 0.

RieSenie: K néjdeniu diferencialu potrebujeme prislusnt derivaciu v danom bode. Kedze y(0) = 1,
y'(0) =0, ¥(0) = —1, ¥"(0) = 0, y(0) = 1, y® (0) = 0, plati

df0,2) =1, d*f(0,z)=—a* d*f(0,2)=2a"
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Ostatné hladané diferencialy st rovné nulovej konstante. &

Pre pouzitie pojmu diferencialu pozri ¢ast 7.8.

7.7 Taylorova veta

Nech funkcia f ma v bode a vsetky derivacie az do radu n. Potom mnohoclen premennej x

"(a ae (n)a
Tn(f,a,:v):f(a)+#(:v—a)+f2—(!)(x—a)2+...+ / n'( )(ac—a)”:

" fEa " d*f(a,x

k=0 k=0

volame Taylorov mnohoélen (polyném) funkcie f v bode a.

Taylorova veta vyjadruje fakt, Zze spomedzi vSetkych mnohoc¢lenov stupiia mensieho alebo rovného n
prave mnohoclen T),(f, a,x) najlepsie aproximuje hodnoty funkcie f v blizkom okoli bodu a.
Taylorova veta.

Nech funkcia f mé v intervale (a,b) spojité derivacie f/, f”, ..., f a derivaciu f("*1 v intervale
(a,b). Potom pre kazdé = € (a,b) existuje také ¢islo r € (a,x), Ze plati
(n+1) r
£(@) = Tulfraw) + L (@ - q

(n+ 1)1
Vsimnime si:
e Pre hodnoty x blizke ¢islu a je posledny ¢len (zvySok) blizky 0 a preto
F(@) ~ Tu(f.a,2)

pre x z blizkeho okolia ¢isla a.

e V pripade n = 0 sa Taylorova veta zhoduje s Lagrangeovou vetou o strednej hodnote.

Priklad 23. Néajdeme Taylorove mnohocleny stupiia 4 v bode 0 pre funkcie y = cosx a y = €.

RieSenie: Potrebujeme najst diferencidly do radu 4 funkcie. Preto (pozri Priklad 22)

2 4
T4(cosx,0,w):1—%+§—4
a podobne
2 3 4
x®  x
Ty(e® ~1 T
1(e”,0,z) +x+2+6+24
&

Priklad 24. Néijdeme Taylorov mnohoc¢len Stvrtého stupiia v bode —1 pre funkciu f : y
x* — 523 + 22 — 3.
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RieSenie: Potrebujeme néjst diferencialy funkcie v bode —1 do radu 3. Plati

y=a*-522+22 -3, y(-1)=1, dOf0,z)=1,
y =d4x3 — 1522 +2, o/ (-1)=-17, df(0,z) = —17(z + 1),
y' =122 — 30z, y'(-1)=42, dfP(0,z)=42(z +1)?,
y" =242 — 30, (1) = —54, df®(0,z) = —54(x +1)3,
yW =24 y@B(-1) =24, dfW(0,z) =24(z + 1)~

Preto

42 54 2
Ty(f~La)=1-1T@+ D+ (@ +1)° = L@+ 17+ S e+ 1)' =

1-17(x+1) +21(z +1)* = 9(z + 1)> + (z + )%

Presved¢te sa, Ze v poslednom priklade plati 73(f, —1,x) = f(x). VSeobecne plati, ze
Ak P, je mnohoclen stupna n, tak T,,(P,,a,x) = P,(z) pre vSetky a € R.

Pre pouzitie Taylorovho mnohoé¢lenu pozri ¢ast 7.8.

7.8 Priblizné vypoc¢ty hodnot funkcii

Ak méame priblizne vypocéitat hodnotu funkcie f v bode z, ktori nie sme z nejakého dévodu schopni
vypocitat presne, postupujeme nasledovne.

1. Najdeme taky bod a ¢o najblizsie k bodu z, v ktorom sme schopni vypoéitat hodnotu funkcie f
a jej derivéacii.

2. Powzijeme vztah f(x) ~ f(a) + f'(a)(x — a).

3. Ak nie sme spokojni s presnostou aproximadcie, pouzijeme vztah f(z) ~ T,,(f,a,z) pre vhodné
prirodzené c¢islo n > 1.

Priklad 25. Vypocitajme pomocou prvého diferencidlu priblizne hodnotu +/80.
RieSenie: Ide o vypocet hodnoty f(80) pre funkciu f: y = \/z. Kedze

f(@) = f(a) + f'(a)(z — a),

potrebujeme najst vhodni hodnotu a blizko hodnoty 80, v ktorej vieme vypocitat obidve hodnoty
f(a) aj f'(a). Kedze f'(z) = ﬁ, vhodnou hodnotou je a = 81. Plati f(81) =9 a f/(81) = 1. Preto
1 161

1
V80 = —(80—-81)=9— — =— =8,94.
80 9+18(80 81)=9 13 13 8,9
Priklad 26. Vypocitajme s presnostou na tri desatinné miesta hodnotu éisla e.

Riesenie: Pouzijeme Taylorov mnohoclen funkcie f : y = e* v bode 0. Plati

n ok no

k=1 1=0
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Kedze e = e!, je
"1
e%Tn(fvoal) - Z H
k=0
Potrebnti hodnotu n uréime z poziadavky, aby chyba vypoétu bola mensia ako 5.10~% = 0,0005 (tri

Sty (r) 1n+1 _
(n+1)! -

e’ v , , v v , . . ..
(S0 kde r € (0,1). Preto ¢islo n, pre ktoré bude vypocet zaru€ene v ramci danej presnosti je
uré¢ené nerovnicou

desatinné miesta!). Z Taylorovej vety vyplyva, Ze chyba vypoc¢tu sa rovna hodnote

67‘

e

<
(n+1)!  (n+1)
teda (n + 1)! > 2000e ~ 5436. Najmensie prirodzené ¢islo n, ktoré spliia tto nerovnost, ndjdeme
pomocou vypoctu faktoridlov: 7! = 5040, 8! > 40000. Z toho vyplyva, ze n = 7. Preto

7 < 0,0005,

7

1
e~ Ty(f,0,1) = ZE =2,718.
k=0 """

Porovnajte tto hodnotu vypocétom kalkulackou! Poznamenajme, Ze rovnakd hodnotu dostaneme aj
volboun =6. &

7.9 Pouzitie derivacie pri vypocte limit

Vypocty limit ”typu %” su ¢asto velmi komplikované. Nazorna predstava hovori, Ze limita takéhoto
typu zavisi od ”"rychlosti”, akou sa hodnoty funkcii v ¢itateli a menovateli blizia k 0. Toto je vyjadrené

v nasledujicom pravidle.
L’Hospitalovo pravidlo
Nech

1. limg ., f(x) = limg_q g(x) = 0,

2. v istom okoli ¢isla a maju obidve funkcie f a g derivaciu,

f'(z)
g'(x)"

3. existuje lim,_,,

)

Potom existuje aj lim,_.q % a plati

tim £ _ Jiy £ )

2o g(x)  aa g(x)

Uzitocnost tohoto pravidla vynikne este viac, ak si uvedomime, Ze limity "typov 22, 0.00, co — o0, 1°°,

ooo7 09” moZzeme pomocou Uprav previest na limitu ”typu %”.

Priklad 27. Pomocou L’Hospitalovho pravidla vypoditame niekolko limit. Pri poc¢itani kazdej
limity samostatne overte predpoklady pouzitia pravidla.

RiesSenie:
Typ g:
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Typ %: :
lim %80 ¥ _ ) Fma _
Tr—00 '

T—00 T

1
I = lim —x=0.

Typ 0.00:
. . Inx .
lim zln = lim — = lim i
z—0t z—0+ o z—0t -2z z—0+

Niekedy pouzivame L’Hospitalovo pravidlo viackrat za sebou

Typ oo — oot
. 1 1 o xz—1—In =z
z—1\In z rx—1 z—1 (;U—l)hl%
1-2 L 1
lim g = lim 55 = .
z_’llnﬂf+7 z_)15+ﬁ 2
Typ 1°°: (pouzijeme rovnost f(z)9(*) = e9(x)n(f(2)) )
1 In cos2z : In cos2z . —28in2z
. — . ELLESbLE 12 1 o Rcosar cos 2z
lim(cos2x)? = lime =2 =e 70 o2 = eliMe—0 5
z—0 z—0
plime—o =222 limg o ign _ Jlimg—o =222 _ -2 _ .
e

Pozor na nespravne pouzitie L’Hospitalovho pravidla:
1

1 1 1-— -
> VT _ lim —2V"

li ——— ) =1 =
a:i>r(r)l+ <Q? \/5 e z—0t 1

z—0t x
N4jst chybu v tomto postupe a opravit ju nechdme na citatela. &

7.10 Monoténnost
Pomocou derivéacie mozeme zistit, v ktorych intervaloch funkcia rastie alebo klesa. Nasledujtce tvrde-

nie je zalozené na vete o strednej hodnote (skuste ho odvodit!).
Ak f'(z) > 0 (f'(z) < 0) plati pre kazdé z € (a,b), tak funkcia f je rastiica (klesajiica)
v intervale (a, b).
Désledkom je tvrdenie uzitocné pri dokazoch nerovnosti medzi funkciami.
Nech funkcie f a g st spojité v intervale (a,b) a f(a) < g(a). Ak f'(z) < ¢'(x) pre kazdé
x € (a,b), tak aj f(x) < g(x) pre kazdé = € (a,b).

Inym dosledkom vety o strednej hodnote je tvrdenie
Ak f'(x) = 0 pre vetky = € (a,b), tak f je konStantna funkcia v intervale (a,b).

Priklad 28. Zistime intervaly, v ktorych rasti a intervaly, v ktorych klesaju funkcie y = 51 +

36z + 622 — 23, y=222—In z, y = 22

e ",

RieSenie:



170 KAPITOLA 7. DIFERENCIALNY POCET

a ) Zistime intervaly v ktorych je derivacia kladné (zaporna). Najskor si uvedomime, ze definiény
obor funkcie je mnozina R. Poé¢itame derivaciu: 3’ = 36 + 122 — 322. Pre urcenie intervalov,
v ktorych funkcia rastie riesime kvadratickt nerovnicu 36 4+ 12z — 322 > 0. RieSenim je interval
(—2,6). Funkcia je rastica v tomto intervale. Klesajuca je v intervaloch, ktoré su rieSenim opaé¢nej
nerovnice (—oo,—2) a (6,00).

b ) Definiénym oborom funkcie je mnozina D = (0, 00). y = 4z— 1. Riefenim nerovnice 4z—1 > 0 st

intervaly (—1,0) a (3, ). RieSenim opa¢nej nerovnice st intervaly (—oo, —3) a (0, 3). Vzhladom
na svoj defini¢ny obor je funkcia rasttica v intervale (%, o0) a klesajuca v intervale (0, %)

¢ ) Defini¢ny obor funkcie je mnozina R a derivacia y' = (2o — x?)e™®. Pretoze druhy ¢initel je
kladny pre vsetky = € R, znamienko derivécie zavisi len od prvého ¢lena. Preto je funkcia ras-
tuca v intervale (0,2) a klesajuca v intervaloch (—o00,0) a (2,00).d

Priklad 29. UkéZeme, Ze pre kazdé z € R plati z > 1 — e ™.

RieSenie: Nerovnost ukdzeme vtedy, ak sa presvedéime, ze f(x) = 2z — 1+ e * > 0 pre kazdé
x € R. Uréime intervaly, v ktorych funkcia f rastie a v ktorych klesa. f klesd v (—o00,0) a rastie
v (0,00) (overte!). Z toho vyplyva, ze funkcia f nadobuda najmensiu hodnotu v bode 0. Preto pre
vSetky = € R plati f(z) > f(0) = 0, ¢o sme chceli ukazat. &

Priklad 30. Ukazeme, ze pre kazdé x < 0 plati arctg % = —arctg T — 5.

Riesenie: Podobne ako v predchadzajicom priklade uvazujme o funkcii f(z) = arctg %—karctg T+
5. Chceme ukazat, Ze f je konStantna a rovna 0 v intervale (—o0,0). Jej derivacia je

Fla) = — (—i)+ L __o.

T+ :%2 22 1+ 22
Preto funkcia f je konstantnd v celom intervale (—oo,0). Hodnotu tejto konstanty zistime dosadenim
lubovolného bodu, vhodnym je napriklad bod z = —1.
flx)=f(-1)=—

T T
4+ =o.
1772 &

T
4
7.11 Konvexnost, konkavnost, inflexné body

Funkcia je konvexna (konkavna) v intervale (a,b), ak jej graf je ”otvoreny nahor (nadol)”. (Presna
definicia konvexnosti a konkévnosti je pomerne narocna. Pre lepSiu ndzornost pojmov si prezrite
obrazky.)

Konvexnost alebo konkdvnost mozeme urcit pomocou druhej derivacie.
Ak f"(z) > 0 (f"(z) < 0) plati pre kazdé = € (a,b), tak funkcia f je konvexna (konkavna)
v intervale (a, b).
Bod, v ktorom sa funkcia meni z konvexnej na konkavnu alebo naopak volame inflexny bod.
Inflexné body hladdme podla pravidla

Ak a je inflexny bod funkcie f a f”(a) existuje, tak f”(a) = 0.
Priklad 31. Néajdeme intervaly, v ktorych si konvexné a intervaly, v ktorych st konkdvne funkcie

y=z(3—2)% y=1In(l+23), y =2 arctg . Ndjdeme aj inflexné body tychto funkcii.

RiesSenie: Intervaly budeme hladat za pomoci druhej derivéacie.
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Obr. 7.1: Konvexnd funkcia
\y

Obr. 7.2: Konkavna funkcia

a ) Defini¢ny obor je mnozina R. ¢ = (3—2)?2-22(3—2) =3(8—2)(1—2) ay’ =3(x—1+2-3) =
6x—12. Druhé derivécia je kladna a preto funkcia je konvexnd v intervale (2, 00) a druhé derivacia
je zapornd a preto funkcia je konkévna v intervale (—oo,2). Jediny inflexny bod je bod [2,2].

b ) Defini¢ny obor funkcie je interval (—1,00). y" = 3(561(%%? (overte!). Pretoze menovatel zlomku je

v celom definiénom obore funkcie kladny, o znamienku rozhoduje ¢itatel. Funkcia je konvexné
v intervale (0, v/2) a konkdvna v intervaloch (—1,0) a (¥/2,00). Funkcia mé4 dva inflexné body
[0,0] a [v/2,In 3].

¢ ) Defini¢ny obor je mnozina R. y' = arctg x + %5 a y’ = ﬁ je kladna pre vsetky = € R.
Funkcia je konvexna v celej mnozine R a preto nemé inflexné body.

&

7.12 Extrémy funkcie

Funkcia f ma v bode a lokdlne maximum (minimum), ak existuje také okolie U bodu a, Ze pre
vietky x € U — {a} plati f(z) < f(a) (f(z) > f(a)). Lokdlne maxima a minimé funkcie volame spo-
loénym nazvom lokalne extrémy. Pri uréovani lokdlnych extrémov funkcie pouzivame nasledujtce
tvrdenie.

Ak m4 funkcia f v bode a lokdlny extrém a f'(a) existuje, tak f’(a) = 0. Ak naviac
f"(a) <0 (f"(a) > 0), tak f mé v bode a lokdlne maximum (minimum).

Body, v ktorych mé derivicia funkcie nulovii hodnotu volame stacionarne body funkcie.
Poznamenajme, ze funkcia méZe mat staciondrne body aj v bodoch, v ktorych nema lokilny extrém,
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napriklad funkcia y = 23 v bode 0.
Pri uréovani lokélneho extrému moézeme namiesto druhej derivacie pouzit aj fakt, ze

funkcia f ma lokalne maximum v bode a, ak je rastiica v niektorom lavom okoli bodu a
a klesajiica v niektorom pravom okoli bodu a.

Analogické tvrdenie plati pre lokdlne minima.

Pri uréovani lokalnych extrémov postupujeme tak, ze najskoér uréime vsetky body, v ktorych derivacia
je rovné 0 alebo derivacia neexistuje a potom z nich vyberieme tie, ktoré st lokadlnymi extrémami.
V praxi je ¢asto potrebné ur¢if najvicsiu alebo najmensiu hodnotu funkcie v niektorom intervale (a, b).

Postupujeme nasledovne.

1.

2.

Uréime vSetky lokalne maxima funkcie v intervale (a, b).

Najdeme najvicsiu z hodnét vSetkych lokalnych maxim a hodnét v krajnych bodoch intervalu:

f(a) a f(b).

Analogicky postupujeme pri uréovani najmensej hodnoty.

3

Priklad 32. Urcime lokélne extrémy funkcii y = %5 — ot y=1—|1—-2z|,y=In z+ %

RieSenie:

a)

Funkcia je definovana a mé derivaciu v/ = 22 — 42> pre vetky =z € R. Preto moze nadobudat
lokélne extrémy len v stacionarnych bodoch, t.j. v rieSeniach rovnice z? — 423 = 0. Tato rovnica
mé dve rieSenia 1 = 0 a x2 = i. Na urcenie, ¢i ide skuto¢ne o extrém a o aky typ extrému
ide, pouzijeme druhti derivaciu 3’ = 2z — 1222 a jej hodnoty v stacionarnych bodoch. Hodnota
y"(0) = 0 ned4va informéciu, hodnota y”(3) = 3 — 2 < 0 rozhoduje o tom, Ze funkcia ma lokélne
maximum 3% v bode %. Pre urcenie povahy bodu 0 pouzijeme intervaly monoténnosti: funkcia je

rastica aj v favom aj v pravom okoli bodu 0 (overte!), preto nemé v tomto bode lokdlny extrém.

Dané funkcia je rovnd funkcii y = x a m4 derivaciu ¢/ = 1 v intervale (—o0, 1) a rovnd sa funkcii
= 2 — x a mé deriviciu ¢y’ = —1 v intervale (1, 00). Preto v ziadnom bode z tychto intervalov
nemoze mat lokalny extrém (odovodnite!). V samotnom bode 1 funkcia nemé derivéciu, napriek
tomu ma v tomto bode lokalne (aj absolitne) maximum rovné 1, pretoze "nalavo” od neho rastie
a "napravo” od neho klesa.
Definiény obor funkcie je mnozina D = (0,00). Derivacia funkcie y' = ‘”x—}l je nulova jedine
v bode z = 1. Druh4 derivacia 3" = 2;—3”" je v tomto bode rovna 1, preto mé funkcia v tomto
bode lokalne minimum.

Priklad 33. Zistime najmensie a najvicésie hodnoty

)
b)

c)

funkcie y = 23 — 62% + 7 v intervale (—1,2),
funkcie y = 2x 4 cos 2z v intervale <—%, g>,

funkcie y = 3 — el*l v intervale (-2, 3).
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RieSenie:

a ) Funkcia mé derivaciu v kazdom bode intervalu, preto lokdlne extrémy mozu byt len v jej sta-
cionarnych bodoch. Tie st uréené rovnicou 322 — 122 = 0, t.j. 1 = 0 a 29 = 4. Z nich do
daného intervalu patri len x; = 0. Test pomocou druhej derivacie potvrdi lokdlne maximum
funkcie v tomto bode. Na extrémne hodnoty méme teda troch kandidatov: f(0) =7, f(—=1) =0
a f(2) = —9. Najmensou hodnotou funkcie v danom intervale je preto hodnota —9 nadobudnuta
v bode 2 a najvic¢sou hodnota 7 nadobudnuta v bode 0.

b ) Funkcia mé deriviciu v kazdom bode intervalu, preto lokdlne extrémy mozu byt len v jej sta-
cionarnych bodoch. Tie st urcené rovnicou 2 — 2sin 2z = 0, ktorej rieSenim v danom intervale
je jediné ¢islo x = 7. Dalej postupujeme podobne ako v predchadzajicej ¢asti. Najmensou
hodnotou v danom intervale je hodnota —7 — 1 a najvic¢sou hodnota m — 1.

c)Prexz>0jey=3—-e"ay =—-e"<0.Prex<0jey=3—e"ay =e®>0. Znamienka
derivéicie urcuju, ze v bode 0 (neexistuje v om derivacia - odovodnite!) mé funkcia najvic-
siu hodnotu f(0) = 2 Najmensiu hodnotu méze nadobudnit len v krajnych bodoch intervalu,
z ktorych jeden do intervalu nepatri. Plati

f(=2)=3—-¢*> f(3) =3¢
Pretoze funkcia je spojita, v intervale (—2,3) nenadobudne najmensiu hodnotu (odévodnite).

&

Priklad 34. Aké rozmery méa mat konzerva objemu 1 liter v tvare valca, aby sme na jej vyrobu
spotrebovali ¢o najmenej materialu?

Riesenie: Oznac¢me r polomer podstavy a h vysku konzervy v decimetroch. Mnozstvo spotrebo-
vaného materilu je priamo timerné povrchu S = 27r(r + h) konzervy, preto hfaddme jeho miniméalnu
hodnotu. Pre objem konzervy plati V = mr2h, preto medzi nezndmymi veli¢inami plati vztah h = #
Po jeho dosadeni do vzfahu pre povrch a tprave dostdvame povrch konzervy ako funkciu polomeru
podstavy S(r) = 2772 + 2. Hlad4me teda najmensiu hodnotu tejto funkcie v intervale (0,00) (to st

vSetky mozné hodnoty polomeru podstavy). Poéitame derivaciu
2 4mrd -2
S'(r) = 4nr — 2= 7
Derivécia existuje v kazdom bode intervalu, interval neobsahuje koncové body, preto jedind moznost
minimalnej hodnoty funkcie je v stacionarnych bodoch. Ten existuje jediny r = 1/ % Druhé derivacia
potvrdi, Ze ide skutoéne o minimum (overte!). Dosadenim tejto hodnoty r dostaneme aj hodnotu pre
vysku h = ¢ %. )

Priklad 35. Nosnost pravouhlého tramu je priamo imerné jeho Sirke nasobenej druhou mocninou
jeho vysky. Aké rozmery mame zvolit, ak sekdme trdm z valcovitého kmena s priemerom 1 meter, aby
sme dosiahli maximéalnu nosnost?

RieSenie: Oznacme s a v rozmery Sirky a vysky trdmu v metroch. Jeho nosnost je uréené vztahom
N = c.5.v%, kde ¢ je kladné konstanta. KedZe tram je vysekany z valca s priemerom 1 meter, pre veli-
¢iny s a v plati vzfah s24+v? = 1. Vyjadrenim v? a dosadenim do vztahu pre nosnost dostaneme funkciu
N(s) = c.s.(1 — s?). Hladame jej najmensiu hodnotu v intervale (0,1). Derivacia N’'(s) = c(1 — 3s?)
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existuje pre kazdé s z daného intervalu a je nulova v jedinom s = % Druh4 derivacia potvrdi, ze ide o

najvicsiu hodnotu. Nosnost tramu je preto najvicsia, ak volime Sirku ? metrov a vysku @ metrov. &

7.13 Priebeh funkcie

Zistovanie priebehu funkcie spoéiva v popise jej vlastnosti a nacrtnuti jej grafu. Postup by mal obsa-
hovat:

1. Defini¢ny obor funkcie;
2. vlastnosti symetrie: parnost, neparnost, periédu;

3. vyznamné body, napriklad nulové body funkcie, body nespojitosti, (v nich treba uréit jedno-
stranné limity), body, v ktorych neexistuje derivacia alebo je nespojita a pod.;

4. asymptoty grafu funkcie;

5. intervaly monoténnosti funkcie a jej lokalne extrémy;

6. intervaly, kde je funkcia konvexna, konkévna a jej inflexné body;
7. nacrtok grafu funkcie.

V nasledujucich prikladoch ponechdvame niektoré vypocty a tivahy na ¢itatela.

Priklad 36. Zistime priebeh funkcie y = 22

z2-1"
Riesenie:
1. Defini¢ny obor funkcie je mnozina (—oo, —1) U (—1,1) U (1, 00).

2. Pocitame

funkcia je neparna, nie je periodicka.
3. Funkcia je spojita, jediny nulovy bod funkcie je bod 0.

4. Asymptoty grafu funkcie bez smernice st priamky x = —1 a x = 1, lebo jednostranné limity
v nich st nevlastné. Poc¢itame asymptoty so smernicou:

. 22
k:wangon_l = 2.
. 223 = 2x(2? — 1) . 2x
¢=tm =57 a0

Vzhladom na neparnost funkcie existuje jedind asymptota jej grafu so smernicou: y = 2.

20,2
5. Intervaly monoténnosti funkcie uréime pomocou prvej derivécie y'(x) = 2(5;2(;_1)23) Analyza zna-

mienok derivacie vedie k vysledku (pozor na nesuvislost definiéného oboru!):
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Funkcia je rastiica v intervaloch (—oo, —v/3), (v/3,00),
funkcia je klesajiica v intervaloch (—v/3,—1), (—1,1), (1,v/3).

Lokélne extrémy funkcie st v bodoch, kde funkcia meni rast na klesanie alebo naopak. Pretoze
body 41 nie st v jej definicnom obore, jediné jej extrémy si:

Funkcia mé lokdlne maximum —3+v/3 v bode —/3.
Funkcia mé lokalne minimum 3v/3 v bode /3.

Vsimnite si, ze lokdlne minimum mdze byt viicsie ako lokdlne maximum!

6. Intervaly, kde je funkcia konvexn4, konkdvna uré¢ime pomocou druhej derivacie y”(z) = @I=1)® -
Analyza znamienok druhej derivécie vedie k vysledku:

Funkcia je konvexnd v intervaloch (—1,0), (1,00),
funkcia je konkavna v intervaloch (—oo,—1), (0,1).

Funkcia meni charakter konvexnosti a konkavnosti v jedinom bode definiéného oboru.
Funkcia méa jediny inflexny bod v bode 0.

7. Néacrtok grafu funkcie.

}f\ l /-’
1
\ /’/
1
% a4 2 o, 2 & 6 2
R '5\
- |
- -10
A | ]!

Obr. 7.3: Graf funkcie y = E%%Sl

Priklad 37. Zistime priebeh funkcie y = In %f—g
Riesenie:
1. Defini¢ény obor funkcie je interval (—1,1).

2. Pocitame

1 = 1 - 1
o) = It x_ln< +w> +z

142 11—z
Funkcia je neparna, nie je periodicka.

3. Funkcia je spojitd v definiénom obore, jediny nulovy bod je bod 0.
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4. Graf funkcie méa asymptoty bez smernice x = —1 a « = 1 v krajnych bodoch defini¢ného
oboru, lebo lim,_,;- In (%J_r—ﬁ) =ocalim, , ;+In Gf—ﬁ) = —oo. Asymptoty so smernicou nema

z dovodu ohranic¢enosti svojho defini¢ného oboru.

5. Derivacia funkcie y/(z) = 1_2I2 je kladné v celom definiénom obore, preto

funkcia je rasttuca, nema lokdlne extrémy.

6. Znamienko druhej derivécie y”(z) = (174% je zhodné so znamienkom x a meni sa v bode 0.
Preto

Funkcia je konvexnd v intervale (0,1), je konkdvna v intervale (—1,0) a ma jediny
inflexny bod v bode 0.

7. nacrtok grafu funkcie.

uh i

Obr. 7.4: Graf funkcie y = In ii'_i

Priklad 38. Zistime priebeh funkcie y = esi"®,
Riesenie:
1. Defini¢ny obor funkcie je mnozina vSetkych realnych ¢isel R.

2. Poditame

. . 1
o _ _sin(—zx) _ _—sinz _
y( x) =€ =€ T esinz’

Tato hodnota nie je rovna ani jednej z hodnoét +y(x), preto funkcia nie je parna ani neparna. Je
periodicka s periodou 2.

3. Funkcia je spojitd, nema nulové body.

4. 7 dovodu spojitosti nemé graf funkcie asymptoty bez smernice, kedZe je periodickd, nemé graf
ani asymptoty so smernicou.

5. Prvé derivacia y/(z) = cosz € m4 znamienko zhodné so znamienkom funkcie cos. Preto

funkcia rastie v intervaloch (—% + 2k, 5 + 2k7) a
klesa v intervaloch (J + 2k, 2F + 2k),
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funkcia ma lokalne maximé e v bodoch % + 2km a
funkcia mé lokdlne minimé % v bodoch —35 + 2k,

kde k je Ilubovolné celé éislo.

6. Druh4 derivacia funkcie y”(z) = e5®*(1 —sinz — sin? ) m4 znamienko zhodné so znamienkom
vyrazu v zatvorke. Vypocet nulovych bodov tohoto vyrazu je mozné vykonaf len priblizne.
Dostavame:

funkcia je konvexn4 v intervaloch ((—1,212 + 2k)x, (0,212 + 2k)7),
funkcia je konkavna v intervaloch ((0,212 + 2k)m, (0, 788 + 2k)7) a

m4 inflexné body v bodoch (0,212 + 2k)7 a (0, 788 + 2k)~),

kde k je lubovolné celé éislo.

7. nacértok grafu funkcie.
yll

2% 4 4 a4 2

ve

Obr. 7.5: Graf funkcie y = esi?

7.14 Numerické rieSenie nelinearnych rovnic

Matematicka formulacia tohoto problému je nasledovna: Je dana spojita funkcia f : R — R, defino-
vana na intervale (a,b). Chceme najst redlne ¢islo o € (a, b) (pokial existuje), pre ktoré plati

fla)=0.

Takéto ¢islo a nazyvame koren rovnice. Kedze funkcia f moze byt v podstate Tubovolna funkcia
jednej redlnej premennej, jej koreil vo vSeobecnosti nevieme najst nejakym matematickym vypocétom
ako napriklad u linearnej alebo kvadratickej funkcie, pripadne niektorej goniometrickej funkcie. Tento
koren preto budeme hladat numerickymi metédami. Spravidla sa ndm nepodari najst koreri, ale len
jeho aproximaciu - priblizntt hodnotu. Musi nés preto zaujimat okrem metddy, ktor na vypocet
pouzijeme, aj chyba, akej sa pri ndjdeni tohoto priblizného riesenia dopustime (podrobnejsie o nume-
rickych metddach a chybach pozri kapitolu Reélne ¢isla, paragrafy Zdroje chyb, Chyby aritmetickych
operécii ). Numerické metédy, ktorymi sa budeme teraz zaoberaf, s zalozené na itera¢nych principoch
(pozri kapitolu Redlne ¢isla, paragraf Algoritmy). Buda nas zaujimat hlavne dve zakladné otazky:

1. Konverguje postupnost vytvorend danou iteraénou metédou?
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2. Ak konverguje, tak ako rychlo?

Ak konverguje postupnost vytvorend danou itera¢nou metddou, hovorime, Ze itera¢na metéda konver-
guje.

Ak o koreni rovnice vieme len tolko, ze lezi v intervale (a,b) a nemame ziadne iné informécie o jeho
polohe, pouzijeme itera¢ni metddu, ktorej konvergencia nezavisi od volby zacdiato¢nej aproximaécie.
Takéto metédy volame vzdy konvergentné metédy. Spravidla maju ti nevyhodu, Ze konverguju
pomaly, a preto st zvycajne vhodné pre urcenie takej aproximacie koreria, ktord by mohla slizit ako za-
¢iato¢nd aproximacia pre nejakt rychlo konvergentnt metédu, ktoré ale vyzaduje ”dobrit” pocéiatoénil
aproximéciu korena. Preto metddy rieSenia nelinedrnych rovnic rozdelujeme na dva typy:

1. startovacie metédy
2. spresnujice metody

Neznamena to vsak, Ze Startovacia metdda konverguje vidy pomaly a spresnujuca zas konverguje vzdy
rychlo. Zavisi to vzdy od konkrétnej situdcie a vlastnosti funkcie f.

V dalsom budeme predpokladaft, ze funkcia f, ktorej koren na intervale (a,b) hladdame, je na tomto
intervale spojitda. K tomu, aby sme mohli odpovedat na druht otdzku z dvoch vysSie poloZzenych,
zavedieme najskor nasledujici pojem:

Hovorime, Ze postupnost {z;} konverguje k ¢islu @ s rychlostou radu r, ak pre k — oo plati:
Existuje taka konstanta C' > 0, ze

|2h41 — af = Clzy, — af" + o(|zg — al"),

f(z)

symbol f(z) = o(g(z)), pre + — a, znamena, zZe lim 7@) =0 (7.5)

7.14.1 Startovacie metédy

Graficka metdda.

Pozorne nakresleny graf funkcie y = f(x) ndm pomodze separovat redlne korene rovnice f(z) = 0,
t.j. uréit intervaly, v ktorych korene lezia. Niekedy je vyhodnejSie rovnicu f(x) = 0 pisat v tvare
fi(xz) = fa(x). Potom korene uréime ako x-ové stradnice prienikov grafov funkcii y = fi(z) a y =
fa(z). Grafickd metéda nam tieZ moZze poskytniat informaciu o tom, ¢i dany redlny korer rovnice
v uvazovanom intervale vobec existuje. Pre zlozitejsie typy funkcii méZeme redlne korene lokalizovat
tabelovanim funkcie y = f(x).

Metéda bisekcie.
Nech je

e realna funkcia f spojita na Iy = (ag, bp),
e f(ap).f(by) < 0 (funkéné hodnoty v koncovych bodoch intervalu Iy maji opa¢né znamienka).

Tieto predpoklady zarucuju, ze existuje aspon jedno ¢islo a € Iy také, ze f(a) = 0. Zostrojme
postupnost intervalov
Ip> 1 D...D 1, kde I, = <ak,bk)

takto:
Ak je f(ag—1).f(bk—1) < 0, vypocitame stred intervalu Ij_1, t.j.

1
S = 5(%71 + bg—1).
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V pripade, Ze f(si) = 0 nasli sme koren rovnice. V opa¢nom pripade zvolime za I = (ay,by) ten
z intervalov (ax_1, Sk), (Sk,bk—1), v ktorého koncovych bodoch ma funkcia f opa¢né znamienka. Koren
a bude lezat v kazdom z intervalov I a postupnosti {ay}, {bx} koncovych bodov tychto intervalov
vzdy konverguji ku koreiiu . Po n krokoch bude mat interval dizku

1 1 1

bn — Qp = §(bn,1 — an,l) = ?(bn,Q — an,g) = ...= 27([)0 — CL()).

Pre odhad chyby preto plati: (a € I,).

bo — ag

bo — ao

la, —a| < o

resp. |b, —a| <

Metéda bisekcie (delenia intervalu) konverguje pomaly. Rychlost konvergencie tejto metddy je ale
uplne nezavisla na tvare funkcie f.

Priklad 39. N&jdime aproximaciu korena rovnice

X

f(z) = (§>2 —sinz = 0.

Riesenie: Pre zastavovaciu podmienku zvolime § = 0,05. Z grafu funkcii y = (%)2, y = sinx

odhadneme Iy = (1,5;2). Skutoéne f(1,5).f(2) < 0. Podla vztahu, odvodeného pre odhad chyby,
mame:

1
lag — al < F'0’5 < 0,05.

Vysledky mozeme zapisat do tabulky:

ag br Skt1 J(sk41) | b — ay
1,50000 | 2,00000 | 1,7500 <0 0,5
1,75000 | 2,00000 | 1,87500 <0 0,25

1,87500 | 2,00000 | 1,93750 >0 0,125
1,87500 | 1,93750 | 1,90625 <0 0,0625
1,90625 | 1,93750 0,03125

W =IO R

Vyhoda tejto metédy okrem jej jednoduchosti je aj v tom, ze mozeme dopredu uréit pocdet krokov,
potrebnych k dosiahnutiu pozadovanej presnosti. Nevyhodou je pomala konvergencia.

Metdda prostej iteracie.
Rovnicu f(z) = 0 prepiSeme na tvar

T S z = ¢(x) (7.6)
(obyc¢ajne byva niekolko moznosti).
Predpokladame, ze existuje interval Iy = (ag, bg) patriaci definiénému oboru a oboru spojitosti ako
funkcie f, tak aj funkcie ¢ taky, ktory obsahuje spolo¢ny koren a obidvoch vyssie uvedenych rovnic a
pre ktory je splnend podmienka ¢(Ip) C . Vyuzijic rovnicu (7.6), zostrojime postupnost aproximécii
x1,T2,..., korefia a podla nasledujiceho navodu:

1. Zvolime ¢islo 6 > 0 a zadiato¢na aproximéaciu xg € Ip.

2. Dal$iu aproximéciu uréime z iteracnej formule

T = gb(xk,l), k= 1, 2, 3, ves (7.7)
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=

Obr. 7.6: Metdda prostej iteracie.

3. Ak bude |z —z)_1| > 0, pokrac¢ujeme podla bodu ¢islo 2, v opa¢nom pripade vypocet zastavime
a rp povazujeme za aproximaciu korena .

Pri realizacii tohoto algoritmu musime mat zarucené, ze postupnost {x}, uréend vztahom (7.7),
konverguje ku koreniu . K tomu nam slizi nasledujica veta:

Veta 7.1 (Postacujice podmienky konvergencie.) Predpokladajme, Ze funkcia ¢ je na nejakom inter-
vale I = (a,b) spojitd a ma tieto vlastnosti:

a) Veel: ¢(z)el (7.8)

b) g € (0,1)také, Ze:Vr,y € Iplati: |¢p(z) — ¢(y)| < qlz — y.
Potom v intervale I existuje prdve jeden redlny koren o rovnice x = ¢(x) a postupnost {xy}, uréend
formulou x), = ¢(xk—_1) konverguje pre kazdé xo € I a plati limg_, ) = .
Pre diferencovatelni funkciu ¢ mozno podmienku b) nahradif podmienkou

b)) Jq: Vzelijeld(x)<qg<l

Priklad 40. Budeme hladat opét koreti rovnice (£)? —sina = 0 v intervale Iy = (1,5;2). Uvedent
rovnicu prepiSeme na tvar

z = 2v/sinz. Budeme pocitat podla itera¢ného vzorca

T = 2¢/sinxp_1
a vypocet zastavime, ak bude |z — z;_1| < 1072 = 6. Lahko sa presvedéime, 7e interval Iy = (1,5;2)
patri do definiéného oboru funkcie ¢(z) = 2v/sinz. Zderivovanim itera¢nej funkcie ¢(x) = 2v/sinz.
zistime, Ze derivicia je skuto¢ne na intervale Iy mensSia ako 1. Z poétu iteracii uvedenych v tabulke
mozeme posudit rychlost konvergencie. Vidime, Ze tato je zavisld od volby zaiatoénej hodnoty .

k| xp, ©o=1,5| 2, g = 2,0
1 1,99749 1,90714

2 1,80823 1,94316

3 1,94279 1,93025

4 1,93039 1,93503

5 1,83498 1,93328

6 1,93330 1,93392

7 1,93392

Na zdklade vety o postacujicej podmienke konvergenie metddy prostej iterdcie mozeme ziskat odhad
chyby tejto metddy:

q
|z, — af < 1 |zp — zp—1]-

—4q
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Ak mame vypocet zastavit pri splneni podmienky |z —xx_1| < d, potom pre odhad chyby dostdvame
|z — a| < 2 5
I—q

Ak je funkcia ¢ dostatoéne hladkd moézeme pomocou jej Taylorovho rozvoja ziskat nasledujtci odhad:
Pre ¢ (a) # 0 méme

zp —a=¢ (a)(Tp-1 — @) + o((Tp-1 — @)).
(Pre symbol o((zg_1 — )) pozri (7.5)). Vidime, Ze rad rychlosti konvergencie je r = 1. Hovorime preto
o linearnom iteraénom procese. V pripade, Ze je qﬁl(a) =0a ¢”(oz) # 0, potom

¢ (a)
2

Tp— = (zp—1 — @)? + o((zp—1 — a)?).

a rychlost konvergencie je v tomto pripade druhého radu.

Metdéda regula falsi
Opit uvazujme rovnicu f(z) = 0 a predpokladame, ze tato funkcia je spojita na intervale I = (a,b) a
opit plati: f(a).f(b) < 0 (t.j. v intervale I existuje redlny koren rovnice). Vypoéitame x-ovi suradnicu
prieniku x-ovej osi a seénice krivky y = f(z), zostrojenej v bodoch A = [a, f(a)], B = [b, f(b)] podla
vzorca

f(a)

fb) = f(a)
Ak bude platit signf(s1) = signf(a) (sign znamend znamienko prislusného realneho éisla), potom pre-

znafime s; na a a pocitame sy podla rovnakého vzorca. Ak bude signf(s1) = signf(b), preznacime
s1 na b a dalej poc¢itame sy opif podla vzorca (7.9). Proces vypoctu zastavime napriklad podmienkou

|/ (sk)] < 6.

s1=a— (b —a). (7.9)

Obr. 7.7: Metdda regula falsi.

Metéda regula falsi je vzdy konvergentnou metddou, t.j. zostrojend postupnost bodov si vzdy
konverguje ku korefiu «, pokial je jeho existencia zarufend. D4 sa ukdzat, ze rychlost konvergencie
je radu r = 1. Metéda sa neodporica pouzivat velmi blizko pri hfadanom koreni. Z vety o strednej
hodnote dostavame pre odhad chyby:

T1)  yde m = min £ (@),

— <
’8k a‘f m zel

Priklad 41. Metédou regula falsi riesme opét tlohu (£)? —sinz = 0. Volme Iy = (1,5;2). Vypocet
sme zastavili podmienkou |f(sy)| < 107°. Vysledky st uvedené v nasledujicej tabulke:
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Sk a b, f(sk) | flak) | f(br)
- 1,50000 | 2,00000 - <0 >0
1,91373 | 1,91375 | 2,00000 | <O <0 >0
1,93305 | 1,93305 | 2,00000 | <O <0 >0
1,93373 | 1,93373 | 2,00000 | <O <0 >0
1,93375

W =IO R

7.14.2 Spresnujiuce metody

Efektivne algoritmy na rieSenie nelinedrnych rovnic majt obvykle dve Casti. V prvej ¢asti pouzijeme
niektoru Startovaciu metédu a v druhej casti sa prejde k nejakej rychlejsie konvergujiacej metdde, ktora
slazi ku spresneniu pocitanej aproximacie korena.

Newtonova metéda
Nech dany jednoduchy realny koren « lezi v intervale I. Zvolime xy € I a pomocou Taylorovho rozvoja
vyjadrime funkciu f v tvare:

"

F(x) = f(wo) + [ (zo)(x — wo) + of ()@~ z0)?, (7.10)

kde & lezi medzi x a xg, pricom predpokladame, ze v intervale I existuja derivacie f/, f//. Rovnicu
f(z) = 0 teraz nahradime (aproximujeme) linedrnou rovnicou (prvé dva ¢leny rozvoja (7.10) ):

F(wo) + f (z0)(z — w9) = 0 (7.11)
a vypocitame jej koren (oznacime ho x1):

f (o)

T1 =0 —

[ (o)

pre f () # 0. (7.12)
Teraz nahradime rovnicu f(z) = 0 rovnicou

f@) + f (@) (z —21) =0,
ktora tiez vychadza z Taylorovho rozvoja funkcie f, ale v bode x1. Koreriom tejto linearnej rovnice je

¢islo:
f(xl)
ro9o = T1 — —7

fi(z1)

Opakované nahradenie rovnice f(x) = 0 linedrnymi rovnicami typu

Flax) + f ()@ — 2%) = 0

je zdkladnou myslienkou Newtonovej metddy, ktorej sa z tohoto dévodu ¢asto hovori aj metéda linea-
rizacie. Korene tychto linedrnych rovnic tvoria postupnost, ktora je uréend nasledujicou rekurentnou
formulou (Newtonova iteraéna formula):
Tkl = Xk + hg, hg = — f;(-Zk) . (713)
Pre spojitt funkciu f musi byt hladany korefi @ limitou pos’écupnosti {zx}. Iteracny proces zasta-
vujeme podmienkou |hy| < 0, kde pozadovant presnost § zaddvame spolu so vstupnymi udajmi.
Poznamka 1. V geometrickej interpretacii vzorca (7.13) je bod [x41, 0] prienikom dotyénice zostroje-
nej v bode [z, f(xx)] ku krivke y = f(z) a x-ovej osi. Preto Newtonovej metéde hovorime aj metéda
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doty¢nic.
Poznamka 2. Algoritmus Newtonovej metédy odpovedd algortimu metédy prostej iteracie pre funkciu
f(z)
o(x) =0 — —=.
f(x)

Priklad 42. Najdime aproximéciu koreiia a € (1, 5;2) rovnice f(z) = (%)? — sinz = 0 Newtono-

vou metédou. Vypodet zastavime, ak bude |hy| = |zx11 — 2| < 1075, Zvolime z¢ = 1, 5. Vysledky st
uvedené v tabulke:

Tk f(xr) f () h,
1,50000 |  -0,434995 0,679263 | 6,403930 -10~1
2,14039 0,303197 1,60948 | -1,88381 -10~!
1,95201 | 2,43719 -10~2 | 1,34805 | 1,82563 -10—2
1,93393 | 2,32991 -10~* | 1,32217 | -1,76218 -10~*
1,93375 | -4,97570 -1070 | 1,32191 | 3.76402 -10~©

W =IO R

VysSetrovanie podmienok konvergencie Newtonovej metddy je pomerne zlozité, a preto ho nebu-
deme uvadzaf. Povieme si len, Ze tato metéda konverguje velmi rychlo, ak sme dostato¢ne blizko
korenia. V praxi sa ¢asto pouziva lahko overitelné kritérium konvergencie: Ak je f/(at) #£0, f” nemeni
znamienko na intervale I, plati f(a) - f(b) < 0 a stcasne

f(a) f(b)

7 ’ <b-—a ‘,—‘ <b-—a
f'(a) A0 ’
potom Newtonova metdda konverguje pre fubovolné xy € I. D4 sa ukédzaf, Ze Newtonova metéda méa
rad rychlosti konvergencie r = 2.

Metdda seénic
Predpokladajme, Ze xp # xp_1 st "dobré” aproximécie jednoduchého korena « rovnice f(z) = 0.
Funkciu f nahradime linedrnou funkciou g:
f@r) — f(@p—
o(w) = TN ZI@D) (0 g

Tl — Tp—1

( g je priamka, prechadzajica bodmi [z_1, f(zk—1)], [Tk, f(xx)]) a namiesto rovnice f(z) = 0 rieSime
rovnicu g(x) = 0. Koreti z; tejto linedrnej rovnice je teda uréeny vzorcom:

Tk — Tp—1
f(zr) = fap-1)

a povazujeme ho za aproximéaciu korenia « rovnice f(z) = 0. Dostali sme tak dvojkrokovu itera¢ni
formulu t.j. k zahédjeniu jej vypoctu potrebujeme dve zaciatoéné aproximacie xg, x1. Oproti Newto-
novej metéde mé vyhodu, ze v kazdom kroku pocitame len jednu novi funkénit hodnotu a staci, aby
dané funkcia f bola len spojité, nemusi byt diferencovatelna.

Poznamka. V geometrickej interpretacii je graf funkcie g se¢nicou grafu funkcie f a odtial pochadza
nazov tejto metddy.

D4 sa ukézat, Ze rychlost konvergencie metédy secnic je rdadu r = %(1 ++/5) ~ 1,618. Pokial zacia-
to¢né aproximécie xg, x1 nebuda "dobré”, metéda seénic nemusi vobec konvergovat. Je preto nutné
kombinovat ju s niektorou zo Startovacich metéd.

Tpy1 = Tk + T, kde 7, = —f(xg)
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Cvicenia

1. Pomocou definicie derivacie vypocitajte deriviaciu funkcie

y =322 + 2z — 1 v bode 0,

y = 3x + 4 v bode a,

s

)
)
) y—mvbode
) y = cos2z v bode 7,

a) y=-22°, b)) y=-2,
c) y=+1-2z, d) y=tge,
e) y=lal, £) y=|z*

3. Vypocitajte derivaciu funkcie

y =Tzt — 1223 +2/7, b) y= Va,

a)
¢) y=(@*-22+5)Br—-2), d) y= Li,
_ _ Va
e) y=tgr—3xlog,, f) y==x coshx—|—3+f,
g) y=43%277, h) y = e*(cosx + arcsinz).
4. Vypocitajte derivaciu funkcie
a) y = cos3z, b) y=(2?+1),
c) y= ln(x —z?), d) y=arctg/z,
e) y=tg’(@?), f) y=Incotgy,
g) y=2""+In-L T h) y = (arccose®)?,
i) y= 10926 j) y = cotgh Inz,
3
k) y=ete ) y=¢ \3/4ic+1'

5. Vypodéitajte derivaciu inverznej funkcie k funkcii f v bode a bez uréenia funkcie f~!

a) fl)=T2, a=-2 b) f(x)=y=s° a=}
¢) flz)=arctgz, a=1%, d) flz)=e?*, a=5
6. Vypocitajte derivaciu funkcie
a) y=az% b) y=(lnz)?,
T
¢) y=va'", Q) (%)
7. Vypocitajte derivaciu implicitnej funkcie
a) y?=2r, b) zy =6,
c) %—%:1, d) x+/y=4v bode 4,

e) 22 —2ry+y3=T7vbode0, f) e+ zy=-ev bodeO.
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8. Vypocitajte derivaciu funkcie urcenej parametrickymi rovnicami

a) x=1t2 y=2t b) x =cost, y=1t+sint,
c) x=3cost, y=2sint, d) = =cos’t, y=sin’t,

e) x=1t(1—sint), y=t.cost, f) z=-e'sint, y=e'cost.

9. Dokazte, ze ak ma funkcia f v bode a derivaciu, tak je v bode a spojita.
10. Predpokladajme, Ze funkcia f ma derivaciu. Dokézte, Ze plati
a ) Ak f je periodické s periédou p, tak f’ je periodickd s tou istou periédou.
b ) Ak f’ je periodickd s periédou p, tak f je periodicka s tou istou periédou.
) Ak f je parna, tak f’ je neparna.
) Ak f je neparna, tak f’ je parna.

11. Najdite priklady funkcie f, pre ktoru plati

a ) f je ohranicend, ale f’ nie je ohranicen4,

b

f' je ohranic¢end, ale f nie je ohrani¢ena,

c) f jerastuca, ale f’ je klesajuca,

f je monoténna, ale f’ nie je monotdnna,

)
)
)

d) f’ je rastuca, ale f je klesajtca,
e)
)

f

f' je monoténna, ale f nie je monoténna.
12. Najdite priklad funkcii f a g, pre ktoré plati
£1(0) < g(0) < g'(0) < f(0).
13. Najdite priklad funkcie f, pre ktoru plati
£(0) < f(0) < f7(0) < f7(0).
14. Vypocitajte derivacie funkcie do radu n pre danti hodnotu n

a) y=3x3—422+1, n=5 b) y=cosw, n=>5,

c) y=(3r—4)e** n=3, d) y=arctgz, n =3,
e) y=a2%Inx, n=3, f) y=tghx, n=23,
g) 2> +yd=4,n=2, h) 2=t y=1t2 n=2,

15. Vypocitajte derivacie funkcie radu n pre vSeobecni hodnotu n

a) y=e*, b) y=3",
c) y=lnz, d) y =sinhz,

e) y=a7", f) y=v=.
16. Najdite rovnice doty¢nice a normaly ku grafu funkcie f v bode [xq, f(z¢)]

a) f(z)=1232 mo=-1, b) fla)=a-3z+1, m =3,
) f(z)=1tz, z0=-2, d) f(z)=cosz, m=5,
e) flx)=3"" z0=0, f)  f(x) =Inbz, xo=1.

17. Najdite rovnice dotyc¢nice a normaly ku grafu funkcie f rovnobezZnej s priamkou p

185
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a) f(x)=3x+1, p:y=7"
b) f(z)=2?+3, p:y=7%52,
C)f(.’IJ)_3_42x7 p 3/:1 T,
d) flz)=e*, p:y=22-7,
e) f(xr)=cotg2x, zc(-%,%), p:y=—4x

18. Najdite dotycnicu s najvéacsou smernicou ku grafu funkcie y = arctgx.
19. N4jdite rovnicu doty¢nice a normaly ku elipse %2 + % =1 v bode [1,—v2].

20. Dotycnica ku grafu funkcie uréenej rovnicou xy = 4 vytvori spolu s osami o, a o, trojuholnik.
Vyjadrite obsah tohoto trojuholnika ako funkciu premennej x.
2 2 2
21. Asteroida je krivka urcend rovnicou 3 + y3 = a3. Dokazte, ze useCka na dotycnici ku
asteroide ohrani¢end stradnicovymi osami ma konstantt dizku a.

22. Teleso je vrhnuté zo zeme smerom kolmo nahor. Jeho vyska po ¢ sekundach je (priblizne)

30t — 5t2 metrov.

a ) Aka je zaciato¢nd rychlost telesa?

b ) Za aky cas teleso dopadne na zem?

¢ ) Akou rychlostou dopadne teleso na zem?

d ) Ako vysoko teleso doleti?

e ) Ak4 je rychlost telesa v najvyssom bode?
f)

AKké je zrychlenie telesa v najvyssom bode?

23. Teleso sa pohybuje v smere osi 0;, pricom jeho poloha v ¢ase t je dand vztahom
z=(t—1)(t—4)%

a ) Kedy mé teleso nulovt rychlost?
b ) V ktorych ¢asovych intervaloch sa teleso pohybuje smerom dolava?

¢ ) Akou najvii¢sou rychlostou sa teleso pohybuje dolava?

24. Clovek vysky 1,75 m sa vzdaluje od zdroja svetla rychlostou 5 km/h. Zistite rychlost pohybu
tienia jeho hlavy, ak zdroj svetla je umiestneny vo vyske 7 m.

25. Najdite diferencial funkcie

a) y=2r—5 vbode3, b) y=4+3r—22%2 vbode —2,
c) y=asinz vbode0, d) y=3ze ™ v bodeo,

e) y=,/HL vbode0, f) y=arctgZ v bode 2.

26. Pouzitim diferencialu priblizne vypocitajte hodnoty

a) (2,03)3, b) 3195,
c) V98, d) V1000,
e) ﬁcgw f) cos61°,

0]
SN—
-+
(0]
i
it
“O

h) arccotg (—0,9).
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27. Pomocou diferencidlu odhadnite priblizne zmenu objemu gule pri zmene jej polomeru r o
hodnotu Az.

28. Hmotnost platnej mince sa nesmie odliSovat o viac ako 0,1 % od jej predpisanej hmotnosti.
O kolko percent sa moze lisit polomer platnej mince od predpisaného polomeru za predpokladu, Ze
minca mé predpisant hrubku.

29. Periéda T pohybu kyvadla je uréend vztahom T = 271'\/% , kde L je dlzka kyvadla v metroch,

T je merana v sekundach a g ~ 9,81 m/s? je gravitacna konstanta. Pouzitim diferencialu najdite

a ) priblizna dizku kyvadla, ktorého periéda je 1 sekunda,
b ) zmenu AT periédy, ak dlzka kyvadla v ¢asti a) sa predlzi o 1 cm.

30. Najdite Taylorov mnohoclen stupna n v bode a pre funkciu

a)y=>5xt—422+ 112 —9 vbode0, n=4,
b)y=>5rt—422+11x -9 vbode -2, n =4,
c)y:e% v bode 0, n =4,

d) y=Inz vbodel, n=35,

e)y=+x vbodel, n=4,

f) y=tgx vbode%, n=3,

g) y=arctgz vbode0, n=3.

31. Nech Ty je Taylorov mnohoclen funkcie f stuptia n v bode a a Ty je Taylorov mnohoclen
funkcie g stupiia n v bode a. Dokézte, ze Ty + T} je Taylorov mnohoclen funkcie f + g stupiia n v bode
a.

32. Pouzite vysledok predchidzajiceho cvicenia na urcenie Taylorovho mnohodlenu stupna 5
funkcie y = In 1‘”” v bode 0 pomocou Taylorovych mnohoé¢lenov funkcii y = In(1+x) a y = In(1 — x).

33. Poumte Taylorov mnohoclen z predchéddzajticeho cvicenia na priblizny vypocet hodnoty In 2.
(Pomocka: zvolte z = 3.)

34. Dokazte, ze rovnica \/z + vz +1 = 4 mé jediné rieSenie, ktoré patri do intervalu (3,4).
Nahradte funkciu na lavej strane rovnice jej Taylorovym mnohoclenom druhého stupna a zistite tak
priblizni hodnotu tohoto riesenia. Svoj vypocet porovnajte s presnym vypoctom.

35. S chybou mensou ako 10~% vypoditajte hodnoty z prikladu 26.

36. Néjdite intervaly monotdénnosti, intervaly, v ktorych je konvexné a v ktorych konkdvna a
lokalne extrémy pre funkcie

2
a) y=2’—3z, b) ¥= s
c = |2? + 2 — 20, d) y:arctgﬁ,

+ L h) y = vl

Yy

y .

y=< f) y=Inv1+ 22,
Yy z

Yy Inz, j) vy = arccosz?.

37. Dokézte, ze postupnost (1 + %)n je rastuca.

38. Najdite najmensiu a najvicsiu hodnotu funkcie v danom intervale

a) y=—2+ 3z — 22 v intervale (0, 3),
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b) y = |22% + 52 + 3| v intervale (-5, 1),

c) y=at+423 — 2022 + 7 v intervale (—1,3),
d) y=+v9— 422 v intervale (—1,1),

e) y=x—2lnz v intervale (1,e),

f) y= 225 — 9z + 124/x v intervale (0, o),

g ) y = 2" v intervale (0, 00),

h)y= e T+ v intervale (—o00,00).

39. Aky najmensi obvod méze mat obdlznik s obsahom 25 cm??

40. Do rotacného kuzela s polomerom r a vyskou v je vpisany valec tak, Ze jeho podstava lezi
v podstave kuzela. Uréte najvicsiu moznt hodnotu

a ) objemu valca,

b ) obsah povrchu valca.

41. Pozemok v tvare obdlznika z jednej strany ohrani¢eny rovnym pradom rieky mé byt zo
zvy$nych troch strdn ohraniceny plotom. Ak(i mdZe mat pozemok najvicésiu plochu, ak mozeme na
plot pouzit 800 metrov pletiva?

42. Parnik pohybujici sa rovnomerne rychlostou v km/h spotrebuje za hodinu 20 + 0,001v3 m3
nafty. Pri akej rychlosti spotrebuje parnik najmenej nafty?
43. 7 karténu tvaru obdlznika 30 x 48 cm mé byt vyrobend otvorena krabica tak, Ze sa v kazdom

rohu vyreZe Stvorec a potom sa zloZia Styri bo¢né steny. Aky najvicsi objem moze mat takto vytvorena
krabica?

44. Vyrobca vynalozi na produkciu n kusov vyrobkov za tyzden 50n 4+ 20000 Sk a je schopny ich
predat za cenu 200 — 0,01n Sk za kus. Pri akom pocte vyrobkov za tyzden dosiahne vyrobca najvicsi
zisk? Kolko je tento zisk?

45. Chlapec stoji na jednom brehu rovnej rieky sirokej 0,5 km, ktora tecie rychlostou 4 km/h a
chce sa dostat na miesto na opa¢nom brehu vzdialené 3 km po prude rieky. Za aky najmensi ¢as to
stihne, ak plave rychlostou 2 km/h a kraca rychlostou 6 km/h?

46. Ucitel dovolil Studentom, aby si zvolili prirodzené ¢islo n s tym, Ze kazdy student, ktory bude
mat z testu asporn 100 (1 - migﬁ) bodov, urobi tspesne skusku. Akd hodnota n je pre Studentov
najvyhodnejsia?

47. Néajdite priklad konvexnej funkcie f, pre ktort je funkcia % konkavna.

48.
a ) Moze byt inverzna funkcia ku konvexnej funkeii konvexna?
b ) Moze funkcia nadobudnif lokdlne minimum v inflexnom bode?
¢ ) Moze byt prva derivéicia zaporné v inflexnom bode funkcie?
d ) Moze mat funkcia f’ viac lokdlnych extrémov ako funkcia f?
e ) Moze mat funkcia f’ viac inflexnych bodov ako funkcia f?

49. Dokazte, Ze pre vsetky = € (0, 5) plati sinz > 27”3

50. Dokazte, Ze pre vSetky realne Cisla x plati coshx > 1+ %2
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™

51. Dokézte, ze pre vSetky = € (0,1) plati arcsinx 4 arccosz = 7.

1—22
1422

53. Dokazte, 7e rovnica x° + 3z — 6 = 0 méa jediné realne rieenie a néjdite interval dlzky 1,
v ktorom sa toto rieSenie nachadza.

52. Dokéazte, ze pre vietky x € (—1,1) plati arccos = 2arctg x.

54. Dokazte, 7e rovnica 2° 4+ 2% + 22 + 102 — 15 = 0 m4 jediné kladné rieSenie a najdite interval
diZky 1, v ktorom sa toto rieSenie nachadza.

55. Vysetrite priebehy funkcii

a) y=2z%—922+ 12z - 3, b) y= (22 —1)3
2

C) Yy = xm—Jrga d) y:33$4_4$37

e) y=a2%/r +4, f) y=+Va?—ux,

g) y=ax — 2arctgz, h) y=z+sinz,

. 1

i) y=InL, i) y=a%ex.

56. Metodou bisekcie alebo metédou regula falsi uréte aproximacie koreniov rovnic

a)z®—3x+1=0, ¢) e®=1+1,
b) e =z + 2, d) sinzx =3z —2.

57. Metddou bisekcie urcte aproximacie redlnych korenov rovnic
a)x+e* =0, b)az®—x—2=0Ss presnostou 0,01.

58. Pouzijic dva kroky metédy bisekcie, najdite pribliznti hodnotu realneho korefa rovnice 23 —
10z + 5 = 0 , ktory sa nachadza v intervale (0;0,6). Priblizné rieSenia x1, x2 vypocitajte na dve
desatinné miesta. Odhadnite chybu pribliznej hodnoty x».

59. Metédou regula falsi alebo metddou bisekcie urcte aproximéciu koreriov rovnice z predchadza-
juiceho cvicenia s chybou ¢ = 1072, Pri metéde bisekcie uréte pocet krokov potrebnych k dosiahnutiu
pozadovanej aproximaécie.

60. Met6dou regula falsi najdite aproximéciu kladného korefia rovnice 24 —2x —4 = 0 s presnostou
0,001.

61. Metddou prostej iteracie rieste rovnice z vysSie uvedeného cvicenia. Preverte postacujiice
podmienky konvergencie. Iteraényproces zastavte podmienkou |z — x_1| < 1073. Uréte odhad chyby
vypocitanej aproximéacie korena.

62. Metédou prostej iteracie rieste rovnicu z + Inz = 0 . Posudfte iteracné vzorce

Tp—1 +e Tkl

2

rp=—Inzp1; p=e Y =

z hladiska a) konvergencie b) rychlosti konvergencie.

63. Nijdite aproximdaciu najmensieho nezdporného korena nasledujicich rovnic (s presnostou
1075). Pouzite metédu prostej iterdcie.

a) e —2(x —1)2=0, c)2? —cosmx = 0.
b)e ™ — (z—1)2=0,

64. Metddou prostej iteracie stanovte aproximéaciu dvoch najmensich kladnych korenov rovnice
xcosx = sinx — 7/2. Vyjasnite otdzku konvergencie metédy pre rozne volené funkcie ¢.
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65. Najdite aproximécie prvych dvoch kladnych koreriov rovnice tgx = = a) Newtonovou metédou
b) metédou se¢nic. Vypocet zastavte, ak bude platit |z — 21| < 1076, Podiatoénti aproximéaciu uréte
grafickou metdédou.

66. Pouzijic dvakrat metédu dotyénic, najdite pribliznti hodnotu reilneho koreiia rovnice z#* —

8x + 1 = 0, ktory sa nachddza v intervale (1,6;2). Priblizné hodnoty vypocitajte na dve desatinné
¢isla. Odhadnite chybu pribliznej hodnoty .

67. Pouzijuc pitkrat metédu seénic, najdite priblizné rieSenie rovnice 2x — cosx = 0, ktoré sa
nachadza v intervale (0; 0, 5) s presnostou na tri platné ¢islice. Ako Startovaciu metédu pouzite metédu
delenia intervalu.

68. Vypocitajte priblizni hodnotu korerna rovnice x — sinxz — w/4 = 0, ktory lezi v intervale
(/2,37 /4). Pouzite metédu secnic s presnostou na pif desatinnych miest.

Vysledky cviceni

1. a) 2, b) 3, c) —0,1, d) —2.

2. a) —41', b) —ﬁ, C) — 1

Vi-2z’
d) C0s12:v’ e) Signx, € 7é 07 f) 3ZL‘|LU‘

3. a) y,:28$3—36x2—|—%7 b) y = %51:47

o)y =92 —162+19, d)y =i,

e) y’:ﬁ—?)logzlx—ﬁ, f) y’:3x2coshx+x3sinhm+%,

g) Y =4 x (%)z X (In3 —In2), h) y = e*(cosz — sinx + arcsinz + ——11_962).

4.a) y = —3sin3z, b)y = ldz(2®+1)5,
C) = Clt:iga d) y/ = 2\/5(11—{—:[)’

_ 6z2tg$3 . 1
e) y/_ cos2 x3 f) y/__Wv
—z? 1 2e” ar m
g) y/:;me2 z an—ﬂl, h) y = — 2 aecose”
: ’_ . ;L v
i)y = ﬁ; Ny = Zsinh(Inz)’

/9 sin2a3 s 3 3 I _ 4
k) v/ = 6x"e sinz” cos x”, )y = 15 B/ (da+1)16"

5.a) —2, b) 1, c) 4, d) — 4.

6. a) 2" (Inz + 1), b) (Inz)*(In(lnz) + 1),
o) (Va)Vo x L) (m) (lnﬁ %)

r__ 1 / __ _ l4cost /2
8.a)y =4, b)y =1 c) y' = —3cotgt,
I /_cost—tsint / __ __cost—sint
d) y =-1 e) Y T=sint—tcost’ f Y = ~costtsint"

ll'a)y:\/ia z € (0,1), b)y =, C)y:ﬁ7
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d) y = —/x, e) y =z +sinz, f) y = 22
12. Napriklad f(z) =2 —z a g(z) = x.

13. Napriklad f(z) = —%a? — 22 — 3.

14.
a) y = 9z% — 8z, y ' =18z — 8,y =18, y = y) =0,
b) ¢y = —sinzx, y” —cosx, y" =sinz, y® = cosz, y( ) = —sinz,
c) y = e?®(6x —5), y' = e?* (122 — 4), y" = e2*(24x + 4),
2”7
d)y' = 1+z2’y”:—(1f%)27ym:%
e) y’—2wlnw+x v’ —2lnm+3 y" =2,
2
f) y Cosh2 ) y _2(:5(:;1}}11113’ y GSmhcjshQ?z:OSh ’
g) 3/ 3y27y//:_%7
2
h) y 3t’ y = T

15. a) y(") = 2n¢e?®, b) y™ = 3%(In3)", ¢) y™ = (=) D(n — 1)1z,
d) y(") = sinh z,ak n je parne, y(”) = cosh z, ak n je nepéarne,
e) y(n) — (_1)n (277,71)!33_271 f) y(n) — (_1)(71—1) 1><3><---2>:L(277,73) m—%‘

(n—1)! >
16.
a)t: y—xT_z, 7”;: yz—3x;4, )
bi:y= Z2x+1§1’ ey 2$25_ 27 193
c)t: y=gr+ 3, N y:_fx_To’
d)t: y=—2+3, n:y=x—73,
e)t: y=—(n3)z+1, n: y=zz+1,
fYt: y=x+mInb—-1, n: y=—-x+1Indb—1,
17.
a) dotyé€nica neexistuje, norméla je jedna: n: y = —x + %,
b) t: yz%x%—%, n: y:%w—i—%,
c) doty¢nica neexistuje, normadla je jedna: n: y = —z + %,
d)t: y=2x+1, norméila neexistuje,
e) dotycnice st dve: ¢ : y = —4x & (5 + 1), normala neexistuje.
18. y==.

19.t: y=v22—-2v2, n: y:—sz—

20. Obsah je konstantny 8.

=

a) 30 m/s, b) 6 s, c) 30 m/s,
d)45m, e)0, f)—10m/s>

23. a)Véasocht:%at:4, b) t € (8,4), c) %857-

20
24. 2.
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25. a) 2(z — 3), b) 11(z + 2), c) 0,
d) 3z, e) x, f) 1(z — 2).

26.2) 8,36, Db)9-045xmn3, 9,9, d) 2T
e) 6,018, f)i-¥m g 120 L) 0,05
27. AV = 4nr2Ar.

28. 0,05%.

29. a) asi 24,8 cm, b) AT = 0,02 s.

3
c)T4(w):% i—+% ath
— 5a? 4 b5z — 3,

e) T4(:r)=— 2y Tod 353 +335;+128, o
f) T3(x) = g2 +2(1—7r)x eV o R S
g) Ty(z) = -2 + .

32. T5(z) = %ZES + %m?’ + 2z.

842
33. 32 ~0,693147.

225
34. 225,
35.a) 8,3654, b) 8,519, ) 9,8095, d) 1,9953,
e) 6,0181,  f)0,4848  g) 0,9657,  h) 2.3036.

36.

a) Funkcia je rastica v intervaloch (—oo,—1) a (1,00), klesajica v intervale (—1, 1), mé lokdlne ma-
ximum v bode —1, lokdlne minimum v bode 1, je konvexna v intervale (0, c0), konkdvna v intervale
(_007 O)a

b) funkcia je rastica v intervaloch (—oo, —%) a (0, 00), klesajtica v intervaloch (—3,—%) a (—3,0), m4
lokalne maximum v bode —%, lokélne minimum v bode 0, je konvexna v intervale (— 3 00), konkavna
v intervale (—oo, —3%),

c) funkcia je rastuca v intervaloch (-5, —;) (4, 00), klesajtica v intervaloch (—oo, —5) a (—3, 4) mé
lokalne maximum v bode —3, lokalne minimum v bodoch —5 a 4, je konvexnd v intervaloch (—oo, —5)
a (4,00), konkavna v intervale (—5,4),

d) funkcia je rasttca v intervale (—oo, 0), klesajtica v interval (0, c0), ma lokdlne maximum v bode 0, je

konvexna v intervaloch (—oo, —1/ %ﬁ) a (y/ %‘ﬁ, o0), konkdvna v intervale —\/_1‘§ﬁ, \/_1?/7,
e) funkcia je rastica v intervale (1,00), klesajica v intervale (—oo,0) U (0,1), ma lokadlne minimum
v bode 1, je konvexna v intervale (0,00) a konkdvna na intervale (—oo,0),

f) funkcia je rastuca v intervale (0, 00), klesajica v intervale (—oo,0), mé lokdlne minimum v bode 0,
je konvexna v intervale (—1,1), je konkdvna v intervaloch (—oo,—1) a (1, c0),

g) funkcia je klesajtca v intervaloch (—oo, —1), (—1,0) a (0,00), nemé lokalne extrémy, je konvexna
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v intervaloch (—1,—1) a (0, 00), je konkdvna v intervaloch (—oo, —1) a (—3,0),

h) funkcia je rastica v intervale (0, 00), klesajica v intervale (—oo,0), mé lokdlne minimum v bode 0,
je konkdvna v intervaloch (—o0,0) a (0, 00),

i) funkcia je rastica v intervale (%, o0), klesajuca v intervale (0, %), mé lokalne minimum v bode %, je
konvexna v intervale (0, c0),

j) funkcia je rastuca v intervale (—1,0), klesajica v intervale (0,1), ma lokadlne maximum v bode 0,

je konkévna v intervale (—1,1).

37. Néavod: Uvazujte funkciu y = (1 + %)z

[9)

8.
a) Maximum % v bode %, minimum —2 v bodoch 0 a 3,
b) maximum 28 v bode —5, minimum 0 v bodoch —% a—1,
¢) maximum 16 v bode 3, minimum —25 v bode 2,
) maximum 3 v bode 0, minimum /5 v bodoch —1 a 1,
) maximum 1 v bode 1, minimum 2 — In4 v bode 2,
f) funkcia ma maximum asi 5,325 v bode asi 0,647, minimum nenadobuda,
g) funkcia je rasttica v otvorenom intervale, preto nenadobida maximum ani minimum,
h) maximum nenadobudne, minimum 2 v bode 0.

R

39. 20 cm.
40. a) Vipar = ‘é—’;rzv, b) Smaz = 2?55«) ak v > r, 27r? inak.
41. 80000 m2.

42. Priblizne 21,5 km/h.
43. 3888 cm3.
44. 7500 kusov. Maximalny zisk je 582500 Sk.

45. Stihne to priblizne za $tvrt hodiny.
46. n = 2.

47. Napriklad y = %
48.

a) Ano, napriklad y = %, x € (0,00), b) nie, ak ma druht deriviciu,tak v lokdlnom minime je funkcia
konvexna

¢) 4no, napriklad y = 23 — ,

d) éno, napriklad y = arctgz,

e) 4no, napriklad y = z* 4 2.

53. z € (1,2)

54. x € (1,2)
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ot

6.

a) 0,347296 a -1,87938 a 1,53208.

b) 1,1469 a -1,8414

c) -1,34997 a 0,806465

d) 0,934833

57.

a) -0,567143

b) 1,26716

58. 1 = 0,3 a x5 = 0,5, chyba je mensia ako 0,25
59. z3 = 0,5125, teda 3 kroky

60. xg = 1,64293

61. x5 = 1,64291, chyba mensia ako 0,0002

62. rieSenie je 0,567143, a) nekonverguje, b) konverguje pomaly, ¢) konverguje rychlo
63. a) 0,213308

b) 0

c) 0,43843

64. 4,83228

65. 4,49340; 7,72525

66. xo = 1,95646

67. x5 = 0,450180

68. ¢ = 1,76629
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