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Uvod

Co pocujem, to zabudnem.

Co vidim, to si zapamditam.

Co si vyskiisam, tomu rozumiem.
Konfucius

Pre matematiku, ako jedeného so zakladnych ndstrojov riesenia technickych problémov, plati
Konfuciov vyrok doslovne. Prepisovanie poznamok a prikladov z tabule, ¢i prezeranie si rieSenych
prikladov v skriptach je nedostatocnou pripravou na tento predmet. Ak chceme matematike rozumiet,
musime obetovat volny ¢as a sami najst riesenia prikladov. Mnohi Studenti vSak ¢asto narazia na fakt,
Ze neovladaju zakladny kalkul (zakladné matematické pravidla a Upravy) nutny k ndjdeniu hladaného
rieSenia. To byva aj castym dovodom, Ze ,,nestihaju” sledovat ucivo na cviceniach, ¢i prednaskach.

Cieflom danej publikacie je ponuknut Studentom technickych smerov uéebni pomdcku, ktora by im
pomohla zvlddnut uéivo z matematickej analyzy, ktoré je naplfiou predmetu Matematika 2. Okrem
zakladov vysokoskolského uciva, skriptd ponukaju aj detailnejsi navod, obsahujuci postupy, ktoré by
mal Student ovladat uz zo strednej Skoly. Prepocitavanim prikladov, by tak Citatel mal postupne osvojit
nielen zaklady vysokoskolskej matematiky, ale aj vyrovnat hendikep zo strednej Skoly. Preto
s postupujucim ucivom ubuda zakladnych napovedi. Skriptd su urcené hlavne Studentom prvych
ro¢nikov stavebnych odborov na SvF STU a zhruba kopiruju prednasky z predmetu Matematika 2. Nie
st nadhradou predndsok a cviceni. Su koncipované ako ich doplnok pre domacu pripravu, respektive pri
cviceniach.



(U 7o Y [T 3
Pamatame Si 20 StrednE] SKOIY ..ccocviiii i e e e e s e e et e e e e be e e e rraeeeas 5
R (=T U ol YA a1 =Y = =Y SR 7
1.1.  Zakladné pojmy @ Pravidld........cceeeiioiiiiiiiiiee e e e e e e 7
1.2.  Substitu€nd metdda a Metdda Per PArtES.....cccccieieiecieee ettt e e e e rrre e e e rareeeeenes 13
1.3.  Integrovanie raciondlnych funkcii P1(x) / QMU(X) c.ccoviniriininiiiiieeeeee e 23

D U1 ol 1 AV T =T | PP 33
2.1, Zakladné pojmy @ Pravidla ........ccceeeieeiiiie e e e e s nrae e 33
2.2, Aplikacie UrCitENo iINTEBIAIU .....cccveieeeeee e e et e e e earreee e 37

3. Obycajné diferenCidlng FOVNICE.....ccuiii ittt e e e s e ee e s s sabee e e e areeas 48
3.1. Diferencidlne rovnice (DR) L. rAdU ...ccccueeieeciiiee ettt e e et e e e are e e searaeeeeas 49
3.1.1. Separovatelné diferencidlng rovNIiCe ........occveiiiciiieecce e 49
3.1.2. Linedrne diferencidlne rovnice (LDR) 1. radU .....cc.cecveeeiieeeciieciee e 56

3.2.  Linedrne diferencidlne rovnice 2. a vysSieho radu s konstantnymi koeficientami................ 62
3.2.1. (oY aaToT={<T ] o[- I ] 2 SRS 62
3.2.2. LDR 2. rddu so Specidlnou pravou StranOU.......cccccccueeeeeciieeeeciieeeecireeeeereeeeseveeeeeenneeas 67

4. Funkcia dvoch a viacerych premennyCh..........occveii ittt eere e e are e e e eanes 86
4.1. Zakladné pojmy, parcialng deriVACie.........ceeccuiieieciiee et 86
4.2. Dotykova rovina, normala, totdlny diferencidl a gradient funkcie.........ccccceeeeuveeieciieeeennen. 96
4.3.  Parcidlne derivacie vyssich radov, lokalne extrémy ........ccceecieeiicciei e, 106
4.4. Viazané lokdlne extrémy a globalne extrémy .......cccccveieiiiiiiee e 114

LI EIATUIG ettt ettt ettt ettt e st e e s be e s bt e e a b e e s b et e a b e e s bt e e hte e e be e e abeesateeebbeesbaeenares 130



Pamatame si zo strednej skoly

Motningy a odmoening
x4 _
xa xb =xa+b _bzxa b
X
a a
a .,a a X" _ x)
X, =X — = |-
y* = (xy) ==
ab _ ..ab i_ —-a
(xM)? =x ==X
1
Nx = xn
x.v # 0. a.be R. neN

Yae = Va Ve o O
- , c

NHiate+ Va+ Ve !l

% _ ad 1_c a 1
< “The b~ b b b
d c
a+c_adicb bed%0
Flas ma o5

Moeniny a rozklady dvojélenoy-

(a £ b)?> =a®+ 2ab + b?
a’?—b%=(a+b)(a—-b)

Logaritmickl pravidla
& exponenciddne funkeie

loga + logb = log(ab)
loga —logh = log(%)

cloga = loga®

a* =y & x=log,y
a'°8a¥ = x, log,(a*®) = x
log,a =1, log,1 =0
a* an*
XhX — X _ = =
a*b* = (ab)”*, Qx_(b)
a*a¥ = a*tY, £ a*y
ay

ab* = (ab)x — (ax)b

a,b >0, b,c#0

y

Trigonometrio

sin?(x) + cos?(x) =1
sin 2x = 2 sinx cos x

cos 2x = cos’x — sin’x
1+ cos2x

2
1 — cos2x

2
. sin x . COS X

5 = cotg x =
& cosx &

cos?(x) =

sin?(x) =

sin x
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Polyném

P(x) = agx" + a;x™ 1+ .+ ap_x+ a,

n je stuperi polynému, a; su konstanty.

x; voldme koreriom polynému, ak B,(x;) = 0.
Py(x) = (x = x1) Pp_q(x)

Korene kyadvaticke) funkeie
Py(x) =ax®+bx+c
—b +Vb? — 4ac
x12 = = 5
’ 2a

Rozklad na korenove Einditele
Py(x) = alx — x;1)(x — x3)

Raclondlna funkeio
BTG NI
fx =000 Q. (x) je polyném
Goemetrio
V rovine R?:

Priamka dand bodom (x,,y,) a normdlovym vektorom
n = (a, b):
a(x —xo) + b(y —yo) = 0;
Kruznicar dand stredom S(0,0) a polomerom r:
X%+ y? =12
Elipsa- sostredom S(0,0), a,b -vysekyna osix a osi y:
x2 y2

2 b

V priestore R3:

Rovina dand bodom (xg, Yo, Zo) @ normdlovym vektorom
(t. j. vektorom kolmym na rovinu) 7 = (a,b,c):

a(x —xo) + b(y —yo) + c(z — ) = 0;
Priamka dand bodom (xy,y,,2,) a smerovym vektorom
§ = (S]_, Sz, 53).'

X = xO ar Slt

Yotst, teR
Zy +S3t

N <2
Il




1.Neurcity integral

1.1. Zakladné pojmy a pravidla

Co si treba pamatat z predndsky: ”

C' Ak F'(x) = f(x) pre x € [a, b], potom pre neurcity integrdl (antiderivaciu) plati

Jf(x)dx = I

Funkciu F(x) ntegrandu) f(x).

Pravidla pre r

o J(of

€ R. (linearita)

o [ +b)+ ¢

pre lubovolné konstanty a,b € R, a + 0. (linedrna substitucia) J

N

Zakladné vzorce na integrovanie:

fadx=ax+c, a eR; fsinxdx:—cosx+c;

xn+1 .
fx"dx= +c pre x >0,n# —1; fcosxdx=s1nx+c;

n+1
! f L = tgx+ # 2k +1)=
—dx = ; x=tgx+c prex =,
fxdx—ln|x|+c prex # 0; cos’x g p >

k€eZ,;

fexdx=ex+c;

1
fsinzxdx = —cotg x + ¢ pre x #km, k € Z;

a* 1 arcsinx + ¢
x — . — — .
fa dx—lna+c, a>0a=+1; f —1_x2dx {—arccosx+cprexe( 1,1);
_( arctgx+c f'(x)
f 1+ x? = {—arccotgx +c’ () dx=1In |f(x)| +c.

Precvicme si zdkladné postupy a vzorce pri rieseni prikladov.



PRIKLAD 1.

Vypotitajte nasledujuce integraly: a) [(4x3 + 5 — 3 cosx) dx, b) f%_ x, c)[3%7%%dx,

3x+2 2x+1 2 2 9—
d) fmdx; e) fde, f)fﬁdx, g)fﬁ_dx

Riesenie:

+ bg(x) dx = dx+b d
a) PouZijeme linearitu neurcitého integrdlu. (af(x) G a(f(x) * (g(x) *

J(4x®*+5—-3cosx)dx =4 [x3dx+ [5dx —3 [cosx dx=4x74+5x—351nx+c

=x*+4+5x—3sinx +c.

atb a , b m xa
;:—-l-—‘nv m — n, —= a-b
b) Najprv musime podintegrdlnu funkciu upravit. c ¢t VX X=X
VxZ — 2x3 +Vx X5 %3 x s 3 1
dx=||—=—-2—+—5] dx= (x6—2x2 +—)dx
X2 xz x2 X
1 3 4
X6 X2 6
= T-25+hlx|+c = 6&—5\/355 + In|x| + c.
6 2 aX a X
a*tV =a*a¥, — = (—) ,clna =Ina°
M b
= (a”)* = (a®)",
c) 1.spésob: podintegralnu funkciu upravime . [a¥dx = %+ ¢, ve)a=3"5vd) a= é = i2="
(3—6)x 32—6x
32‘6"dx=f32 376)* dx = 32 + c= +c
f (3™ In3-6 —61In3
~ Vs . ra . A . 1 1
2. spbsob: pouzijeme linedrnu substittciu ff(ax +b)dx = Eff(t) dt = —F(ax+b)+ c
1 3t 32—6x
327%dx = |t = —6x + 2 ——f3tdt———— c=-— c.
f | x+2l =z 61n3 " 6In3

X
d) Integrand musime najskor upravit na tvar % pouzitim pravidiel pre exp. funkcie

J3x+2d—J323xd—9 3xd_3f3xd _3(£)x+
61T | g6 T6) 3¢ T 2 (36) x_zln(i) ¢
12

127% +c¢.

T 2In12

x
e) Vtomto pripade mame dve alternativy, bud postupujeme ako v d), alebo upravime na tvar % .

2x+1 2x+1
f43 e f(22)3 — —f26 Zde—f 2(x+1)—(6-2x) dx:f23x_5 dx = |t = 3x — 5|

2t

thdt— 1—+ c=;2x+1+c
-3 3In2 3In2 '

bx _— byx — x\b “_x_ x-=y
0 = (@) = (@), S=a



f) Najskor upravime podintegralnu funkciu na zlomok typu G f&dx=lnlf(x)l+c, x_ lbx
j p p g you T @ y by

fzx d—zf x - dx = |+ )—32|—21f 3xzd—21|3 6| +
_6x X = |X = >5X = 5 x3_6x—3nx C.

g) PriUprave integrandu pouzijeme rozklad dvojélena a? — b? = (a — b)(a + b).

3

= 3+Vx x2 2
x = \(3\\‘;&)4\\&\ )dxzf(3+\/§)dx=3x+?+c=3x+§\/F+c.

2

Va = xn, [x"dx = ’;n: +c
PRIKLAD 2.
Vypoéitajte nasledujuce integraly: a) [ tg 3x dx, b) [ cotg?(2x) dx, c)f X,
2x— 1
”3 +2 T ;
sinx "(x x 1bx
o = osx’ ff(x)dlenlf(x)|+c, ;:ET
Riesenie:
. . . , JE))
a) Podintegralnu funkciu upravime na zlomok typu o
J‘t3d_jsin3xd_ 3x) = —3sin 3y | = 1[—35in3xd
g3xdx = o5 3x x = |(cos3x)’ = sin3x | = 3 “os3x x

1
= —§In|cos3x|+c.

b) PouZijeme trigonometrické vztahy, zékladné Upravy a lin. substitdciu.

cos 2x 1
cotg? 2x dx = dx— , —1)dx=|t=2x|
sinZ 2x 2x sin? 2x

Cos x

= —ECOtg 2x — x +c. cotgx = , sin’x + cos’x =1

sin x

a

I+

b a
G

b
+—,
C

- J.f(ax+b)dx=§F(ax+b)+c

) , . , 1 v 1 s
c) Podintegralnu funkciu upravime na zlomok typu To;z pouzitim lin. substitucie.

J‘ 1 dx J‘ 1 1f 1 p 't 1 | 11 " (x) N
— ——dx=|t=_-x|=—-—<arctg |Z)+cC
x? + 4 4(1+x2) 4 1+(92_c)2 2 41 2
1
= Earctg ( ) +c.
d) Podintegralnu funkciu rozdelime na dva zlomky a pouzZijeme vysledok z predchadzajuceho
prikladu.
5x? ) 4 20
fmdx:S dx=5f(1—m)dx—5x—7arctg()+c
—5x—10arctg()+c a:b %i% %—%



e) Naskér integrand rozpiSeme ako sucet konstanty a zlomku s konstantou v Citateli.

2x—1 (b(3x+2 d—b+ d
3x+2 ~Bx+2/ = 3x+2’

Cize potrebujeme urdit konstanty b, d tak, aby platilo 2x —1 =b(3x +2) +d.

, - . y 2
o Porovnanim koeficientov pri x dostaneme konsStantu b: 2=3b = b = 3

o Dopocitame konstantu d: 2x — 1 = §(3x +2)—1-— % = §(3x +2) — g

2x+% d
3

£ 4 5_ 103
00 dx =In|f(x)| +c, i E

7
fzx_ld _f 2 73 d—zfld 71f3.1d
ax+2 " 13734273 733 3x+2 Y

2 713+2+
—3x9n|x | +c.

Teraz mOzeme integrovat ¢len po ¢lene:

(rozklad mdézeme urobit aj pomocou delenia polynédmov, vid'str. 29).
Priklad m6Zeme riesit aj cez linedrnu substitlciu t = 3x + 2.

3x+2° "

t—2 2 7
1 2(5) -1 1(3t—3 1
:_f—dt:_f_dt:- dt
X—T 3 t 3 t 9

_t—2

—1f(2 7)dt—1(2t TIn|e]) + ¢ = 2 (3x + 2) — ~In|3x + 2| +
=3 n =3 n|t| c=50x g ni3x c.

L . v wew 4 L Wy .
(Oznacenie c je symbolom pre lubovolné Cislo, ¢ize aj ¢ + 5 mozeme nahradit symbolom c, takze

vysledky pri oboch postupoch su ekvivalentné.)

Pouzitim rovnakého postupu ako v priklade Pr.2 ¢) dostaneme nasledujlce vseobecnejsie integralne

vzorce pre a > 0: Skuste ako cvicenie!

pre x € (—a,a).

f 1 % arctg (2) +c f 1 P arcsin (g) +c

dx = =
va? — x2 — arccos G) +c

21 52 ’
a®+x — Larccotg (f) +c
a a

PRIKLAD 3.

Vypoctitajte nasledujice integraly: a) f;dx, b) fL(Zx)dx, o[ L

—dx
sin2 x cos? x cos x+sinx 1+cos(2x) '

d) [ cos?(4x) dx.
RieSenie: Pouzijeme trigonometrické vztahy a zakladné upravy

10



) sin?x + cos?x = 1, % = % + g,
a
f f sin“ x f 1 J 4
- X = tgx —cotgx C
sin? x cos2 ( \sin? x cos% cos2 sin? x & &
sinx cosx 2(sin? x — cos? x)
= — — +c= - + ¢ = —2cotg (2x) +c.
COoSXx Sinx 2 cosxsinx
cos(2x) = cos?x — sin®x, sin2x = 2sinx cosx,
t _ sinx cos X
gx = cosx sin x
b) cos(2x) = cos?x — sin®x, a? —b?> = (a + b)(a —b)

cos(2x) cos? x — sin® x (cosx+-sinx)(cosx — sinx)
———dx = : dx = _ dx
cosx +sinx cosx +sinx cm

= sinx 4+ cos x + c.

<)

1 1 1 1
— —_ _dx= dx= | ———dx=-tgx+c.
f1+cos(2x) x f1+(coszx—sin2x) x choszx X=pmxTe

2 1+ cos2x

d) PouZijeme trigonometricky vzorec pre cos< x. ) =
2

1+ cos8x 1 I
fcosz(4x)dx:jT dx:ff(1+c058x)dx= It:8x|=z(x+ 5

sin 8x
) + c.

11



Priklady na prepocitanie

ey

dx.

xX—2 x+1
.f(2x5—6x+3)dx. 8. f&

ZX
15.fsin2(2x) dx.

3x — 2VxZ + 2Vx 32x-1
2. f vx dx. 9. f dx.

Va3 94-x
16. f cotg (3x) dx.

3 3
N f26x\/x_4+ 4x3\x i 10. f(1 — 3x)5 dx.

Vx cos (2x)
322 — 2 11f 3 dx sin“ x cos* x
4, fz— dx. ") 3—4x
2(x2+1) f 1+ cos(4x)
4—x ") 4x +sin(4 x) X
4x + 1 12.j dx.
X = 19.[— X
ax 13 + cos(3x)
3% 4 5% ¢
6. f 2 dx. 13.j 12" 1
15 Zo.f—dx.
1 — cos(2x)
7 j 32-3x gy 14. j tg?(3x + 1) dx.
VYSLEDKY

6
1. %—3x2+3x+c, 2. 6x —12%x +2In|x| +¢, 3. 84\/x13+%4\/x17+c,

E _E _ _ 1 _ 1 _ 1 2-3x
4, S X 2arctgx+c,5.4x+91n|x 2| +¢,6. ) 5 1n(3)3x+c’ 7. _31n33 +c,
3x—2 2x+2 34-x—9 _ (1_3x)6 _ 3 _ _ E 3
.41n3+ — T 9. T3 + ¢, 10. s + ¢, 11. 41n|3 4x| + ¢, 12. 2x 3\/x +c,

13. %ln(e3x +2) +c, 14. %tg(Bx +1)—x+c, 15. %x — %sin(4x) + ¢, 16. %ln [sin(3x)| + ¢,

2
sin(2x)

+c, 18. iln|4x + sin(4x)| + ¢, 19. —§1n|13 + cos(3x)| + ¢, 20. —% cotgx +c.

12



1.2. Substitu¢nd metéda a metdoda per partes

Co si treba pamdtat z predndsky:

C

Subst

Subst

Substituciu (A) pouZivame v pripade, ked:

s

vnutornej funkcie

flo(x)). " (x).

1 ’! . H i % podintegrdlna funkcia je (alebo sa dd upravit na) sucin zloZenej funkcie a derivdcie jej

PRIKLAD 4.

X
Vypotitajte nasledujuce integraly: a) [ xe5" dx, b)f3—dx, c) [ cos3x dx.

V1-9%

Riesenie:

a)

[rertacs [ et 5 e cnmars)

t=5-—x?
dt = —2x dx

13



1 1 1
= ——fetdt = —Eet+c = —Ees_xz +c.

2
b)
3% 1 1 [ = 3% 1 dt
fﬁd’c:ﬁf\/ﬁ'gx'mw": dt=3xln3dx| =ﬁf\/1_—tz
=%arcsint +c = %arcsin 3* +c.
<) sin?(x) + cos?(x) = 1 J
Jcos3x dx =Jcoszx cosxdx =
. t = sinx t?
=J(1—s1n‘x)cosxdx= dt = cosx dx| =](1—t2)dt =t—?+c

sin3x

=sinx —

Substituciu (B) pouzivame v pripade, ked

% novd podintegrdina funkcia, t. j. sucin funkcii f(t) (p~1(t))", sa dd ndsledne zjednodusit

pouZzitim uprav alebo vzorcov. Budeme ju pouzivat hlavne pri integrdloch typu

[ f(Vax+b) dx.
PRIKLAD 5.
Vypoéitajte nasledujuce integraly: a) [ X2 b)fidx o[ i
yp ] ] graly: (4-3x)3 1—vx xV2x-1
RieSenie:
a) Z2=242, (a+h)?=a’+2ab+b’
t=4-3x 5
— 4—t\“
oxtt2 x:43f _feo(T) +2( 1)dt _ 1f(16—8t+t2)+2dt
(4—3x)3"" 1 | t3 3 T3 t3
= ——dt
X= 73
=3[ (F-mri)a=—z(-m+ T+ mi)+
BEY AV AT A WA ¢
—1( ? S 43 )+
T3\@—3x)2 4-3x 7T

14



b)

Vx
1++x

dx =

dx Zt dt

-Jn

1+t

X _
00, | et
—2tdi =2 —_/ dt a?—b*=(a+b)(a-b)
[ SETD

x+a—a axb

a b
4 -
€~ @

A

=2f(t-1+)dr=2(S—t+m|l+e])+c=x—2va+ 2|1 +Vx|+c

=V2x—1
xvV2x —1 r= 2
dx = tdt

1 t3
T2 3

(Hl) + 4 t2+1 4
JiE e

>dt
2

J(2x—1)3
)+8arctgt+c—2(¥+\/2x—1>+8arctg\/2x—1+c.

Pozor na sprdvne pouZitie substitucie v prikladoch, v podintegrdlnej funkcii musime

nahradit vsetky povodné premenné novymi premennymi, napriklad

x*+4

J5

2x—1

2

tdt M

Priklady na prepocitanie

=

f(x + 2)eX x5 gy

f In3(2 x) i

X
f 2x?
4+ x©

4 j X d
3 b X.

w

dx.

2
E——,
V(3 —4x)3

to?
ngc dx.
cos? x

: Jsin3(2x) dx.

o

~

o [
1-—25*%

15



Vx 1 — 4x?

9. dx. 11. | ————dx.
2+ \/} (2x + 3)*
3x 2
10. | —dx. 12.J dx.
f\/l — xz 4 + 3’\/;
VYSLEDKY
1 px?+4ax-5 it 1 x Xt 1
1. Se +c, 2. 4ln (2x)+c, 3. 3arctg > +c, 4. 2 Gy +c, S'M-'-C'
6. %tg3 x+c,7. —%cos 2x + %cos3(2x) +c, S.ﬁarcsin(Sx) +¢9.x—4/x+8In|Vx +2| +¢,

I A2 r 2 -
10. =3V1—x* +c, 11'3(2x+3)3 2(2x+3)2+2(2x+3)+c'

12.3Vx2 — 243/x + 961n |4 + Vx| + ¢

Co si treba pamdtat z predndsky:

-
(D Metdda per partes:

—/

Integrovanie per partes (t. j. po Castiach) spociva v tom, Ze miesto integrovania pévodného
integrélu [ u(x)v (x) dx potitame integral [ u’(x)v(x) dx, ktory pri vhodnej volbe funkcii
u(x) av(x) moze byt jednoduchsi. Niekedy je nutné metddu viackrat zopakovat. Najcastejsie

pouzitie metddy per partes mdzeme zhrnut do troch zakladnych pripadov:

= podintegrdlna funkcia je sucin dvoch funkcii P(x). f(x), kde P(x) je polyném a f(x) je

‘! ~H trigonometrickd, resp. exponenciondlna funkcia. Potom polozime
u(x) = P(x)
v'(x) = f(x)
PRIKLAD 6.

Vypotitajte nasledujice integraly: a) [ xe5* dx, b) [3x cos5xdx, c) [(x? + 2x) sin 3x dx.
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Riesenie:

a) Polyndm x oznacdime ako funkciu u(x), ktord budeme derivovat a exponencionalnu funkciu

oznadime ako funkciu v'(x), ktort budeme nasledne integrovat.

u
J-xe5"dx= )
v ]
@ . =
1
_ngSx
b)
u = 3x, u’=.3 sin 5x sin 5x
f3xcosSxdx= , sin5x| = 3x - —f3- dx
v =cos5x, v= z 5
3 inc 3( cosSx)+ 3 5+3 Sy 4
—5xsm X z z c—5xcos X 25cos x +c.

c) Vtomto pripade musime pouzit metddu per partes dvakrat.

u=x%*+2x, u =2x+2

f(x2+2x)sin3xdx= o cos 3x| =
v'=sin3x, v=-—
3

2 cos 3x cos 3x

=(x +2x)(— )—f(2x+2)-<— )dx
3 3

1 2 u=x+1 u =1
=——(x2+2x)cos3x+—f(x+1)cos3x dx =| sin 3x

3 3 v =cos3x, v= 3

_ 1(2+2) 3 +2 (+1)sin3x fsin3xd
= 3x Xx) cos 3x 3 X 3 3 X

1, 2 /1 ] 1 cos 3x
=—§(x +2x)cos3x+§<§(x+1)sm3x+§ >+c

1 2 2
= —§<x2 +2x—§)cos3x+§ (x+1)sin3x +c.

+ podintegrdlna funkcia je sucin dvoch funkcii P(x). f(x), kde P(x) je polyném (vrétane

konstanty), resp. raciondlna funkcia a f(x) je logaritmickd, resp. cyklometrickd funkcia

(t.j. inverznd k trigonometrickej, napr . arcsin x, ... ). Potom poloZime

u(x) = f(x)
v'(x) = P(x)

17




PRIKLAD 7.

Vypotitajte nasledujuce integraly: a) [ 2x3Inx dx, b) [ 3x arctg x dx, c) [ In?(3x) dx,

d) [ arcsin x dx.

RieSenie:

a) Logaritmicku funkciu nevieme priamo integrovat, zato jej derivacia je racionalna funkcia, preto

za funkciu u(x) polozime prave logaritmicku funkciu.

1
— I
u=Inx, u—x x4 3

1
3 - S
fo Inxdx = , . 2x4—21nx f% > dx
v =2x°, va

x* 1 x* x*

=71nx—zz +c=7lnx—§x4+c.
b)
. , 1
5 . o u=arctgx, u =m _3x2 . 1 3x2
f x arctg x dx = , 322 —Tarch—f1+x27
v' = 3x,

v=—
2
o  sEn, e
=—arctgx——f ———* dx = —— arctg x — = (x —arctg x) +c.
2 2 ) K1+x% 2 2

c) Ak je podintegralom len jedna funkcia f(x), za druhd funkciu v sicine mézeme poloZit konstantu

funkciu P(x) = 1.

1
fln2(3x) dx = u= 11’12(3X), u = 21“(33() ;‘ — xln2(3x) _ fﬁC/Z ln(3x)/%/ dx

v =1, vV=x

!

u=InBx), u =

R R

=xIn?(3x) — 2 f In(3x) dx =

v =1, v =

=xIn?(3x) — 2 (x In(3x) — f 1 dx) = xIn?(3x) — 2xIn(3x) + 2x + c.

d)
i ! ! 1 2x
, u = arcsinx, u =—— , <
farcsmxdx= J1 = x2| =xarcsinx — — | ——==dx
I __ o —_ Jl_xL
v =1, V=X
1 a2 1 dt
=| =1 =X | = yarcsinx += | — = xarcsinx ++/1— x2 +c.
dt = —2x dx 2) Wt

18



= podintegrdlna funkcia je sucin dvoch funkcii typu f(ax + b). sin (cx + d), resp.

f(ax + b). cos (cx + d), kde f(x) je exponencidina funkcia, resp. sin x, cos x.

V tomto pripade dvojndsobnd aplikdcia per partes vedie k pévodnému integrdlu a ten

vyjadrime z rovnice ako nezndmu.

PRIKLAD 8.
Vypoditajte nasledujuce integraly: a) [ e *sinx dx, b) [ cos2xsin3xdx, c) [ cos (Inx) dx.
Riesenie:

a) Vtomto pripade je jedno, ¢i polozim za u(x) exponencionalnu, ¢i trigonometrickd funkciu,
podstatné je, Ze ak pri prvej aplikdcii per partes derivujem exponencionalnu funkciu, musim tak
urobit i pri druhej aplikacii.

u=e™*, u=—-e*
v =sinx, v

f e *sinxdx =

u=e* u=-e"

v' =cosx, v=sinx

X

=—e* cosx—fe‘xcosx dx =

r

=—e ¥cosx — (e‘x sinx +J e *sinx dx).
7

Z rovnice teraz mb6zeme vyjadrit nas integral

1
2[ e *sinxdx = —e ™ *(cosx +sinx) = fe‘xsinxdx=—Ee‘x(cosx+sinx)+c.

b)

u=-cos2x, u =-—2sin2x
cos 3x

3

[ cos2xsin3xdx =
J

v' =sin3x, v=-—

1 2 u=sin2x, u' = 2cos2x
= —=C0S2x cos 3x——fsin 2xcos3xdx =| , sin 3x
3 3 v =cos3x, v= 3

271 2r
= —gcos 2x cos 3x —§(§sin 2x sin3x ~3 I cos 2x sin 3x dx).

J

5 1 2
§J-c052xsin3xdx =—§c032x cos3x—§sin2x sin 3x =

19



3 2
fcos 2xsin3xdx = — gcos 2x cos3x — gsin 2x sin3x + c.

c) Rovnaky postup uplatiiujeme aj na niektoré zloZzené funkcie

. 1
(cos (Inx) do)= |* = cos(Inx), u’' = —sin(Inx) -

J

= x cos(Inx) +fsin(lnx) dx
v =1, vV=x

1
u =sin(lnx), u' = cos(lnx) "

‘ = x cos(Inx) + xsin(lnx) — ’ cos(Inx) dx.
v =1, vV=x ’

2 [ cos (Inx)dx = xcos(Inx) + xsin(lnx) =

1
f cos (Inx) dx = > (x cos(Inx) + x sin(Inx)) + c.

Priklady na prepocitanie

Pocitajte metddou per partes

1. f(3x + 2)e* 2 dx. 6._[ 2 cos 3x dx.
2. f(4x + 1) sin 2x dx. 7.fln2 2x dx

X X

_ 2x _
3. fxln(z) dx. 8.fe cos(z)dx.
4. farctg x dx. 9.f 2% cos 2x dx.

X

S.farccos 2x dx. IO.Jsin(Bx) cos (§) dx.

20



Pocitajte vhodnou metddou

11 fﬁex3 dx
13 .

12.[(29( —1)e3* dx.

In3x
13.[ dx.
x

14.fx21n 2x dx.

dx.

f arctg 2x
1+ 4x?

16.fx arctg 2x dx.

17.ftg(3x — 1) dx.

Inx
18. | —dx.

\/_
19.f4x3ln(x3)dx.
zo.f2x1n2xdx.
21.Jsin2(2x) dx.
ZZ.J cos? (;) dx.

sin3 x
23.J 7 dx.
cos* x

24. f sinx cos 2x dx.
25. f 4x cos(x + m) dx.

26. f x cos(3x?2) dx.

S5x
27. | —dx.
f\/4—2x2 x

28[ R
") 24+ x? x

29']‘29c+1d
"] 6+ x2 X

30[ 3%
T 4xe &

31f 3%,
1+ x4 X

3zf 5
)1+ xt X

331‘ x? -1
1= z0z %

34. f eV dx.

1
35.[ dx
ve* —1

36.fsin(lnx) dx.



VYSLEDKY

2 2
1. Bx —1)e* 2 +¢,2. —4xz—+1c052x+sin2x+c, 3. %lne)—%+c,

2_
4. x arctg x —%ln(l +x2) + ¢, 5. x arccos 2x — %\/1 —4x2 + ¢, 6. X2 6in 3x +%x cos3x +c,

7.x1n%?(2x) — 2xIn(2x) + 2x + ¢, 8. ﬂ(2 sin (f) + 8 cos (5)) +c,

T2 (2sin2x +1n2cos2x) + ¢, 10. —— (sm(3x) sin ( ) + 9 cos(3x) cos ( )) +c,

2x—1 e3% _ In2(3x)

2 ¢3% 4 ¢ (PP), 13

11.%3 +c(5M),12. =— + ¢ (SM), 14-%(31n2x—1)+C(PP),

2
15. %arctg2 2x + ¢ (SM), 16 ad arctg 2x — ix + ¢ (PP), 17. —%1n|cos(3x — )| + ¢ (SM),

18. 24/x(Inx — 2) + ¢ (PP), 19. 3x* (lnx - %) + ¢ (PP), 20. x2 (ln2 x—Inx+ %) + ¢ (PP),

1
3cos3x cosx

21. %(4x —sin(4x)) + ¢ (VZ), 22. §(3 sin (2) — sin ( )) +c(SM), 2

+c(sM),
24, % (cosx cos2x + 2sinxsin2x) + ¢ (PP), 25. 4(x sin(x + ) + cos(x + m)) + ¢ (PP),
26. %sin(3x2) + ¢ (SM), 27. —3\/4 —2x2+4 ¢ (SM), 28.2In(2 + x?) + ¢ (DER),
1 1 3
29.1n(6 + x2) + \/—garctg% + ¢ (DER), 30. Earctg(2x3) + ¢ (SM), 31. Earctg(xz) + ¢ (SM),
32.2 In(1 + x*) + ¢ (DER), 33 l(21n|1— 2x| — 32 4 ox— 1) + ¢ (SM), 34 Zeﬁ(\/f— 1)+c
‘4 'Y o8 1-2x ’ .

(SM),

35. 2 arctgve* — 1 + ¢ (SM), 36. g (sin(Inx) — cos(Inx)) + ¢ (PP).

SM poutZite substitu¢nud metédu;
PP pouzite metddu per partés;
VZ poutZite trigonometricky vzorec;

1),
fx)’

DER pouzite Upravu na zlomok
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Py (x)

m(x)

1.3. Integrovanie raciondlnych funkcii

Co si treba pamdtat z predndsky

®

N

PRIKLAD 9.

Vypocitajte integrély z elementarnych zlomkov: a) [ ﬁdx, b) [

1 1
(2x—4)3 dx C)'rxz+x+5 dx,

d) f 3x+4 dx.

x2+x+5

Riesenie:

!
a) Pouzijeme linearnu substiticiu, alebo rozsirime na typ ff—(%).

f ! dx = 11|3 4x| +
3= a0 x|+ c.

ff(ax+b)dx= 1F(ax+b)+ c
b) PouZijeme linearnu substituciu. .

f L x=je=2 4|—1(1) L
Cx—ap T T\ e —a2 T

cx+d

n
Lot o _cx+d .
Existuje aj piaty typ elem. zlomku (x2+px+q) , pozri napr. [2].
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c) Najprv skontrolujeme, ¢i sa skutocne jedna o elementarny zlomok, t.j. polyném v menovateli

nemakorene, D =1 —4 - 5 < (0. Potom menovatel upravime na sucet stvorcov a linedrnou

substituciou prevedieme na integral typu fa2+x2 dx.
1
—1 dx = —1 dx = |t = +1——2 t T, +
fx2+x+5 x—f( 1)2 19 x—‘ - 2‘—\/19arcg V19 ¢
x+-) +— =
2 4 2
2 ) ( 2x + 1) +
= —— arc C.
V19 & V19
1 1 x
Tento postup mozno zovieobecnit: f 2 x = garctg (E) VG
P\ 2%
2 - i — (=
X +px+q—(x+2) +(q (2)>
1 2 2x+p
f 5 = arctg c
S R ] 4q —p 4q — p?
" . . () . .
d) Zlomok prepiseme na sucet dvoch zlomkov. Prvy typu o) a druhy Ziprta’ kde pouzijeme
vysledok z prikladu 8 c).
J 3x +4 d _J‘3 (2x+1) +5 1 P
x2+x+5 *= )2 x2+x+5 2 x2+x+5 x
31| Z4+x+5|+ > t(2x+1)
==In|x°“+x —— arc c
2 V19 8 V19
Alebo najskor pouzijeme Upravu na sucet Stvorcov a nasledne linedrnu substittciu, ktora prevedie
povodny zlomok na zlomok typu tczt:jz . Nasledny rozklad tohto typu zlomku na dva spominané

zlomky je jednoduchsi.

1
3x+ 4 3x+4 t=x+5
fz—dx=f—2dx =
x2+x+5 (x+l) L 1

2 4 )
—3f 2t dt+5f ! dt—31
_2 t2+£ 2 t2+2 _Zn
4 4

3 5 2x+1
=Eln|x2+x+5|+—arctg( )+c.

V19

t2+19+52 t(Zt)+
— ——— arctg|— c
4 24/19
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Postup pri integrovani raciondlnej funkcie:

Pp(x)
Qmx)

Pripomefrime, Ze funkcia f(x) = je rydzo raciondlna, ak n < m.

Je funkcia rydzo racionalna? delime polyndmy

Rozlozime polyndm v menovateli na sucin korenovych Cinitelov

Navrhneme rozklad na elementarne zlomky

Dopocitame konstanty Integrujeme sucet

AKO MAM ROZLOZIT POLYNOM NA SUCIN KORENOVYCH CINITELOV A AKO

Y z NAVRHNUT ROZKLAD NA ELEMENTARNE ZLOMKY?

Najskér ndjdeme korene polynému. Napriklad nech Q(x) = agx* + a;x3 + a,x? + azx + a, md

korene x1, x, a x3.Nech x, je2—ndsobnym korefiom. Potom

Q)= ag(x — x1) (x — x)*(x — x3).

25



KaZdy polynom mozZno takymto spésobom rozloZit, ale sucin méZe obsahovat aj nerozloZitelné
kvadratické polynémy (CiZe také, o nemaju koreri), resp. ich mocniny. My sa obmedzime na

polynémy s maximdine jednym takymto nerozloZiteInym polynémom, t. j.
Q(X)=ag(x — x1)(x —x)f(x —x3)! .. (x* + px +q), P*—4q<0.

. L . P y vow Ly .
Potom rydzo raciondlnu funkciu % mozZno rozloZit na sucet elementdrnych zlomkov

P(x) 1( A B, B, By, Cx+D )

e T e A T T T

kde A, B, ..., C, D su konstanty.

PRIKLAD 10.

8x—-31
x2-9x+14

2x%+x+1 x+1

Vypotitajte integraly : a) [ ——
Riesenie:

a) Podintegralna funkcia je rydzo raciondlna, teda prejdeme rovno na rozklad menovatela.

x3+2x2+x ax, )f(x2+1)(x—1)2 dx

Najdeme korene polynému. (Ak by polynom nemal korene, potom by funkcia bola elementdrnym

zlomkom 4. typu, pozri priklad 9 d).)

9+/25 7 P,(x) =ax?*+bx +c
x1,2=T={2,potomx2—9x+14=(x—2)(x—7). ’ P
x1,2 :27'
Funkciu moZno prepisat na sucet dvoch zlomkov podla (*): P,(x) = a(x —(jcl)(x —x,),
d+ch
8x — 31 _ A N B =A(x—7)+B(x—2) %igz%
-9 +14 x—-2 x-7 x=2)x=7)

Z rovnosti zlomkov dostaneme rovnicu
8x — 31 =A(x—7) + B(x — 2), pre lubovolné x a zatial dve nezname konstanty 4, B.

Dosadme do rovnice dve lubovolné hodnoty pre x (dosadzovacia metdda), aby sme dostali dve
rovnice o dvoch nezndmych. (Najjednoduchsie rovnice dostaneme, ak dosadime korene

polynému.)

> x:=7 = 8:7-31=B(7-2) = B=G5;
> x=2 > 8:2-31=4(2-7) = A=3;

Vypocitané konstanty dosadime a mézeme integrovat.
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f Sx — 31 d—f(s + S)d 3In|x — 2| + 51n|x — 7| +
2 —ox+12F T G2 x=7) T nix ¢

b) Zacneme rozkladom menovatela:

1-x2=(1-x)(1+x), (korenest1a-1). Podla (x)

1 A B A(l—-x)+B(1l+Xx)
1-x2 1+x 1-x  (14+x1-%

1=A(1-x)+ B +x).

Dosadime korene:

loga —logh = log(%)

» x=1= 1=B(1+1) = B=%;

> x=-1 > 1=401-(-1) = Azé;

1 dx = (1 1 1 1) (
fl—x2 x—f 2_1+x+2_1—x f

)dx

=l x —mi—xD)+ c=om [
=5(n x| —1In X c=3ln|T—
Prirad'me vypocitany integral k vzorcom.
1 1 11+x
fl_xzdx=2n _x|+c.

c¢) KedZe sajedna o rydzo racionalnu funkciu, zacneme rozkladom menovatela:

x3+2x2 +x=x(x?>+2x+1) =x(x + 1)? = korene st 0a-1 (dvojnasobny koren).

Podla (*)
2x2+x+1_A+ B C  Ax+1)?+Bx(x+1)+Cx
x3+2x2+x x x+1 (x+1)2 x(x +1)?

2x2+x+1=A(x+1)?+Bx(x+1)+Cx:
Mame tri nezname konstanty, musime dosadit tri hodnoty za x:

> x=0 = 1=4;
» x=-1= 2=C(-1) = C=-2
» x=1 = 4=A4-44B-24+C = B=1;

x?+1 1 1 -2
J—dxzj(—+ + )dx=ln|x|+1n|x+1|+

x3 +2x%2 +x x x+1 (x+1) x+1

+ c.
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V niektorych pripadoch, hlavne ak polynom v menovateli ma menej koreriov ako je jeho
stupen, Cize obsahuje nerozloZitelny kvadraticky polyndm, alebo md ndsobné korene, je
vhodnejsie pouZit na hladanie nezndmych konstant A,B,C,.. miesto dosadzovacej
metddy metddu porovndvaciu.

Ta vyuZiva fakt, Ze dva polyndmy sa rovnaju, ak maju rovnaké koeficienty pri mocninovych

¢lenoch.

d) Podintegralna funkcia B je rydzo racionalna so sucinom korenovych Cinitelov

x+1
(x2+1)(x—1
v menovateli, prejdeme teda rovno na rozklad na elementdrne zlomky. Podla (*)
x+1 _Ax+B C D
C+DG-D? 241 x-1 (x-D?
_(Ax+B -1+ Cx - DE*+ 1D +D(x*+1)
(x2+1)(x—1)2

Citatel zZlomku s neznamymi keoficientami roznasobime a porovname ¢itatele oboch zlomkov.

X+1=A@3—-282+x)+ B -2x+ 1)+ C(x> - +x—-1)+DHE3+ 1)

ax® +bx?+cx+d=ax3+bx*+éx+d © a=a, b=bh, c=4é, d=d

Porovname koeficienty pri mocninovych ¢lenoch:

> x3:0= A+ C =

> %2:0=-2A4 + B— C+D, > C+D=-
> B 1= a—284c 7 =>1——23=>
> 1= B=C+D, = —C+D==
D=1,C=—l$ A:l;
2 2
d = ( — — )d
(X2+1)(X—1)2 x _f A@b 2x—1+(x_1)2 X
_1”1 2x f N +f
2l 2t x2+1 G-z
1
:—ln(x +1)——arctgx——ln|x_1|_ﬁ+c
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» —
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AKO VYDPELIT POLYNOM FOLYNOMOM?

llustrujme postup na konkrétnych prikladoch.

2x3 —4x +1
x2+1

Cim musime vynasobit x?, aby sme dostali vyraz 2x3?  Vyrazom 2x. Vynasobime a nasobok

=Q2x3—4x+1): (x2+1)=7?

odpocitame.

2x3—4x+1) : (x?2+1)= 2x

(23 +2x) & =7
Polyndm —6x + 1 je zvySok po deleni, preto

2x3—4x+1_2 +—6x+1
x2+1 =X x24+1°

x}—1
x—1
(3= :(x—1D=x*+x+1

e ?@‘//

Polynom
B(x) = apx"+ax™ 1+ .+ ap_1x+ a,
n je stuperi polynomu, a; su konstanty.

—(x%— x) X, voldme koreriom polynému, ak B,(x;) = 0.
Rozklad na koverove Einitele

P(x) = (x — x1) Py (x)

—(x-=1) y

C oo

Zvy$ok nam vysiel 0, &ize polyném x3 — 1 je delitelny polynémom x — 1 bezo zvysku. (x = 1 je

x—1

koreriom)

x3 -1

o) =x2+x+1 = x3-1=(C*+x+D(Hx-1).

PRIKLAD 11.

4x3 —15x+14 x*+x3-3x+5
N oo

Vypocditajte integraly : a)f d b) [—— Py S g
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Riesenie:

a) Zacneme rozkladom menovatela. KedZze x = —1 je korefiom, polyndm je delitelny bezo zvysku
polyndmom x + 1. Pouzijuc delenie polynédmov dostaneme rozklad

x3+1=(x+1)(x? —x + 1). (Kvadraticky polyném u? dalsie korene nema.)

Podla (*)
6x A Bx+C Ax? —x+ 1)+ (Bx+CO)(x + 1)
= + = =
x3+1 x+1 x?—-x+1 x+D%2—x+1)

6x =A(x?—x+1)+ (Bx+ C)(x + 1):
> x=—-1 = —6=34 = A=-2

> x=0 > 0=A+4C = (=2
> x=1 > 6=A42(B+C) = B=2;

f 6x _j(—z +2x+2—1+1)d _f -2 -1 3 .
2+177 ) 1 x2—x+1 Tl 1T —x+1 (x—1)2+ *

3
4

2x—1
V3

= —2In|x + 1| + In|x? — x + 1| + 2V/3 arctg +c.

b) Ked?Ze funkcia nie je rydza, rozloZime ju najskér na polyném a rydzo racionalnu funkciu pouZzijuc
delenie polyndmov.

4x3-15x+14 16x—1
SiZico A =2x—-5 + S Zaico At
2x4+5x—-3 2x%+5x-3

. N |
Korene polynédmu v menovateli su 5 @ —3.Teda P,(x) = ax? + bx + ¢

1 o AT
24 5x -3 =2(x—3) (r+3) = Qr— D +3) wm
2 P(x) = alx — x1)(x — x,)
Podla ()
lx—1 _ A B _A(x+3)+BR2x—1)
2x2+5x—3 2x—1 x+3  (2x—D(x+3)

16x—1= A(x+3)+BQ2x —1):
> xi=1 = 7=14 = A=2
2 2
> xi=-3 = —49=-7B = B=7;

f4x3_15x+14d _f(z - 2 N 7 )d
2x%2+4+5x—3 x= x 2x—1 x+3 X

=x%2—5x+1n|2x— 1|+ 7In|x + 3| + c.
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c) Zacneme rozkladom na polyném a rydzo racionalnu funkciu, t. j. delime polynémy:
x*+x3-3x+5
x34+2x24+2x4+1

—2x+6
X34+ 2x24+2x+1°

x—1+

KedZe x = —1 je korefiom polynédmu v menovateli (overime dosadenim do polynému), menovatel
je delitelny bezo zvysku polynédmom x 4+ 1. PouZijuc znova delenie polyndmov dostaneme rozklad
x3+2x%+2x+1=(x+1)(x%?+x + 1). (Kvadraticky polyném uz dalie korene nema.)
Podla (*)

—2x+6 _ A N Bx+C  AW*+x+1)+ Bx+0)(x+1)
x3+2x24+2x+1 x+1 x24+x+1 (x+D2+x+1)

—2x+6=Ax*+x+1)+ (Bx+C)(x +1):
> x=-1 = 8=4;

» x=0>=> 6=A4+C > C=-2;
» x=1=> 4=3A+2(B+C(C) = B=-8.

J‘x4+x3—3x+5d _f( - 8 8x + 2 )d
x3+2x24+2x+1 = X x+1 x24+x+1 X

:f PR P . dx
x+1 x2+x+1 (x+1)2+3
4
<2 5 4 2x+1
=7—x+81n|x+1|—41n|x +x+1|+ﬁarctg 7 +c
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Priklady na prepocitanie

2x%+11x+ 8
x3 + 4x?% + 4x X

=

f 1 d 8] 4x + 3 d
2x — 4 x ") x2—-3x+5 X

4x?% —Ax* —4x + 2

N

6 1
. dx. 9. dx.
f9—7x x fx2+3x * 16. 2 _ 9,3

2 3
3. IW dx. 10. fx2_4dx. 17.

dx.

—2x3 +x%2+13x -9

2x%2 4+ 3x—2

SE e
J
J5
4 [ gy ax [ o 8 [
J
e

1 10 — 2x 2
5. j—dx_ 12. f—dx. 3xc—4x—11
2 2 — 19.
x? 4+ 6x+ 16 3x%2+5x—2 o x T 2:2 2
2 1 p 20. 6x% + 2x
13. .
6',[2x2—12x+27dx' f5x2—4 x 2 +x+6
3x +4 12
S — 14. dx.
7'jx2+x+7dx' fx3+8 x
VYSLEDKY

x+3

+c, 4. \/_arctg \/_

1 6 7
1. 51n|2x—4|+c,2.—;ln|9—7x|+c, 3.—m m‘l‘C,S

V2

VZ2(x-3)
6. 3 arctg (

)+c,7 SIn|x?2+x+ 7|+ \/_arctg( )+6821n|x —3x+5|+

N

+\/—_arctg(\/_)+c9—ln| |+c10 —ln| |+cllln|x|——1n|x + 4| +c, 12.

4 V5 x—2 1
;In3x — 1| = =2In|x + 2| + ¢, 13. 4\/_l \/_x+2| + ¢, 14.In|x + 2| ——ln|x2 —2x + 4|+
\/_arctg(\/_)+c 15. 21n|x|——+c 16. x? +x————1n|1—2x|+c 17. 2x——+

x+2

—|+—+c 19. 21n xtl

31In|x + 2| ——ln|2x —1|+c¢,18.1n

|+31n|x+2|+c 20. —3x +

Eln|2x +3|—4In|2 — x| +c.
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2.Urcity integral

2.1. Zakladné pojmy a pravidla

Co si treba pamdtat z predndsky:

le [a, b].

(-
| it

Pravid|

c,d €ER

Z0V VZorec

_/

PRIKLAD 12.

Vypocitajte integraly :

2 4 _ 3 d
a) [ (2x2+m—e x)dx, b) [y Icos x| dx, «©) [, x2—4J;+5'
Riesenie:
a)
2 1 4-(-3) 3P 4
22 —————— =21 =Z11nl2 = 2 -x72
L(x +_3 > 3% e )dx [3]1 3[nI 3x|1{ + [e7*]1
2 4 14 4 1 1
—Zm3_13y_2Z _ 2 _ 1y * -z
3(2 1°) 3(ln4 In1) + (e e ™) 3 3ln4+e2 -

b) Absolutnu hodnotu musime rozpisat a interval integrovania rozdelit.
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_(f) ak f(x)=0
IFeol = { —f(x) inak

cos x, XxE€ [0, g]

b @ b
|cos x| = f f(x)dx =f f(x)dx+f f(x)dx

T
—CcosXx XE€E [E'ﬂ]

T z T A
] |cos x| dx = chosx dx + J (=cosx) dx = [sinx]j — [sinx]z = (1 -0) - (0 —1) = 2.
0 0 z 2
2

)

]3 dx _f3 dx — Jarctg (x — 2)]F =
L X2 —4x+5 ), x—2)2+1 B =

NS

(’ Substituéna metdda:

L o)

(p(a))

Metdda pe

fbu(x)v’(

N

PRIKLAD 13.

Vypotitajte integraly : a) f01 xVI—xdx, b) [° L c) f03 In(x +3) dx, d) [ze* sinx dx,

1 x

e) fol eV dx.
Riesenie :

a) Pri pouZiti substiticie nezabudajme substituovat aj hranice integralu!
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J;bf(x)dx = —J;’af(x)dx ‘

e
dt | = (1—t2)t(—2)tdt=2tz—t4)dt=2———
la g 3 5],

d 1 211
PP =f(1+t)dt=[t+— ==.
_ . 2], 2
1
c)
3 =1 +3 r_ 1 3x+3—3

fln(x+3)dx=u_n(x ), =113 =[xln(x+3)]8—f—dx:
0 v' =1, V=X o X3

=3In6—[x—3In|x+3|]3=3In6—(3-3In6+3In3) =3In12 — 3.
T

—3In2 loga + logb = log(ab)
loga—logbzlog(%)
d)
2 2 2 n 3
[ . u=e?* u' = 2e%* 2 2
’ e¥sinx dex=| ;| "’ = [—e** cosx]2 + 2f e?* cosx dx
0 v' =sinx, v=—cosx 0

- _ o,2x I 3
u=e~”, u =2e ‘ =(0—(—1))+2([e2xsinx]3—Zfzezxsinx dx)
0

v =cosx, v=sinx

us

=1+2e”—4f2e2xsinx dx.
0

2 o 2 o 1+ 2e™
5| e*sinxdx=1+2e" = e“*sinx dx =
0 0

5

e) V tomto pripade musime pouzit kombinaciu substitlcie a per partes.
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t=+x

x = t?

1 1 o I 1
J‘e‘/zdx= dx = 2t dt :f ettht:‘L,L_t't u—lt =2([tet]%,—fetdt>
0 0 v =e, v=e 0
x=0 = t=0
x=1 = t=1
=2(e—[e']) =2(e—(e—1)) =2.
Priklady na prepocitanie
T 4 \/_ 1 ’
2+x X
i 13. ——— dx.
1.f|51n2x|dx. 7. f4+xdx. fx2+3x+2 x
/4 0 0
- 1 L /4
. .
2 joxdx_ 8. f% dx. 14. f sin3 2x dx.
5 1+ cos (E) 5 0
/8 4 2\/} 2\/5 x3
3. j tg? 2x dx. 9. fz\/); dx. 15. f x?+1 dx.
o 1 0
/2 T /2
2 X -
4 f cotg® x dx. 10. fcos 3x dx. 16. f e” sin 2x dx.
—TT 0
/3 n
ez
cos(Inx) V3
2 ei 11. f — dx.
5 £ dx. 1 17. f xarctgx dx.
ve 0
1
2 e/2 In4
6 f Zd 18, [ Y1,
. arccos 2 X. 12. f xln(Zx) dx. . f W X.
-2 1/2 0
VYSLEDKY
1.2,2.4-4mn2, 3. 2-Z 4 2+ In(/3/2),5.e—e, 6.2m,7. 8 —2m, 8. ———, 9. =
20 T T2 8 e ‘W WU 7 7" 24In(3/2) T'In2’

10.7m, 11. 1, 12.~ (% +1),13.2In (3) 14.1 15 4-1n3,16.2 (e5+ 1) 7.2 -8
16 8 3 5 3 2

18.“; (4 —).
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2.2. Aplikdcie urcitého integrdlu

Co si treba pamdtat z predndsky:

C

nkcie:

Obsah

Objem lo osi x:

(kde

N

PRIKLAD 13.

Vypocitajte obsah rovinnej plochy ohranicenej krivkami :

2
a) y=x7,y=2\/§.
b) y2=9-xy2=x+09.
¢ xy=1Lx=2,y=x,y=0.

Riesenie

x? s ” .
a) y= Y= 2+/x Vidy za¢iname obrazkom plochy:
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P Na to, aby sme zistili hranice pre premennu x,

musime vypocitat prienik kriviek:

xZ
T=2\/x_ > x*=8%x =
x*—64x=0 = x(x>-64)=0 =

X1=O, x2=4

. 1
~
e Plochu popiseme:
- 0<x<4
o
Obrazok 1 — <y<2Vx
Teraz mozeme aplikovat vzorec pre vypocet obsahu:
4 2 21t 3714
X X2 1|x 4 1 16
S:f <2\/E——>dx:27 ——[—] = 8- — -16-%=—.
0 4 2, 4|3 o 3 3 2 3

b) y2=9—x,y2=x+9 Zatiname obrazkom plochy:

_ I y2=9—x = y=+/9—x

y2=x+9 = y=+V9+x

¥= —\||I O+ -__ L _____.--""--j.l-= -\'ISI-;‘

Obrazok 2

V tomto pripade hornd i dolna hranica pozostéva z dvoch kriviek, ¢ize oblast nemoZzno popisat

jednym predpisom, museli by sme ju rozdelit na dve ¢asti. Ale ak si uvedomime, Ze oblast je
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symetricka podla osi, a teda pozostava zo Styroch obsahovo zhodnych ¢asti, staéi ratat obsah casti

oblasti v 1. kvadrante.

. t=9—x o 310
_ _ dt = —dx | _ _ tz2f 8 _
5_4f0\/9 xdx—x:O IV 4L\/Edt— 43 =3 (0—27) =72.
x=9 = t=0 2 lg
cxy=1, x=2,y=x,y =0. Zaciname obrdzkom plochy:
12k N / 1
[ N/ =1 = =—
[ N/ Xy Y%
10}
0_3:_ y=1ljz Vypocitame prienik kriviek y = x ayzi.
I yex
I _1 2 _
0sf x == = x°=1 =>x=@
a4l T
[ x=2
nal
»=10
' 'u.s"'@'"1.5""2.0""2.5
Obrazok 3

Horna hranica oblasti pozostava z dvoch kriviek, preto oblast musime rozdelit na dve podoblasti:

0<x<1
0<y<x’

IA
IA

KR =N

X

1
0

IA
<
IA

Obsah celej oblasti ratame ako sucet dvoch podoblasti:

2

1
1
—] + [In|x|]? = 5+ In2.
0

1 21 x
S=fxdx+f—dx=
0 1 X 2

PRIKLAD 14.
Vypocitajte objem rotacného telesa, ktoré vznikne rotaciou plochy ohranicenej krivkami :

y=e*,y=Inx,1 < x < e okolo osix.
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Riesenie :
: 1<x<e
Inx<y<e*

15+

10

Obrazok 4

Aplikujeme vzorec na vypocet objemu:

e
u=Ilnx u

R R P

1
: — In2 - .
flnzxdx: It = 2 :[xlnzx]f—Zflnx dx =
! v'=1 v=x ! v'=1 wv=
e
=e—2<[xlnx]§—fdx)ze—Z(e—(e—l)):e—Z.
1
e e e ere
V=1rf ((ex)z—(lnx)z)dx=n<f ezxdx—flnzx dx)zn [7] —(e—=2)|=
1 1 1 1

=n(%(eze—ez)—e+2>.

Obrazok 5 Zobrazenie rotacného telesa z Prikladu 14
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PRIKLAD 15.
Odvodte vzorec pre vypocet objemu gule.

Riesenie : Gulu dostaneme rotdciou polkruhu. PopiSme si ho:

. e Kruznica so stredom v S = [0,0] a polomerom r:
e -_\-""‘-.._H\:?J = \f?' —Xz

e . xz + yZ — .r.Z

Obrazok 6

" 2 2 " 2 2 2 X 2 4
V=T[f (r —x)dx=2nf (r —x)dx=2nrx—? =2n(—r3>=—nr3.
-1 0

Priklady na prepocitanie

Najdite obsah plochy ohranicenej krivkami:
1. y=—-x*+x+2, y=0.
2. y=x?+2x—1, y=-x*+10x-7.

3. y=x?+3x+10, y=5-3x.
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5 =—, = 16x.
y=7, y=1l6x
52
6. y=x2 y=5 y=4

Najdite objem rotacného telesa, ktoré vznikne rotaciou oblasti S okolo osi x, kde S je ohranicena

krivkami:
11. y=+3x, y=4J/x, x=3.
12. y=x%  y?=8x

X
13. y=sin(—), y=0, 0<x <2m.
14. y=8-x2, y=x2
15. y=tgx, x=0, y =+3.
16. x? +y? = 4 (kruZnica), y?2=3x,ak x>0,y>0.

17. Odvodte pomocou integralu vzorec na vypocet objemu kuZela s polomerom podstavy r

a vyskou v.

VYSLEDKY

y=-x2+x+2

1.5=2
2

0.5 1.0 15 2.0

Obrazok 7 Oblast v Pr.1.



2.

4.

S

w | o

14

12

10

8

6

4

2

0.5 1.0 15 2.0 25 3.0
Obréazok 8 Oblast'v Pr. 2.
y=x2+3x+10
N
s
Obrazok 9 Oblast'v Pr. 3.
30
25
¥y= -J 9x
20
15
y=3x7
1.0
05
0.2 04 06 0.8 1.0

Obrazok 10 Oblast'v Pr. 4.
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5.§ =512

7.8 = 7—2m(3

&S=2+2me)

Obrazok 11 Oblast'v Pr. 5.

©

n

-6 -4 -2

Obrazok 12 Oblast'v Pr. 6.

Obrézok 13 Oblastv Pr. 7.

y=2x

1 2 3 B

Obrazok 14 Oblast' v Pr. 8.
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9.5 =L (e—1)2

2e 2o

Obrazok 15 Oblast'v Pr. 9.

10. S=3—e¢

Obrazok 16 Oblast'v Pr. 10.

1n.v=2%y
2

[ il
L]

Obrazok 17 Rotaénd oblast a teleso v Pr. 11.

48
12. V = ?T[

y={ox

Obrazok 18 Rotaénd oblast a teleso v Pr. 12. 45



13. V = 12

Obrazok 19 Rotaénd oblast a teleso v Pr. 13.

14.V=53£n

Obrazok 20 Rotaénd oblast a teleso v Pr. 14.

15.V=(§7r—\/5_’)n k Vi /

y=tgx

Obrazok 21 Rotaénd oblast a teleso v Pr. 15.

16.V =27
6

Obrazok 22 Rotaénd oblast a teleso v Pr. 16.
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17. Kuzel vznikne rotaciou pravouhlého trojuholnika, ktorého preponu tvori Gsetkay = % x

. 1
intervale [0,v], V = gnrzv.

y=-x

Obrazok 23 Rotaénd oblast a teleso (kuzel) v Pr. 17.

na
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3.0bycajné diferencialne rovnice

Z doterajsich poznatkov vieme riesit len diferencidlne rovnice typu y™ = f(x), kde y™ je n-ta
derivacia funkcie y = g(x) naintervale I. RieSenim (vSeobecnym) nie je len jedna funkcia, ale celd

trieda funkcii y = g(x, ¢y, ¢y, ... ,Cp), kdec;, i =1, ... ,n st konstanty.

PRIKLAD 16.
N3ajdite vSeobecné rieSenie diferenciadlnej rovnice:

a) y' = arcotgx,

i _ In(2x)
b)y" = —
Riesenie :
a)
u = arccotgx, u' = —; 1 2x
y=farccotgxdx= ’ 1+ x? =xarccotgx+—f—2dx=
o =1 S 2) 1+x

1
= x arccotg x + Eln(l +x%)+¢c, ceR.

b) Aby sme dostali rieSenie, musime funkciu na pravej strane dva razy zintegrovat.

y=| (f ) dx) ar= [ (Fre@o+a)dc=; [w@odr+axte, =

1
=3 (xIn?(2x) — 2xIn(2x) + 2x) + c;x + ¢, =

x
= Elnz(Zx) —xIn(2x) + E1x + ¢y, 1, ¢, ER.



3.1. Diferencidlne rovnice (DR) 1. radu

3.1.1. Separovatelné diferencialne rovnice

Co si treba pamdtat z predndsky:

(D

Zakladny t S $

y' =pk)

2)

3)

Hladdme funkciu y = g(x), ktord je rieSenim DR pre x na intervale I.

#0

ries
Sep
1 1
q2(y) p1(x)
separovana DR)
Int
av

Zq(y) = 0(q,(y) = 0) dostaneme dalsie riesenia vrdtane singuldrnych (t. .
takych, ktoré nemozZno zahrnut do vseobecného riesSenia ) a vsSetky rieSenia

zZhrnieme.

/

N

Pod pojmom separdcia premennych rozumieme oddelenie vyrazov obsahujucich y na jednej

strane rovnice a vyrazov obsahujicich premennu x na druhej strane. Najskér osamostatnim
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séitanec obsahujuci y' na jednu stranu rovnice, a potom len delim rovnicu prislusnymi

funkciami.
Postupy pouZivané pri upravdch:

» ¢ chapeme ako symbol fub. konstanty, nie ako konkrétne Cislo, preto ak konstantu ¢
nasobime (delime) konkrétnou konstantou, zostdva nezmenena. Napr. nepisSeme 4c,
lebo je to stdle lubovolna konstanta.

» Kaidé ¢ € R modzeme vyjadrit ako logaritmus absolutnej hodnoty iného nenulového Cisla
¢i1,tj. c=In|cy|, ¢4 #0.Ak ¢ je symbol [ub. konstanty, potom ¢; chapeme ako
symbol fub. nenulovej konstanty.

» Ak ¢ chapeme ako symbol [ub. konstanty, potom
ly] =|lcg(x)| = rieSenimje y =c g(x),
ly| = e/t = y =t e e/ =c,ef/®, ¢y #0.
PRIKLAD 17.

Najdite rieSenie DR:a) y' = xe ™, b)y’' = (y — 2) cotg x, ¢c) xy = V1 — x2 y/,

dy —xy*-y*—xy—y=0.

Riesenie:
—=eY, eV %0

(]
|
<)

a) y'=xe7/.e¥

a¥ = f(x) < y=log,f(x) J

e¥y'=x = eYdy=xdx,

x? x?
feydyzfxdx = ey=7+c = y=ln<—+c>,cER.

b)

dy = cotg x dx.

' 1
* Y =0U-2cotgx/ —
L
y—2

B

- y' = cotgx =

<
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In|y — 2| = In|sinx| + ¢ = In|sinx| + In|c,| = In|c; sinx], c; 0,

ly —2| =|cysinx] = y—2= ¢;sinx = Ihx=Iny & x=y J

e KonS$tantna funkcia y = 2 je tieZ rieSenim DR.

(y=2,y" =0,dosadimedo DR 0 = (2 —2)cotgx )

Vsetky riesenia mozeme zapisat jednym predpisom
y=2+csinx, ceR.

VSimnime si, Ze hoci funkcia y(x) je definovana pre vietky x € R, DR ma zmysel, len ak x # km,

k € Z (¢o je defini¢ny obor funkcie cotg x), Cize funkcia y(x) je rieSenim len na tomto def. obore.

c) V tomto pripade je DR vyjadrena vo vseobecnom tvare, takze budeme delit aj funkciami

premennej x.

e xy=vV1-—x2y'/ 31/ ,\/% =0 y = 0 je rieSenim rovnice)

b 1 X 1
—=—y = ——dx=-dy
Vi—x2 Y V1 —x2 y
o
1 X 1 —2x £=1—x2 1 dt
[ay= [ L . L[
y JV1—2x2 -2 ) J1—x2 dt = =2xdxl -2 )t
Inly| = —V1—x%+c¢ =—t+c=—V1-x2+c
Iyl = e_\/l—x2+c — e—Vl—x2 ec ﬁ Cl * 0.
e Vsetky rieSenie mdzeme zjednotit predpisom y =ce” 1=x* - eR.

Funkcia y(x) je rieSenim DR len pre x € (—1,1) (¢o je def. obor y'(x) ), t. . nie na celom def.

obore funkcie y(x) [—1,1].

d) Najskér si osamostatnim séitanec, ktory obsahuje y’ a upravime pravu stranu na suéin funkcii

fitkha f(y):
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o V=i 4yitay+y= YPa+DHya+ D= G DOP+Y) /[ e

1
'=x+1 = dy=(x+1d
y2+yy x Yty y=(x+1)dx
[ )
[ A L1
SR A g yi+y y y+1
x? x?
n|y| —In|y + 1] 2+x+c n|y_|_1 2+x+c
++ 2, Y 2,
|y+1 =gz ™ = m=clez X, g #0

y=(y+1gez"" ez = yll-cgez™)=cez ™

e Zpodmienky y?+y =0 dostaneme riedenia rovnice

Vsetky rieSenia DR su:

c eT+x
y = I c € R asingularne rieSenie y=-—1
1—cez™
Co si treba pamdtat z predndsky: ”
Ak k DR pridame auchyovsku

Ulohu. Riesenie enie. Konkrétnu

hodnotu ¢y vyp nia DR.

Postup riesenia :

a) Najskor ienku,
b) dopocit vseobecného
riesenia.
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PRIKLAD 18.

Najdite partikularne rieSenia DR:

a) xy'=yly, )y@)=1 i)y =2 ii)y1)=;
b) —1+e Y1+ y)=0, i)y0)=0, i)y(l)=-1

Riesenie:
a)
" 1 1
e xy'=yly /1, = x¢0
1 , 1 1 p 1 p
= — = = — . £
ylnyy x yiny y x X *)
[ ]
1
1 1 1 y
yiny x ylny Iny
In|ln y| = In|x| + ¢ =In|x| + In|c;| =In|c; x|, ¢; #0

Iny=cx = y=ea*

e JednorieSenie dostanemez rovnosti ylny=0 = y=1

Vsetky rieSenia separovatelnej DR mozno zapisat v tvare:

y=e‘%*, c€ER pre Vx ER.

e Hladdme partikuldrne riesenie, ktoré splfia zaciatocnu podmienku

o Jy)=1 = 1=e' o =0 >  y=e%=1,

o i)yl)=2 = 2=e!' o c¢c=lh2 >

1

o iii)y(1)=§ = §=ec1 & c=1n(§) = y=eln(

alogax = x

Vsimnime si, Ze funkcia y = e®* je rieSenim separovanej DR (*) pre Vx € R — {0}.

b)
e —1+eP(A+y)=0 & —-1+eY+e?Vy =0 =
e 4

Toev YT 2 gy e

ey =1-e? /

y = eln(@)x — (eln(z) )x — X

)x = (eln(g) )x = (%)x
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e_y
[+ ay= [ as G-y = o

1—e™Y
Injll—eY|=x+c = |1 —e™Y| = eXtc > 1—-eY=ce* ¢ #0,
eV =1-ce* = y=—In(1-ce).

e Zrovnice 1—e Y =0 dostaneme riesenie y = 0. TakZe vieobecné riesenie DR je

y=—In(1—ce*), c€R nadefinichom obore funkcie y(x), (ktory zavisi od hodnoty c).

e Hladame partikularne riesenie, ktoré spifia zaciatoénu podmienku
o )y(0)=0 = 0=-In(1-ce®) & ¢c=0 > y=—-In(1)=0.

o i)yl)=-1 = —-1=-In(1-cel) & 1-ce=e =

c=(1-¢e)/e = y=—ln(1— eex>= —In(1 - (1 —-e)e* ).

Priklady na prepocitanie

Rieste diferencialne rovnice

1. ¥y =tg(2x) + x e**.
2. y" =arctgx.

3. Q—x)y'=3+y.
4. y' =102+,

5. 2%+ _ ¥ 3/ = ),

6. 2+y%+3x%yy = 0.
7. e (B +y") =2

8 xy=1+x)GB+y)y.
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9. y'=(y—2)cotgx.
10. xy =1 —x2%y".

11. y2 -4y —xy = 0.

3 /_l
12. (1+3Vx)y =3

13 1+ "=0 0O)=1
'1+x2 y_ ) J/()— -
11 , _2x—5 0) = 2

15. y' =xy+6x—-2y—-12, y(0)=-2.

16. xy(4+x?)y' =3 +y?, y(1)=0.

VYSLEDKY

1. y= —%ln|c052x|+ G—1—16)e4"+c, ceR,

2. y= %((x2 —Darctgx —xIn(1 +x?)) +cx+c;, ¢1,¢; € R,

3.y=—-3,c€eR, 4 y=—log(c—%102x), cER, 5.y =log,(e** +¢), cER,

2—-x
2
6.y? =ce(§)—2, ceER, 7.y= —%ln@—ce“), c ER,
8.y+31n|y|—%ln(1+x2)+c=0, ceER, 9.y=csinx +2, ce R—{0},

3
ceER, 12.y—ﬂ

— pp—V1—x? - _* =
10. y =ce , C ER, 11y =-— TR

x4’

ceER,

tgx-tgy

1 . . v - .
13.y = ﬁ, k Uprave vysledného riesenia pouzijeme vztah tg(x —y) = T+tgxtgy’

1
14.y = Vx2 —5x + 8. 15. y = 4e§x2_2x — 6. 16. y? = 3\/5\”% -
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3.1.2. Linearne diferencialne rovnice (LDR) 1. radu

a intervale I.

Co si treba pamdtat z predndsky:

(D

Zakladny tv
Homogénna

Vseobecné

kde yy jev rieSenim (1).

(lubovolny P

U Ak funkcie p(x), f(x) suspojité na intervale (a,b), potom vieobecné riesenie LDR (1)

y = g(x,c) je riesenim pre vsetky x € (a,b) ac € R. Netreba rozoberat zvlast definicny

obor rieSenia a pripad, ked y = 0.

Postup riesenia (metdda varidcie kondtdnt):

‘..H 1) Hladdm riesenie homogénnej LDR yy (Co je separovatelnd DR)

1
'=-pKx) -
y p(x)y / y
1 1 1
;y’=—p(x) = ;dy=—p(x)dx=>f;d'y=—fp(x)dx+c. cER

Inly| = — [p()dx +c = |y| =e JrWdxec o
[yl = ef@+e = y = 4 efC) = f® ¢ %0

Yu = Ce—fp(x)dx' c€eR Akc; =0, y =0 jetie?rieSenim (2).

Pri hladani riesenia yy v prikladoch bud opakujem postupnost Gprav, alebo vyuZijem vysledok

ako vzorec, do ktorého budem dosadzovat.
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2) Hladdm vseobecné riesenie LDR (1) v tvare:
y = c(x)e~[p@ax,
t.j. konstantu ¢ v rieSeni homogénnej rovnice nahradim zatial' neznamou funkciou c(x).

Dopocitam si derivaciu navrhnutého rieSenia , dosadim do rovnice (1) zay ay’ a nasledne

dopoéitam funkciu c¢(x) tak, aby nami navrhnuté rieSenie bolo skuto¢ne riesenim LDR (1).

PRIKLAD 19.
Najdite rieSenie LDR:

a) y’+§y=x2, b) y' + y cosx = cosx, y(§)=2, o)x?y'=2xy—3, y(-1)=1

RiesSenie:
a) 1na—1nb=1n(;), clna =1na®
1. Najskor rie$im homogénnu LDR: Inx=hny & x=y e"=x
! +1 0 ! ! ! d ! d fl d fl d
—y=0 = y'=——y = —dy=-—-dx = |-dy=-|-dx =
y x)’ y xy y y x y Y x
In|y| = —In|x| + In|c| =1n |£| = =<
Y= Bl P Yo =7

Alebo dosadim do vzorca y = ce~Ip(ax, p(x) = i .

1 —In|x| Injx|~1 -1 ¢
;dx:lnlxl => y=ce =ce = c |x| :>sz;.

2. Vseobecné rieSenie povodne] rovnice s pravou stranou hfadam v tvare
c(x)
= )
x

¢ (x)x—c(x)

kde c(x) je zatial nezndma funkcia. Dopocitam jej deriyaciy y' = a dosadim do

XZ
pévodnej rovnice :
li + 1 2
— =X
y xy
c'(x)x —cx 1 c(x
(@x=ct)  1et) _
x X x
c'(x c(x) ~clx
i ) - ;\2) + \)(&2) =x? vzdy sa Cleny gbsahujuce c(x) odcitaju !!!
1 4
c'(x X
i)=x2 = cd)=x2 = cx)= fxg’dx-'-' 72t ceER

Dosadim funkciu c(x) do navrhu rieSenia:
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c(x)

x4
T+C R
= +—, ceR
y p 4
y VH

P

hy=f(x) & y=e®

s
b) y'+ycosx =cosx, y(z) = 2. ly| = ef@+e = 5 = i;ve_f.ef(x)

1. RieSim homogénnu LDR:

y'+ycosx=0 = y' =-ycosx = dy = —cosxdx =

<RLIr

1 .
f; dy = —fcosx dx = Inly|=-sinx+c = Vi = @z S

Alebo dosadim do vzorca y = ce” /P4 (%) = cosx.

J-COSX dx = sinx = yy =c¢ e~ sinx

2. Hladdm vSeobecné rieSenie v tvare:
y = c(x) e=Sinx,
Dopocitam derivaciu navrhnutého riesenia:
y' = c'(x)e” 5" + c(x)e”S"*(— cos x)
a dosadime do rovnice s pravou stranou:

c'(x) e™SMX 4 c(x)e S (—cosx) + c(x) e S X cosx = cosx

c’(x) e~ SinX — gy = c’(x) = cos x eSinx = c(x) — f cosx eSinx
t =sinx | ¢ sinx
c(x) = =|eldt=¢e +c.
(x) |dt=cosxdx f

Dosadenim do néavrhu rieSenia dostanem vSeobecné riesSenie:
y= (esmx + c) e SM*¥ =14 ce 5%, ceR.

3. Dosadim podmienku:

T _ _ —sinE_ E _
y(z)—Z = 2=1+4ce 2_1+e = c=e.

Hladané partikuldrne riesenie je:

y=1+e e~ sinx — 1 4 pl-sinx
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c) x?y'=2xy—-3, y(-1)=1.

Treba si uvedomit, Ze lavu stranu LDR tvoria vZdy len dva ¢leny suctu k(x) y' aq(x) y, ostatné
¢leny tvoria pravu stranu rovnice, rovnicu prepiSem (ak nepouzivam na vypocet homogénneho

rieSenia vzorec, nie je nutné upravit ju az na zakladny tvar y' + p(x)y = f(x)):
x%y' —2xy =-3. ()
1. RieSim homogénnu LDR:
2y —2 0 = x%y' =2 =>1d 2d :fld fzd =
X"y —axy = X = 2x — =—dx — = | —dx
y y y y y Y=7 y y x

In|ly| = 2In|x| + In|c| = In|cx?| = yy = cx?

. . , . , 2 3
Ak chcem pouZit vzorec, musim rovnicu dostat na zakladny tvar y' — SY="2 (**) .
. — 2
Dosadim do vzorca y = ce™/PX)x p(x) = -2,
2 21n|x]| In|x|? 2
——dx=-2In|x|] = yy=ce*™ =ce™*" =cx?
x

2. Hladdm vieobecné rieSenie v tvare:
y = c(x) x?
Dopocitam derivaciu navrhnutého rieSenia:
y' = (X)x? + c(x)2x
a dosadime do rovnice s pravou stranou, je jedno ¢i do rovnice (*) alebo (*x):
x2(c"(x0)x? + c(x)2x) — 2x c(x) x? = =3

1

' ) 3 3
c'x)x*=-3 = c(x)=—F = c(x)=_fF dx:F-}_c'

Dosadenim do navrhu rieSenia dostanem vseobecné riesenie:
(1 + ) 2 1+ 2 ER
=(—=+c | x*=—4+ cx*, ¢ .
Y x3 x
3. Dosadim podmienku:
y(-1)=1= 1=-14+4c = c=2.

Hladané partikuldrne riesenie, splfiajluce zaciato¢nu podmienku, je:

_1+22
y—x X“.

Linedrne DR, v ktorych p(x) = kf(x), k € R, (vid. napr. priklad 19 b) ) st zaroven
separovatelnymi DR. Cize ich mozno riesit dvoma spdsobmi, variaciou konstant alebo
separaciou premennych.
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Priklady na prepocitanie

Rieste linearne diferencialne rovnice

1. y' + 5y = x2.
2. y' +ysinx = 2sinx.
3. y' =ycosx + sin 2x.

4. y'cosx —ysinx = tgx.

5. y +my:(x+1)lnx.

6. vy +2xy = xe*’.

_— 4x —_3
Y T eV T T

y 1

8. y + =
Y 3Wx—1 x-—-1

9. xy' =2y +x3sinx.
10. 2xy' =y +1In2x + 3.

11. y' =e*(e*—y), y(0)=0.

1
12. 2xy'+y = Tx y(1) =—=.

VYSLEDKY

1. y=—(25x2—10x +2)+ ce 5%, c€ER, 2. y =2 —ce®* c R,

125

3. y=-2(sinx +1) +ceS"¥,c €R, 4. y =

In|cosx |

CosXx

[

CosXx

,€c ER,
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x2

5.y= (7(lnx —%)+c) (1 +§),CER, 6.y=iex2 +ce‘x2,c€]R,

x—1

2
7.y=§(1+x2)+c(1+x2)2,cER,&y:3—ce_§ ,C ER,

9.y =—x%cosx +cx?c€R, 10. y=—In(2x) —5+cvx, c ER,

arctgx —% i

— X _ _
1ll.y=e 1, 12.y = NG
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3.2. Linedrne diferencidlne rovnice 2. a vyssieho radu s konstantnymi
koeficientami

3.2.1. Homogénne LDR

Co si treba pamatat z predndsky:

-

Homogénna LDR 2. radu s konStantnymi koeficientami

y'+py' +qy=0, p,q € R

Vseobecné riesenie tejto rovnice sa da vyjadrit ako linearna kombinacia dvoch linearne

nezavislych rieSeni y; a y,:

v

RieSenim ro e derivacie
a dosadime
r?e™ +p

KedZe e™

Hladame kc

+ Ak
+ Ak

koren

+ Ak druZené &isla

Potom
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POZNAMKA:

o Homogénna LDR n-tého radu ma n linedrne nezdvislych rieseni, ktoré dostaneme ako
korene charakteristického polynédmu n-tého radu. Ak niektory z korefiov r; je k—
nasobnym korefiom y; = e"*,y; .y = e"¥x, ..., Yiy(k-1) = eliXxk-1,

Pri polyndmoch vyssich rddov n = 4 mozu byt k - nasobnymi korerimi aj komplexne
zdruzené korene 1; ;.1 = @; + i ;. Potom

yi = e cos(fix), Yiy1 = e ¥ sin(fix),

Yitz = €7 cos(Bix) x, Yirz = e sin(Bix)x, ...

o Systém rieSeni homogénnej LDR {y1, Y5, -.. , ¥n} voldme FUNDAMENTALNYM SYSTEMOM

riesenia.

PRIKLAD 20.
Najdite rieSenie LDR:

a) y' =5y +6y=0, b)y" =2y +y=0 c)y" +2y +5y =0, d)y" + 4y =0.

Riesenie: Korene j funkeie
P,(x) = ax? + bx + ¢
-b+VD
a) y"—-5y'+6y=0. X2 =" 5 D =b? - 4ac
y=e'™
y =re™ r2e™ —5re™ +6e™ =0 = e™(r?-5r+6)=0.
yH — rzerx

Hladame korene charakteristickej rovnice 12 — 5r + 6 = 0. Diskriminant D = 25 — 24 =1,

vy A . 541 (3
¢ize mam dva rézne realne korene 7, , = — = 5 -

2
yp=e*, y,=e** =  y=ce?*+ ce?*, c,c; ER.

b) y"—2y"+y=0

Hladame korene charakteristickej rovnice 1% — 2r + 1 = 0. Diskriminant D = 4 — 4 = 0, ¢ize

L - . . 2
mam jeden dvojnasobny koren r =1y, = 3= 1.

y,=e¥, y,=e*x = y=ce*+ cxe¥, c;,c; ER.

c) y'"+2y"+5y=0
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Hladame korene charakteristickej rovnice 12 + 2r + 5 = 0. Diskriminant D = 4 — 20 = —16,

¢ize rovnica ma komplexne zdruzené korene VD =v-16 =16 V-1 =41
i
—244i - i , = e cos Bx
"2 = quzéi%::}i\%l' yl—e“xsingx
ey V1=
vy, =e *cos2x, y, =e *sin2x = y=ce *cos2x+ cye *sin2x, c1,C; ER.
d) y"+4y=0

Hladdme korene charakteristickej rovnice 72 +4 = 0.

e cos Bx
Yy, = e* sin fx

<
=
Il

r?2=—4 = r,=+t/-4=42i = a=0 =2

0x

y, = e cos 2x = cos2x, y, = e

sin 2x = sin2x =

Yy = ¢4 COS 2x + C, Sin 2x, c1,6; ER.

(D

V pripade DR 2. radu na jednoznacné urcenie partikuldrneho riesenia potrebujeme dve

podmienky. Pozna

4+ zaliatoéné
+ okrajové
Pri zaciatocnych p eSenia DR, ale aj do

jeho derivacie, kto

/

PRIiKLAD 21.

Najdite riedenie LDR splfiajice podmienky:

a) y'"—10y'+25y =0, y(0) =0,y'(0) =1, (zatiatotné podmienky)
b) ¥ +y' —6y=0, y(0)=0, y(1) =1/ ;. (okrajové podmienky)

Riesenie:

a) y' —10y"+ 25y =0, y(0)=0,y'(0) =1
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Hladdme korene charakteristickej rovnice 12 — 10r + 25 = 0. Diskriminant D = 100 — 100 =

vev ‘ . . , v 10
0, Cize mam jeden dvojnasobny koref r =1, = 5 = 5.

y, =e’*, y,=e*x =  y=ce’*+ cxe®¥, ¢, ER,

Hladdme partikuldrne rieSenie DR spliajuce zaciatocné podmienky:

y(0)=0 = 0=ce’+ c,0e® = ¢, =0
T 5

Aby sme mohli dosadit do druhej podmienky, musime si vyjadrit y':

y' = c¢;5e%% + c,e%* + c,5xe>*

y 0 =1 = 1= ¢;5e%°+ce® = ¢,=1
Hladané riesenie je funkcia:

y = xe*,

b) y" +y' =6y =0, y(0) =0, y(1) =1/ 3

Hladame korene charakteristickej rovnice 72 +r — 6 = 0. Diskriminant D = 1 + 24 = 25, &ize
-145 -3
1”1,2 - T - { 2 .

yp=e 3%, y,=e?* = y=ce ¥+ e, c1,¢;, ER,

Hladdme partikuldrne riedenie DR splfiajtce okrajové podmienky:

y(0) =0 = 0=c1€3+ czeg > = -0
1 1
y(1)=1/ ; = i= cie 3+ cye? = cle‘3—cle2=Cl(i—e2)=cll_es
e e3 e3 e3
1 1
T A1 e T T e

Hladané rieSenie je funkcia:
1 1

—_ _ — ,-3x _ 2X
_1—e5e 1—e5e

y
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Priklady na prepocitanie

Najdite rieSenie LDR

1. y'—y' ' —6y=0.

2. 4y"—4y'+y=0.
3. y'"=3y=0.

4. y"+3y=0.

5. 2y"—=3y"'=0.

6. y'—4y'+13y=0.
7. y'—=2y"+4y=0.

8- 9yIII _ 6yll +yl - 0

Najdite riedenie LDR splfiajtice podmienky:

n ! y(l) = 0
. - 10y = .
9.y 7y"+ 10y =0, Y1) = €5
y(0) =3
10. y" +5y =0, .
Y y'(©) =5
n li y(O) = 4
11. —-12 = .
y y' +36y =0, (1) = 3¢
y(0)=1-e”
12. y" -4y =0, 1
oR
2
VYSLEDKY

1 1
1. y=ce3* +ce %, c,c ER, 2. y = c ez + cxe?”, ¢y,c, ER,
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3. y =V 4+ e3¢, c, ER, 4. y = ¢, sinV3x + ¢, cosV3x, ¢1,¢, ER,
3x
5.y =c; +cez”, c;,c; ER, 6.y =ce?* cos3x + c,e?*sin3x, c;,c; ER,

1 1
7.y = cie* cosV3x + c,e*sinV3x, ¢;,c; ER, 8.y = ¢y +ce3 + c3xes”, c¢q,¢5,c3 ER

_1

. e —% e?**3,10. y = sinV5x + 3 cosV5x, 11.y = 4e%* — x %%,

9.y

12. y = er _ e—2x+2_

3.2.2. LDR 2.radu so Specialnou pravou stranou

Co si treba pamdtat z predndsky:

\' LDR s konstantnymi koeficientami 2. radu (s pravou stranou)

Vseobecné

sucet
fubovolnéh riesenia

homogénne

Partikularne riesenie moézeme hladat dvoma spo6sobmi. Bud' metddou variacie konstant, ktora je

univerzalnejsia a mozno ju pouzit pri lubovolnej pravej strane, alebo pri $pecialnych pravych stranach
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vieme navrhnut tvar partikularneho rieSenia priamo, a7 na redlne konstanty, ktoré nasledne

dopocitavame.

Partikularne rie¢enie mézeme hladat metddou varidcie konétdnt? v tvare:

Yp(x) = ¢c1(0)y1(x) + () y2(x),

kde y4,y, su linedrne nezavislymi rieSeniami homogénnej rovnice a funkcie ¢, (x) a c,(x) pocitam

pomocou Specidlnych determinantov:

Yi Y2 0 y,

41
I 1], W, = I
Vi Y2 S V)

0
Wronskidnu funkcii y;,y, W = a W, =17 |,
i f

kde y;, y; su derivacie rieSeni homogénnej rovnice a f je funkcia na pravej strane LDR. Potom

funkcie ¢;(x) a c,(x) ratam ako

c,(x) = f%dx, c(x) = f%dx.

PRIKLAD 22.

x
" e

Najdite rieSenie LDR: y" —y = Pt
RieSenie:

1. Najprv najdeme riesenie homogénnej rovnice y'' — y = 0. Vypocitame korene
charakteristického polynému  r?2 —1 =0, T, = £ 1. Potom

y, = e”, y, =e ¥ = yg=ce+ ce”* ¢, ER

2. Hladdme partikularne rieSenie v tvare

X

Yp(x) = c;(x)e¥ + cp(x)e™.
Teraz dopocitame funkcie c¢;(x) acy(x):

Najskor vyjadrime determinanty:

2 Pozri napr.
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eX
0 e ™* e* 1
Wi(x) = ex = — e_x - — ,
1( ) m —e* e*+1 e*+1
e* 0 x 2x
W, (x) = e* | =2 e* = © .
m e*+1 e*+1

Teraz vyjadrim nezname funkcie cez integraly:

e* 11 t =e* 1+t-t
(%) f f (e + 1)ex |dt = e¥ dx| (t+ 1Dt

—1JC 1)dr—H Nk, keRr
2 G T M ey r) Ty
er

T 1 e¥e* — pX 1(t+1-1
eX+1 t=e
d — d = | ———dt
c2(x) f -2 X Z_Iex+1 x |dt = exdx| 2_[ t+1

1 1
— R, ___ X
= zj(l t+1)dt (e —In(e*+1)) +k, k,€R

Konstanty k4, k, moZeme poloZit rovné nule a dostaneme jedno partikuldrne riesenie:

X

1 e 1 o
¥p(x) = Eln (ex n 1) e* +§(ln(ex +1)—e¥)e™ =

= e (=2 )t ernger + 1)~ 1
_Zenex+1 e ¥In(e ) .

Vseobecnym rieSenim diferencialnej rovnice je funkcia y =y, + yy, Cize

1 e*
y = E(exln <ex m 1> +e*In(e*+1) — 1) +ce*+ ce™, ¢, ER

Ked' pracujeme len so Specialnymi typmi funkcii na pravej strane LDR, m&Zeme partikularne rieSenie
ziskat inym postupom, a to priamo navrhnutim tvaru partikularneho riesenia podla tvaru funkcie na

pravej strane. Tieto ndvrhy vidy obsahuju nezname konstanty, ktoré nasledne dopocitame.
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Postup pri hl'adani partikuldrneho riesenia navrhnutim jeho tvaru:

% Podla funkcie na pravej strane navrhnem partikularne riedenie. RieSenie obsahuje nezname

realne konstanty.
4+ Nasledne vyjadrime derivacie tohto ndvrhu a dosadime do pévodnej LDR s pravou stranou.

4« Porovnavanim koeficientov pri polyndmoch, resp. funkcidch na oboch strandch rovni

ce

dostaneme linearnu sustavu rovnic, ktorej rieSenim su hfadané nezname konstanty v ndvrhu

rieSenia.
AKO NAVRHNUT PARIKULARNE RIESENIE?

Pri Speciadlnych typoch funkcii na pravej strane rovnice, vieme navrhnut priamo tvar

partikularneho rieSenia nasledovne:

£ Ak f(x) = P,(x)e*¥, kde P,(X) je polyndm n-tého stuphfa, k € R .

Napriklad: f(x) = 2xe™*, x3 + 4 <: (x3 + 4)e0X>, 5(= 5 e%), e3¥(=
e — (W)
P3(x) Py(x)
3x
& e’ ), ...

Po(x)
V3eobeend tvar polyndmuw
P(x) = apgx™ + a;x" 1 + .+ a,_x+ a,
n je stuperi polynomu, a; su konstanty, t.j.

Py(x) = ay, Pi(x) = apx + ay,

’ o ’ o v . PZ(x) :a0x2+a1x+a21"-
Nadvrhy partikuldrneho riesenia:

Nech n je stupen polynému na pravej strane, potom konkrétny polyném z pravej strany
nahradime v navrhu partikularneho riesenia jeho vSeobecnym tvarom obsahujucim zatial
nezname konsStanty.

e Ak k nieje korenom homogénnej LDR (kK # ry,15)

Yp = (aox“ + a;x" 1+ . t+a,x+ an) ekx
Pp(x)

e Ak k jejednoduchym koreflom homogénnej LDR (k=r1; # 1y)

Yp = (aox“ + ax" 1+ . +ta,_x+ an) el*x
Pp(x)

e Ak k jedvojndsobnym koreiom homogénnej LDR (k=r; = 1)
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Vp = (aox“ + a;x" 1+ . +a,_x+ an) el*x?,
Ph(%)

kde ay, ay, ..., a, si nezndme konstanty, ktorych hodnotu dostaneme zo vztahov po dosadeni do DR.

Pre jednoduchost nebudeme v prikladoch pouZivat indexové oznacenie konstant ay, a4, as, ..., ale len

velké pismena abecedy A,B,C ...

PRIKLAD 23.
N3ajdite rieSenie LDR:
a) y'—4y'+2y=f(x); )f(x)=10e77,
i) f(x) =7xe?*,
i) f(x) = 2x%2 +1,

b) y'—4y' = f(x); )f(x)=2x+3,
i) f(x) = (32x +4)e ™,
iii) f(x) = 10,
o) y'+8y' +16y=f(x); Df(x)= 2e7*,
i) f(x) = 4x.

RieSenie:

a) y'—4y'+2y=f(x)
1. Najprv najdeme rieSenie homogénnej rovnice y"' — 4y’ + 2y = 0. Vypocitame korene

charakteristického polynému  r?2 —4r+2 =0, Ty o = %\/g =2++2

vy = c,e@HVAx 4 (VD)X ¢ o e R

2. Navrhneme partikularne rieSenie pre

yp =Ae™™
i) flx)= \1-9 ?_:_f; k=-1#r, = Yy =—Ae™,
Py(x) ekx V' = Ae™™

Dosadime do rovnice y'" — 4y’ + 2y = f(x) a dopoc&itam nezndmu konstantu
y y y

Ae ™ +44e*+24e™* =10e* = T7Ae™ =10e* = A=1_7°

VSeobecné riesenie y = yy + yp:
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10
y= = e 4 ce@Vx 4 o e(2V2)x e eR

i) f(x)= 7x ejj‘, k=2#r, =
Pi(x) ekx

yp = (Ax+B)e**
yp =Ae* + (Ax 4+ B)2e** = (2Ax+ A+ 2B)e**
yy =24e** + (2Ax + A+ 2B)2e** = (4Ax + 4A + 4B)e**

Dosadime do rovnice y'' — 4y’ + 2y = f(x)

(43 50+ D) — (a4 282 i e o

Porovname koeficienty polynému: IS AR CERS S O (S

Pri x:4A— 4+ 24+24=7 = —24=7 = A=—§

x%4A+4B—-4(A+2B)+2B=0 = —-2B=0 = B=0

y = _%erx + ce@V2)x 4 ¢ e(2V2)x ¢ ) eR.

yp = Ax* +Bx+C
i) f)=2x>+1=2x>+1) e”, k=0#n, = y, =24x+B
Py (x) ekx ypf’ = 24

Dosadime do rovnice y"' — 4y" + 2y = f(x) a porovnam koeficienty polynému
2A—4QRAx+B)+2(Ax*+Bx+C) =2x*+1
Pri x?:24=2 = A=1

x: —4-2A+2B=0 = 2B=8 = B=4

x%2A-4B+2C=1 = 2C=1-2+16 = C=175
) 15
Yp =x°+4x+ DX
2 15 (2+v2)x (2-v2)x
y= x°“+4x+ 7+ cie + ce , c1,¢, ER.

b) y'—4y' =f(x)
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1. Najprv najdeme riesenie homogénnej rovnice y'' — 4y’ = 0. Vypocitame korene

0

charakteristického polynému  r2 —4r=r(r—4) =0, r, = {4 ,

yu = 1% + ce** =c¢y + et

2. Navrhneme partikularne rieSenie pre
i) fx)=2x+3=QQx+3) e:f“, k=0=r+nr, =
P;1(x) ekx

¥p = (Ax + B)x = Ax?* + Bx
Yp =2Ax+B
ypll — ZA

Dosadime do rovnice y'' — 4y’ = f(x)

2A —4(2Ax+B) =2x+3

Porovname koeficienty polynému:

Priv: —84=2 = A=-1

0 1 7
x%:2A—-4B=3 = 4B=---3 = B=—¢

1 2 4x
y = —Zx —§x +c + e, c1,¢; ER.

ii) f(x)=(32x+4)€:*ic, k=—4#nr, =

Py (x) ekx
yp = (Ax+B)e™
Yy =Ae™* — (Ax + B)4de ™™ = (—4Ax + A—4B)e™*

Vp =—4Ae™ — (—4Ax + A—4B)4 e™™ = (16Ax — 84 + 16B)e™*
Dosadime do rovnice ' — 4y’ = f(x)

(16Ax — 8A + 16B)e ** — 4 (—4Ax + A — 4B)e/** = (32x + 4) ¢“**
Porovname koeficienty polynéomu:

Pri x:16A+164A=32 = A=1

N| =

x%: —8A+16B—4(A—4B)=4 = -124 +32B=4 = B
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y = (x+ %)e‘4x+ ¢+ ce®, c¢,c; ER.

Y = Ax

- >

i) fx)=10= 10 ¢, (k=0=nry#r, = ¥ =4
Py(x) ekx y{)': 0

Dosadime do rovnice y"' —4y' = f(x)

5
0—-44 =10 = A:_E

5
Yy =—3 X, y= —3x ta+t c,e*™, c,¢c, ER.

c) y'+8y +16y= f(x)

1. Najprv ndjdeme rieSenie homogénnej rovnice y'' + 8y’ + 16y = 0. Charakteristicky

polyném r? + 8r + 16 = 0 ma dvojndsobny korefi r =1, =1, = —4

yg = ce” ¥+ cxe™, ¢i,c, ER

2. Navrhneme partikularne riesenie pre

) W=z e =A==

Po(x) ekx
yp = Ae Hx? <«

yp = —4Ae™*x? + Ae M 2x = Ae ™ (—4x?% + 2x)

yy = —4Ae™*(—4x? + 2x) + Ae ™ (—8x + 2) = Ae " **(16x* — 16x + 2)

Dosadime do rovnice y'' + 8y’ + 16y = f(x)
Ae M (16x% — 16x + 2) + 8A * (—4x? + 2x) + 16Ae7¥*x? = 274
Porovname koeficienty polynému:
Pri x?:16A—32A+ 16A =0
x: —16A+16A =0
x%:2A =2 = A=1

yp =e ¥x? y= e *x? +ce™+ cxe™, ¢q,c, ER.



ii)

Yp» = Ax+B

fO)=4x= 4x €%, k=0#nr, = yp = A
Pi(x) ekx yI;, =0

Dosadime do rovnice y" +8y' + 16y = f(x)
84+ 16(Ax + B) = 4x
Porovname koeficienty polynému:

Prix:16A=4 = A:%

x%:8A+16B =0 - B:—%

_1 1 _ 1 1 — g
Yp =3X— 35 y= Zx—§+cle + cyxe

o+ ce**, 05 ER.

Pravu stranu mbzeme este zovseobecnit pridanim trigonometrickej funkcie:

+ Ak f(x) = (P,(x) sin(Ix) + Q, (%) cos(Ix))e*  kde P,(x),Qy(X) st polynémy

n-tého a m-tého stupiia (alebo0) a k,l € R

Napriklad:

f&) =

2 sin(3x) (: ( 2 sin(3x) +0 cos(3x)> e°x>,

Py(x)

e3* cos(x) <: ( 1 cos(1x) +0 sin(lx)> e3x>,

Po(x)

3sin(5x) — 2 cos(5x) (z ( :3; sin(5x) — % cos(Sx)> e°x>,

Py (x) Qo(x)

x%e3* cosx (z (0 sin(1x) + fj cos(lx)) e3x),

Q2(x)

(3x + 2) sin(5x) — 2 cos(5x) (z ((3x + 2) sin(5x) — % cos(5x) ) e°x>

Py(x) Qo(x)

<(x + 2) sin(2x) — f} cos(2x) )e‘zx

Py (x) Q3(x)
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Nadvrhy partikuldrneho riesenia:

Oznaéme fi = max (n, m), t.j. maximalny stupen polynému na pravej strane
e Ak k *ilniesukorefimi homogénnej LDR (k til+=a X+ if)

yp = (Pg(x) sin(Ix) + Qg(x) cos(Ix)) e**

e Ak k +il sukorefimi homogénnej LDR (k til=atif)

yp = (Pg(x) sin(Ix) + Qg(x) cos(Ix)) e**x,

kde P (x), Qx(x) st vieobecné polyndmy fi-tého stupna so zatial neznamymi koeficientami, t.j.

Py(x) = agx™ + a;x" 1+ . +az_1X+ ag,

Qi(x) = box" + byx" 1+ ..+ bs_1x+bg.

PRIKLAD 24.

Najdite rieSenie LDR:
a) y' =3y +2y= f(x); i) f(x) =sin2x
ii) f(x) = e**cosx
iii) f(x) = (2x+ 1) sinx.

b) y"+y= f(x); D f(x)=2cosx

ii) f(x) =e *sinx

iii) f(x) = x%e3* cosx (len navrh)

iv) f(x) = xsinx -cosx (len navrh).

RieSenie:

a) y'-3y'+2y=f(x)
1. Najprv najdeme riesenie homogénnej rovnice y'' — 3y’ + 2y = 0. Charakteristicky polyném

. ) 3+1
r? —3r+2 =0 médvareédlne korene 15, = - = { =

v = 12X+ ceX,  ¢q,c, ER

2. Navrhneme partikularne rieSenie pre

i) f(x)=sin2x= 1 e sin2x, k=01=2 0+£2i #r, =

“ — ——
Py(x) ekx sinlx

Aj ked’ pravd strana rovnice obsahuje len jednu z funkcii sin (Ix), cos (Ix), v ndvrhu

partikuldrneho riesenia musia figurovat obidve !l
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Yp = Asin2x + Bcos2x
Yp = 2Acos2x — 2B sin2x
¥y = —4Asin2x — 4B cos 2x

Dosadime do rovnice y'' — 3y" + 2y = f(x)

—4 ASi2% — 4B cos 2x — 3(2A cos 2x — 2BISin2% ) + 2(A Sii2% + B cos 2x) = [Sifi2%
Porovname koeficienty pri funkcidch sin2x a cos2x:

Pri sin2x : —4A+6B+24=1 = —-2A+6B=1

cos2x: —4B—6A+2B =0 > —6A-2B=0 = A=—-—, B==

20’ 20
1 3
p =—%sm2x+%c052x,
y = ——sin2x+ic052x + ce?* + cye*, cq,c, ER
20 20 ! S
i) f(x)=e**cosx= 1 e cosx, k=21l=1 2+i #1r,, =

Py(x) ekx cosix
Yp = (Asinx + B cos x)e?*
yp = (Acos x — BISifK)e>* + 2(ASifl% + B cosx)e** =
((2A — B)Sifil® + (A + 2B) cosx)e?*
vy = ((2A4 — B)cos x — (A + 2B)[§ifi& )e>* + ((24 — B)Sifil& + (A + 2B) cosx)2e?* =
= ((3A—4B)Sif® + (44 + 3B) cosx)e?*

Dosadime do rovnice vy — 3y’ + 2y = f(x)

((3A — 4B)§illE + (4A + 3B) cosx)e?* — 3((24 — B)SilE + (A + 2B) cos x)e™
+ 2(ASin¥% + B cos x)ﬁ/éx = e# cosx

Porovname koeficienty pri funkcidch sinx a cosx:
Pri sinx :3A—4B—-3(2A—-B)+2A=0 = —-A—-B=0

cosx:4A+3B—-3(A+2B)+2B=1 > A-B=1 :A:%,Bz_%

1 . 1 o
Yp =<§smx—zcosx>e ,

1 . 1 B B
y= (Esmx—zcosx>e * +ce?*+ ce*, cy,c; ER.
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b)

ee — . — 0 . — _ -
i) f(x) =2x+ 1)sinx = (2x + 1) eg_:‘ sinx, k=0,l=1 0x1i #r,, =
P;1(x) ekx sinlx
Yp = (Ax + B)sinx + (Cx + D) cosx

!

yp = ABIX + (Ax + B) cos x + Ccosx — (Cx + D)Bifi¥ =
(—Cx+A—D)sif% + (Ax + B+ C)cosx

yp = —CBili% + (—Cx + A —D)cos x + Acosx — (Ax + B + C)Sii% =
= (—Ax — B —2C)sil% + (—Cx + 2A — D) cosx

Dosadime do rovnice y'" — 3y’ + 2y = f(x)

(—Ax — B —2C)si% + (—Cx+ 2A —D)cosx
—3((—Cx+ A — D)§ifl® + (Ax + B + C) cosx)
+2((Ax + B)sifix + (Cx + D) cosx) = (2x+ 1)Sinx

Porovname koeficienty pri funkcidch sinx a cosx:

Pri sinx: prix: —A+3C+24=2 = A+ 3C =2
prix®: —=B—-2C—-34+3D+2B=1 = -3A+B-2C+3D=1
cosx:prix: —C—34+2C=0 = —3A+ c =0
prix%:2A— D—-3B-3C+2D=0 = 2A—-3B—-3C+D=0
Riesenim sustavy dostaneme A =0.2,B =0.14,C = 0.6,D = 0.98

¥p = (0.2x + 0.14) sinx + (0.6x + 0.98) cos x,

y = (0.2x + 0.14) sinx + (0.6x + 0.98) cosx + c;e?* + c,e¥, c¢1,c; ER.

y't+y=f®

Najprv najdeme riesenie homogénnej rovnice y'' +y = 0.

?+1=0 = r’=-1 = r12—+\/ 1—+l = a=0,p=1

\yH =c151nx+ czcosx,; c1,¢; ER.

Navrhneme partikularne rieSenie pre

i)

f(x)=2cosx= 2 eox(igf_gc k=0,l=1:

Py (x) ekx cos Ix

3’1’7 = (Acosx—B smx)x+ (Asinx + Bcosx)

14

Yp = (—Asinx —Bcosx)x + 2(Acosx — B sinx)

Vsimnime si, Ze ak by sme v ndvrhu part. riesenia nepridali x, yy ay, by sa zhodovali. Ziadna funkcia

nemo&Ze byt zdroveri riesenim homogénnej rovnice a rovnice s nenulovou pravou stranou. To isté plati

v predchddzajucich pripadoch, ked'sme do ndvrhu priddvali x.
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Dosadime do rovnice v + vy = f(x)

(— Asin cosx)x + 2(Acosx — B sinx ) + (Asi COSX)Xx = 2C0SX

Porovname koeficienty pri funkcidch sinx a cosx:
Pri sinx: —2B=0 = B=0;
cosx:2A =2 > A=1;

Yp =xsinx, y= xsinx +cysinx+ c,cosx, ¢q,c; €ER.

i) f(x)= }J g:f sinx, k=-11=1, -1+ 1i #r,
Py(x) ekx sinlx

¥p = (Asinx + Bcosx)e™
yy = (Acosx — B sifi% )e ™™ — (ASi® + Bcosx)e™ = ((A— B) cosx — (A + B)BifiK)e ™
yy = (—(A— B)Bifi¥ — (A + B) cosx)e™ — ((A— B) cosx — (A + B)Bifi&)e ™™

= ((—24) cosx — (2B)Biiik)e ™
Dosadime do rovnice y"' + v = f(x)

((—24) cosx — (2B)BiliE)e ™ + (ASiflE + B cosx)e™ = ™% §ifix

Porovname koeficienty pri funkcidch sinx a cosx:
Pri sinx: —2B+A4=1

cosx: —2A+B=0 =>A=——,B=—§;

1 2 »
yp =<—§ SlﬂX-gCOSX)Q ,

1 2
y= (—§ sinx—gcosx)e‘x +cysinx + c,cosx, c¢q,¢c; ER.

V nasledujucich pripadoch navrhneme len tvar partikuldrneho riesenia:

i) f(x) = acj ejj‘ cosx, k=3,1=1,3%1i #r,
Py(x) ekx coslx

¥p = ((Ax* 4+ Bx + C)sinx + (Ex® + Fx + G) cos x)e>*.

iv) f(x)=xsinx—cosx= x e% sinx+ (—1)e%cosx, k=0,l=1
— —— e o ——

o
Pi(x) ekx sinlx Po(x) ekx coslx

Pri funkcii sin x je polyndm 1. stupfia, pri cosx O.stupfia, fil=max (1,0) =1 =

¥ = ((Ax + B)sinx + (Cx + D) cosx)x. «+————

79



#* Prin
Ak p

1

vseo h rieseni LDR

s pra nej rovnice .

1

1

P, aF Y

n

4+ Rov ticka rovnica

bude polyném n-tého radu s n korenmi (vratane nasobnosti).

N

PRIKLAD 25.
Najdite rieSenie LDR:

a) y'—2y'+y= e¥cos2x + 2e*
b) ¥y —2y" +2y' =sinx +6e* +4

Riesenie:

a) y'—-2y"+y= e*cos2x+ 2e*
1. Najprv najdeme riesenie homogénnej rovnice y'' — 2y’ +y = 0.
r2=2r+1=0 Sr=r,=1

yu = ;¥ + cxe*, ¢, ER.

2. Navrhneme partikuldrne riesenie pre f;(x) = e* cos 2x.

Ked'charakteristickd rovnica nemad komplexné korene, pri tomto type pravej strany (obsahujtcej

funkcie sin a cos ) nikdy nepriddvame x. NeméZe platit rovnost k + il =r1;.
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Yp, = (Asin2x + B cos 2x )e”*

Vp, = (2Acos 2x — 2BSif2% )e* + (ASIAR2% + B cos 2x )e* =
= ((A — 2B)Bifi2% + (B + 24) cos 2x )e*

vy, = ((A —2B)2 cos 2x — (B + 2A)2[8ifi2% )e* + ((A — 2B)Sifi2# + (B + 24) cos 2x )e* =
= ((—3A — 4B)Bif2% + (—3B + 4A) cos 2x )e*

Dosadime do rovnice: y'' — 2y’ + vy = e*cos2x

((—3A — 4B)Bif2% + (—3B + 44) cos 2x )e/— 2((A — 2B)Bif2% + (B + 24) cos 2x )y/+
+ (Alsini2x + B cos ZxM = e% cos 2x

Porovname koeficienty pri funkcidch sin2x a cos2x:
Pri sin2x : —=34A—4B—2A4+4B+A=0 = —44A=0 = A=0

cos2x: —3B+4A—-2B—-—4A+B =1 > —4B=1 = BZ—%

1
by = (—ZCOSZX)ex.

Vp, = Ae*x?
Vp, = Ae*x? + Ae*2x = Ae* (x* + 2x)
Voo = Ae*(x® + 2x) + Ae*(2x + 2) = Ae*(x* + 4x + 2)

Dosadime do rovnice y'' — 2y’ +y = 2e*
Ae*(x? + 4x + 2) — 24e* (x* + 2x) + Ae*x? = 2¢*

Porovname koeficienty polyndmu:
Pri x2:A—2A+A=0
x: 4A—4A=0
x%:24=2 = A=1
Riesenim rovnice je

1
y=ce*+ cxe*+ (_ZCOS 2x> e* +e*x?, c¢,c; ER.

b) y'"" —2y" + 2y’ =sinx + 6e* +4
1. Najprv ndjdeme rieSenie homogénnej rovnice y'"’ — 2y" + 2y’ = 0.

r3—2r2+2r=r(r?-2r+2)=0 =>r1,;=0 rp3=1%i
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Vi =cle£_’f+ c,e*sinx+ cge*cosx, ¢q,cyc3 ER
1

2. Navrhneme partikularne riesenie pre f;(x) =sinx. k=0,l=1, 0+ i#r;, i =123

Yp, = Asinx + B cosx
Yp, = Acosx — Bsinx

Yp, = —Asinx — Bcosx
Yp, = —Acosx + Bsinx
Dosadime do rovnice: y'"" — 2y" + 2y" = sinx :

—Acosx +Bsinx —2(—Asinx —Bcosx )+ 2 (Acosx — Bsinx) = sinx

Porovname koeficienty pri funkciach sinx a cosx:

Pri sinx :B+2A—-2B=1 = 24A-B=1

cosx: —A+2B+24=0 = A+2B=0 = A=>, B=—:
3. Navrhneme partikularne riesenie pre f,(x) = 6 e”*. k=1, 1#nrn,i=123
Vp, = Ae* Dosadime do rovnice y'"' — 2y" + 2y' = 6e™ :
I _ X
Yp, = A€ Ae* —2Ae* +2Ae* =6e* = A=6
Yp, = Ae”
vl = Ae*

4. Navrhneme partikularne riesenie pre f3(x) = 4.

Yp, = Ax Dosadime do rovnice y'"" — 2y" + 2y’ = 4
L—

Yoy =4 24=4 > A=2

Yps = 0

Yoy = 0

RieSenim DR je funkcia

2 1
y=§sinx—§cosx+6ex+2x+c1+ c,e*sinx+ c3e*cosx, c¢q,c5,c3 ER



Priklady na prepocitanie

Najdite rieSenie LDR:

1Ly"+3y' —4y= f(x);

2. " +4y"' +4y = f(x);

3.2y"=y'"= f(x0);

4. y"+y=f(x);

5.y"-2y= f(x);

6. y' —6y +13y = f(x)

a) f(x) =2x+1;

b) f(x) = 12e*;

c) f(x) = —4x? + 1;
d) f(x) = 10xe”*;

e) f(x) = —26e*sinx.

a) f(x) =8;
b) f(x) = (16x + 24)e?*;

c) f(x) = 6e™%%;

d) f(x) =11cosx + 2sinx.

a) f(x) = 10;

b) f(x)= 2x+1;

) f(x) = (x —1)e*;
d) f(x) = —17cos2x.

a) f(x) = 2e™%%;

b) f(x) = 5e*sinx;
c) f(x) = x%;

d) f(x) =3cosx.

a) f(x) = 2x3;
b) f(x) = 2eV2x;

c) f(x) = 6cos2x —sin2x;

d) f(x) = 3xe?*.

;a) f(x) = 8e;

b) f(x) = 26x?%+1;
¢) f(x) = 25cos2x;
d) f(x) = 2e3*sin 2x.
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7.2y" =3y' =2y = f(x); @) f(x) = x* + 3x;
b) f(x) = 9e™%* + 10e?%;
¢) f(x) =4—34cos2x;
d) f(x) = —53e**sinx.
8.y" —6y" +9y' = f(x); a) f(x) = 36x — 21;
b) f(x) = 54e73* +6;

c) f(x) = 18e%%;
d) f(x) =169 cos2x — 25sinx.

VYSLEDKY

_ 1 5
1. y=ce*+ce 4x+yp, 1,6 ER, a) y, =—;X—3;

b :1 4x.

3 11
c)yp=x2+§x+§;

2
d)y, = (xz —gx)e";

e) yp, = e*(sinx + 5 cos x).

2. y = Cle—Zx + sze—Zx +yp; €1,C3 € R, a) yp =2;
b) y, = (x + 1)e?¥;
)y, = 3x%e™%;

d) y, = 2sinx + cos x.

3. y=c;+cyez+ Ypr €1,C62 ER, a) y, = —10x;
b) y, = —x? — 5x;
&) yp = (x — e,

1
d)y, = Esin 2x + 2 cos 2x.

. 2 _
4. y =cysinx +cycosx + yp, ¢1,6, ER, a) Yp=3e€ 2x,

b) y, = e™*(sinx + 2 cos x);

)y, =x%*—2;

3
d)y, = Exsinx.
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5.y =ceV 4 eV 4 Ypr €1,C2 ER, @) y, = —x = 3x;
V2
b) yp = 7966‘5’5;
C)YVp = gsin 2X — CcoS 2x;

@)y, = (2x - 3) e
) Yp 2x e“*.

6. ¥y = cie3 cos2x + c,e3* sin2x + yp, ¢1,¢; ER, a) y, = 2e3%;

b)y =2x2+ﬁx+1£;
P 13 169

4

)Yy = —gsian + cos 2x;
1

d) y, = —Exe?’x cos 2x.
1
7.y=cre 2 +ce** +y, c,c;€ER, a) y, = —%xz -1

b) _E —-2x 2 2x.
Yp =€ + 2xe“%;

3 5
C)yp = —2 +Esin2x +§c052x;

d) y, = (14sinx + 5 cos x)e?*.

8. y=ci+ e’ +cxe® +y, ¢, ER, a) y, =2x% + %x;

2 1 .,
b)yp=§x—§e ;

)y, = 3x%e3%;

3 5
d)y, = —Esinx + 2 cosx +§sin2x+ 6 cos 2x.
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4.Funkcia dvoch a viacerych premennych

4.1. Zakladné pojmy, parcidlne derivdcie

PRIKLAD 26.

Zapiste a znazornite definicny obor funkcie

c) f(x,y) = arcsin(x + 4y),
J16—4x2—y?

A fey) =

In(x2+y2-1)"

1
a) f(x,y) = T
b) f(x,y) =In (}%4) ,
Riesenie:

a) Hodnota f(x,y) je definovandlen ak x> +y?—-1>0 & x%2+y?>1

mimo jednotkového kruhu

Dy ={(x,y)e R% x* +y? > 1}.

Obrazok 24
b) Funkcia In x je definovana len pre x > 0.

= ﬁ>0 & (x>0Ay>4)V (x<0Ay<4).

X

Dy = {(x,y)e R?; - > 0}

Obrazok 25
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c) Funkcia arcsin x je definovand len pre x € [—1, 1].

> -1<x+4y<1 & %(—1 —x) <y< i(l — x) oblast medzi dvomi rovnobeZkami

Dr ={(x,y)eR% |x + 4y| <1}

Obrazok 26

J16—4x2—y?

je definovana len ak
In(x2+y2-1) )

d) Hodnota f(x,y) =

2 2
e 16—4x2—y2>0 © 4x>+y?<16 © xT+31/—6S1 vnutro elipsy
e x?+y2—-1>0 & x?+y%>1 mimo jednotkového kruhu

e In(x?+y’-1D)#0 © x*+y>—-1#1 & x?+y?=+2 kruznica s polomerom /2

Dr ={(x,y)eR? 4x*> +y* <16 A x> +y?> > 1A x* +y*> # 2}

T o Kruwinica Stred S[0,0], polomerr:
X% +y? =12
.l _ e Elypsa Stred S[0,0], a, b - vyseky na osix a y:
e | 2 2
x* y
4 s M — 4+ — = 1
i N a’? b2
o i v
Y .
_ak
-4 CL i i
-4 -2 1} 2 4
Obrazok 27

Vrstevnica - mnoZzina vSetkych bodov, v ktorych ma funkcia konstantnu hodnotu f(x,y) = c, Cize

nenulovy prienik grafu funkcie a roviny rovnobeznej s rovinou xy, z =c.
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PRIKLAD 27.

Pomocou rezov a vrstevnic nacrtni graf funkcie: a) f(x,y) = e~y b) f(x,y) =+/2x% + y2.
RiesSenie:

a) Najskor zobrazime vrstevnice f(x,y) = e~ V? = ¢, ¢ize prieniky grafu funkcie a roviny z = c.

x*-y' 50 > pre vsetky ¢ < 0 su prieniky prdzdne, ¢ize graf funkcie leZi cely nad

e Kedze e
zdkladnou rovinou xy, ( ¢ize z = 0).

_x2_

e Podobne e <1 = graf funkcie leZi cely pod rovinou z = 1, (aZ na bod (0,0,1))

eV =1 o —x2—y?2=0 © x=y=0
e Vyjadrime prienik s rovinou
“25 o @725 = ¥ & 25 =x2 492, yrstevnicav tejto rovine je
kruznica so stredom v (0,0) a polomerom 5.
“16 o o716 — =" & 16 = x2 4+ y2, vrstevnica v tejto rovine je
kruznica so stredom v (0,0) a polomerom 4.
o z=e? = e 2 =e XY ©9=x24y2 vrstevnicav tejto rovine je
kruZnica so stredom v (0,0) a polomerom 3.

- —x2_y2 . . . .
* o e =e™Y o 4=x?+y? vrstevnicav tejto rovine je

o z=e"
kruZnica so stredom v (0,0) a polomerom 2.

-1

- —x2_y2 . . . .
o z=e = el =¥V o 1=x?+y? vrstevnicav tejto rovine je

kruznica so stredom v (0,0) a polomerom 1.

1 _1 _xZ_yZ 1 2 2 . . . .
O z=e 4+ = e+ =¢e (:>1=x + y*, vrstevnicav tejto rovine je

kruZnica so stredom v (0,0) a polomerom %; .

e Znazornime vypocitané vrstevnice:

Obrazok 28
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. . . . —02_4y2 2
e Urobime rez zakladnou rovinou yz,t.j. x =0 > z=e VYV =Y

Obrazok 29
. . . . —x2-02 —
e Rovnako urobime rez zakladnou rovinou xz,t.j. y = 0 D z=e X0 =¥

a nakreslime vsetky rezy.

Obrazok 30

b) Najskor zobrazime vrstevnice f(x,y) = \/m =c.
e KedZe \/m > 0 = pre vsetky c < 0 su prieniky prdzdne, CiZe graf funkcie leZi cely nad
zdkladnou rovinou xy ( z = 0)
e Vyjadrime prienik s rovinou
o z=0 = J2x2+y2=0 ¢ 2x2+y?=0 & x =y = 0, prienikom je
len bod (0,0,0).

2
o z=1 = J2x2+y2=1 © 1=2x2+y2 o 1=2-+y2, vrstevnicav

2

tejto rovine je elipsa so stredom v (0,0) a vysekmi a = \E , b=1.

o z=2 = J2xZ+y?=2 o 4=2x"+y? o 1 =xz—2+y72, vrstevnica v
tejto rovine je elipsa so stredom v (0,0) a vysekmi a =+/2 , b = 2.

o z=4 = 2x2+y2 =4 ©16=2x*+y?> o 1=J;—2+31]—2, vrstevnica v
tejto rovine je elipsa so stredom v (0,0) a vysekmi a =+/8 , b = 4.

2 2
o z=16 = J2x2+y?2=16 ©162=2x’+y? o 1=2+L

162 162’
2

. . L , . 16
vrstevnica v tejto rovine je elipsa so stredom v (0,0) a vysekmi a =

ﬁ,bzlﬁ
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2 2

o z=25 = J2xZ+y?=25 ©252=2x+y? © 1=+
2

vrstevnica v tejto rovine je elipsa so stredom v (0,0) a vysekmi a = %

Znazornime vypocitané vrstevnice:
n

Obrazok 31

Urobime rez zékladnou rovinou yz, t.j. x =0 = z=./2.024+y2=y?=y|

Obrazok 32

Rovnako urobime rez zakladnou rovinou xz,t.j. y =0 = z=+v2x2=+/2 x|

a nakreslime vsetky rezy.

Obrazok 33 Elipticky kuzZel
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S

Parcidlna derivdcia funkcie

pouZzivané ozn

Pri vypocte par a berieme ju ako

konstantu. Poto ennej x.
Naopak pri par erivujeme ako funkciu

jednej premennej y a x beriem ako konstantu.

Pri funkcii troch premennych f (x,y, z) ratame tri prvé parcidlne derivdcie. Pri vypocte parcidlnej
derivdcie podla prvej premennej x zafixujem hodnoty y, z. Na funkciu f hladime ako na funkciu
jednej premennej x a druhé dve premenné berieme ako konstanty. Podobne postupuje pri vypocte

parcidlnych derivdcii podla y ¢i z.

PRIKLAD 28.

Vypocitajte prvé parcidlne derivacie funkcii :

a) f(x,y) = e sin(x? —y), b) f(x,y) = x3 % =2,

X
o) f(x,y,2) = 2x*(3y — 1)
Riesenie

a) f(x,y) = e sin(x? —y). w.v) =vv+uv, (cfx) =cf'(x)

u v

Nezabudnime derivovat ako stcin dvoch funkcii premennej x (y je brana ako konstanta)

0. f(x,y) = e2’ gzj sin(x? —y) + 2" cos(x? — y) 2x. g(x) = 233_% x
ed™  g'(x) c

Derivujeme ako sucin dvoch funkcii premennej y (x je brana ako konstanta)

Oyf (r,y) = " dxy sin(x® —y) + ¥ cos(x® —y) (-1 g(y) = 2x
9w ¢

91




b) f(x,y) = x¥~2 -2,

X

Derivujeme ako funkciu premennej x (y je brand ako konstanta)

2 2
0f (6,7) = (3y = DX + 5. @y =nant, =gy a
c
Derivujeme ako funkciu premennej y (x je brana ako konstanta)
d,f(x,y) = x3Y"21n(x) 3—E (@) =a” .lna y_2
y 'y . X . . ) x SVCJ y
c

¢) f(x,y,2) = 2x*(3y — 1)!"(D,
Derivujeme ako funkciu premennej x (y,z su brané ako konstanty)

0xf (x,y,2) = 4x (3y — DN, (cfx) =cf'(x)

Derivujeme ako funkciu premennej y (x,z su brané ako konstanty)
0, f(x,v,2) = 2x?1In(z) 3y — 1)!™AH-1.3 | "M =nyn 1

Derivujeme ako funkciu premennej z (x,y su brané ako konstanty)

1
0, f(x,v,2z) = 2x*(By — DA In(3y — 1) Sy (a?) =a?.lna

Priklady na prepocitanie

Najdite a znazornite defini¢ny obor funkcie

1. f(x,y) = arcsin(3x? + 9y?).

2. f(x,y)=1In (; : 2)

3. f(x,y) = arccos(4x — y).
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Vx—1+,y-2

J10=2x —y

8 —x2 — y?
J2= %]

In(12 — 4x2 — 3y?)

=

4. f(x,y) =

5 flx,y) =

6. f(x,y) =

Pomocou vrstevnic a rezov nacrtnite grafy funkcii

,z 2
7. f(x,y) = %+%

; 2 42
8. f(x,y)= 1—%—%.

2

2
9. f(x,y) = +JiT.

o| &%

2

2
10. f(x,y)=5—2<%+yj>.

Vypocitajte prvé parcidlne derivacie funkcie

11. f(x,y) = /2y(4xy3 — 2x2).

12. f(x,y) =1In (ch ; i;])

13. f(x,y) =y x?7V.

14. f(x,y) = 2x2ysin (%)

y  z?

+—.
z+2 x

x
15. f(x,y,z) = E_
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VYSLEDKY

1. Dy ={(x,y) € R%3x* +9y* < 1}. /\

2. Dy = {(x,y) € R?; f]—:z > 1}.

Obrazok 35 Defini¢ny obor z pr. 2.

3. Dy = {(x,y) € R% |4x — y| < 1}. et /}“1

Obrazok 36 Definicny obor z pr. 3.

4. Dy ={(x, Y ER}; x=1DA(y=2)A(y <10—2x)}.

1o

y=10-2x

y=2

1 4

Obrazok 37 Definicny obor z pr. 4.

2

5.Dr ={(x,y) € R% (x* +y? <8) A(lx] <2)}.

Obrazok 38 Defini¢ny obor z pr. 5.

6. D = {(x,y) € R?; (x?z+3;—2 < 1) Ay > xz)}.

Obrazok 39 Definicny obor z pr. 6.
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7. elipticky kuzel

Obrazok 40 Elipticky kuZel

8. horna kopula elipsoidu

9. elipticky paraboloid

Obrazok 42 Elipticky paraboloid

10. elipticky paraboloid z pr.9 zuZeny, otoCeny a posunuty o 5 hore v smere osi z

S -

|

}.-" < =] b |
— = —— B
: / T

Obrazok 43 Elipticky paraboloid

_ ayt-axy _ —2x%-8xy8
11 axf(x,y) _\/ml ayf(xﬁy)_\/m .
2+42y? —4-x?

12. axf(x,y) = ayf(x'y) =

(x=2y)(2+xy) ’ (x=2y)(2+xy)

13. 0, f(x,y) =y = y)x*7Y, 0,f(x,y) = x*7Y(1 - yInx).

14. 0,f(x,y) = 4xysin (5) + 2x2 cos (g) d,f(x,y) = 2x%sin G) _ 2yi3cos (%)

z? x

15. axf(x’y’z)zi—;, ayf(x’y’z)z ___L,E)Zf(x,y,z)z y 2z

2y2  z+2 (z+2)2  x
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4.2. Dotykovad rovina, normadla, totdlny diferencidl a gradient funkcie

Co si treba pamdtat z predndsky: ”

\' Nech bod T = (xo,¥0) € Dy a funkcia f ma parcidlne derivécie v tomto bode. Bod

v

T(xOJ
+ Dotyk

t.j. no

+ Norm mka kolmd na

dotyko

t.j.s
=+ Totdlny diferencidl df(T,x,y) funkcie f vbode T
df (T, x,y) = 0xf (T)(x — x0) + 0, f (T) (¥ — ¥o)-

e Rovina
Ak je dany bod leZiaci v rovine A = (x,, Yo, Zo) @ normdlovy vektor (t. j. vektor kolmy
na rovinu) 7 = (a, b, c), potom
a(x —x0) + b(y —yo) +c(z—2,) = 0;
o Priamka v priestore
Ak je dany bod leZiaci na priamke A = (xg, Vo, Zo) a smerovy vektor S = (sq,S5,53),
X = xo + 51t

Yy=Yotst, teR
Z=Zo+53t

y
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PRIKLAD 29.

Najdite dotykovu rovinu a normalu ku grafu funkcie f(x,y) v bode T:

a) fx,y) =JxZ+y2-9, T=(50,?), 0 fxy =mn(L), T=@11?)

RieSenie

a)f(x,y) =yx2+y2-9, T=(507?)
e Najskdr dopoéitame z- ovi hodnotu dotykového bodu zy =v25+0—-9 =4 =
T = (5,0,4)

e N3jdeme normélovy vektor roviny 71 = (a, b, —1).
5 Ak 7 je normdlovym vektorom, potom aj lubovolny
r = ndsobok k.1, k € R je normdlovym vektorom.

o a=0.f(T)= ﬁ%y_g

o b= ayf(T) _\/FJIZ—EJT —Z— 0 = n= (Z,O,—l) ~(5,0,—4).

Mobzeme pouzit pévodny normalovy vektor, alebo jeho fubovolny nasobok.

o NapiSeme rovnicu roviny
5x=5)+0y—-0)—4(z—-4)=0 & 5x—4z—-9=0.

e Rovnica normaly:

x=54+5t
y=0+0t, teR
z=4—-4t

2
b fxy) =n(%), T=(@11?)
e Najskér dopocitame z tovu hodnotu dotykového bodu z; =In1 =0 =
T = (1,1,0).
e N3jdeme normaélovy vektor roviny 7 = (a, b, —1).
_ -1 = ¥’ _ _
o a=0,f(T) = X|T_1 ln(x)—Zlny In x
o b=0d,f(T) =§| =2 = #=(12-1).
T
e NapiSeme rovnicu roviny
Ix-1D+2(y-1)-1(z—-0=0 & x+2y—z—-3=0.

e Rovnica normaly:
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x=1+1t
y=1+2t¢t, t e R
z=0—-1t

PRIKLAD 30.

Najdite dotykovu rovinu ku grafu funkcie f(x, y), ktord je rovnobezna s rovinou « :
a) f(x,y) =x%y?, ) a:2x—2y—z+10=0, ii) a:8x—2y+2z+4=0,

b)f(x,y)=e*7Y, ) ax—y—2z+10=0, ii)a:ix+y—z+4=0.

Riesenie Dve roviny a, st rovnobeiné & n, = k.ng, k€R

a) f(x,y) = x*y?

e Vyjadrime si normalovy vektor dotykovej roviny 7: 7n; = (a, b, —1) v zatial nezndmom bode
T = (x0,Y0,20)
o a=0,f(T) =2xy*|r = 2x0¥§
o b=0,f(T)= 2x2y |7 = 2x§y0 > 71, = (2x0Y4 :ng)’o:@)
e Vyjadrime si normalovy vektor roviny
i) ai2x—2y—z+10=0

o ng=(2 —2,@) (vezmeme taky jeho ndsobok , aby z-ova hodnota bola -1)

o ZrovnobeZnosti rovin n,=n, =
2%0y8 =2 ==
XoYo = = Xo=_3
Yo

1

2
_2) Yo=—1 =2y=-1x=1

2dy=-2 (5

o Dopotitame z, = f(xg, V) = 12 (-1)2 =1 = T =(1,-1,1)

Dotykova rovina:

. 2c—-1)-2y+1)—-(z—-1)=0 = 2x—2y—z—-3=0.

i) a:8x—2y+2z4+4=0

o ng=(8-22)~(-41, @ ( vezmeme taky nasobok , aby z-tovd hodnota bola -1)
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o ZrovnobeZnosti rovin n,=ng =
2 _ 2
zxoyo = _4' = XO = _E

2\? 1
2x3y, =1 2(_3/_5) Yo=1 = y=2,x=—3

o Dopotitame z, = f(xo, Vo) = (— %)2 2)?=1 = T = (—%,2, 1)

Dotykova rovina:

1
T —4(x+§>+1(y—2)—(z—1)=0 > —4x+y—2z—-3=0.

b) f(x,y) = e*™”

e Vyjadrime si normalovy vektor dotykovej roviny 7: 7n; = (a, b, @ v zatial' neznamom bode
T = (x0,Y0,20)
0 a=0f(T)=e" Y|y =eo
o b= f(T) = —e*V |p=—eP P = 7= (M gy, 1)
e Vyjadrime si normalovy vektor roviny
Dax—y—z+10=0
o g =@1=1C1)

o ZrovnobeZnosti rovin n,=n, =
e¥o™Vo =1 > X9g—Yo=0 = xg=y,=¢t t€R
_exO_yO — —1
o Dopotitame z, = f(xy, V) = et =1 > T, =(t,t,1), teR

V tomto pripade neexistuje len jeden dotykovy bod, ale dotykové body T; tvoria
priamku y = x v rovine z = 1.

Dotykova rovina:

. 1lx—t)-1y—-t)-(z—-1)=0 = x—y—z+1=0.

Obrazok 44 Zobrazenie dotykovej roviny k ploche z = e*™Y 99



ia:x+y—z+4=0

o fg=@,1€1)

Y Lo — = eXoYo =1
o ZrovnobeZnosti rovin n; = Ny = ’

—eXo™YVo = 1,
Sustava rovnic nema riesenie, Cize ziadna dotykova rovina k danej ploche nie je

rovnobezna s rovinou «.

Teraz si ukaZzeme, ako mozno totalny diferencal pouzit na upresnenie hodnét, ¢i odhad chyb.

z=zo+ df(T,x,y) = [f,y) =f(T)+df(T,xy),

kde df(T,x,y) je totdlny diferencidl funkcie vbode T a funkciu f(x,y) vokoli bodu T
aproximujeme jej dotykovou rovinou. Tento vztah pouZivame na odhad hodnoty funkcie
v bodoch ,blizko” bodu T, kde vyjadrit presne hodnotu f(x,y) je ndrocné alebo nemozné, ale
hodnotu f(T) pozndm.

g Dotykovu rovinu T méZeme prepisat do tvaru:

PRIKLAD 31.
Vypoctitajte priblizne hodnotu 1.052%91,
Riesenie

Jejasné, ze 1.052%1 = 12, Chceme hodnotu este upresnit. Ak hodnotu 1.05 nahradime

premennou x a hodnotu 2.01 premennou y, dostaneme funkciu f(x,y) = x¥. Potom
1.05201 = 12 =  f£(1.05,201) = f(1,2)=1.
Na upresnenie hodnoty vypocitam totalny diferencial funkcie df (T, x,y), T = (1,2).

Oxf(x,y) =yx¥ =2

0,fx,y)=x¥Inx|;=0 df (T, x,y) = 2(x — 1) + 0(y — 2) = 2(x — 1).

Funkéné hodnoty v bodoch (x,y) v blizkosti bodu T = (1,2) mozno odhadnut vztahom

fO,y)= f(1,2)+2(x—1) = 1.05%°1 = £(1.05,2.01) = 1+2(1.05-1)=1.1.
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Diferencial méZeme pouZit aj na odhad chyb vystupnej hodnoty, ak pozndme chyby vstupu.

PRIKLAD 32.

Vypocitajte objem valca s polomerom podstavy r = 5 + 0.02 cm a vyskou v =4 + 0.01 cm.

Riesenie
Objem valca radtame vzorcom V(r,v) = nr?v.
Objem telesa mézeme odhadnut

Vir,v)= V (54)+ dV(T,r,v) =100 + dV(T,r,v).
T

Dopocitam totalny diferencial

0rf (r,v) = 2nrv|y = 401

3, f(r,v) = mr?|y = 251 = df(T,r,v) =40n(r —5) + 25n(v — 4).

V(5+0.02,4+0.01)= 1007 + 407(+0.02) + 257(+0.01) = 1007 + 1.057 cm®.

Co si treba pamdtat z predndsky: ”

Gradient funkcie F

)
VF(x,y) = <a

Pouzitie gradien
4+ Vektor bode A.

+ Ak F(x, ormalovym

+ Ak F(x, ) je normalovym

i 0, F(T)(x — x0) + 0, F(T)(y — ¥o) + 0,F (T)(z — z) = 0.
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Vsimnime si, Ze zavedeny vzorec pre dotykovu rovinu zovseobecriuje vzorec pre explicitne

zadanu funkciu. Pre plochu zadanu explicitne dostaneme

z=f(xy) © Fy2)=fxy)-z=0, n =VF(T)=|0F({T)|=|{0d,f(T)

0,F(T) <ax f(T))
9,F(T) —1 |

PRIKLAD 33.

2 2
N3ajdite rovnicu dotycnice k elipse % + yT =1 vbodeT = (2,@).

Riesenie
_x2 v
F(x,y) = 5 +7 1

e N3jdeme normélovy vektor dotyénice 7 = (a, b).

o a=6xF(T)=%xT=§
o b=o,FM =2 =2-2 5 i = (2,2)~(43V5)

Dotyénica: 4(x = 2) +3v5 (y = 22) =0 = 4x+3V5y—108=0.

PRIKLAD 34.

Najdite dotykovu rovinu k ploche F(x,y,z) = 0 vbode T:
a)x? +y%2+z2 =19, T = (3,—1,3) (gulové plocha),
b) e* Y cos(yz) + e =0, T =(2,1,m).

RieSenie
a)x? +y%2+z2 =19, T =(3,-1,3).
F(x,y,z) = x> +y% + z? —19.
e Najdeme normalovy vektor dotykovej roviny 71 = (a, b, ¢):
o a=0,F(T)=2x|r=6,
o b=0d,F(T)=2ylr=-2,
o c=a,FT)=2z|r=6 = n=1(6-26)~3,—13).
Dotykova rovina:

3x—3)—(y+1)+3(z-3)=0 = 3x—y+3z-19=0.
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b) e* Y cos(yz) + e =0, T=(021m)),
F(x,y,z) = e* Y cos (yz) + e.
e Najdeme normélovy vektor dotykovej roviny 71 = (a, b, ¢):
o a=0,F(T) =e*7Ycos (yz) |7 = —e,
o b=0,F(T)=—-e*"Ycos (yz) — e*Vsin (y2)z|r =e,
o ¢=0,F(T)=—e*Ysin (yz)y |r =0 > n=(—ee0)~(1,-1,0).
Dotykova rovina:

1(x-2)-1y-1)+0z—m)=0 = x—y—1=0.

Priklady na prepocitanie

Ndjdite dotykovu rovinu a normalu ku grafu funkcie f(x,y) v bodeT.

1. f(x,y) = x3 —4xy + 2y?, T=(1,27).

2. flx,y) =417 —x%2 —y?, T =(1,0,?).
3. f(x,y) =In(2x? — 4xy)?, T = (1,%,?).
2
4. f(x,y) =2xcos (7)’ T=(10,7?).
_ Y _
5. f(x,y) = arctg (x) T=(337).
6. f(x,y)=ye¥ 7" T=(1,1,?).

Najdite dotykovu rovinu ku grafu funkcie f(x, y), ktord je rovnobeZzna s rovinou a.

X2
7. f(x,y)=ln<5>, a:x—2y—2z+3=0.

8 f(x,y)=3x2+2y% a:3x—2y+z—1=0.

9. f(x,y)=2x3y, a: 2x—2y—2z+2=0.
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10. f(x,y) = eV 2ey —z = 0.

11. Pouzitim diferencidlu vypoditajte priblizne hodnotu a) 1,023.3,992, b) /3,012 + 4,032,

12. Vypocitajte objem kuZela s polomerom podstavy r = 9 + 0,01 cm avyskou 12 + 0,02 cm.

Najdite dotykovu rovinu k ploche zadanej implicitne.

13. e¥* —zy+xy—e =0, T(1,0,1).
x2  y?  z? Vi1
14, —+ —+—=1 T(1,2,— ).
4 + 9 + 4 ’ < 3 )
z
15 xzzln(y)—yz=0, T(1,1,e).
2 z’
16. xy+ ————-2=0, T(l,—,—).
VYSLEDKY
x=1-2t
l.7: —2x+4y—2z-5=0, n: y=2+4t, telk
z=1—-1t
x=1+4+1
2. 1: x+4z—17 =0, n: y=0 , t€eR.
z =4+ 4t
x=14+6t
3.:6x—8y—z—4=0, n: y=i—8t, teR
zZ = -t
x=1+4+2t
4. 1: 2x—z=0, n: y=0 , t€R.
z=2—1
x=3+1
5.T:x—y+6z—3ﬂ=0, n ¥Y=3-1t teR.
2 s
Z=Z+6t
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6.7: 4x—y—-z—-2=0, m y=1—1t, t R

7.x—2y—2z+2In8-2=0.
8. 3x—2y+z+z:0.

9. 2x —-2y—z+2=0.

10. 2y —<z—1=0.

11.a) 16,88 b) 5,03.
12. 3241 + 1,26 m cm3.

13. z—1=0.

14. 9x + 8y + 3V11z — 36 = 0.
15.2x -2y +- z—1=0.

16.2x+y—3z—1=0.
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v v/,

4.3. Parcidlne derivdcie vys$sich radov, lokdlne extrémy

Co si treba pamdtat z predndsky:

(D

)=f..(%y)

= f,,(% )

Ak zmiesané parcidlne derivdcie funkcie existuju v bode A(X,y) zjeho definicného oboru
a su tu spojité, potom

02 (x,y) = 03, f (x,y)
Pre elementdrne funkcie tdto rovnost plati vZdy, preto v dalSom budeme rdtat len jednu
zmieSanu parcidlnu derivdciu.

Derivdcie vyssich rddov definujeme podobne, napr.

03 f (6, ) 2 0, (03 (1,9)) = 0x(0y (0 (1,7)) -

PRIKLAD 35.

Vypocitajte druhé parcialne derivacie funkcie f(x,y) = x arctg (xy).

Riesenie

2
_ Y -
Oxf(x,y) = arctg (xy) + X2 OyfCoy) =7 T x%y?
2,2 2
2 _ Xy >= y yA+x7y%) —xyCxy®) 2y
O2f(xy) = Oy (arctg Gy) + 1+x%y2)  1+x%y? (14 x2y?)? (1+x2y?2)2
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x2 > —x*(2x?y)  —2x%y

2 = = =
aYZf(X, y) = ay <1 + x2y? (1+x2y2)2 (1 + x2y?)2

5 x? 2x(1 + x?%y?) — x%2(2xy?) 2x
axyf(X; y) = 0x 2.2~ 20232 = 2422
1+ x2%y (1 +x2%y?) (1 +x2%y?)
Xy X x(1 + x%y?) — xy(2x2%y) 2x
2 f # = ( ): = .
ayx (X Y) ay arctg (XY) + 1+ Xzyz 1+ Xzyz (1 + Xzyz)z (1 + X2y2)2

Co si treba pamdtat z predndsky: ”

Lokdlne extrémy

Postup pri hl'adani lokdlnych extrémov:

Obrazok 45 f(x,y) = x* — y?

o D(S;) = 0 nevieme z testu urcit.

4+ Vypocitame lokélne extrémy ako hodnoty funkcie v bodoch lokalneho minima

(maxima). /
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Funkcia méze nadobudat lokdlne extrémy iba v staciondrnych bodoch, alebo v bodoch, kde
prvé derivdcie nie su definované (ak nie je definovand len jedna, druhd sa rovnd nule). (Napr.
funkcia z = \/x? + y? md lokdlne minimum v bode (0,0), kde prvé parcidlne derivdcie nie su

definované.) Takéto body, ako aj staciondrne body, kde D(S;) = 0, musime skumat zvldst.

PRIKLAD 36.

Najdite lokalne extrémy funkcie f(x,y) =3 lng +2Iny +1In(12 —x —y).

Riesenie

KedZe S je jediny staciondrny bod a prvé
derivdcie funkcie su definované na celom def.
obore, je nielen lokdlnym, ale aj celkovym

maximom, vid. obrdzok 46.

Vyjadrime definicny obor funkcie
D ={(x,y)eR% x>0Ay > 0Ax+y <12},

Hladdme stacionarne body

axf(x,y)=§— ! :36—4x—3y=0 = 4x+3y=36
x 12-x—-y x(12—-x-y)

ayf(x,y)=z— ! =24—2x—3y=0 > 2x+3y=24 =
y 12—x—-y y(12—-x-y)

x=6y=4 =S5=(64) €D

Testujeme stacionarny bod

2 3 1 1
0 2f(x,y) = —x—z—ms= —§<O
2 1 3
aZ , — —_
y2f (5) y: (12 —x—y)2, 8
) 1 1
Oryf(x,y) = —ms =72

D(S) = (— é) (— %) — (— %)2 = % >0 v S jelokdlne maximum.

Pocitame lokalne maximum

Obrazok 46 f(x,y) = 31n§+ 2lIny+In(12 —x —y)
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Max = f(S) =5In2.
PRIKLAD 37.

Najdite lokalne extrémy funkcie f(x,y) = x3 + y? — 6xy — 39x + 18y + 20.
Riesenie
e Vyjadrime defini¢ny obor funkcie

Df = ]RZ

e Hladdme stacionarne body
O, f(x,y) =3x2—6y—39=0 = x2—-2y—13=0
Oy f(x,y)=2y—6x+18=0 => =
1 =—
x2-20Bx—-9)—-13=0 ©x?—-6x+5=0 = x;,=/( yl_ 6
, 5 y2—6

= Sl = (1, _6),52 = (5,6)

e Testujeme stacionarne body

S$1=(1,-6) S, = (5,6)
0% f(x,y) = 6x 6 30 >0
652 flx,y)=2 2 2
07y f(x,y) = —6 -6 -6
D(S;) = a2£(S) a§2f(5i)
5 12-36<0 60-36 >0
— (a3,£(s)
Zaver Sedlov. bod Lok. min
e Pocitame lokdlne minimum | el

a0

1000 —

~1000 - \
. I 1 I 1 1 1 1 L 1 1 1 L L

=10 =5 o 5 10

Obréazok 47 f(x,y) = x® + y*> — 6xy — 39x + 18y + 20

Lok. min = f(S,) = —86.
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PRIKLAD 38.

N&jdite lokalne extrémy funkcie f(x,y) = 2x* + y* — x? — 2y2,
Riesenie
e Vyjadrime defini¢ny obor funkcie
— m2
D= R

e Hladame stacionarne body

_

0 f(x,y) =8x3—-2x=0 = 2x(4x?>-1)=0 >x,=0, x3= 3
Of(e,y) =4y —4y=0 = 4y(y*-1)=0 = y; =0  yy3=1=1
KedZe medzi hodnotami x a y nie je Ziaden funkény vztah, t. j. neexistuje Ziadna funkcia g, pre

ktoru by platilo y = g(x), dostdvame 9 stacionarnych bodov.

1 1
Sl = (OIO)ISZ = (011); S3 = (01_1)154 = (E; 0)1 55 = (El 1)1

5= (3-1)5:= (-30) 5= (-3:1) = (-3.)
6 — EP 7 — El y |¥Y8 — El ) 9 — El

e Testujeme stacionarne body

5:(00) Sp(01) S$5(0,-1) 54<1 0) 5. (1 1) 56<1 = 57(—%,0) sg(—%,1) sg(—%,—l)

2’ 2’ 2’

0% f(x,
2 2<0 -2 -2 4 450 450 4 450 450
= 24x%2 -2
622 (x, )
v Sy 4 8 8 -4 8 8 4 8 8
=12y%2 —4
0% flx,y) =0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
D(S;) 8>0 -16<0 -16<0 -16<0 32>0 32>0 -16<0 32>0 32>0

Zaver max Sedl. Sedl. Sedl. min min Sedl. min min

e Pocitame hodnoty lokdlnych extrémov

-2 1

= 0 1 a
Obrazok 48 f(x,y) = 2x* + y* — x? — 2y?

Lok. maximum = f(0,0) = 0, lok. minimd = f (i%, il) = —g.
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PRIKLAD 39.
N&jdite lokalne extrémy funkcie f(x,y) = x3 + 3xy? — 15x — 12y.
Riesenie
e Vyjadrime defini¢ny obor funkcie
— W2
Df=R
e Hladame stacionarne body

Oy f(x,y) =3x2+3y?—-15=0 = x?+y2-5=0

0,f(x,) = 61y~ 12 = 0 B ¢0 )

22
x2+(;) —5=0 o x*—5x244=0, t=x%> = t2-5t4+4=0
1 x2:1 :>X1'2:+1

= 5 =002),5 =(-1,-2), S3=(21),S, =(-2,-1)

e Testujeme stacionarne body

S =(12) S, =(-1,-2) S=(21) S.a=(-2-1
02 f(x,y) = 6x 6 -6 12>0 -12 <0
632,2 flx,y) = 6x 6 -6 12 -12
07 f(x,y) = 6y 12 -12 6 -6
D(S;) = 8%f(S) a;Zf(si)
2 36-144<0 36-144<0  144-36>0 144-36>0
— (33,1 (s))
Zaver Sedlov. bod Sedlov.bod  Lok. min Lok. max
e Pocitame hodnoty lokalnych extrémov T - >

20 |-

—a0

-40

Obrazok 49 f(x,y) = x> + 3xy? — 15x — 12y.

Lok. minimum f(2,1) = —28, lok. maximum f(-2,—1) = 28.
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Priklady na prepocitanie

Najdite lokalne extrémy funkcii

1. f(x,y) =x*-5x+y?+y+12.

N

. f(x,y) = x? + 4xy — y? — 5x.

w

. flx,y) =2x3 —3xy? — 9x + 18.

3
4. f(x,y) =2x3 —x? —y—+3y2.

3
5 f(x,y) =y3x?(2—-2x—y), ak x>0,y>0.
6. f(x,y) = 16x2—2x+y2+3y+3_
7. fCry) = 2y 42— 2L
. flx,y) = 2xy 7 %
8. f(6,)) = ot 42
Sy " 2x 3y Y

9. f(x,y) = 3xIn(x? + y?)

10. f(x,y) = e3*(x%? + x + y* — 2y).

VYSLEDKY

1. Lokdlne minimum f (g,—%) = %

2. Lokalne extrémy nema, len stacionarny bod G, 1).
3. Lokalne extrémy nem3, len stacionarne body (\/§, \/§), (—\/§, —\/5_’)

4. Lokalne maximum £(0,6) = 36, lokalne minimum f G, 0) = — stacionarne body

27’

(3.6).0,0).
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5. Lokdlne maximum f G, 1) ==

6. Lokdlne minimum f(l, —%) =

N | =

7. Lokdlne maximum f(g,—g) = —18.

8. Lokalne minimum f(g,%) = 3.

. . 6 . - 1 6 "
9. Lokalne maximum f (—i, 0) = lokalne minimum f (Z'O) = —, stacionarne body

(0,1),(0,-1).

10. Lokalne minimum f G, 1) = —ge, stacionarny bod (—2,1).
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4.4. Viazané lokdlne extrémy a globdlne extrémy

Co si treba pamdtat z predndsky: ”

(D

Viazané lokdln

Hladame (lo rovinnou krivkou
(viizbou) g(

+ 2z vézby
x=9(y)

hy = @(x), resp.

ej premennej

4+ vézba neuréuje funkciu = Lagrangeova metdda neurcitych koeficientov

J
N
Lagrangeova metdda: Hladdme lokdlne extrémy funkcie L(x,y) = f(x,y) + Ag(x,y).
|..‘ Ndjdem staciondrne body S; = (x;,y;) pre A; ako rieSenie rovnic
\—- dxL(x,y) =0,
dyL(x,y) =0, a otestujem ich D-testom.
9(x,y) =0,
PRIKLAD 40.
Najdite lokalne extrémy funkcie f(x,y) =xy—x+y—-1 ak x+y—-1=0.
Riesenie
Cize hladame extrémy funkcie nie na celom defini¢nom obore, ale len nad priamkou x + y — 1 = 0.
:.,j——,——r—r—"_jl—_'_—r—'——'_—rl :
C_)jbrézok51 Fuy) = xy—x+y—1 Obrazok 50 f(x,y) = xy —x+y—1 nad priamkou x +y—1=0
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Z vazby si vyjadrime premennu a dosadime do funkcie f(x, y):

f(x,l—x)=x(1—x)—x+(1—x)—1:—x2—\‘

e Hladam stacionarnybod f'(x)=-2x—-1=0 = x= —% , Y =%
e Otestuiemho f"(x)=-2] __ 1=-2<0 = vbode S= (—% %) ma funkcia
2

. o Ls . 1 3 1
viazané lokdlne maximum f (_E ’E) =
Zmenime vazbu a budeme riesit Lagrangeovou metédou:

PRIKLAD 41.

N&jdite lokalne extrémy funkcie f(x,y) =xy—x+y—1 ak x2+y? =

Riesenie

Cize hladdme extrémy funkcie nad kruznicou x2 + y? = 2.
2

Obrazok53 f(x,y) = xy—x+y—1 Obrazok 52 f(x,y) = xy—x+y—1 nad x%+y?*=2.

Lix,y) = xy—x+y—1+A(x*>+y?-2)

OxL(x,y) =y—1+21x=0 = 2 x+y=1

OyL(x,y) =x+1+4+21y =0 > x+2y=—-1 | (=21) a?-b%=(a+b)(a—Db)
gl,y)=x*+y>-2=0 (1-42%)y =1+2A
> oak 1-42#0 =y=22-_1 3 y=—1-2ly=- -

1-4A2 1-21 1-21

Dosadime do 3. rovnice

() + () =2 = a-ar=1G IR P00
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o AkA1=0 = x=-1,y=1 8§ =(-11)
o Akl=1 = x=1y=-1 S,=(1,-1)

> ak 1—-42=0 = A=i§

x+y=1
o Ak/1=% = sustava X+Y=-1  nemdrieSenie
x2+y2=2
—x+y=1
o Ak/1=—% = x—y=-1 > y=1+x
x2+y?2=2
> x2+(1+4+x)?%=2 © 2x2+2x—-1=0 = xllz=%§, y1,2=1i2—ﬁ

_(-1+V3 1+V3 _(-1-V31-43
353_(2’2>’ S4_<2’2>

Dostali sme 4 stacionarne body:

S =0 S (1=1) S3 <ﬂ=—l) 54 (’12_%)

2
02 L(x,y) =22 0 2>0 -1 -1
92, L(x,y) =22 0 2 -1 -1
0%y Lix,y) =1 1 1 1 1
2 -1<0 3>0 0 0
— (93L05)
4 Lok. mi
Zaver Sedlov. b. o%- it Neviem Neviem
f(Sz) =—4

KedZe pracujeme so spojitou funkciou nad uzavretou krivkou , ¢ize hfadame extrémy uzavretej
priestorovej krivky, vid obrazok 52, vieme, Ze maximum a minimum (t. j. najmensia a najvacsia

hodnota "z" bodov leZiacich na danej krivke) existuje. VyuZijeme fakt:

Ak existuje maximum (minumum) funkcie, musi ho nadobudat v niektorom zo stacionarnych bodov

(kedZe prvé derivacie su definované pre vsetky body z definicného oboru).

KedZze f(S3) = f(S,) = %, lokdlne maximum (aj celkové) funkcia nadobuda v bodoch S5 4.
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PRIKLAD 42.

Firma vyrdba dva druhy stoli¢iek. Ak firma vyrobi za jeden tyZzden x stoliCiek prvého typua y

druhého typu, naklady na vyrobu su popisané funkciou N(x,y) = 6x2 + 12y2. Tyidenna produkcia

firmy je 90 stoli¢iek. Kolko stoli¢iek prvého a druhého typu ma firma vyrobit za tyzden, aby

minimalizovala ndklady na vyrobu? Aké budu tieto naklady?

Riesenie

Hladam lokalne viazané extrémy funkcie N(x,y) = 6x2? + 12y2, ked x + y = 90. Z vizby vyjadrim

y=90—x = N(x,90—x) = 6x2+ 12(90 — x)?

N'(x) =12x —24(90 —x) =36x —2160=0 = x =60

N"(x) =36 |0 =36>0 = v x=60 y=90-60=30 mafunkcia N(x,y) viazané
lokdlne minimum.  KedZe je jedinym viazanym lokdlnym extrémom, je je aj celkovym minimum
funkcie. Min = N(60,30) = 32 400.

Minimdline ndklady, a to 32 400 EUR, vynaloZi firma pri vyrobe 60 stoliciek 1. typu a 30 stoliCiek 2.
typu.

Co si treba pamétat z predndsky:

(D

Globdlne (celkové) extrémy na uzavretej oblasti

Hladdme m f(x; =z, .«

uzavretej p iami
i (x' y ) 5
Funkcia na

+ vs

+ vs
+ vb

y)

dlne extrémy)

potom

Min = z.;
mi ],k

Max = Zmax = I'I‘Jl’%X{f(S] )! f(gk)lf(A)'f(B): }

na
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Ak f(x,y) je spojita funkcia, maximum a minimum na uzavretej oblasti vzdy existuje. Pri ich

hladani nie je nutné stacionarne body testovat .

PRIKLAD 43.

N&jdite maximum a minimum funkcie f(x,y) = 2x? —x —y? + 2y na oblasti
3pa

M: AABC, A(0,0), B(3,0), €(0,3). C B

Riesenie \

i
1

A 4

Obrézok 54 Oblast M
e Hladdme stacionarne body vo vnutri oblasti M:

O f(x,y) =4x—-1=0 = x =1

of(x,y)=-2y+2=0 = y=1

Ll

s;=(31) em

e Hladam staciondrne body na hraniciach oblasti (viazané extrémy)
o Use¢ka AB: y =0, x €[0,3]
f(x,0) =2x%—x

1
= |- € AB
flx)=4x—-1=0 = x:% 2 (4’0)
o Use¢ka AC: x =0, y€[0,3]
a2

f'y)=-2y+2=0 = y=1

o Usetka BC: x+y=3 = y=3-x, x€[0,3]
fx,3—x)=2x*-x—-B—-x)>+2@B-x)=x%>+3x-3
f')=2x+3=0 = x=—§ ¢ [0,3]

e Dosadim najdené stacionarne body plus body A4, B, C do funkcie f(x,y)

1

f65) =3 fa)=0
f(52)=_% f(B)=15
f(s3) =1 ) =1

Obrazok 55 f(x,y) = 2x% — x — y? + 2y nad oblastou M.

Max = 15, Min= —-3.
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PRIKLAD 44.

N&jdite maximum a minimum funkcie f(x,y) = x3 +y3 —3xy na oblasti M: 0ABCD,

A(0,-1),B(2,—-1),€(2,2),D(0,2).

Riesenie D

Obrazok 56 Oblast M

e Hladdme stacionarne body vo vnutri oblasti M:

O, f(x,y) =3x>-3y=0 = y=x?

Oyf(x,y) =3y*=3x=0 = x*)P-x=0 & x*—x=xx*-1)=0

Xip = ((1’ = 5,=(0,0),S,=(L1)€EM

e Hladam staciondrne body na hraniciach oblasti (viazané extrémy)
o Use¢ka AB: y=-—1, x € [0,2]

flx,—1) =x3—1+3x
f'(x)=3x2+3=0 = nemariesenie

o Usetka BC: x =2, y€[-1,2]

f@2y)=8+y* -6y Ss = (2,V2) e BC
f{O)=3y*-6=0 = y=+v2  (2,-/2) ¢ BC

o Usetka CD: y=2 x€[0,2]

f(x,2) =x%+8—6x Se=(V2,2)ecD
fl=3x-6=0 = x,=4V2  (-V2,2) ¢ (D

o Usetka AD: x =0, y € [—1,.2]

fO,y)=y? B )
f'(y)=3y2=0 = y=0 S5 =(0,0) =5,

e Dosadim najdené stacionarne body plus body 4, B, C, D do funkcie f(x,y)

f(S1) =0 f(A) =-1
f(Sz)=-1 f(B) =13
f(S3) =8—42 fl€)=4
f(S) =8—42 f(D)=8

=
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Obrazok 57 f(x,y) = x> + y® — 3xy nad oblastou M.

Max = 13, Min = —1.

PRIKLAD 45.

N&jdite maximum a minimum funkcie f(x,y) = 2x3 + 4x2 + y? — 2xy na oblasti M ohrani¢enej

x2

krivkami y = V= 4.

Riesenie Fi + g

Wkl

Obrazok 58 Oblast M
e Hladame stacionarne body vo vnutri oblasti M:
O, f(x,y) =6x24+8x—2y=0
O f(x,y)=2y—2x=0 = y=x
=>(-1,-1)¢M, §=(0,0eM

> 6x’+6x=6x(x+1)=0 > x1,2=(_01

e Hladam staciondrne body na hraniciach oblasti (viazané extrémy)

x? x?

o Dopotitam prieniky A,B: y=4y== = 4=" = x5 = +/8 = +2+2
A=(-2v2,4), B=(2v24).

2
o Parabola y = x? x € [-2V2,2V2]
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x2

¥\ _ 023 an? 4 () o P o 3 4 42
f(x,z)—Zx + 4x +(2) 2x2 =5 tx + 4x
ff(x)=x3+3x2+8x=0 = x(x?+3x+8)=0 = x=0
>0
52:(0!0)251
o Usetka AB: y =4, x € [-2/2,2V2]
f(x,4) = 2x3 + 4x? + 16 — 8x

2
f,(x)=6x2+8x_8=0 = x1,2:(2/3 S3 (31 ); 54 ( ) )

-2
e Dosadim najdené staciondrne body plus body 4, B do funkcie f(x,y)
f(S1) =0
5y =322 f(A) =48 -16V2
A f(B) = 48 + 16v2
f(Sy) =32

Obrazok 59 f(x,y) = 2x3 + 4x* + y? — 2xy nad oblastou M

Max = 48 + 16v2, Min = 0.

PRIKLAD 46.

N3jdite maximum a minimum funkcie f(x,y) = x? — %yz na kruhovejoblasti M: x? + y2 <9,

/"';_““\ r=vo-r

Riesenie -

s :

_t; j

\ /
D L s

—

Obrazok 60 Oblast M

e Hladame stacionarne body vo vnutri oblasti M:
O f(x,y)=2x=0 = x=0
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e HIaddm staciondrne body na hraniciach oblasti (viazané extrémy)

o KruzZnicu rozdelim na dve polkruznice: y = +V9 — x2 spojené v bodoch
A =(-3,0), B = (3,0).
f(x, V9 — x2) = x? —%(9 —x2) = %xz -3
, 8 SZ = (Or_3)r53 = (013)
f(x)=§X=0 = x=0

e Dosadim najdené staciondrne body plus body A, B do funkcie f(x,y)

Fs)=0 _
£ = =3 A
f(S3) =-3 B

Obrazok 61 f(x,y) = x% — %yz nad oblastou M

Max =9, Min= -—3.

PRIKLAD 47.

N4jdite maximum a minimum funkcie f(x,y) = e =" (3x2 + 2y%) na kruhovej oblasti M:
x?+y?% <4,

e
Riesenie y ‘ b

Obrazok 62 Oblast M

e Hladame stacionarne body vo vnutri oblasti M:
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0. f(x,y) = e XV (=2x)(Bx% + 2y2) + e~ "V 6x = 2xe* V' (=3x2 —2y2 +3) = 0
dyf(x,y) = e~V (=2y)(3x2 + 2y2) + e ¥V 4y = 2ye XV (=3x2 = 2y2 4+ 2) = 0
1. rovnica sa rovna 0 ak:

o x = 0. Dosadime do 2. rovnice

y1=0
_2y2+2=0 :>y2,3=i1

2ye ™V (=2y2+2)=0 = {
S1=1(0,0), S, =(0,1), S3=(0,-1)
o —3x? —2y? = —3. Dosadime do 2. rovnice
296V (=342)=0 = y=0 = -3x2=-3 & x,=+1
Ss = (1,0), S5 = (—1,0)
e Hladam staciondrne body na hraniciach oblasti (viazané extrémy)
o KruZnicu rozdelim na dve polkruznice: y = +V4 — x2 spojené v bodoch
A =(-20), B = (2,0).

flx, £V4 —x2) = e™*(x? + 8)

S = (0,—-2),5;, = (0,2
fl(x)=2e7*x=0 = x=0 6= )5 =02)

e Dosadim najdené stacionarne body plus body 4, B do funkcie f(x,y)

$1(00)  S,(01)  S3(0,—1) S,(1,0)  Ss(=1,0) Se(0,—2) S,(0,2) A(—=2,0) B(2,0)

flx,y) 0 2e 1 2e1 3e~1 3e~1 8e % 8e™* 12e™%  12e¢7*

05

0o

Obréazok 63 f(x,y) = e * V" (3x2 + 2y%) nad oblastou M

Max = 3e~1, Min = 0.
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PRIKLAD 48.

N&jdite maximum a minimum funkcie f(x,¥) = x%y na kruhovejoblasti M: x? + y? < 1.

Riesenie: MU i
/// X
y
I/
\\ .
b NES
R

Obrazok 64 Oblast M

e Hladame stacionarne body vo vnutri oblasti M:

O, f(x,y) =2xy=0 = x=0 aleboy=0
Oyf(x,y) =x>=0 = x=0

Stacionarnymi bodmi, su vetky body na use¢ke x = 0 (os y) vnutri kruhu

S: =1(0,t), te[-11]

e Hladam staciondrne body na hraniciach oblasti (viazané extrémy)

o KruZnicu rozdelim na dve polkruznice: x = +./1 — y? spojené v bodoch
A=(0,1), B = (0,—1).

f(E/T=92y) = -yy=y-»3

L x12=i\F
= ()= (il o= ()= ()

e Dosadim najdené stacionarne body plus body A, B do funkcie f(x,y)

o () (BB (B ) 0 o

X, 0 NZh BN izl N 0 0
feey) 3v3 3v3 3v3 3v3

ff0)=1-3y*=0 = y,=+¢

Py
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PRIKLAD 49.

Vypocitajte vzdialenost priamky y = %x od paraboly y = x2 + 1.

2.0¢

RieSenie:

051

Blxp, ¥21

()

-2 -1 1

—0.5}

—1.0t

Obrazok 66

Hfadame body A(x4,y;) (na parabole) a B(x3,y,) (na priamke) tak, aby ich vzdialenost bola ¢o

. ve .y 1
najmensia, pricomy; = (x1)? + 1, y, = S X,

1 2
v(4,B) = \/(xz —x1)?+ 2 —y1)? = \/(xz —x1)% + <§x2 — ((x)2 + 1)) .

Pocitame minimum funkcie
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2
V(%) = V24 B) = (e = x)? + (33 = (0)? + 1)
(funkcie v a V nadobudaju extrémy v tych istych bodoch, ale funkcia V je jednoduchsia.)

e N3jdeme staciondrne body
1
0,V (i) = = 200, = 1) +2 (3, = (()? + D) (=2x) =0

0,V = 20 -x)+2(En - (4 D) F=0 T

p— () + D)1 -4x)=0 =

1 1 1 5 25 5
O x1=z = 2(x2—2)+(x2—1—6—1)=0=> EX2_1_6=0 :x2=§

o s —(()?+1) =0 = x,=2)2+2 = 2(Qx)*+2)—x) =0

2(x))?—x;+2#0.
15
= s=(53)
e Otestujeme stacionarny bod

! 11
ai%vo{l,xz} =z <§x2 B ((X1)2 + 1)> —4x;(=2x,) =12 (xl)z —2x, +6| = 7 >0
S

5
s 2

2 5
ax%V(xl, X3) = 2

5
aflx2V(x1,x2) =—2-2xs= )

D(S) = (11) (5) ( 5)2 30 =0
~\2/\2 2/ 4
V S je lokdlne minimum. KedZe funkcia ma jediny stacionarny bod a jej prvé derivacie su vsade

definované, je v S aj celkové (globalne) minimum. Sta&i dosadit y; = (x;)? + 1, y, = % Xq.

Hladané body su A = G’%) a B= (g,%) a vzdialenost priamky od paraboly je

o= |G- (-3 -2
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Priklady na prepocitanie

Najdite maximum a minimum funkcie na uzavretej oblasti M.

1. f(x,y) = x2y(2—x —2y), M:AABC,A(0,0), B(4,0),C(0,2).

N

. fGoy) = x* +y* — 4xy, M:0ABCD,A(-2,-1),B(2,—1),C(2,1),D(-2,1).

w

. f(x,y) =x% —2xy +3y? M jekosostvorec M = {(x,y) € R?:|x| + |y| < 2}.

o

. fxy) = 2x2e™ 7V, M je kruh so stredom S5(0,0) a polomerom r = 2.

%)}

. f(x,y) = x3 —2xy +y? M je ohranitena parabolou a priamkou,

M={(x,y) e R%:x? <y <2}

[=))

. floy) =x%+4x?y? —y?, M jekruh M = {(x,y) € R%:x? + y? < 4}.

N

9
L floy) = %— 3x +s M:AABC, A(1,—4), B(4,—4),C(1,-1).

1 1
8. f(x,y) =y+2x—2In(xy), M:UABCD,A (E' 1),B(e, 1),C(e,e),D (E,e).
Rieste slovné ulohy

9. Ndjdite bod na kuzeli z = 2,/x? + y? s najmen3ou vzdialenostou k bodu T (2,1,0). Vypocitajte

tuto vzdialenost. (CiZe najdite vzdialenost bodu od plochy kuZela).

10. Tovareri vyrdba akvaria v tvare kvadrov s objemom 64 m3. Material podstavy stoji 20 € za m?
a material boénych strdn 10 € za m2. Najdite rozmery akvéria, aby jeho vyrobné naklady boli ¢o

najmensie. Vyjadrite hodnotu vyrobnych nakladov.

11. Spolocnost vyraba 2 typy dazdnikov. Prvy typ sa predava za 8 € a druhy za 12 €. Denné
vyrobné naklady na x stoviek dazdnikov 1. typu a y stoviek 2. typu mozno vyjadrit funkciou
N = x? —xy +y% —4x + 6y + 2 stoviek €. Navrhni vyrobu tak, aby spoloé¢nost mala, ¢o

najvacsi zisk. Vyjadri jeho hodnotu.
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12. N&jdi tri kladné Cisla, ktorych sucet je 27, aby sucet ich Stvorcov bol ¢o najmensi.
13. N3jdi valcovi nadobu s maximalnym povrchom, ak jej objem je 541r.

14. Najdi valec s maximalnym objemom vpisany do kuzela s polomerom 9 cm a vyskou 24 cm.

VYSLEDKY

1. Max =0, Min = — 28,
27

2. Max = 25, Min = —2.
3. Max =12, Min = 0.

2 .
4, Max = o Min = 0.

5. Max=4+£, Min = —i.
3v3 27

7. Max = 15, Min = —%.

8. Max=2e—1, Min=4—-2In2.

9. Hladdm minimum funkcie V(x,y) = (x — 2)? + (y — 1)? + 4(x? + y?2). Hladany bod na kuzeli je

21 2 . , “ o
A (E’E’ﬁ) a vzdialenost bodu T od kuzela je 2 j.d..
10. Hladdm minimum funkcie N(a, b) = 20ab + 20(a + b) %. Rozmery akvéria a =b =c =4 m.

Naklady na vyrobu jedného akvaria je 800 €.

11. Hfaddm maximum funkcie Z(x,y) = 8x + 12y — (x? — xy + y? — 4x + 6y + 2). Maximdlny
zisk dosiahnu pri vyrobe 1000 daZzdnikov prvého typu a 800 dazdnikov druhého typu. Maximalny zisk
je 8200 €.

12. Hfaddm minimum funkcie f(a, b) = a? + b? + (27 — a — b)?. Minimum dosiahneme pri &islach

a=b=c=09.
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13. Hladdm maximum funkcie P(r,v) = 2rtr (r + v) s viazbou 547 = mr?v. Maximalny povrch

541 ma valec s polomerom r = 3 a vyskou v = 6.

14. Hladdm maximum funkcie V (7, v) = nr?v s vazbou 9% = % (z podobnosti trojuholnikov).

Maximalny objem je 288 i pri rozmeroch valcar = 6,v = 8.
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