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Kapitola 1
Neurcity integral

1.1 Zakladné pojmy a vztahy

Funkcia F' je primitivnou funkciou k funkcii f v intervale (a,b) prave vtedy, ak pre kazdé = € (a,b)
plati:
F (z) = f(x).
7Z definicie vidime, Ze pojem primitivnej funkcie je opa¢ny k pojmu derivacie. Tento fakt vyuzivame
pri hladani primitivnych funkecii k zédkladnym funkciam.

Priklad 1. Najdeme primitivnu funkciu k funkcii

x v intervale (—1,1),
= z v intervale (—o0, ),
" n €N v intervale (—oo, 00),

v intervale (0, 00),

8= 8= 8

v intervale (—o0, 0).

RieSenie:

a ) Hladdme funkciu F'| ktorej derivicia je pre kazdé z € (—1,1) rovnad z. Vieme, Ze pri deriva-
cii mocninnej funkcie je vysledkom mocninné funkcia s exponentom zniZzenym o 1 a nasobend
povodnym exponentom: (%) = az®', pre a # 0. Z tohoto faktu dostaneme, 7e primitivnou
funkciou k funkcii y = z v intervale (—1,1) bude nejaky nasobok funkcie y = z? a po kratkom
experimentovani uréime, ze je to funkcia y = %

b ) KedZe vSetky tivahy v rieSeni predchédzajiceho prikladu ostdvaji v platnosti aj pre interval
(—00, 00), riesenim je t4 ista funkcia.

¢ ) Po tivahéich analogickych ako v predchidzajicich castiach dostdvame, ze primitivnou funkciou

je funckia y = % Mézeme pravit skagku spravnosti:
xn+1 ' "

=(n+1 =z"

<n + 1) (n+ )n +1 ’

pre vietky x € (—o00,00).
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d ) Snazime sa najst funkciu, ktorej deriviciou je funkcia y = % 7, prehladu derivéacii zakladnych
funkecii vyplyva, ze takouto funkciou je funkcia y = In|z|, pricom v intervale (0, 00), ktory nas
zaujima tiato funkciu mézeme jednoduchsie zapisat ako y = In z. Skutodne:

/ 1
(ln I) = ;7
pre kazdé z € (0, 00)

e ) Podobnymi argumentami ako v predchadzajucej ¢asti dostavame, ze primitivnou funkciou k fun-

keii y = 1 v intervale (—o0,0) je funkcia y = In |z| = In(—z).

&

Poznamka 1. V predchadzajicom priklade sme nasli ku kazdej danej funkcii v danom intervale je-
dint primitivnu funkciu. V skutocnosti méa kazda z tychto funkcii nekoneéne vela primitivnych funkecii.
Plati:

Ak F je primitivna funkcia k funkcii f v intervale (a,b), tak aj F' 4 ¢, kde ¢ je lubovolné
redlne ¢islo, je primitivna funkcia k funkcii f v intervale (a,b).

Uvedené skutocnost vyplyva z faktu, Ze derivaciou kontanty je nula, a teda (F(z) +¢) = F (z).
Dolezité je, ze plati aj opacné tvrdenie:

Ak F a G su primitivne funkcie k funkcii f v intervale (a,b), tak existuje reilne ¢islo ¢
tak, ze F(r) = G(x) + ¢ pre vSetky = € (a,b).

Z uvedeného vyplyva, Ze mnozina vSetkych primitivnych funkcii k danej funkcii f v danom intervale
(a,b) je nekonefna mnozina, v ktorej kazda dvojica funkcii sa v danom intervale lisi len o konstantu.
Tato mnozinu funkcii voldme neurdity integrdl funkcie f v intervale (a,b) a oznalujeme [ f(z)dz.
V tomto oznaceni je teda napriklad

23
/x2dx:?+c, ceR.

Poznamka 2. V predchadzajicom priklade je vidiet, Ze t4 istd funkcia mé ¢asto v réznych inter-
valoch ten isty neuréity integral. V takomto pripade bude neuréity integral platit v kazdom intervale,
v ktorom su1 prislusné funkcie definované, napr.

1
/—dx:1n|x|-|-c, cER.
z

v kazdom intervale, kde st funkcie In|z| a % definované, t.j. v kazdom intervale neobsahujiicom 0.
V takychto pripadoch ¢asto vynechdme interval, v ktorom sme pracovali.

Na otézku, ktoré funkcie maji primitivne funkcie (a teda neurcity integral) dava ¢iasto¢ntt odpoved
nasledujice tvrdenie:

Kazda spojita funkcia v intervale (a,b) ma v tomto intervale primitivnu funkciu.

Nie vzdy v8ak vieme tito primitivnu funkciu vyjadrit analytickym vyrazom.
Priamo z definicie neuréitého integralu a prislusnych vlastnosti pre derivacie vyplyvaji jednoduché
pravidla:

Ak k funkcii f existuje primitivna funkcia v intervale (a,b), tak pre vSetky = € (a,b) plati
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(/7@ dx)’ - /() (1.1)

Ak f' existuje v intervale (a,b), tak

[ f@da= s+ (1.2)

Ak maju funkcie f aj g v intervale (a,b) primitivne funkcie, tak v tomto intervale plati
[ (t@) £ g(@)) do = [ f@)do+ [ 1) do,

[ (et @) do=c [ 1) ds,
kde ¢ je TubovoIné redlne ¢islo.

Obidva tieto vztahy mozno vyjadrit v jednom vSeobecnom
[ (1@ + dg(a)) dz=c [ f(a)d +d [ f(z)do, (1.3)

kde ¢ a d st Tubovolné redlne ¢isla.
Priklad 2. UkéZeme platnost posledného vtahu

RieSenie: Ozna¢me F a G niektoré primitivne funkcie k funkcidm f a g v intervale (a, b). Potom
pre vsetky z € (a,b) plati

c/f(x) dz + d/ F(@) de = ¢ (F(x) + c1) +d (G(x) + dv) = cF(x) + dG(x) + e,
kde e = c.c1 + d.dy je Tubovolné redlne &islo. Na druhej strane tiez

(cF(z) + dG(z)) = cF'(z) + dG' (z) = cf (z) + dg(z).
Preto [ (cf(x) + dg(x)) dz = cF(x)+dG(z)+e, kde e je lubovolné reilne ¢islo, takZe obidva integraly
sa rovnaji. &
1.1.1 Zakladné neurcité integraly

Nasleduje zoznam neurcitych integralov, niektorych doélezitych funkcii. Platnost viiésiny nasledovnych
vztahov vyplyva z analogickych vztahov pre derivicie. Nasledujiice vztahy platia v kazdom intervale,
v ktorom st funkcie definované.

L. fxadx:za—:-l-c,akaeR\{—oo}.
2. [1dz=In|z|+c.
3. [e"dzx =¢€" +c.

4. [a®dz = £ +¢, ak a € (0,1) U (1,00).

Ina

5. [sinzdr = —cosz + c, [coszdr =sinz + c.
6. f—coslgxdx:tgﬂv-l—c, fsin12;pd$:_COth+c'
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= —cotghz + c.

10
7. fﬁd:c :{ Elr(;ig(;::o’:g;—i-c.
8. [ 1y =5 In|{E| +c !
9. f\/ldx—2:{ arcsinz + ¢
—z —arccos r + c.
10. [ = =In|z+ V2% +a| +c.
11. [sinhzdz = coshz +c, Jcosha dx = sinhz + c.
12. [ 28— = tghz +c, e
13. [ G((;’“’)) = In|f(z)| +ec.

Priklad 3. Vypocitame integraly

a) f(6$5—2I3+11£L'2+3)d$ b) f?’x%g%dx

d) [tg?zdx e) [cotgxdz f)

g) | h) [ e i

RieSenie:

c) [(3sinz —2coshz) dz

(2% — 3% dx

J

dzr

3—3z2

V rieSeni budeme pouzivat zdkladné vzorce pre neurcité integraly a pravidlo (1.3).

Citatelovi odporticame v kazdom kroku uréit prislusny vzorec, resp. pravidlo.

a)

/(6:1:5

—2x3+11x2+3)dx=6/x5da:—2/:c3dx+11/x2dx+3/x0da:=

z8 z* x> z! zt 11
=62 —of ;11T gl T o3 .
66 4:-i- 3-|-31 x 2+3I+3I+C
b)
3 4 2
/x+5xx+ 5/xda:+5/:c dr + - / dr =
>0 4 2r 4 2Inja] +
=10% T5? n|z| + ¢
c)
/(3sinx —2coshz)dr = —3cosz — 2sinhzx + c.
d)
.2 2
1—
/tg2xda:=/sm2Id:c=/7cgs % dr =
cos? cos?

cos? z

-/
[eorgaas = [ 252

smmT

ar = |

ST

1 : 1 v .y d
Namiesto f mdm piseme tiez IT’;)

(si'n z)

—1) der =tgx —x +c.

dz =In|sinz| + c.
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f)
1 2% 3 1\*
i o] Q) - 5 ()
/( 3 do v=3/3) ® m2 Tm3\3) T¢
g)
/m \f/\/— fln'“v 2A+e
h)
dzr 1 dzr 1
4+4x221 1+x2:zarctga¢+c.
i)
d dzr
/ﬁ \/_/m \/_arCSIHI-I-C
&

1.1.2 Cvidenia

Pomocou algebraickych tprav, pouzitim pravidla (1.3) a zdkladnych vzorcov vypocitajte integraly.

1. [(32? + 22 — 1) dz. 2. f(——z—) dx.

3. [22(z® + 1) dx. 4. [(z3 + 1) da.

5. f%dm 6. [Z 73““4 dx.

7. [ A 8. fﬂi”dx.

9. [(cosz + 2V/x3) da. 10. [ (sinﬂv + ﬁ) dz.
11, [ (27 +4/1) da. 12. [ (1077 + £22) da.
13. f?’(%;)dx 14. [ cotg? x dz.

15. [(Vz +1)(z — Vz + 1) dz. 16. [ #*.

17. [4237 4, 18. [ (-t da.

1.1.3 Vysledky

1.3+ 22 -z +ec 2. —%-I-%-I-c.

3.Z +% +c. 4. T+ 8+t
5."’3—;+3$—1n|x|+c. 6. 22°\/z — 22/ 4+ 8/z +c.
7. 223z — 2/ + 20/ — 2/ +c.

8. 22\/z + 67 + 24/ + 8In|z| +c.

9. sinx + %:1:\5/:;4-0. 10. —cosz + %arcsinﬁv-l-c.
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11. 2+ 2z +e. 12. 7+ arctg T — grl-15 + C-
13. (z — arctgz) +c. 14. —z — cotgz + c.

15. 222z 4+ 7 +c. 16. %arctg% +ec.

17. — 517423 + e 18. ln|x+1|+%+1+c.

1.2 Metbody pocitania neurcitého integralu

St dve vseobecné metdédy pocitania neurcitych integralov: substituéna metéda a metdda integrovania
per partes.
1.2.1 Substituéna metéda

Tato metéda je odvodend od vztahu pre deriviciu zloZenej funkcie a jej princip je v nasledujiicom
tvrdeni:

Nech F' je primitivna funkcia k funkcii f v intervale I, nech funkcia ¢ méa derivéciu v in-
tervale (a,b) a nech pre kazdé z € (a,b) je p(z) € I. Potom

/f(cp(x)) ¢ (z) dz = F(p(z)) + ¢, v intervale (a,b). (1.4)

Casto sa vyskytujticim $peciadlnym pripadom tejto metody je situicia ked funkcia p(z) = az + b je
linearna. Vtedy <p' existuje pre vSetky z € R a za predpokladov tvrdenia plati

/f (az +b)d —F(az+b) + (1.5)

Priklad 4. UkaZeme platnost vztahu 1.5.
RieSenie: Upravime integral na lavej strane a pouzijeme vztah 1.4:

/fa:c+b /fa:c+b ada:—{ (Z?(;)Cf:b}zéﬁ’(ax—i-b)—kc

Iné rieSenie: Zderivujme pravu stranu vztahu 1.5.

’

(%F(ax—i—b) +c> = %F’(ax—kb) = %f(ax—i—b).a = f(ax +b).

)
Priklad 5. Vypocitame neurcité integraly
a) [ gt b) [(5 = 7x)*! dz, c) [ cos 2z dz.

RieSenie: Budeme pouzivat vztah 1.5.
a) V tomto priklade je az +b = 32+ 7 a funkcia f je definovana vztahom f(t) = % Primitivna funkcia
k f je funkcia F(t) = In|t| v kazdom intervale neobsahujicom 0. Preto plati

dzr
3$+7

1n|3:1:+7|+c
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v kazdom intervale neobsahujicom ¢islo —%.
b) Teraz je ax + b= —Tz +5 a f(t) = t*!. Preto

1(5—17x)% (5 — 7x)%2
/(5 7r)* dx =29 +c 5 +c

pre z € R.
c) Podobne ako v predchadzajtcich ¢astiach dostavame

1
/costdx = §sin2x+c=sinxcosx+c, z €R.

)
Niekedy je potrebné integrovanii funkciu pred pouZitim substituénej metddy upravit algebraickymi
alebo inymi tpravami.

Priklad 6. Vypocitame neurcité integraly
c) [cos?zdz.

)f4+1;2 b)f\/gdj:?

RieSenie: a) Integrovani funkciu upravime

1 1 1

4422 4 1+(%)?

a integrujeme (pre p(z) = 3z a f(t) = H-Ltz)

/ 11 ¢ I-I— 1 " $+
= = — = arctg — C = —arctg — C.
4+:v2 1 1+ 2 ALy 2 M8 3

b) Integrovani funkciu upravime

a integrujeme (pre p(z) = %x a f(t) = 117t2)

/ dx . T
——— = arcsin - + ¢,
1 3

/ dr _1
vV9—22 3

|
—
wis
~

[\

pre z € (—3,3).
c¢) K tiprave pouZijeme trigonometricky vztah cos? z =

/c0s2:1:d:1::/1+c2082$ </1dx+/cos2xdx>

1 1
=—(z+ Esin2x) +c= §($ + sinz cos ) + c.

1—|—cos 2x

&

Vo vseobecnosti je prakticky postup pri pouzivani substitué¢nej metédy nasledujici:

1. V integrovanej funkcii hladdme takd funkciu ¢, ktord sa tam vyskytuje spolu so svojou derivéa-
ciou, alebo jej ¢iselnym nasobkom.
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2. Zavedieme novi premennt ¢, pre ktora je t = ¢(z).
3. Upravime dany inegril na tvar [ f(t) dt kde dt = ¢'(x) dz a pocitame [ f(t)dt = F(t) + c.
4. Vo vysledku nahradime t = p(z): F(p(z)) + c.

Niekedy, ak je funkcia ¢ monotdénna, treti bod tohoto postupu je vyhodné realizovat tak, Ze si vy-
jadrime inverznti funkciu z = p~!(¢) a (alebo) dz = (p~!) (t)dt a dosadime do povodného integrlu
(pozri napriklad integrovanie iraciondlnych funkcif).

Priklad 7. Vypocitame neurcité integraly

a) [cos*rsinzdx b) [ -4z c) [3zvVz?+6dx

rlnx )
) J “ﬁ dz e) IWZ dz f) [ L da
N h) f \/W i) J s;mﬁg dz.

RieSenie: a) V integrovanej funkcii sa vyskytuje funkcia ¢(z) = cosz a zaroven nasobok jej de-
rivicie —¢ (x) = sinz. (Prefo neuvajujeme ¢(x) =sinz a ¢ () = cosz?). Dany integral vypocitame

preto nasledovne
t=cosz
4 40
/cos :zrsm:z:d:z:—{ J— — sing do }—/t (—dt) =

t5 5
—/t4dt:—g+c:—coz Tt

b) V integrovanej funkcii sa vyskytuje funkcia ¢(z) = Inz a zaroven jej derivéicia © (x) = % Preto

dr t=Inx dt
/xlnx_{ dt = & }—/ - =i +c=In|lnz|+ec

€ (0,1) alebo =z € (1,00).

t=22+6 3 3
3zVz2 +6dr = =3 vz 4+6 2a:da:=§ Vidt =

dt =2z dx
31, 3t s
:—/tzdt:—T-l-c—(x +6)2 + (22 +6)3 + ¢
2 25
d)
Warccotgx
/ 1+ a2 /VarCCOtg$1+ z "~
_ t = arccotg T _
- dtz—%i%:—dt -
6
ts 5v/ tgf
:/%(—dt):—/t%dt:—§+c:—%+c
5

7—9';2 _ 7—9’)2 o t:7_x2 =
/xe d:z:—/e (IdI)_{dt:—Qxdxixdxz_%dt}_
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1 1 1, 1
_ t = — _ t = _ _ - 7—x2
—/e < 2dt> 2/6 dt = 26 +c 26 + c.

f)
sinh /z . 1 t=\x
/\/5 dx—/smh\/‘zﬁd“’—{dt fdx:>\1fdx—2dt}
:/sinht(2dt) = 2cosht + ¢ = 2cosh z + c.
g)
tg? d =
/gIdxz/th:c > = t tlgx =/t2dt=
cos? cos? z dt = - dx
ﬁ-I-c—tgga:-l-c
3 3 '
h)

(3% dzx)

[ === [ =

| dt=3"In3dr = 3"dr =L [

1 dt arcsint arcsin 3%

\/1_,52@_ In3 te= In3

i) V rieSeni tohoto prikladu vyuzijeme trigonometricki identitu
sin 2 1
/#dm = / —5——(2sinzcos zdr) =
sin“z + 3 sin“z + 3
_ t =sin’z + 3 _
| dt =2sinzcoszdr [

1
=/;dt=1n|t|+c=ln(sin2x+3)+c

sin2z = 2sinz cos z.

&

Poznamka 3. Poudenie z predchddzajiceho prikladu mdéZeme volne formulovat nasledovne

Ak [ f(z)dz = F(z) + ¢, tak v prislusnych intervaloch plati

rf(z%)adr = 50(x7) + ¢, —_——ar = nr)+c,
f 2y d Lp(p2 f(lnx)d F(l

I K ?T%x dx = F(arctg z) + ¢, f I2) G = 2F(Vz) + ¢,
[ f(sinz) cos x dz = F(sinz) + c, f’;otfix dr = F(tgz) +c.

Dalsie podobné vztahy si ¢itatel moze odvodit sam.
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1.2.2 Cvidenia
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Pouzitim algebraickej tipravy (ak je potrebnd) a substittcie linedrnej funkcie vypocitajte integraly.

19.
21.
23.
25.

27.

28.

29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.

37.

38.

39.

41.

43.

45.

47.

49.

51.
53.

[ sin 3z dz.
[e372% dx.
[(4 —7z) dx.

s

[ iz t=a1z%—4.

Vo T

cos T
1+sinz dl’

[ Veos? zsinz dz, t = cos .

t =sinz.

2
[ ze™ dx, t = a2

[-dz t=1Inz.

zlng’
[2*Vx3 + 1dx,

f\/_x+4 t

=23+ 1.

t
— Vz
= Y2,

f T dr thQ‘

1+x4?

dx
et —17

f e®y/arctg e d
T lder

X
|

T dx —
J i t=

[V4zr —11dz.

f 4+x2

t=c¢e

t = arctg e”.

t=1

x

vo+ 1.

[10z(2? + 7)* da.

2
xT
J T da.
[ sin® z cos z dz.
f dx
r24+22+2"
1
ex

f%dm.

20.

22. [V/3z —2dx.

24.

26.

40.
42.

44.

46.

48.

50.

52.
54.

J
J

J
J

J
J

53z

(:os2 5z

2+16

Pouzitim naznadenej substitiicie vypocitajte integraly.

Pouzitim substitu¢nej metdédy vypocitajte integraly.

6dxr
5—3x"

14 dx

Qz+3)8°

T do

V3—z2’
[ x4 — 22 dx.

sinx

\/2+cosz

__dz
Vir—4x2”

[(z +2)e”" 75 gy,

J

cos(In z) dx

x
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55. [ "% sin 2z dz. 56. [
g2
57. [ L5 2 dx 58. [
59. [ f =
d
61. [ s 62. [
1.2.3 Vysledky
19. —%cos 3z +c. 20.
21. —3e37 % 4 ¢ 22.
(4—7z)12
23. — 41— +c 24.
25. arcsin § + c. 26.
27. V2 —4 +c. 28.
29. —2vcosPz + c. 30.
31. In|lnz| +ec. 32.
33. arctg @ +c. 34.
35. lnje™* — 1] + ¢ 36.
37. arccos Lte 38.

cotg /T dz

NG
dx

sin? z\/cotg z—1"

60. f 4?1»? dzr.

3dx

T/ 1-In2z

—3In|3z — 5| +c.
13z —2)V3r -2 +c.
étgfw +ec.

% arctg 7 + c.

In|l +sinz| + c.

+c.
(z3+1)% +¢

arctgav2 +c.

Varctg? e + c.

aQ
8
[N

W W N O N

(z +1)% —2yz + L.

17

Vo vysledkoch nasledujtcich cviceni je este pred vysledkom uvedend substittcia, ktorou je mozné

integral riesit.

39.
40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.

48. t =2+cosz, I = —2v/2 +cosz + c.
49. t =z +1, I = arctg(z+1) +c.
50. t =22 —1, I = 2arcsin(2z — 1) +c.
5l.t=1 T=—er +c

59. { — e x+4x5 I = 1:1:+4x 51 .

t=dr—11, I = }\/(dz —11)3 +c.
t=5—-3z, I =—-2Inl|5—-3z|+c
t=4+2% I =24+ 2% +ec
t=2x+3, 1= m—i—c
t=22+7 I=(22+7)°+
t=3—:v2 I=—V3—-22+c
t=1+25 1=1 arctg:v +c.
t=4—x2,I=—ﬁ\5/T+c.

t=sinz, I = %sin7$+c.
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53. t=Inz, I = %lng’x-l-c.

54. t =sin(lnz), I =sin(lnz) + c.

55. t = e’ [ = 005" T |

56. t = sin\/z, [ =2In|sin /7| + c.

57. t=tgz, I =2/tg’z+c

58. t =cotgz, I = —2y/cotgz —1+c.
— — in 2

59. t=12" =S5 ¢

60. t=4+¢", I=¢"—4Injd+¢"| +c.

61. ¢t = arctgz, I = In(arctgz) + c.

62. t =1Inz, I =3arcsin(Ilnz) + c.

1.2.4 Metbda per partes (integrovanie po Castiach)
Tato metdda je odvodend zo vztahu pre derivaciu sti¢inu funkcii a spoéiva v nasledovnom:

Nech funkcie v a v maju derivicie v intervale (a,b). Potom

/u’ (x)v(z) dr = u(z)v(x) — /u(:z:)vl (z)dz (1.6)
v intervale (a,b).

Ako je vidiet, metéda sa pouziva na integrovanie st¢inu funkcii. Jednu z nich zvolime za v/, druhi
za v a vypocet daného integralu prevedieme na vypocet iného integralu. Pritom za funkciu u(z) volime
, v . N . o, . . !
Tubovolni (¢o najjednoduchsiu) primitivnu funkciu k funkeii u (z).

Priklad 8. Vypocitame integraly
a) [ze®dx b) [22%Inz dx ¢) [ 3z cos bz du.

RieSenie: a) Ide o integral stéinu funkcii y = z a y = €. Mame dve moznosti ako pozit metddu:

alebo

Po dosadeni do 1.6 dostaneme v prvej moznosti integral [ $2—2€I dz, ktory je este zlozitejsi ako povodny,
pouzitim druhej moznosti dostaneme jednoduchy integral [ e® dz.

I _ ,x —
/:zrezda::{ Z;:x :))/_:ai }ZIGI—/ez.ldx:

=ze’ —e"+c=(zr—1)e" +c.
b) Znova mame dve moznosti volby:

w=213 v=Inz W =Inz v=22
alebo
o' =1 u =7 v = 652
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Pri druhej moZnosti je v tejto chvili obtiazne vypoéitat aj funkciu v = [Inzdx (pre rieSenie pozri

pozndmku na konci tejto ¢asti a tiez Cvifenia), preto zvolime prvii moznost

=2 =1 4
/2x3lnxd:c= lf v, nlx =x—ln:c— ——dzr =
4 4 4
1
=x—lnx—§/x3dx=%lnx—%+c.

2
) Z dvoch moznosti zvolime nasledovnii (odportcame ¢itatelovi sktsit druhtit moznost a porovnat)

u' =cosbhr v =3z 3 . sin bz
/3x0055xd:1::{ u:sin55x o — 3 }:gxsm&z:—/?)

3 3 3 3
= —zsinbr — g/sin5xdx = gxsin5x + %cos5x+c.

dr =

&
Ako volit funkcie v’ a v v metéde per partes, ak chceme byt tispesni?
= [d(z)dx av'(z).

1. Nemal by byt problém vypocitat funkcie u(z)
2. Integral [wu(z)v'(z)dz by mal byt Tahsi ako povodny integral

V dalsom priklade odporuc¢ame Eitatelovi preverit spravnost volby funkcii v a v

Priklad 9. Vypocitame neurcité integraly
c) [arcsinz dz

a) [z arctgxdz b) [ 5z cosh § dx
e) [(2® + 2z — 1) sin 3z daf) [ 23472 du

d) [(2z + ¥z)Inzdx
i) [sin(lnz) dz.

g) [e Tsinzdx h) [ coszsin3zdx

RieSenie: a)
/ to 1z dr — =1z v=arctgzr z? ; / i
z arctgx dr = u:‘g—Q U,:Hlﬁ = 5 arctgz a2
1+ 22 —1 z? 1 dz
— T arctgr — = ([ 1de — [ -2 ) =
w4 ([0 [ 25)

2

=2 arct

arcg:c 2/ 52
Lo o

C—i((I +1) arctg:v—:z:)-l-c.

2
T
= —arctgz — §(I — arctg z)

2
b)
T B u’=cosh% v=>5zc | _
/5“08115‘15”_{ u=12sinhZ o =5 }
— 10z sinh = — 10/sinhgd:z: — 10z sinhg ~20cosh 5 +c.

) V tomto priklade nejde o integrdl stéinu, avSak integrovani funkciu mézeme vyhodne zapisaf
v tvare stcinu arcsinx = 1-arcsin z! Pri po¢itani obdrzaného integralu pouzijeme substitu¢nit met6du.

Odportcame Citatelovi premysliet si detaily.

u' =1 v =arcsinzx }

/ arcsinz dr = { , 1
u=x v =
V1—z2
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20
Aresi / x d (t=1—22) ArCsing 4 1 [ dt
=gzarcsing — | ———=dzr =" " zarcsinz+ - [ — =
V1—1z2 2]\t
=gzarcsinz + V1 —224+¢, z€(-1,1).
d)

_ .2, 3z3 r_ 1
U == -I——4 V=7

4 4
= <$2+3zg>lnx—/<$2+323>
373 3
=<x2+%>lnx—/xdx—z/x%=

R 2 2
=<x2+3 a >lnx—%—<z> Vit +c=

u=2zx+¥r v=Inzx
/(2x+€/§)lnxda¢:{ \/4_ }—

4
1 3 3
2 3
= Inz——=)+2>(1 2Vt + e
x <n:c 2) 4<nx 4> zt+c
e) V tomto priklade budeme musiet pouzit metédu per partes opakovane dvakrat.

W =sin3z wv=x2+2z-—1 _
:—%cos&r v =2z +2 o

/(x2+2x—1)sin3xdx={ "
1, 5 2
=_§(a; +2x—1)cos3x+§/(x+1)cos3x dr =

u'=cos3r v=z+1 | _
u=%sin3x =1 -

1 2 /1 1
= —g(x2+2x—1)cos3x+§ <§($+1)sin3x—§/sin3xda¢> =

1 2 (1 1\?
= —g(:zr2-|-2:z:— 1)cos3x+§ <§(x-|-1)sin3x+ <§> cosB:z:) +c=

2 2 11 2
— <_% — ?:c +2—7> cos 3z + §(x+1)sin3$+8-

f) V tomto priklade musime pouzit metédu opakovane trikrat. Volbu «' a v vyznaéime len prvykrat
a nechame na Citatela doplnenie dalSich. Z technického hladiska je vyhodné prepisat funkciu 472 =

=0
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o <1>I 3 [ a2 <1>ff o [ =(3) 1 <1>I
=——(z) +=[|-=(z) += |- — = +ec=
In2 \2 In2 In2 \2 In2 In2 (In2)2 \ 2
__<1>I a:_3+ 322 N I D
\2 In2  (In2)2  (In2)3 = (In2)* ‘
g) V tomto priklade pouzijeme metédu dvakrat, ¢o ndm umozni vyjadrit hladany integral pomocou

neho samého. Z obdrzanej rovnice ho potom vypocitame. Poznamenajme este, ze v tomto priklade
obidve volby funkcii v/ a v vedi k rieseniu.

!/ 3 —Z
—p u =sinx v=e _ _
e “sinzxdr = , s ¢ =—€¢%cosz— [ e Tcosx =
u=—coszx v =—e

! —T
' =cosx wv=e _ . .
={ , _l, }z—e Tcosr — <e Ismx—i—/e Ismxdx) =
e

u=sinyr v =—
= —e "(cosz +sinx) — /e‘x sinz dx.

Ak oznadime hladany integral symbolom I = [ e~ % sinz dz, tak sme dostali rovnicu I = —e~%(cosz +
sinz) — I, z ktorej vypocitame

1
I= —§e_$(cos:1: +sinz) + c.

h) Riesenie tohoto prikladu je podobné predchadzajicemu.

) u =cosxr v =sin3z
cos x sin3x dx = . / =
u=sinzr v = 3cos3z

/ .
. . . u =sinx v = cos 3T
= s1nxs1n3x—3/s1nxcos3xdm = { } =

u=—cosz v =—3sin3z

= sinz sin3z — 3(— cos z cos 3z — 3/cosxsin3x dzx).

Po tprave, pri oznaceni I = [ cos z sin 3z dz, dostdvame rovnicu
I =sinzsin3x + 3 cos z cos 3z + 91, ktorej riesenim je

1
I= —g(sinxsin&r + 3 cos z cos 3x) + c.

/sin(lnx) dr = { w'=1v=sin(nz) } =

u==xz v =cos(Inz)

8=

!

v = cos(Inx) } _

= —sin(lnz)

8=

1:1
uUu=r v

= zsin(lnz) — /cos(lnx) dr = { “

= zsin(lnz) — (:1: cos(lnz) + /sin(lnx) d:z:) .

Po tiprave, pri oznaceni I = [ sin(lnz) dz, dostdvame rieSenie

1
I= 3% (sin(lnz) — cos(lnz)) + c.
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)

Poznamka 4. Ako sme videli v ¢astiach ¢) a i), metédu mézeme pouzit aj vtedy, ak integrovand
funkcia nie je sic¢inom dvoch funkcii. Vtedy za druhy ¢initel povazujeme konstantu 1. Podobne sa
rieSia integraly

/lnx dx, /arctgxdm, /arctg:z:d:z:, /arccosxd:z:.

V castiach g), h) a i) sme videli, Ze niekedy po pouziti metédy nedostaneme jednoduchsi integral,
ale podobny povodnému. Po opakovanom pouziti metédy vyjadrime povodny integral pomocou neho
samého a z obdrzanej rovnice ho vypocitame.

Zaver:

Met6du integrovania per partes pouzivame pri integiloch typu [ P(z)f(z)dz, kde P(z) je mnohoclen
(mdze byt aj P(z) = 1!), pripadne raciondlna funkcia a f je trigonometrickd alebo transcendentnd
funkcia (exponencidlne, logaritmicka, cyklometricka alebo hyperbolickd). Pritom volime:

1. ' = fav =P, ak f je trigonometricka, exponencialna alebo hyperbolickd funkcia a postup
opakujeme n- krat, kde n je stupen polynému P.

2.4 = P awv=f, ak f je cyklometrickd alebo logaritmickd funkcia. Dostaneme tak integral
z raciondlnej alebo iracionalnej funkcie. Pre ich vypocet pozri nasledujicu cast.
Cvicenia

Pouzite naznacenie metddy per partes na vypocet integralov.
63. [Inzdx, w=1 wv=Inz.

Inzdz r_ 1 _
64. [, u' = -, v=Inz.
65. [z cosxdz, u' = cos, v =1.
66. [ze 2% dz, u =e %", v =1.
67. [arccotg zdz, u =1, v = arccotg x.
T I 1 —
68. [ =5 d, u' = 5, v =1.
T CoST ! __ COsZ —
69. [ g da, u = 25T, v=1z.
70. [zsinhzdz, u' = sinhz, v = 2.

71. [V1— 2%dzx, u =1, v=+v1-—21z2

72. [ztg?zdx, u = tg? e, v =1.

Pouzitim metédy per partes vypocitajte integraly.

73. [zlnzdz. 74. [zsin3zdx.
75. [ 5re 4" dr. 76. [zarctgzdz.
77. [arccoszdx. 78. [z coshzdz.
79. [(2z + 1) cos(§ — 5x) d. 80. 15%‘”.

81. flnT;d:z: 82. [ 42> In(z%) dx.
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Opakovanym pouzitim metody per partes vypocitajte integraly.

83. [z?sinzdz. 84. [e” cos2zdx.
85. [(z% +5)cosz dx. 86. [ z%sinhz dz.
87. [(z? — 2z +5)e * dx. 88. [zIn®zdz.
89. [In? zdx. 90. [e **sin % dz.
91. [sin(lnz)dz. 92. [z%e3% dx.
93. [(2? + 5z + 6) cos 2z dz. 94. [2%coszdx.

1.2.5 Vysledky

63. zlnz — 7 +c. 64. — 2 1.

65. zsinz + cosz + c. 66. —1ze™% — 172 ¢

67. zarccotgz + 1 In(1 + 2°) + c. 68. —zcotgz + In|sinz| +c.
69. — -5 — % cotgz + c. 70. z coshz — sinhz + c.

71. 2(zv1 — 22 4 arcsinz) + c. 72. rtgx +1In|cosx| — % +c.

Vo vysledkoch nasledujticich cvideni je este pred vysledkom uvedend volba funkcie u’ v metéde per
partes, ktorou je mozné integral riesit. Funkciu v si ¢itatel doplni.

73. ' =1, [ =12’Inz — 12?2t c

74. v =sindz, I = —%xcos?)ﬂv-l- %sin?)ﬂv-l-c.
I —4x _ _5,.,—4x _ 5 —4x
75. u =e ", I =—3ze 6¢ +c.

76. v ==z, I = %arctgm— 2 + Larctgz + c.
77. v =1, I = xarccosz — V1 — 22 +c.

78. u' = coshz, I = xsinhz — coshz + c.

79. u' = cos(Z — 5z), [ = —2H gin(T — 5z) + = cos(Z — 5z) +c.
80. w' =577, [=—52 — 50 4

81. v = ﬁ, I=2zlnz — 4/ +c.

82. v =423, I =5z'Inz — 22" + c.

2cosz + 2xsinx + 2cosx + c.

83. v/ =sinz, I = -z
84. v/ je jedno, I = %(cos 2z + 2sin2z) + c.

85. u' = cosz, I = (2% + 3)sinz + 2z cosx + c.
86. u' = sinhz, I = (2% + 2) coshx — 2z sinhz + c.
87.u =e™® I =—e%(22+5)+ec

88. v =z, I = 32?(In’z — Inwz) + 122 +c.

89.u =1 I =zln?2—2zlnz+ 2z +ec.
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PN _ _ 8 -2z

90. v’ je jedno, I = —qze™"(

91. v’ =1, I =% (sin(lnz) — cos(Inz)) +c.

92. v =¢e3 = e;—;(QxQ — 6 +2) +c.

93. v =cos2z, I = 2"’“’QJ“{%sinZ'z: + 2285 cos 22 + c.

94. v =cosz, I = (13— 6x)sinz + (322 — 6) cosz + c.

T 1 T
sin§ 4+ 7cos 3) +c.

1.3 Integrovanie elementarnych funkcii

1.3.1 Integrovanie racionalnych funkcii

Zopakujme, Ze racionalnou funkciou rozumieme podiel dvoch mnohoclenov.

Integrovanie mnohoclenov
Postup pri integrovani mnohoélenu vyplyva zo vztahu (1.3) a integralu mocninnej funkcie.
Priklad 10. Vypoéitame [(5z7 — 1223 + 322 — 9) dz.

Riesenie:
/(5:57 — 1223 + 32° — 9)dz =

:5/$7dﬂv—12/:1:3d:1:+3/:1:2d$—9/ldav:

:gx8—3$4+:1:3—9$+c.

&

Integrovanie rydzo racionalnych funkcii

Kazda rydzo raciondlnu funkciu moZzeme vyjadrit v tvare sictu elementirnych zlomkov ([H], ¢ast
6.4.2). Preto k integrovaniu rydzo racionalnych funkcii sta¢i vediet integrovat vSetky Styri typy ele-
mentarnych zlomkov.

a) Integral prvého typu zlomkov prevedieme jednoduchou tpravou na zakladny integral:

/ L ir)a/7:aln|t|+c:aln|x—r|+c.

T—r
&
Priklad 11. Vypocitame [ 52— dz.
RieSenie: p ,
3 3 [ dr (=2-2) 3 2
dr = —> ) e — 2t
/2—5;;;”“" 5) -2 501" 5‘“

&

b) Integral druhého typu zlomkov riesime analogicky. Pre n > 1

a (t=z—r) _n tHl a
/(x—r)" v a/ a_n+1+c (1—n)(x—r)"—1+c
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Priklad 12. Vypocitame [ ﬁ; dz.

/ / (t=z+3) l/t_‘ldt:
(2x+3 24$-I- 2
3

RieSenie:

1 i +c # +c.
2 -3 6(z + 3)3
)
c¢) Treti typ zlomku Iﬁ“”p‘;iq, kde p? — 4q < 0, integrujeme nasledovne:

1. Algebraickymi apravami rozdelime zlomok na dva zlomky, ktorych menovatele st zhodné s me-
novatelmi povodného zlomku. Citatel prvého je linedrna funkcia, ktord je ¢iselnym nidsobkom
derivacie menovatela a ¢itatel druhého je ¢islo:

ar+b 2(2z +p) -2
2?2+pr+q 22+pr+q 2+pr+tg

2. Prvy zlomok integrujeme nasledovne:

22z -I-p) (t=x2+pz+q) @ dt a

2( PT+q 2

2" 7 d - _ /=21 .
/ 5 p X Z/t 2n(:z: +px+q)+c

Preco netreba v poslednom logaritme pisat absoltitnu hodnotu?

3. Integral druhého zlomku tGpravami a substiticiou prevedieme na [ t;%

Priklad 13. Vypoditame integral f% dz.

RieSenie:
1. Najskér upravime integrovany zlomok na stcéet dvoch zlomkov s popisanymi vlastnostami
3x—1 3(2z +4) -7
22 4+4x+10 22442410 22 +42+10°

2. Pocitame prvy integral

2z + 4 (t=2>+42-+10) /d
dzr — = —1Inlt =
2/:1:2-!-4:1:-!-10 2/ % nftl+e=

=5 1n(:1:2 + 4z +10) +c.

3. Pocitame druhy integral

/;dx__7/d7$__7/d7$_
2 +4r+10 w2 +4x +10 (r+2)2+6

_ 7 dzr _(t:i}%z) \/_dt
"6 (a42\2 4, 6 21
(52) +1
7 arctgt + c 7 arct x+2+c
= ——— ar = —— e .
VA V6 TG

Vysledok je sictom obidvoch integralov:

3z —1 3 7 z+2

de = S In(z? + 4z + 10) — NG arctg Na

2 4z 4107 2 te
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)

d) Integraly zo zlomkov Stvrtého typu 0 pre n > 1 sa pocitaju zlozitou rekurentnou

ar+b
o> +pr+q)"
metédou. Pre vysledné vztahy pozri [E], ¢ast Integrovanie raciondlnych funkeii.

Priklad 14. Vypoéitame integral f%dm.

RieSenie: Ulohu budeme riesit v niekolkych krokoch.
1. Integrovani rydzo racionalnu funkciu rozlozime na elementirne zlomky

a3 — 1422 + 282 — 7 2 5 2 —3

(x —2)2(22 — 2z + 5) :1:—2+(:1:—2)2+$2—2:1:+5'

2. Integrujeme prvy integral

2
/ dr =2In|z — 2|+ c.
T —2

3. Integrujeme druhy integral

5 5
[t +e

4. Podobne ako v predchddzajiacom priklade integrujeme treti integral. Podrobnosti nechdme na

ditatela.
/ 2z — 3 d /( 2 — 2 1 )d
B — x€Tr = — xTr =
2 -2z +5 2 —-2x+5 z2—-2¢+5

1 dz
—In(z? -2z 4+5) -~ [ — %
n(z z +5) 1) Goiz+a
1 d
=ln(x2—2x+5)—1 7362:
(=22) +1

1 -1
=In(z? — 2z +5) — 2 arctg (%) +c.

5. Séitame vSetky vypocitané integraly

€T =

/ Adz® — 1422 + 282 — 7
(x —2)2(22 — 22 4+ 5)

o 1 -1
=2ln|x—2|——2+ln(x2—2x+5)—§arctg <I2 >+c.
I —

&

Integrovanie raciondlnych funkcii

Pri integrovani raciondlnych funkcii vyuzivame znamy fakt (pozri [H]):

Kazd4 racionalna funkcia sa déa vyjadrit ako sti¢et mnohoc¢lena a rydzo racionalnej funkcie.

284112841524 4323 +1222 —182+27 d
[ T .
r°+9x

Priklad 15. Vypocitame integral
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RieSenie:

1. Dant racionalnu funkciu rozlozime na siicet mnohoclena a rydzo raciondlnej funkcie. Rozklad
menovatela na sacin je 2°(z2 + 9). Dostavame

2% +112°% + 152 + 323 + 1222 — 18z + 27

5 4+ 923
bgpal 2,3 425
=z T+ - — =4 = — =
x x2  x3  x249

2. Integral mnohoclena je jednoduchy [(z® + 2x) dz = %4 + 22 +c.

3. Integrily prvych troch zlomkov st jednoduché, integral posledného je

4z -5 2z dz 9 5 T
/$2+9div=2/x2+9d:c—5/$2+9=2ln(:c +9)—§arctg§+c.

4. Vysledok je stctom vSetkych integralov

/x8 + 1125 + 152* + 323 + 1222 — 18z + 27 p
x:

x5 + 9z3
4

2
:Z+m2+ln|x|+;—2—:3;2—21n($2+9)+§arctg§+0.

)

Cvidéenia

Vypocditajte integrily rydzo raciondlnych funkcii.

95. [

2-1—2:1:

97. [ . 98. f EIGE
99. [ sty 100. [ 2Etleol s dg.
101. [ 28— 102. [ 4.
103. [ s da. 104. [ %

Vypocitajte integraly raciondlnych funkcii.
105. [ L=5248 gy, 106. [ 22 dx.
107. [ 2 de 108. [ 22t da.
109. [ AU 4z, 110. [ -2 dr.
111. [ 2t da. 112. [ 2t da,
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Vysledky
1
95. LIn|-25] +c. 96. In /|27 + c.
97. Infz| — 3 In(z? + 1) +c. 98. 5 In ((—"’”ﬁ?’—\ﬂ
(z—1)*(x—4)5

99. -1 +1In| 2 100. In |0

101. arctg 2 +c. 102. \/— arctg (\/gx) +c
1)2 _

103. {1In gf;clel + % arctg 2%1 Le
2

104. 1 5 In 2+I+1 \}g arctg 2’\”/‘%1 +ec.

105. z +3In|z — 3| — 3In|z — 2| + ¢
Va(e 4)'®
z—1)%

106. 5z + In + c.

107. z + 31In(z? — 6z + 10) + 8arctg(z — 3) + ¢

108. x—i—ln‘ﬁ‘ +ec

109. m——ln(x +3x+4)+\/—arctg2f;£3+c

110. z + %ln i—_ﬁ‘ — §arctgx+c.
1
111. —m‘i‘c

112. 7+ In ¥ e

1.3.2 Integrovanie trigonometrickych funkcii

Pri integrovani trigonometrickych funkcii je viiésinou viac moznosti ako postupovat. Integral z Tubo-
volnej racionélnej funkcie z funkcii sin a cos, t.j. funkcie obsahujicej algebraické operacie (scitanie,
od¢itanie, ndsobenie a delenie) a funkcie sin a cos (a teda aj tg a cotg), mézeme pomocou substiticie

t:tgga T € (—m,m);

previest na integral z racionédlnej funkcie. Postupujeme pritom tak, Ze vyjadrime inverznt funkciu, jej
diferencial dx a tiez funkcie sinz a cosz s pomocou premennej ¢

2 dt , 2t 1— ¢t
r = 2arctgt, dxzm, smxzm, Cos T = T e

Priklad 16. Vypocitame [ }Jrzgi dz.

RieSenie: Skor neZ za¢neme poéitat, uvedomme si, Ze ilohu méZzeme riesit v l’ubovol’nom intervale
v ktorom je integrovand funkcia definovana, t.j. v lubovolnom intervale (—2 +km, 2%) + kr alebo (3£
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kn,% +km), k € Z. Integral upravime a prevedieme spominanou substitticiou na integral z racionilnej
funkcie. cospising

1+tgz cosz4sing cosx + sinz
1—tg$d$:/ cosczossxmx _/ de =
cos T

)
/}+§2+13§2 2 dt _/ 22 — 4t — 2 )
(

1—¢2 2t 2 2 2 _
_1+t2_1+_t21+t t —I—l)(t + 2t 1)

cosx — sinx

Rydzo raciondlnu funkciu v poslednom integrale rozlozime na stcet elementarnych zlomkov

—d4t-2 2 1 1
E+DE+2t—1) 241 t4+1+vV2 t+1-V2

a tieto integrujeme.

/ — A4t —2 dt—/ 2t dt_/ dt _/ t
@E+nE+e-n" )2+l iriive Jiviovas

2 +1

In(t2+1)—Ilnl|t+1 2l —Injt+1—v2|=In|———
n(t?+1) —Injt+1+v2| —Injt + 1 — V2| PR T—

Vypocet ukoncime spitnou substitiiciou premennej ¢ na pévodnii premennti z.

tg? 2+ 1
tg“+2tg——1

1+tgzx
1—tgzx

dr =In +c.

Poznamenajme este, ze tento vysledok plati v Tubovolnom intervale, v ktorom je integrovana funkcia
definovani. &
Substiticiu .
l= tg 57
je mozné pouzit pri integrile z lubovolnej racionalnej funkcie z funkcii sinx a cosz, tato vSak vedie
casto ku integrdlom z komplikovanych racionalnych funkcii a je mozné ho v Specidlnych pripadoch
zjednodusit. Uvedieme tu niektoré moznosti a ¢itatelovi so zdujmom o dalsie odporucame [1], [3], [4].
Casto je mozné pouzit substitiiciu
T
t:th, I€<—§,§>,

x € (—m,m)

potom
o dt , t 1
xr = arc y T = —5, SINY = —F/———, COSTY = —F/————.
& 1+ 12 N N

Tato substitiicia (ak je mozné ju pozit) vedie viiéSinou k integralu z jednoduchsej racionalnej funkcie.
Odportcame Citatelovi vyriesit predchédzajici priklad pomocou substiticie ¢ = tg .

Neurcéity integral
/ sin” z cos™ z dzx,
kde n a m st celé ¢isla a aspon jedno z nich je neparne. Tento integral iipravou a substitiiciou ¢ = cos z,

ak m je neparne alebo t = sinz, ak m je neparne prevedieme na integril z racionialnej funkcie.

Priklad 17. Vypocitame integril [ dx.

cos3
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Riesenie: V integrovanej funkcii sa vyskytuje len funkcia cos z a to v neparnej mocnine (cos 3 z).
Preto tipravou a substitiiciou ¢ = sinz, kde dt = cosz dz a cos? z = 1 — t?, dostavame

1 COS ¥ dt
der = de = | ——=.
/cos?’x v /c0s4x v /(1—152)2

Posledny integral z rydzoracionalnej funkcie rieSime rozkladom na elementarne zlomky

/7& dt—1/< ! + = + ! + 1>dt—
(1—12)27" 4 (1+8)2 1+t (1—t)2 1-—t¢ N

| | 1
e e M4t — —In|l—t¢ _
4( g Pttt |>+C

1( 2t ‘1+t‘>
= - +1n + c.

4 \t2 -1 1—+4
Po spitnej substiticii dostavame vysledok

/ 1 d 1 ( 2sina:+1 ‘1+sinx
r=-|— n
cos3 z 4 cos? z 1—sinz

)+

)
Neurdité integraly

/ sinmz cos nx dzx, / sinmz sin nx dx, / cos mx cos ne dr

kde m a n st prirodzené ¢isla prevedieme na jednoduché integraly pomocou trigonometrickych vztahov

sinasin 3 = % (cos(a — ) — cos(a + ),
cos acos 3 = % (cos(ax — B) + cos(a + (3)),

sinacos § = % (sin(a — B) +sin(a + 3)) .

Priklad 18. Vypocitame [ sin2z cos bz dz.

RiesSenie: Pouzijeme vysSie uvedeny vzorec pre o = 2z a 3 = bx.

1
/sin 2z cosbrdr = 3 / (sin(—3x) +sin7z) dr =

1 1 1
= —5/(sin3x+sin7x) dx = gcos3x — ﬁcoshc—i—c.
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Cvicéenia

Vypocitajte integrily trigonometrickych funkcii.

113.
115.
117.
119.
121.
123.
125.
127.
129.
131.

[ sin® z cos z dz.
[tgdzdx.

[ cos® x dx.

f s e

[ cotg? z dz.

dx
5b—3cosx”

sinz
f 1—sinz dz.

f dx
cosz+2sinz+3"

T 3z
[sin § cos 5 dz.
[ cosh? z dz.

Vysledky

113.
115.
117.
119.
121. —
122,
123.
124.
125.
126.

127.
128. —
129.
130.
131.
132.

isin‘lx +c.

—+In|cosdz| +c.
2

sinz — —sin3ﬂv+lsin5ﬂv+c.

3

S

3cos3 T cos T
1

2sin? z

—In|sinz + cosz| +c.

+ c.

—In|sinz| +ec.

sarctg (2tg %) +c.
r—tg§ +ec
—:c+tg:c+cosx+c.
Eln|tg 5+3% |+c.

arctg (1 +tg %) +c.

sin 8z sin 2z
e + 1 T¢

COS T T
5~ +cos 5 +c.

__cos2x cosdx 4 cos 62 +

8 16 24 C.
. 3 .
% + sinhz + c.

In|coshz| + c.

114.
116.
118.
120.
122,
124.
126.
128.
130.
132.

114.
116.
118.
120.

[ cos® 2z sin 2z dx.

[ cos? 2z dz.
dx

sinz*®
f dx
sinz cos3
sinz—coszx
f sinx+cosx dz.

coS T
1+cosx dz.

f dx
sinx+cosx *
[ sin 3z sin 5z dz.

[ sinx sin 2z sin 3z dz.

[tghzdz.

_cols;z +e.
%+sin84x+cl
ln|tg%|+c
+1In|tgz| + c

2 cos2

31
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1.3.3 Integrovanie iracionalnych funkcii
Odmocnina z linearnej lomenej funkcie

Ak mame integrovat funkciu, v ktorej sa okrem algebraickych operéacii vyskytuje odmocnina z line-

arnej lomenej funkcie (8peciilne z linedrnej funkcie), t.j. { Zgig (8pecidlne V/ax + b), tak pouzijeme

n/axr+b
cr+d

(t = ¥ax +b). Pri tejto substiticii je technicky vyhodné vyjadrif inverzni funkciu z = ¢ '(¢) a
dz = (¢~1) (t)dt. Vietky tieto vztahy dosadime do rieseného integrdlu, ktory tak prevedieme na
integral z racionalnej funkcie premennej ¢.

substiticiu t = p(z) =

Priklad 19. Vypotitame integral [~ da.

—V3x+4
RieSenie: V tomto priklade pouZijeme substiticiu t = 3z +4, =z € (—%,oo) a vyjadrime
inverznu funkciu z = ﬁT*‘l a tiez dr = % dt. Dosadenim dostavame integral z raciondlnej funkcie

premenne;j ¢

t 2t 2 dt 3t+4
I= | —(Z)dt=2 ] ———— =2 1+ —"—""1 dt.
/tZT—él_t<3> /t2—3t—4 /( +t2—3t—4>

Rydzo racionilnu funkciu v integrale rozloZime na stcéet elementarnych zlomkov.

gt+4 2
2_-3—-4 t—4 t

1

—I— U=

a pokracujeme v integrovani
16 1
I=2 <t+€ln|t—4| —gln|t+1|> +c.
Nakoniec vysledok vyjadrime v terminoch premennej x.

16 1
I=2<\/3x+4+€ln|\/3x+4—4|—gln|\/3x+4+1|> +ec

)
’ v . . .o . A . +b +b v
V pripade, Ze sa v integrovanej funkcii vyskytuji dve rozne odmocniny {/ ¢ a {/ 454, pouZijeme
) _ kf/az+b . . vz N 7 v . .
substitciu ¢ = {/ 27, kde k je najmensi spolo¢ny ndasobok ¢isel m a n. Podobne postupujeme aj

vtedy, ak sa vyskytuje viac odmocnin z tej istej linearnej lomenej funkcie.

Priklad 20. Vypoitame integral f%dx.
RieSenie: Najmensi spolo¢ny nasobok ¢isel 2, 3 a 4 je ¢islo 12. Preto pouZijeme substiticiu
t = Y/, vyjadrime z = t'2 a dz = 12t" dt. Dalej uvazime, 7e /z = t5, ¥z = t* a Vo = 3 a
dosadime do povodného integralu
410

v / ¢ 11 /
T=[-VY gr= 1260 dt =12 [ —— dr.
/\3/5+\/:E T 1 16 1+ 2

Posledny integral (z raciondlnej funkcie) rozlozime na sii¢et mnohoclena a rydzo raciondlnej funkcie a

zintegrujeme
1
I=12 18 46 4t 2 1dt—/—dt>=
(/( + +1) 2 +1
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0t P
=12 <§—7+g—§+t—arctgt>+c=

=12<1e/x—9 SC T F

12 12
9 7 + 5 + Y — arctg \/a_c>+c.

)

Odmocnina z kvadratickej funkcie

Ak méame integrovat funkciu, v ktorej sa okrem algebraickych operacii vyskytuje odmocnina z kvad-
ratickej funkcie vax? + bz + ¢, postupujeme nasledovne:

1. Doplnenim na $tvorec a algebraickymi apravami a substittciou prevedieme dany vyraz na nie-
’ ; 2 2 2 2 2 _ 2
ktory z vyrazov Vr2 — u2, V/r2 + u? alebo Vu2 — r2.

2. Pouzitim substiticii

w=rsint pre r2 — 2
u=rtgt pre  Vr2+u?

_ _r 2 _ 2
U= pre uZ —r

prevedieme dany integral na integral z trigonometrickej funkcie.

Priklad 21. Vypocitame [v4z? — 8z + 5dx.
RieSenie: Upravime V412 — 8z +5 = /(22 — 2)2 + 1 a zvolime u = 2z — 2. Potom du = 2dx a

d
I:i/MQﬁ—8x+5dx=/\hﬁ+1éf

Pouzijeme substittciu v = tgt, ¢ € (=%, 7) a pocitame

1 1
=— [/Jtg2t+1
2 / g i+ cos?t

Tento integral sme uz pocitali v Priklade 17

sin? t4+cos? t
Sin t4 205 ¢ 1

/ T cosZt dt = = / 1 dt
cos?t 2 /) cosdt
) +c.

Pre spitna substitticiu potrebujeme vyjadrit sint a cost pomocou u. To spravime umocnenim substi-
tucnej rovnice v = tgt, tpravou a vyjadrenim

1 (25int ‘1+sint
— (2 g, T
cos?t 1 —sint

~ 92/ cos?t

9 sin? . U 1
U=, sint = —— cost =

1 —sin“z V1+u?’ V1+uZ

Po spitnej substiticii dostavame

VI+uZ—u

<MV1+M+J‘”1+w+”

(m«1+u44nv1+u+u )

Ooln—\
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Nakoniec prejdeme k premennej z (u =2z —2).
I= x—lx/4x2—8x+ 54 — ln\/4x2—8x+ 542z —2) +

2
)

Priklad 22. Vypocitame integril [ \/Wi)l,?d

RieSenie:

1. Upravime V8 + 2z — 22 = \/9 — (z — 1)2 a zvolime u = z — 1. Potom mozeme pisat (Uvedomme

si, ze du = dx!)

(r —1)2 /

8+ 2z — x2 V9 — u2

2. Pouzijeme substitticiu podla navodu
3sint, te ( z W)
u = 3sin ——, = .
’ 272
Potom du = 3costdt a

V9 —u2=1/9—9sin?t = V9cos2t = 3cost.

(Preco nie v9 — u2 = —3 cost ?) Dosadime, v tiprave pouzijeme trigonometricki identitu sin® ¢ =

% a integrujeme.
9sin’ ¢ 2t
I = St 3costdt—9/s1n tdt—9/$dt=
3cost
9 <t sin2t> Q(t int cost) 9 U uV9 —u?
=—(t— = — (¢t —sin =—|arcsin— ———— | =
5 5 5 sin t cos 5 arcs 373 3

-1 -1
:garcsin<x )—(I2 )\/8+2m—$2+c.

2 3
)

Poznamka 5. Integrily obsahujiice odmocninu z kvadratickej funkcie je mozné riesit tiez inymi

typmi substittcii ([E], [I], [K]). Niekedy je mozné pri integrovani tohoto typu funkcii pouzit metédu
per partes.

Priklad 23. Vypocitame integral [ 1 + z2 dz.

RieSenie: Metddou per partes dostavame

_ 2 g — o/ 2
I = /\/1+$ dr=zV1+zx /\/1-|——:1:2

1+22—1 dzr
=zvV1+22 - / :vza:\/l—i—xQ—I—k/i.
V1422

Posledny integral je jeden zo zakladnych. Pr1c1tanim hodnoty integralu I k obidvom strandm rovnice
a vydelenim dvomi dostdvame

(ﬂv\/l-l-x?-l-ln:l:-l-\/l-l-ﬂv?)

N —
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Cvicéenia

Vypocitajte integraly iracionalnych funkcii.

133. [ 0 da 134.
135. [ YT da. 136.
137. flfif/id:v 138.
139. [ /1L dx. 140.
141. f\/#ﬁ. 142.
143. [ =l —dz 144.
145. [/3 — 2z — 22 dx. 146.
147. [ Y222 gy, 148.
149. f\/g’xd%l. 150.
Vysledky

133. z — 2z 4+ 2In(yz + 1) + ¢

134. —2arctg /1 —z +c.

135. 2\/z — 2y/2arctg \/g +ec.

136. 3 (42" — ¢z + Il + \"’/:EI) +e
137. —6Yz — 2y/z — $ Va5 — 8V/z7 — 31n
138. arctg (‘/7) +c.

139. arcsinxz — V1 — 22 + .
140.

xr
iz T 6
141. 2, /23 + ¢

142. % arcsin 5le + c.

143. V22 -2z + 2+ c.

144. W +c.

145. 231/3 — 27 — 22 + 2arcsin L + c.
146. 2vz? + z + c.

147. V2?2 + 2z + Injz + 1 + V22 + 22| + c.

d;
] ey
| 7%

d
f x\/;—él '

IRV, s _(175)%1”_)2 dz.

dzx
=

f dz
(94+22)vV9+22 "

f 2$+1

f _dx
V254922 °

dx
| o

‘-I—c

35
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148. 1 1n|3z + /25 + 922| +c.

149. In |3z + V922 — 1| + ¢
150. — Y922 4

9x

1.3.4 Integrovanie transcendetnych funkcii

Transcendentné funkcie integrujeme podla okolnosti bud metédou substituénou alebo metédou per
partes (podrobnosti st v zavere prechadzajicej ¢asti). Pri rieSeni je Gasto potrebné opakovane kombi-

novat obidve metddy.
Priklad 24. Vypoditame integral I = [ 23 (6_$4 + arccotg :v) dx.

RiesSenie: Dany integral rozdelime na dva. Prvy pocitame pomocou substitu¢nej metddy, druhy

metddou per partes.
3 gd t=—gt 1 t 1 gt
z’e " dr = —= [e'dt=—-¢ c
/ 1 ¢ e
3 u' =% v =arccotgx zt 1 [ 2tde
/x arccotg r = 2 , 1 = — arccotgzr + — .
u="% v=—ge 4) 1+ 22

Posledny integral z racionalnej funkcie pocitame rozkladom na mnohoclen a rydzo raciondlnu funkciu

rtdzx / < 2 _ 14 1 ) d z3 o
— = x° — —— ) dx = — — z —arccotgz + ¢.
1+ 22 1422 3 &
Poznamenajme, 7e namiesto — arccotg x sme mohli tiez pisat + arctgz. Celkovy vysledok je sté¢tom

obidvoch integralov

1 _ 4 x4 1 (23
I = —Ze +Z arccotgr + — | — — x — arccotgx | +c.

4\ 3
)
Priklad 25. Vypocitame integrdl I = [ (4 cosh? z — %\/%ﬂx) dz.
RieSenie: Dany integral vypocitame ako rozdiel dvoch integralov.
e’ +e’® ?
11:/4cosh2:1:d:1::/4 — :/(62$+2+6_2$)d$:
2z 6—29:
=7+2x— =sinhz + 22 + c.
Druhy integral riesime metédou per partes.
I = T arcsinx . u' = II,IQ v,: arcslinzzr _
V1= 22 u=—V1—-22 o= —
= —V1 —z%arcsinz +/1dx =1z —V1—z2arcsinz + c.
Nakoniec

I=1I—I)=sinhz+z+ V1 —z2arcsinz + c.

)
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1.3.5 Zaver

Vo v8eobecnosti je hladanie neuréitého integrdlu k danej funckii ¢innost niro¢nejsia ako hladanie deri-
vécie danej funkcie. Na rozdiel od derivacii neexistuje vSeobecny algoritmus ako néjst integral lubovol-
nej elementarnej funkcie. Ten isty integral je ¢asto mozné riesit réznymi metédami (napr. [ zv/1 — z).
Na druhej strane existuji elementarne funkcie, ktorych neurc¢ité integrily sa nedaji vyjadrit pomocou
elementarnych funkcii. Také st napriklad

/e‘”’“’2 dx, /sin(xQ) dz, / Sy dx, / V1+ztdr

X

a dal$ie. Urcitou vyhodou pri pocitani integralov oproti pocditaniu derivécii je fakt, ze v pripade
pochybnosti mézeme spravnost vypoctu integralu overit skiskou. Zo vztahu (1.1)

([ 1) = s

totiz vyplyva, Ze ak sme pri vypocte postupovali spravne, tak derivaciou vyslednej funkcie dostaneme
integrovani funkciu.

Cvicenia

Kombinéciou réznych metéd vypocitajte integraly.

dz —T 32
151. [ Fy ek 152. [e "sin® zdz.
153. [ e cos bx dx. 154. [(32® 4 2z + 1)sin £ dz.
155. [sinzy/(3 +2cosz)® dz. 156. [(3z% +1)In(z — 4) dx.

2

157. f(lnT‘T) dz. 158. [ 2 arctg 3z dx.
159. [arcsin®z dz. 160. [sinzsinhzdz.

3 dx
161. [(4z° + 2z) arctg z dx. 162. [ RSN
163. [(2z — 1) arccos z dx. 164. [(2% — 3z + 1) cosh 2z dz.
Vysledky

151. —/4—3z +c.
152. —e %sin’z — £~ (sin2z + 2cos 2z) + c.

153. %(cos bxr + bsinbz) + c.

154. (—92% — 6z + 159) cos £ + (54z + 18)sin % + c.

155. —1/(3 + 2cosz)” +c.
156. (z° + 7 — 68)In(z — 4) — %3 — 222 — 17z +c.

157. _W +e.
2
158. L arctg 3z — Lo 4+ DO |
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159. zarcsin® z + 2v/1 — 2 arcsinz — 2z + .
160. 1 (sinz coshz — cos zsinhz) + c.
161. (z* + z?) arctgz — I—; +c.

1
162. v/arccotg = +ec

163. (2> —z — L) arccosz + (1 — £)V1— 122+ c.
164. (z2 — 3z + 1)sinh 2z — (z — 3) cosh 2z + c.



Kapitola 2
Urdity integral

2.1 Pojem urcitého integralu

Definicia uré¢itého integrilu je pomerne zlozita a ¢itatel ju ndjde napr. v [1], [5], [6]. Na tomto mieste
ju len volne opiSeme.

Predstavme si, ze v intervale (a,b) je definovand nezaporna spojita funkcia f a potrebujeme vy-
pocitat obsah plochy ”pod jej grafom”, t.j. obsah rovinnej oblasti ohrani¢enej grafom funkcie f, osou
0, a priamkami z = a a £ = b. Pokial je f linedrna alebo konStantna, jedna sa o lichobe’nik, pri-
padne obdlznik a riefenie tilohy je jednoduché. Pre vieobecnii funkciu mézeme postupovat nasledovne.

2
n=7 f(X)
i 3
t LI — :
: | T\"T | |
T | I | | ! U
| i U | | | |
I i ! | | | I
I i I | | I I
I i : | | | I
| |
| : : : : : | X
angp, N, p, PN, B, NRNP N, P N=b
Obr. 2.1: Urcity integral.
1. Rozdelime bodmia = 2y < 21 < 22 < -+ < p—1 < x,, = b interval (a,b) na n podintervalov

(z;_1,2;). Oznaéme d dizku najdlhsieho z nich.
2. V kazdom podintervale zvolime niektory bod p;.

3. V kazdom podintervale nahradime prislugni &ast plochy obdlznikom so zékladiiou dlzky (z; —
zi-1) a vyskou f(p;).

4. S¢itame obsahy vietkych takychto obdlznikov.

S = Z f(pi)(zi — zi-1).
i=1

39
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Dostavame tak aproximéciu (pribliznt hodnotu) hladaného obsahu. S tymto vysledkom sa v8ak nemd-
zeme uspokojit. Z obrazku je vidiet, Ze ak zhustime deliace body, hodnota S sa viac priblizi skuto¢nej
hodnote. Preto cely postup opakujeme tak, 7e df7ka d najdlhsieho podintervalu sa bude blizit k nule.
Takto limitnou hodnotou aproximécie S bude hladany obsah.

Tento teoreticky postup je v8ak pre vSeobecnt funkciu f prakticky neuskutoénitelny. Preto hladame
iny sposob, ako najst hladany obsah. Ozna¢me S(z) obsah plochy pod grafom funkcie f v intervale
(a,z). VSimnime si zmenu S(z + h) — S(z) pre ¢islo h blizke k nule. Tato sa priblizne rovna obsahu
obdl7nika so stranami dlzok h a f(z), teda S(z + h) — S(x) = hf(z).

Y
f(x)
S(x)
h X
a X x+h -
Obr. 2.2: §'(z) = f(z)
Preto s B - S(z)
T+ h)— 5
li = .
lim . f(z)
Vyraz na lavej strane je derivacia funkcie S v bode z, takze dostavame dolezity fakt
S'(z) = f(=),

z ktorého vyplyva, ze S je ta primitivna funkcia k funkcii f v intervale (a, b), pre ktort plati S(a) =0
(v bode a sa jednd o "plochu” s nulovym obsahom). Preto hladany obsah sa rovna rozdielu S(b) —S(a).

V predchiadzajicich riadkoch je priblizne opisany proces integracie spojitej funkcie f v intervale
(a,b) a motivuje nasledujtci pojem wurcitého integrilu. Nech f je spojitda funkcia v intervale (a,b)
a F je funkcia primitivna k f v intervale (a,b). Uréity integral funkcie f v intervale (a,b) je &islo
F(b) — F(a). Tento fakt zapisujeme nasledovne

b
[ f@)dz = [P@), = F®) - Fo). (2.1)

Poznamka 1. Uvedeny vztah sa volda Newtonova-Leibnizova formula. Neurcity a urdity in-
tegral si vo svojej podstate naprosto odlisné matematické objekty. Kym neurcity integral je mnozina
funkcii, urcity integral je ¢islo. To, ¢o ich spaja (okrem slova integral v ich ndzvoch), je skuto¢nost
vyjadrend uvedenym vztahom (2.1), ze urdity integral sa da vyjadrit pomocou lubovolnej funkcie z ne-
ur¢itého integralu. Vo vztahu (2.1) vyraz na Tavej strane je oznacenim uréitého integralu funkcie f
v intervale (a,b) a vyraz v strede je iny zapis ¢isla F(b) — F(a). Pri samotnom vypocte postupu-
jeme tak, ze najskor ndjdeme niektor primitivnu funkciu F k funkcii f (oznacenie vyrazom v strede)
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a potom dosadime krajné body intervalu a odé¢itame (vyraz na pravej strane). Odportcame Eitatelovi
presveddit sa, Ze ¢islo F'(b) — F'(a) nie je zavislé od vyberu primitivnej funkcie.

Oy

4 4 1 e 1
Priklad 1. Vypoditame a) [z dz, b) [z?dz, c) [ 2*dz, d) [sinzdz, e) [Inzdz, f) [ 22
i 1 1 1 0

1422

RieSenie: a)

sinzdr = [— cosac](‘]g =-0—(-1)=1.

S ——n

r1

/—d:z:: nz]] =Ine—Inl=1.
T

1

1
dx 1 T
/ T [arctg x], = arctg 1 — arctg 0 = E
0

Ak a < b, tak definujeme

a

/f(:z:)dx:—/bf(av)dx.

b

Nasledujtice vztahy st jednoduchymi dosledkami vztahu (2.1) a vlastnosti neurcitého integralu a platia,
ak funkcie st spojité v intervaloch, v korych integrujeme.

/ f(x)dz = 0. (2.2)

/bf(:v)dx:/Cf(x)dﬂv-l-/bf(x)dx (2.3)
/b(cf(av)-l-dg(:z:)) dﬂv:c/bf(av)dx-l-d/bg(ﬂv)dx, ¢, d€R (2.4)
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Vztah (2.4) sa pouziva pri vypocte integralov zlozenych z funkcii, ktorych integral uz pozname.
4
Priklad 2. Vypoéitame [(322 — 5z) dz.
1

RieSenie: Vypodet modzeme uskutocnit priamo

4 4
2 42 12
/(3x2—5x)dx= -5 2| = (-5 ) (13-5.-2 )=
J 2, 2 2
16 1 51
= (64 -5 — 1—
(1=5-3) - (-53) =%

alebo pouzitim vztahu (2.4) a prvych dvoch integralov v Priklade 1
4

51

/3:1: — 5z d:z:—3/x d:z:—5/$d$—3 ——5 —.
1

Pri vypocte nasledujiceho integralu pouzijeme vztah (2.3).
T
Priklad 3. Vypocitame [ |cosz|dzx.
0

RieSenie: Pretoze funkcia cosz meni v bode § intervalu integracie znamienko, integral vypoci-
tame podla vztahu (2.3) ako stcet integralov.

jus
T G

2 ™
/|cos:1:|dx:/cosxdﬂv-l-/(—cosx)dx:

0 0

w3

= [sinz]] — [sinx]% = (sing —sin0) — (sinm — sing) = 2.
&

2.1.1 Cvicenia

Vypocitajte urcité integraly.

1 1
1. [(z+1)%dx, 2. [(z% — 2z + 3) dr,
1 0
m 1
3. [sinzdz, 4. | 1_7_22,
% %
5. [ |z+1|dz, 6. [ coshzdz,
=7 ~1
9 T
7. if”—\;%ld:v, 8. T[sin:z:-l-cos:z:d:z:.
pl

9. Funkcia f je definovana

2
Vypocitajte [ f(z)dx
0
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2.1.2 Vysledky

1. 8, 2. L, 3.2, 4. T,
5. 36, 6.e—1, 7. &, 8. 0.

9. 1(4v2 -1).

2.2 Metody pocitania urcéitého integralu

Pre vypocet urcitého integralu modifikujeme metédy vypocétu neurcéitého integralu nalsedovne.
Metéda per partes pre urcité integraly.

Nech funkcie f a g maju spojité derivicie v intervale (a, b). Potom plati

ifumqu /¢ ;f (2:5)

Substituéna metdda pre urcité integraly.

b t=p(b)
[ fene@ds =t =o@) = [ s (2.6)
a t=yp(a)

Tento vztah plati, ak ¢’ je spojitd funkcia v intervale (a,b) a f je spojita funkcia v obore hodnot
funkcie ¢. Uvedomme si, Ze hranice integrialu na pravej strane vzniknii dosadenim hranic povodnej
premennej z do vztahu medzi novou a starou premennou t = ¢(z).

Pri poéitani uréitych integralov zo zlozitej$ich funkcii mézeme postupovat v zadsade dvomi spésobmi

e Oddelime fazu vypoctu primitivnej funkcie od fazy vypoctu uréitého integralu. Najskor si ne-
vSimame hranice a pocitame len neurcity integral danej funkcie. Po vypoditani pouzijeme jednu
z najdenych primitivnych funkcii (spravidla volime integraénti konstantu ¢ = 0) na dosadenie
koncovych bodov intervalu a vypocet urc¢itého integralu.

e Neoddelime fizu vypoctu primitivnej funkcie od fazy vypoctu urcéitého integralu. Pocas vypoctu
spajame techniku integrovania s dosadenim hodnét (metéda per partes), pripadne so zmenami
hranic (substituénd metdéda).

Verime, 7e pouzitie prvého spésobu vypoctu éitatelovi nebude robit problémy, preto sa v riegeniach
obmedzime na vypocet druhym spésobom.

Priklad 4. Substitu¢nou metédou vypocitame urcité integraly

el

-1

/x2+4:c+5 /\/— /m /tg3xdx.

RiesSenie: V kazdom rieSeni naznac¢ime substitiiciu a zmenu hranic. Podrobnosti vypoc¢tu nechame

na Citatela.
-1 —1 1

/dix_/dix (t=o+2) =
2 +4x4+5 ) (z+2)2+1

o
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I I 3 cos . t2
3 _ [sin’x _ — _
/tg xdx _/cos3 dr = (t = cosx) = / 5 dt =
0 0 cos 0
V3
1 T V2 o1 1
— +1Int =[(1+In— —(z+Inl)) ==(1—-1n2).
{2t2+nL (-I—n2 (2+n)> 2( n2)
)
Priklad 5. Metdédou per partes vypocitame urcité integraly
1 3 3 In 2
/av 1 —zdx, /ln(ﬂv + 3) dz, / dz, / z coshz dz.
/ ) J sin? /

RieSenie:

0

2 2 510 4
—0—|2. 20 -3 = 2.
[3 5 I)Z]O 15

3 3
/ln($+3)d$: [avln(:lr-l—?))]g—/ﬂvﬂv 3d$:3ln6—[:1:—31n(:1:+3)]g =
0

0
=3In6—(3—3In6+3In3) =6In6—-3In3 -3 =3(In12—1).

3 3
T 3 T
/siriéxdx [ xcotgx]% +/cotgxdx=—§-%—i—%—i—[ln(sinx)]% =
T T
_T VAT VB V2T VT L8
4 9 2 2 4 9 2 2
In2 In2
/avcosh:z:d:z:—[:zrsmhm /smhmdx:
0 0

In2 _ —1In2
=1n2 (%) —0— [coshz]? =

91 In2 | ,—In2 0,4 .0
=1In2 2| _ (e _cte =§ln2—1.
2 2 2 4 4
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2.2.1 Cvicenia

Vypocditajte urcité integraly.

10.
12.

14.

16.

18.

20.

22,

24.
26.

28.

30.

32.

34.

36.

38.

40.

42.

44.

46.

48.

<9
8

(2z+1)3>

-z
NG dzx,

zcos(2x — ) dx,

Oy O O

el

8
U
8

=
I

8
hN

oQ
(]
2
HE
8
&
IS
8

H
Tl
o)
QL
ﬁ

z(1+Vz)’

B

N
9
S8
8

2

&
=
N
8
Q
=}
w0
N
8
U
8

)

Y
|sinz|dz,

PSSy e TR Pt TS w o
&
8

(M=}

15

cos(wr) dz,

02
sin” 2z
1+cos 2z dm’

cos 3x cos 4x dzx,

IS
s

T
8
|

32
2 22+1 dl’,

Lo 0O = Alm s O sl O =3 O s
—
a
<[5
)|

[y

2
=T 9

—
N
IS
8

)J‘;
8
)

V1o

V1 — cos? 2x dx,

Oty B e i O
5
M)
=&
8
|

11.

13.

15.

17.

19.

21.

23.

25.

27.

29.

31.

33.

35.

37.

39.

41.

43.

45.

47.

49.

53

5B
S
8

L% o™=

53

& —
|
8

&

QL
R

8

8
|
|

—

E%w

<9
8

9
=
|
8

,_.
Bk
]
QU
8

O po VI= a0

Huog —
=1
N

Ot = ol —
o
2
B
QU
B

™
B

U

8

[\

o P omm Pty Ot
o
- 2
& S
3 <Y
8

[ sin3x cos 2z dz,
-

[ sin? 3z dz,

2v2
[ g de,

o= L—s o

[\

eI

Ferys AT,

8
w

I

8

8 i
U
g L

z2+4z+3°

l—cosz
/18T

3

oY P O%b—‘o%g

V5 + 2z (52" + 2) dr,

45



46

50.

52.

54.

56.

58.

60.

62.

64.

n
J zcoshzdz,
0

2.2.2 Vysledky

10.
13.
16.
19.
22,
25.
28.
31.
34.
37.
40.

43.
46.
49.
52.
55.
58.
61.

64.

2
9
_1

3
o
121

1 2

In (%),
2In2,
21/3,
4,
s
9
0,
4 —1n3,
2 —6In2,
2ln3 —31n2,

3 7
4+
4,
2—-3,
1
g
\/?_’_ %111(2 - \/g)a
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% 1
51. f,, o — ldx,
7
2
53. [zInzdr,
1
3
55. [ 2sin2zdx,
0
4
57. [(z —1)v2z + 1dz,
0
1
59. [In(z? +1)dz,
0
1
61. [arcsinzdz,
0
%
63. [e’sinzdr,
0
1
65. [ 23e?® dx.
0
11. V2 —1, 12. 3,
14. -1, 15. I,
17. %, 18. sin(In 3),
3 1
20. 51112, 21. bR
2
23. 2 — /3, 24. %,
26. 0, 27. 2,
29. I, 30. 0,
1 6
32. 71 33. -,
35. T, 36. In/3,
38. 21n 3, 39. 3In2 —2In 3,
a1.5(V3-13), 42. 11,
44. 27, 45. 222
47. In 355, 48. 2,

50. 2In(v/2 + 1), 51. In2,
53. 2In2 — 3, 54. 2In2 — 1,
1 168

56. 1, 57. 168
1
59. In2 — 2+ 7, 60. 7 -1
62. —4r, 63. 1 e%—%l)
2+3
65. <3,
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2.3 Vlastnosti urc¢itého integralu

Nasledujiica vlastnost sa vold Veta o strednej hodnote pre urcity integril a vyplyva zo vztahu (2.1)
a Vety o strednej o hodnote pre derivacie.

Ak f je spojita funkcia v intervale (a,b), tak existuje také ¢islo ¢ € (a, b), ze plati
b
[ f@)ds = 1@~ ). (27)
a

b
Hodnota f(c) v tomto vztahu sa vol4 stredna hodnota integralu [ f(z)dx.

a
Désledkom Vety o strednej hodnote st nasledujiice dva vztahy, ktoré sa pouzivaji na odhady
integralov (alebo inych hodnét), ktoré je tazké alebo nemozné presne vypocitat.

Ak pre vSetky z € (a,b) plati f(z) < g(x), tak

/bf(x) dr < /bg(x) dz. (2.8)

Ak pre vSetky = € (a,b) plati m < f(z) < M, tak

b
m(b—a) < /f(:v) dz < M(b— a). (2.9)

a

5
Priklad 6. Odhadneme [ *2% dz.
0

RieSenie: Tento integral nie je moZné presne vypocitat elementarnymi metdédami. Z vety o stred-
nej hodnote pre derivacie a z konkavnosti funkcie sinz v intervale (0, ) vyplyva (naértnite si obrazok
a overte), Ze pre vSetky = € (0, %) plati

2 .
—r <Sslnx <x
™

a po vydeleni kladnym ¢islom z dostaneme

Pouzitie vztahu (2.8) dava

(=)
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)
4 2
Priklad 7. Odhadneme integral [e~*" dx.
2

RieSenie: Integrovand funkcia je klesajica v intervale (2,4), preto pre vsetky x € (2,4) plati

— 2 —
e 16 4_

<e ¥ <e

Pouzitim vlastnosti (2.9) dostavame odhad
4 4 4
2.1077 ~ 2716 = /6_16 dr < /e_”2 dx < /6_4 =2e"* ~ 0,0366.
2 2 2

L]

Vlastnosti symetrie integrovanej funkcie maja vplyv na urdity integral.

Ak f je spojita parna funkcia, tak
a a
/f(a:) dx =2/f(x) dz, (2.10)
—a 0
Ak f je spojitd neparna funkcia, tak

/f(:v) dr =0, (2.11)

Ak f je spojita periodicka funkcia s periodou p a a, ¢ € R, tak

a+p a+p

/pf(:z:)dx: /f(x)d:z:: /f(m—c)dx. (2.12)
0 a a

Priklad 8. Ukazeme platnost vztahu (2.11) a pomocou neho a vztahu (2.12) vypocitame integral

™

/ sin px dx, pER.

—T
RieSenie: Nech f je spojitd neparna funkcia a F' je niektord jej primitivna funkcia v inter-

vale (—a,a). Najskor ukdzeme, ze F' je parna funkcia. Deriviciou zlozenej funkcie F'(—z) a pouzitim
vlastnosti neparnej funkcie f(z) = —f(—z) dostdvame

[F(—2)] = F'(-=2) - (-1) = = f(—2z) = f(z) = F'(2).
Integrovanim obidvoch krajnych vyrazov rovnosti dostavame
F(—z)+c = /[F(—x)]'dx = /F'(a:) dx = F(z) + ¢

a upravou dostaneme rovnost
F(z) —F(—z) =c1 —ca =c¢,
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ktora plati pre vSetky 2 € D(f). Dosadenim —z namiesto x do tejto rovnosti mame

Preto ¢ =0 a F(—xz) = F(z) pre vietky z € D(F) a F je parna funkcia. Pretoze F' je parna funkcia,
plati

/f(:c) dr = [F(z)]*, = F(a) — F(—a) = 0.

T
KedZe funkcia sinpz je neparna, pre kazdé redlne ¢islo p, plati [ sinpzdz =0. &
-

Poznamka 2. Pomocou vztahu (2.11) moézeme vypocitat aj integrdly z neparnych funkeii, ku
ktorym je velmi tazké alebo nemozné najst primitivnu funkciu, napr.

o, .
/:c arcsinx

dr = 0.
V1+ 22

Priklad 9. Nech m a n st prirodzené ¢isla. UkaZzeme, Ze

T
/cosmxcosn:z:d:z:zo, ak m#n

—T

s
/cosmxcosnxdmzﬂ', ak m =n.

-7
RieSenie: Integrovand funkciu upravime podla vztahu
1
cosacos 3 = 3 (cos(a — B) + cos(a + ) .

Potom s pouzitim predchidzajiceho prikladu

™

1 T
/ cos mx cosnx dr = 3 / (cos(m — n)z + cos(m + n)z) de =
1 ™ ™
5 (/ cos(m — n)z dx + / cos(m-l—n):z:d:z:) .

Druhy integral je nulovy pre vSetky dvojice prirodzenych éisel m, n, prvy je nulovy ak m # n. Ak
m = n, tak

™ ™ T

1 1 1
/cosmxcosnxdmzg/cos(m—n):cd:cz5/1(1:(::5-271':71
—T —T —T

)
Niekedy je mozné pouzitim vlastnosti (2.12) vypocitat uréity integral bez vypoctu primitivnej
funkcie.
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27
Priklad 10. Vypoéitame [ sin? z cos? z dx.
0

RieSenie: Pouzijeme vztahy (2.12) a trigonometrické identity sinz = cos(z — §) a cosz =
—sin(z — 7). Substittciou t = z — § dostavame

2 2T
I = /sin4xc052xdx = /0054(:1: — g)sinQ(x — g)dx =
0 0
?"Tﬂ' 2
= /cos4tsin2tdt=/cos4xsin2xd:c.
_% 0

Séitanim integralov na lavej a pravej strane a pouzitim vzfahov sin?z + cos?z = 1 a sinzcosz =
% sin 2x dostavame

1 2w 2 1 2
I :5(/sin4xc052xdx+/cos4:1:sin2xdx) = §/sin2xcos2xdx:
0 0 0
1 71 1 7
§/Zsin2 2vdr = g/sim2 2z dz.
0 0

Opétovnym pouzitim trigonometrickych vztahov dostdvame (podrobnosti nechdvame ¢itatelovi)

1 27 1 27
I =1—6/(sin22x+c0822x)da:=1—6/1dx=%.
0 0

)

2.3.1 Cvicenia
V nasledujucich Siestich cviceniach bez vypoctu urcite, ktory z dvojice integrilov je vicsi.
2

b) [z%dx.
i

g
N
2
g
o
X
£
8
Y
g

jus

2
sinz dz. 69. a) [sin®zdr b) [sin zdz.

| @ =~ =N

—_
—_
o

‘ 1
e dr b) fe_”3 dz. 71. a)
0

l\') >
W=

“dr b)) [ 37 du.
—2

V nasledujicich cvi¢eniach bez vypoctu pomocou vztahu (2.9) odhadnite dané integraly.

1 2
72. flO—i—:c’ 73. ge’” dz,
3
74. f;;ixl, 75. [SL gy
L )
2
d
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78. Ukazte platnost vztahov (2.10) a (2.12).
79 Ukézte platnost vztahov

f sinnz dr = 0, f cosnz dr =0, nenN,

o -7

s

[ sinmz cosnz dr = 0, m,n €N,

-7

™ s

[ sinmzsinnzdr =0, m#n a [ sinmzsinnzdr=m, m=n.
S -7

V nasledujicich cvi¢eniach nech f a g st spojité funkcie v intervale (a, b).
b b

80. Ukaite, ze plati [ f(z)gla +b—z)dx = [g(z)f(a +b—x)d

a a

t=a +b—uzx.)
Vhodnou volbou funkcie g v predchidzajiicom cviceni ukazte, ze plati

81. zf(av)dx:afbf(a-l-b—x)dx.

82. j f(z)dx :j f(—x)dx

z. (Navod: Pouzite substittciu

1 1
83. [2z™(1 —xz)"dz = [z™(1 — z)" dx.
0 0

Pouzitim trigonometrického vztahu cos z = sin(x 4 §) a predchadzajtcich cvi¢eni ukazte, Ze plati

84. ff(sin:c) dx = fEf(cos x) dx.
0 0

s s

2 2
85. Pomocou predchadzajticeho cvicenia vypocitajte [sin®zdz a [ cos® z dx.
0 0

a
86. Pomocou vztahu (2.11) ukazte, ze [ sinzf(cosz)dz = 0.

—a

87. Ukézte, ze plati fa f(x)dx = fa(f(:c) + f(—x)) dx.
0

—a

™
88. Ukéazte, ze plati gxf(sin r)dr = §

f(sinx) dz.

Oy

T
89. Pouzitim predchadzajiceho cvidenia vypocitajte [z sin?z.
0

90. Pouzitim vztahov v tejto ¢asti oddévodnite, preco st vSetky nasledujice integraly rovné 0.

1 In2 a 2w
. x .
/ sin 3z cos bz d, / x cosh x dz, / N dx, /smx\/ cos® z + 1dz.
a’>—zx
- —In2 —a 0

2.3.2 Vysledky
66. a), 67. b), 68. a), 69. a), 70. b), 71. a),

2 1,
72.%<flgjfx<%, 73. 1< [e” dz <e,
0 0
2 2 d; 1 % i
x dx T sinx
74.5<{x2+1<§, 75.§$<g Ldr <,
3
cos s dx s
76. — <f dI<008 77.E<0fm<m.
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2.4 Integraly s premennou hranicou

Vieme, 7ze hodnota urcitého integralu zavisi od dvoch ¢initelov: od integrovanej funkcie a od intervalu,
v ktorom integrujeme. V pripade, ked je integrovand funkcia pevne dané a jedna z hranic pevné a druhéd
pohybliva, je vysledna hodnota funkciou druhej hranice. Uvazujme pripad, ked je dolna hranica pevna
a horna pohybliva (opacny pripad vedie k analogickym vysledkom).

Nech f je spojita funkcia v intervale (a,b) a nech ¢ € (a, b). Potom funkcia

Flz) = /f(t) dt

je ta primitivna funkcia k funkcii f v intervale (a, b), pre ktorta plati F(c) = 0.

7 tohoto vyplyvaji nasledujice vztahy

: ( [ s dt) = f(a), (2.13)

ak f je spojitd funkcia v intervale (a,b) a
fa)= [ £+ (o) (214)

ak f ma derivaciu v intervale (a,b).
.’L‘Z

0 . :
Priklad 11. Nech F(z) = “xf lsft'; dt a G(z) = gcostdt. Vypocitame ‘2—5 a %.

Riesenie: Upravou a pouzitim vztahu (2.13) dostavame

0
dF d sint d / sint sinz
—_— = — ——dt|=— |- | —=dt]| =— .
de dz 14 ¢2 dzx ) 14 ¢2 1422

V druhom priklade ide o derivéciu zloZenej funkcie. Integral je funkciou premennej u = z2. Preto plati

i 47 d (] d
U
%—% b/COStdt = (% (ZCOStdt)) <%> =

du
= Ccosu d_ = cos x% - 22 = 2x cos z°.
T

)
Priklad 12. N&ijdeme ta primitivnu funkciu F k funkcii y = z arctg z, pre ktort plati F(1) = 7.

RieSenie: Pouzijeme vztah (2.14) a integraciu per partes.

F(z) /It tg t dt + [1152 t tr 1/I r dt +
T) = arc T = | =t arc - = T =
& 2 S PN
1 1
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1 1 1
= 5‘,132 arctg z — 3 arctg 1 — 3 [t —arctgt]] + 7 =

—

12act 4 (z — arct 1+7r)+
= —z?arctgr — — — —(z —arctgz — 1+ =)+ 7 =
2 8T8 2 & 1

1,4 3w
g(x arctg z + arctgx — z + > +1).

)

2.4.1 Cvicenia

o . weo oy dF
V nasledujucich prikladoch vypocitajte .

T 5
91. F(z) = [V1+t2dt, 92. F(z) = [ 4,
0 T
x? dt 2x 9
93. F(x) = { oyt 94. F(x) = {cos(t ) dt,
1
0 z
95. F(z) = [ 4, 96. F(z) = [ 4,
smoac 110
97. F(z) = [ %, 98. F(z) = [ sin(t?)dt,
cosxT \/5
3133 $2
99. F(z) = [ Intdt, 100. F(z) = [eVidt
2 1
Pomocou L’Hospitalovho pravidla vypocitajte limity.
: 1 : 1 v
101. lim; 40 53 g a7 dt, 102. lim, 40 53 Ofsm\/z_fdt,

V nasledujticich prikladoch néjdite tii primitivnu funkciu F k danej funkcii f, ktora splha dant
podmienku.

103. f(z) =zInz, F(1) =0,

104. f(r) = cos? 2z sinz, F(-%)=-13,

105. f(z) = tgh? z, F(0) = —1,

106. f(z) = 423 — 62 + 11, F(1) = 2F(2).

107. Nech f m4 kladna derivaciu pre vSetky x € R a nech f(1) = 0. Ktoré z nasledujtcich tvrdeni

T
o funckii F(z) = [ f(t) dt st urcite pravdivé?
0

a) F' m4 deriviciu v kazdom z € R.

b) F je spojita funkcia.

c¢) Graf funkcie F' méa doty¢nicu rovnobeznu s osou o, v bode [1,0].
d) F ma lokdlne maximum v bode [1,0].

e) F' m4 lokilne minimum v bode [1,0].

f) F ma inflexny bod v bode [1,0].

g) Graf 9€ pretina os o, v bode [1,0].
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2.4.2 Vysledky

2 1 2z
91. V1 -I-$2, 92. —1, 93. e d
94. 2(1:0s(4:v ), 95. — 57 96. pe
Sin x
97. &’ 98. RN 99. (92° —4x)Inx,
1
100. 2ze” + <4, 101. 1, 102. 2,

103. F(z) = & (Inz — 3) + 1,
104. F(z) = —2 cos® z + 3 cos
105. F(z) =x —tghz — 1,
106. F(z) = z* — 322 + 11z — 43.
107. a), b), ¢), e), g).

32 —cosz — 13,

2.5 Nevlastné integraly

Ak sa v urditom integrale vyskytne neohrani¢eny interval alebo neohranicend funkcia, hovorime o ne-
vlastnom integréale. Rozozniavame dva druhy nevlastnych integralov.

e Ak interval, v ktorom integrujeme je neohraniceny, hovorime o nevlastnom integrale prvého
druhu. Ide o integraly

b o0

/ f(x)dx, 7f(x) dz, / f(z) dz.

e Ak je integrovand funkcia v intervale integracie (a,b) neohranicend (a teda nespojitd), hovorime
o nevlastnom integrale druhého druhu.

Y —T
Naviac sa moze vyskytnit kombinécia obidvoch uvedenych moznosti, napriklad [ € — dz.
0

g

2.5.1 Nevlastné integraly prvého druhu

b
Pri poéitani integrdlu [ f(z)dz zo zrejmych dévodov nemozeme pouzit vztah (2.1). Preto postupu-
—00

jeme nasledovne
b
1. Vypocitame integril F(a) = [ f(x)dz ako funkciu dolnej hranice.
a

2. Hladadme lim,_, oo F(a).
Pritom moé67u nastat dva pripady.

Ak hladani limita existuje a je vlastnd, hovorime, 7ze dany integral konverguje.

Ak hladana limita neexistuje alebo je nevlastnd, hovorime, %e dany integral diverguje.
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o
Analogicky postupujeme pri vypocte integralu [ f(z)dz.
a
o
Pri vypocte integralu [ f(z)dz postupujeme tak, Ze zvolime Iubovolné ¢islo a € R a vypocitame
—00
a o0
integraly [ f(z)dr a [ f(z)dz. Hladany integral konverguje prave vtedy, ak konverguji obidva
—0o0 a
pocitané integraly a potom

o0 a

/ﬂ@mz/fmm+7ﬂ@m

Vypocet prislusnych primitivnych funkcii v prikladoch tejto ¢asti nechdme na Eitatela.

Priklad 13. Vypocitame nevlastné integraly prvého druhu
fEOOxQexS dv, [Pcoszdr, [F%L ¢ >0 p>0 [% &

a P> —oo 14z2°
RieSenie: 0 0 .
0
/ 22¢® de = lim 226 dr = lim = [e‘”3] =
s a——o0 J, a——00 3 a
1 O R P |
=g lm (1) =g - lm e =5

00 b
/ coszdr = lim [ coszdr= lim [sin :1:]8 = lim sinb.

0 b—o0 /o b—oo b—o0
Posledné limita neexistuje, preto integral diverguje.

Pri poditani tretieho integralu najskor predpokladajme, ze p # 1.

00 b
/ d_a: = lim 7 Pdr = lim
a

P b—oo Jq b— 00

—p+1

a

1(nmbkp—&ﬂw

1
= lim —— (P —atP) = —
1-— P b—oo

b—)ool—p

Limita v poslednom vyraze je oo, ak 1 —p > 0 a rovné sa nule, ak 1 —p < 0. Preto integral diverguje

prep<1l.Prep>1je
©dy  alP
A a  p—1

V pripade p = 1 mame
b

1
lim [ —dz= lim [IHI]Z = lim Inb—Ilna = oc.
b—oo.Jq T b—o0 b—o0

Integral preto diverguje aj v pripade p = 1.
Integrovand funkcia je parna. Preto podla vlastnosti (2.10) plati

©  dx ©  dr b
=2 =21 t =
.[m1+x2 .A 1+ 22 bg&hmgﬂo

= 2 lim (arctgh — 0) = 2= — 0 = .
b—o0 2

)

Niekedy nie je potrebné zistit presnii hodnotu nevlastného integrilu, ale mame len rozhodnit ¢éi
integral konverguje alebo diverguje. Vtedy moézeme pouzit nasledujice kritéria.
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o o0
e Ak [ |f(z)|dz konverguje, tak aj [ f(z)dz konverguje.
a a

e Nech f a g st SpOJlte funkcie a nech 0 < f(z ) g(z) plati pre vSetky = > z¢ pre niektoré
zg € R. Potom, ak fg( ) dz konverguje, tak aj ff( ) dz konverguje.
a
oo

e Nech existuje koneénd lim,_, o % a je rozna od nuly. Potom obidva nevlastné integrily [ g(z) dx
a

o0
a [ f(z)dz bud stcasne konverguju alebo sti¢asne diverguja.

b
Analogické kritéria platia pre konvergenciu nevlastnych integralov typu [ f(z)dz. Pri porovnavani
— 00
konvergencie integralov casto pozivame vysledok predchadzajiceho prikladu, Ze [, o0 d]’,f, a >0,p>0
konverguje prave vtedy, ak p > 1.

Priklad 14. Rozhodnite o konvergencii integralov
o @] o.¢] d o.¢]
x . . 9
1/ 10, Z/m, K ZO/SID(ZI: )da:

oo
Riesenie: V predchidzajicom priklade sme ukazali, 7e [ ﬁ dx konverguje. Pretoze pre vsetky
1

z>1je g xlO < xlOv koverguje aj integral I = f 1+x10 dz.

1
T

V predchadzajicom priklade sme ukazali, Ze f 2 dz diverguje. Pretoze lim; o, —4— = 1, diverguje
z+sin2
. _— 1 +
aj J = f z+sin’x’

Substitticiou z = v/t prevedieme dany integral

71'

7 1 Tsint 1 t 7
Sln
Kz/sm ——/— = — /
2 2
0 o\[ 0 x

Prvy integrél je vlastny, lebo funkcia si}t je ohranicend, kedze lim;_ si}t = 0 (overte!). Druhy inte-

grujeme metdédou per partes
o0 o0 o0
/ t _{costr" 1/ t 1/ t
Vi Vil 2l T e e
2
Pri vypocte sme pouzili
o0
" , 1 . , 1 . s , ., P
Pre vsetky t plati % < N integral Ef NG dt konverguje podla predchadzajiceho prikladu. Preto
2

oo
aj integral [ %/i—; dt konverguje, a tiez pévodny integrial K konverguje. &
g
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2.5.2 Nevlastné integraly druhého druhu

Pri poéitani nevlastnych integralov druhého druhu mézeme pouzivat premennii hranicu a vypocet
limity podobne ako pri nevlastnych integraloch prvého druhu ([E], [I], [K]), alebo mézeme postupovat
nasledovne.

Nazvime funkciu F zovieobecnenou primitivnou k funkcii f v intervale (a,b), ak F'(z) = f(z)
pre vietky = € (a,b) s moznou vynimkou konecného poctu.

Nech f je funkcia neohranicena v intervale (a, b).

b
Ak existuje spojitd zovSeobecnend primitivna funkcia F' v intervale (a,b), tak [ f(z)dz
a

konverguje a

b
/f(:v) dz = F(b) — F(a).

Ak existuje neohranidend zovSeobecnend primitivna funkcia F v intervale (a,b), tak
b

[ f(z)dz diverguje.

a

Priklad 15. Vypocitame nevlastné integraly druhého druhu

1 1

2
a)ifl\/lf?dx, b)Ofcotg:z:d:z:, c) i—ﬁ,pER.

RieSenie: a) Integrovani funkcia ma primitivnu funkciu (overte!) F(z) = —v1 — x2, ktord je
spojita v intervale (—1,1). Naviac integrovana funkcia je neparna, preto dany integral existuje a rovna
sa 0.

b) Integrovand funkcia ma primitivnu funkciu (overte!) F(x) = In(sinz) v intervale (0,2

, 5), ktord je
v tomto intervale neohranicend (preco?). Preto f;* cotg x dz diverguje.

Budeme uvazovat tri pripady vzhladom k parametru p.

Pre p < 1 mé integrovana funkcia spojitt primitivnu funkciu F(z) = ’”11:; v intervale (—1,1)

a preto dany integral konverguje a plati

1
/d:z:_ z! P ! 2
P |1—p 71_1—p'

-1

Pre p = 1 mé integrovana funkcia zovSeobecnenii primitivnu funkciu F'(z) = In|z| , ktord je neohra-
nicend v intervale (—1,1) a preto v tomto pripade integral diverguje (funkcia In|z| nie je primitivna,
ale len zovSeobecnend primitivna k funkcii % v intervale (-1,1), lebo funkcie nie st definované v bode
0).

Pre p > 1 m4 integrovana funkcia zovSeobecnent primitivnu funkciu F(z) = xll:; = (1*])%11’_1
v intervale (—1,1), ktord v tomto intervale nie je ohrani¢end a preto aj v tomto pripade integral
diverguje. &

Priklad 16. Vypocitame nevlastné integraly
oo oo
a) i—f b) [ Jysin 1 dz.
—00 0

RieSenie: a) Integrovana funkcia ma zovSeobecnend primitivnu funkciu F(z) = —#, ktord je
v okoli bodu 0 neohranicend, preto dany integral diverguje.
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b) Substitticiout = I prevedieme dany nevlastny integral (prvého aj druhého druhu !) na iny nevlastny
integral (len) prvého druhu

0
/—sm dr = —/sintdt: lim [cost]g =1— lim cosa.
a——00 a——00
o¢]

KedZe tato limita neexistuje, dany integral diverguje. K tomuto prikladu poznamenajme, ze povodny
integral mozeme napisat ako stcet dvoch integralov

/ sin — dI-I-/—Sln dx,
0

z ktorych prvy je nevlastny druhého druhu a druhy nevlastny prvého druhu. Ktory z nich spésobuje
divergenciu? &

Nasledujtici priklad upozorhuje na nutnost overit si pred pocitanim integrilu, ¢i ide o integral
vlastny alebo nevlastny.

1
Priklad 17. Pocitame [ 2 dz.

—1
1
1 11t
—de=|--| =-1—-(=1)=0.
[ =[] ===

Na druhej strane, v celom intervale (—1,1) plati 0 < x—lz a preto podla vlastnosti (2.8) musi byt

RieSenie:

1

-1

Nespravnost postupu spoéiva v jeho vypocte. Integrovand funkcia je neohrani¢end v okoli bodu 0
a preto sa jedna o nevlastny integral druhého druhu. Zovseobecnend primitivna funkcia —% je neohra-
nicend v okoli bodu 0 a preto dany integral diverguje. &

2.5.3 Cvicenia

Vypocitajte nevlastné integraly.

ooarct T oodac
108. Of e L da, 109. ifp
o0 o0
110. [ 4z, 111. [ %5,
go rdx go dz
112. of(”"”)?” 113. {(1+x)ﬁ,
0 00
114. [ ze’®dux, 115, [ L
—00 e2
00 -1
116. [ zsinzdz, 117. [ 4
0 — 00
-1 0

118. [ %, 119. [ e"sinzdz,
—0o0

—0o0
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120.

122,

124.

126.

128.

130.

132.

134.

136.

dx
\/\1—332\7

24z
5oy du,

P

J

0

1

J

0

e

f dx
1 z3vInz’
2

J

0

2

J

0

[\

121.

123.

125.

[y
N
3

129.

131.

133.

135.

[y
w
-3

BRI I Tt h T I P b Y N

f dx
2 -Tx+10"
%)

T dr
r—1’
dx
1—22’
dx
dx
2"
dx
cosx’
dx
1—z3>
dx
zIn? >

Rozhodnite, ¢i dany integral konverguje alebo diverguje.

138

140

00
142. [ ——=

00
144.

146.

108.
111.

114.
117.
120.
123.
126.
129.
132.
135.

oo
f dx
: 0 3x%4222 417

w tg
. f aI‘CI Idl’,
1

diverguje,

29
diverguje,

109.
112.

115.
118.
121.
124.
127.
130.
133.
136.

139
141.
143.
145.
147.

1

29

1

99

1

89

1—1n2,

s

6

2,

ﬂ-’

ﬂ-’

diverguje,

T+ 2,

Ot gt g gwe g g
o
44
sH
8

dx
z+sin? z’

dz
z(z—1)(z—2)’

[M]

8

2
— cos E) dx,

/N
[y

ml
=
8
S
8

110. diverguje,

113. 7,

116. diverguje,
1

119. —3,

122.

125.

’

[C N

3

128. diverguje,

131. diverguje,

134. T +1n(2 +3),

99
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137. (ln2)17p, ak p < 1, diverguje, ak p > 1.

1-p
138. konverguje, 139. diverguje, 140. diverguje,
141. konverguje, 142. diverguje, 143. konverguje,
144. diverguje, 145. konverguje, 146. diverguje,

147. konverguje pre p > 0 a diverguje pre p < 0.

2.6 Pouzitie urcitého integralu

Viaceré tlohy z geometrie a fyziky rieSime pomocou vypocétu urcitych integralov. Takéto tilohy sa
skladaji z dvoch c¢asti. V prvej prevedieme rieSenie daného geometrického alebo fyzikilneho problému
na rieSenie niektorého urcitého integrilu. V druhej tento urcity integral vypocitame. Druhta fazu
v rieSeniach niektorych prikladov tejto kapitoly prenechdme céitatelovi.

Roéznorodé pouzitie uréitého integralu prebieha podla nasledujiceho vSeobecného principu.

Predpokladajme, ze hodnoty niektorej veli¢iny y = f(z) v Tubovolnom intervale svojho
defini¢ného oboru x € (a, b) jednoznacéne urcuju ¢iselnit hodnotu z(f, a, b) veli¢iny z (zavisla

od funkcie f a hranic intervalu!). Nech tato zavislost splia dve podmienky

e 2(f,a,b) = z(f,a,¢) + 2(f,c,b), ak ¢ € (a,b) C D(f) (aditivita),

e Ak m < f(zr) < M pre vsetky = € (a,b), tak m(b —a) < z(f,a,b) < M(b— a)
(ohranicenost).

Potom plati

b
Af.ab)= [ fla)do.
a
Prikladmi takychto zavislosti sii napriklad funkcia S(f,a,z) spominand ako S(z) v tivode tejto
kapitoly alebo prica vykonana posobenim sily po niektorej krivke.
2.7 Pouzitie urcitého integralu v geometrii

2.7.1 Obsah rovinnej oblasti

Vseobecny princip pre vypocet obsahu rovinnej oblasti je

Predpokladajme, 7e kazd4 priamka z = r, r € (a,b) ma s danou obastou spolo¢nii isecku
dlzky I(r). Potom obsah oblasti v intervale (a,b) vypoc¢itame integralom

P = /l(r) dr. (2.15)

a
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7 tohoto principu vyplyvaji nasledujice vztahy.
Obsah rovinnej oblasti ohranic¢enej grafom f > 0 (priamkami z = a, x = b) a osou o, v intervale
(a,b) vypocitame pomocou integralu

b
Pz/f(x) dz. (2.16)

Obsah oblasti ohrani¢enej grafmi funkcii f > ¢ (a priamkami z = a, £ = b) v intervale (a,b)
vypocitame pomocou integralu

b
P = [(@) - g(w)) do. (2.17)
a
Ak je krivka dand parametrickymi rovnicami

T = ‘P(t)a Yy = Q/}(t)v te (aaﬁ;)v (2'18)

tak obsah oblasti ohranic¢enej krivkou vypocitame pomocou integralu
- /w(t)¢'(t) dt| . (2.19)

Pozndmka 3. V niektorych pripadoch je oblast ohrani¢ena len grafom funkcie a osou o,, v inych
pripadoch je potrebné hranicu doplnit ¢astou priamky x = a a (alebo) x = b. Poznamenajme,
ze posledny vzorec dostaneme substitiiciou parametrického vyjadrenia (2.18) premennych z, y do
vzorca (2.16).

Tento vzorec plati aj pre krivky, ktoré si grafmi funkcii (vtedy druht ¢ast hranice tvori os 0;) aj
pre uzavreté krivky.

Poznamka 4. Pri rieSeni prikladov na geometrické pouzitie urcitého integralu je vicsinou dolezité
naértnit si obrazok situacie. Preto to odportcame ¢itatelovi urobit v kazdom priklade a cvideni tejto
kapitoly.

Priklad 18. N3ijdeme obsah oblasti ohrani¢enej parabolou z? = 4y a krivkou y = IQLH.

RieSenie: Najskor ndjdeme z-ové stradnice prieseénikov oboch kriviek (hranice intervalu integ-

racie). Porovnanim y-ovych siaradnic bodov obidvoch kriviek dostdvame rovnicu & = IQLH, ktora po
uprave vedie k rovnici

ot + 422 — 32 =0.
Tito substittciou ¢t = 22 prevedieme na kvadratickii a vyrie§ime. Dostaneme redlne riefenia z; = —2

a 9 = 2. 70 spojitosti a porovnanim hodné6t obidvoch funkcii dosadenim niektorého ¢isla intervalu
2
integracie (napr. 0) dostavame, Ze %4_4 > % pre vietky z € (—2,2). Preto

2

2
8 x2 A 4
P=[ = T Var=|darctgl -2 | =Zon—2.
/<x2+4 4> * [ arete 5 12] , T3

9 -

&

Priklad 19. Néjdeme obsah oblasti ohrani¢enej parabolou y = 3 — 22 — z2, jej doty¢nicou v bode
(2, —5] a osou oy.
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y=3-2X-X h

Y %

[2!'5]

Obr. 2.3: y = 3 — 2z — 22 s doty¢nicou

RieSenie: Spominand doty¢nica mé rovnicu y = 7 — 6z (oddovodnite!). V intervale integrécie
(0,2) plati 7 — 6z > 3 — 2z — z2, preto

2 2
8
P = / 7 6z — (3 — 2z — z°) /:1:—4:17-!—4(1 =3
0 0
)
Niekedy je potrebné pre vypocet interval integracie rozlozit na dve casti.
Priklad 20. Vypocitame obsah oblasti ohranicenej priamkou y = z + 1, grafom funkcie y = cos z
a 0Sou 0.

Riesenie: Priamka y = z+1 pretina o, v bode [—1,0], graf funkcie y = cos z pretne os o, v bode
[2 ,0]. Priamka a graf sa pritom pretinaji v bode [0, 1]. To znamend, Ze oblast, ktorej obsah pocitame
je v intervale (—1,0) zhora ohranicend grafom priamky y = = + 1 a v intervale (0, ) grafom funkcie
y = cos z (nalrtnite obrazok!). Preto hladany oblasti plochy poc¢itame ako sti¢et integralov

s

0
P:/(:v-l-l)dx-l-/cos:z:d:z::g.
“1

Ak v rovniciach kriviek ohrani¢ujtcich oblasti je premennd z funkciou premennej y zamenime ich

pozicie vo vztahu (2.17).

Priklad 21. Vypoéitame obsah oblasti ohranicenej ohrani¢enej dvojicou parabol z = —2y?

ar=1-—3y>
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RieSenie: V rovniciach obidvoch parabol je siradnica z funkciou stradnice y. Obidve paraboly
sa pretinaji v bodoch [—2,—1] a [—2, 1] a ich osi st rovnobezné s osou o,. Nezivisla premennd y je
ohrani¢en4 v intervale (—1,1). V tomto intervale plati —2y? < 1 — 33?2, preto

1

P:/(1—3y2—(—2y2)) dyz%.

-1

)

Priklad 22. Vypoéitame obsah oblasti ohrani¢enej krivkou uréenou implicitne rovnicou (y—z)? =
z a priamkou z = 1.

RieSenie: TLava strana rovnice je nezdpornd, preto z € (0,1). Pre kaZda hodnotu r z tohoto
intervalu existuju prave dva body na danej krivke, ktorych z-ova sdiradnica méa dani hodnotu. Ich
y-ové stradnice st y; = r — r\/r a yo = r + r/r. Preto priamka 2 = r pretina dani oblast v tsecke
dlzky 2r/r a podla vztahu (2.15) plati

1
4
P = / 2r\/rdr = 5
0
)
Priklad 23. Vypocditame obsah elipsy urcenej parametrickymi rovnicami z = a cost, y =

bsint, t € (0,2m).
Riesenie: PouZijeme vztah (2.19) pre ¢(t) = a cost a 1(t) = bsint.

27
P = /bsint| —asint|dt = ma b.
0

&

2
Priklad 24. Vypocitame obsah oblasti ohrani¢enej asteroidou uréenou rovnicou (£)3 + (£)3 = 1.

RieSenie: Uzavrett krivku ohrani¢ujicu oblast najskor vhodne parametrizujeme z = a cos? ¢, y =
a sin®t (overte!). PretoZe obidve funkcie v parametrizacii maji periodu 27, body zodpovedajtice hod-
notdm parametra t = r a t = r + 2m st zhodné. Preto oblast integracie je interval ¢ € (0, 2m).

2 27
3
P = /a sin® t|a3 cos? t(—sint)| dt = 3a® /sin4tcos2tdt = §7ra2.
0 0

Pre vypocet posledného integrilu pozri Priklad 10. &

Cvicenia

Vypoéitajte obsahy rovinnych oblasti ohrani¢enych uvedenymi krivkami. 148. Parabolou y = 4z — z°
a osou 0. 149. Parabolou y = z? + 1 a priamkou z +y = 3. 150. Parabolou y = z? — 2 a priamkou
y = 2. 151. Osou oy a krivkou z = y? — 3. 152. Krivkami y = 22 a y = 23. 153. Krivkou y = cosz
a priamkou y = —7 pre x € (—m, ). 154. Krivkou y = sin(§z) a priamkou y = z. 155. Krivkami
y =sinz ay = cosz pre x € (7, %”) 156. Krivkami y = 2%, y = 22 — z2, priamkou = 2 a osou

oy. 157. Hyperbolou zy = a, priamkami z = a, * = b, b > a a osou 0,. 158. Krivkou y = ﬁ,
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osou o, a priamkami z = —1, z = 1 (nevlastny integral). 159. Krivkou y = Inz a osami oy, oy
(nevlastny integral). 160. Krivkou y = ﬁ, priamkou z = 4 a osou o, (nevlastny integral). 161.

Krivkou y = H% a 0sol 0, (nevlastny integral). 162. Parabolamiy = 422, y = %2 a priamkou y = 2.
163. Krivkami y = Inz, y = In®2. 164. Parabolou y = 22 — 2z + 2, jej dotyénicou v bode T = [3, 5]
a osou o,. 165. Krivkou y*> = z(z — 1)?. 166. Krivkou y = e “sinz a osou o, v intervale (0, ).
167. Krivkou uré¢enou parametricky x = a(t — sint), y = a(1 —cost), ¢ € (0,27) a osou o,. 168.
Krivkou urcenou parametricky z = 12cost + 5sint, y = 5cost — 12sint, t € (0,27). 169. Krivkou
uréenou parametricky z = asint, y = bsin2t, ¢ € (0,7) 170. Krivkou uréenou parametricky
z =3cos®t, y=—6sin®t, t € (0,2r). 171. Krivkou uréenou parametricky 2 = acost, y = bsin®t,

€ (0,2m). 172. Krivkou uréenou parametricky z =t — 1, y =3 —t, t € (—1,1). 173. Krivkou
uréenou parametricky z = 2t — 2, y =2t> — 3, ¢t € (0,2). 174. Nech f je spojita a kladn4 funkcia
v intervale (0,1) a nech plocha medzi grafom funkcie f a osou o, v intervale (0, z) je sinz. Najdite
vyjadrenie funkcie f. 175. Nech f je spojita a kladnd funkcia v intervale (0, 00) a nech plocha medzi
grafom funkcie f a osou o, v intervale (0, z) je ”32 + § sinz + § cosz. Najdite f(F).

Vysledky
32 9 32 1
148. 32, 149. 2, 150. 22, 151. &,
152. L, 153. 272, 154. 1 -1, 155. 2v/2,
3 4 b
156. 35— 4, 157.aln?, 158. 6, 159. 1,
160. 4, 161. T, 162. 202 163. 3 — e,
164. 9, 165. £, 166. - 167. 31a?,
168. 1697, 169. 3ab, 170. ZZ, 171. 3rmab,
172. &, 173. £, 174. f(z) =sinz, 175. 3

2.7.2 Objem telies

Vseobecny princip pre vypodet objemu telesa pomocou integralu je

Predpokladajme, ze kazda rovina z =r, r € (a,b,) ma s danym telesom spolo¢nii oblast
s obsahom s(r). Potom objem telesa v intervale (a,b) vypocitame integralom

b
S — / s(r) dr. (2.20)

7 tohoto principu dostavame:

Ojem rotac¢ného telesa, ktoré vznikne rotaciou rovinnej oblasti ohranicenej grafom funkcie f > 0,
(priamkami z = a, x = b) a osou o, v intervale (a, b) okolo osi o, vypoc¢itame pomocou integralu

1% :W/fQ(x) dz. (2.21)
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Objem rota¢ného telesa, ktoré vznikne roticiou rovinnej oblasti ohrani¢enej grafmi funkcii f >
g > 0 (a priamkami z = a, = b) v intervale (a,b) okolo osi 0, vypoc¢itame pomocou integralu

b

Vo= 7r/(f2(:z:) ¢ (x)) da. (2.22)

a

Objem rotac¢ného telesa, ktoré vznikne rotaciou oblasti ohranicenej uzavretou krivkou uréenou
parametrickymi rovnicami 2.18, kde () > 0, t € («, ), okolo osi 0, vypoc¢itame pomocou integrilu

B
v =7r|/1/)2(t)go'(t) dt|. (2.23)

[0}

Poznamenajme, 7e na platnost vztahu je potrebnd existencia derivacie funkcie ¢ v intervale integréicie
a odvodime ho dosadenim rovnic 2.18 do vztahu 2.21.

Priklad 25. Vypocitame objem elipsoidu 7> 4 L b2 +5 =1

RiesSenie: Pouzijeme vSeobecny princip vypoctu obJemu. Pre r € (—a,a) rovina z = r pretne
2

elipsoid v elipse s rovnicou (y 2) + (z 2) = 1. Aplikaciou Prikladu 23 dostavame, Ze obsah
b2 1-%5 2|l 1-%

tejto elipsy je

Preto

)
Priklad 26. Overime vzorec pre vypocet objemu kuzela s polomerom podstavy r a vyskou v.

RieSenie: KuZel umiestnime vrcholom do zadiatku stradnicovej ststavy tak, Ze jeho os splyva
s 0sou 0. Takto umiestneny kuzel je vytvoreny rotdciou priamky y = 7 okolo osi o, v intervale (0, v).

Pouzijeme vztah (2.21).
4 2 21,37
1
V = 71'/ <£x> de=m <£> | = -mr.
) \v v 31, 3

Odporucame citatelovi vyriesit tento priklad pomocou vSeobecného principu pre vypocet objemov. &

Priklad 27. Vypoéitame objem telesa, ktoré vznikne rotaciou oblasti ohrani¢enej krivkou y? =
(r —1)? a priamkou z = 2 okolo osi o;.

RieSenie: [Lava strana rovnice definujticej krivku je nezdporna. Z toho vyplyva, 7e x > 1 a preto
interval integracie bude (1, 2). Naviac, krivka je symetrickd podla osi o,, sklad4 sa totiz z grafov dvoch

funkcii y = (z — 1)% ay=—(r— 1)% Preto

/ 1
1
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)

Priklad 28. Vypoditame objem telesa, ktoré vznikne rotiaciou jedného oblika cykloidy x =
a(t —sint), y = a(l —cost), t € (0,27) okolo osi 0.

Riesenie: PouZijeme vztah (2.23).

2w 2w
vV = ﬂ/a (1 —cost)’a (1 —cost) dt = ma? /(1 —cost)?dt = 5n’a’.
0 0
&
Cvicenia

Vypocditajte objemy telies uréenych rotaciou rovinnych oblasti ohrani¢enych danymi krivkami okolo
osi 0;. 176. Parabolou y = 2 a priamkou y = 4. 177. Parabolou y = 3z — 2?2 a priamkou y = z.
178. Parabolou y = 22 + 1 a priamkou y = 2 + 3. 179. Krivkami y = \/z a y = %2. 180. Krivkou
y = sinz a osou o, v intervale (0,7). 181. Krivkami y = sinz, y = cosz a osou o, v intervale

(0,%). 182. Krivkami y = 2% a z = y*. 183. Krivkami y = %2 ay = %3. 184. Krivkou y = e*\/x
a priamkami z =1 ay = 0. 185. Hyperbolou zy = a, osou o, a priamkamixz =b, z=¢, 0<b<ec.

186. Kruznicou z? 4+ y> = 1 a parabolou y? = %:1: 187. Castou hyperboly 22 — 42 =1, z > 0

a priamkou z = a +1, a > 0. 188. Krivkou y = sinz a priamkou y = %x 189. Krivkou
y = e " a osami 0, a oy, £ > 0 (nevlastny integral). 190. Krivkou y = Inz a osami o, a oy
(nevlastny integral). 191. Uzavretou krivkou s parametrickymi rovnicami z = acos®t, y = asin®t.
192. Uzavretou krivkou s parametrickymi rovnicami z = 2, y = ¢t — %, t € (0,4/3). 193. Uzavretou
krivkou s parametrickymi rovnicami z = % cos’t, y = % sint, t e (0,7), & =a®—0b> 194.
Gula s polomerom r je pretatd rovinou vzdialenou d < r od jej stredu. Vypocitajte objem mensej
casti. 195. Najdite vzorec pre objem pravidelného ihlana s obsahom podstavy P a vyskou h.

Vysledky

256 6 117
176. 26 177. 361 178. Um
179. %r, 180. =’ 181. T,

3 512 2
182. 31 183. 2121 184. T(e? +1),

2

185. T (c —b), 186. 2, 187. Z(a® 4 3a?),
188, = 189. T 190.

6’ 29 )

32 2 3 327l
191. 32 ma?, 192. 31 193. SZrc

2

194. V =n(2r® —dr? + 4,
195. V = 1hS.

2.7.3 DlIzka krivky

DI7ku rovinnej krivky, ktora je grafom funkcie f, ktora mé spojiti derivaciu v intervale (a,b) vypodi-

tame pomocou integralu
b

D:/ L+ (f'(2))? da. (2.24)

a
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DI7ku rovinnej krivky, ktora je uréend parametrickymi rovnicami 2.18, ak derivacie ¢'(t), 9'(t) st
spojité v intervale («, §) vypocitame pomocou integralu

D= /\/ ()2 dt. (2.25)

Priklad 29. Vypoditame dlzku krivky y = 22 — 22 v intervale (0, 1).

RieSenie: Pouzijeme vztah (2.24) a pri vypocte primitivnej funkcie pouzijeme vysledok Pri-
kladu (21) z ¢asti Neurcity integral.

1 1
D/ 2—2x2d:c=/ 12° — 8z + bdx =
0 0

1 1 !
= {—x(m—l)\/4x2—8x+5+Zln(\/4x2—8x+5+2$—2) =
0

2

=§—iln(\/_—2).

&
Priklad 30. Vypocitame dlzku polokubickej paraboly 32 = z® v intervale (0, 1).

y
1“_ ________ yL_X3

Obr. 2.4: y? = 23

Riesenie: Krivka sa sklada z dvoch Casti y = x5 a Yy = - symetrickych podla osi 0z Preto jej
dlzka bude dvojnisobkom dlzky jednej z nich. Pouzijeme vzfah (2.24), pricom f(z) = z2 a f'(z) =

V.
1 92 9 \31' 16 /13
Ji _ 220142 _ (A3
/ + xdx 13 (+4:c> L 27(8 13 )
0

Priklad 31. Vypoditame dizku jedného oblika cykloidy = = a(t — sint), y = a(l — cost),
€ (0, 2m).

)
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RieSenie: Pouzijeme vzfah (2.25) a trigonometrickti identitu 1 — cost = 2sin? %

2
D = /\/a2(1 —cost)? +a?sin’ tdt =
0

2 27
=aq /\/2—2costdt:a /2sin§dt:8a.
0 0

&
Priklad 32. Vypoéitame dlzku jednej asti asteroidy 2 = a cos®t, y = a sin®t, t € (0, 5)-
RieSenie:
3
2 od o ain 2 qind 2 : 3
D = 9a? cos* tsin” t + 9a? sin” t cos? t dt = 3a costs1ntdt:§a.
0
Cvicenia

Vypocéitajte dizky danych kriviek.
2
196. y = 3(22 +2)2, 2 € (0,3), 197. y = %, 2 € (0,2v2), 198. y = In(sinz), = € (3,
2 T
y = 2zy/z, 7 € (0,1), 200. y = (% —Llinz), z € (1,2), 201. y = ln(e +1), z € (a,b), 202.

e —1
y =coshz, z € (0,1), 203. y =Inz, z € (V/3,V/8), 204. y = arcsinz + 1 — 22, z € (0,1), 205.
x = cost, y = t+sint, t € (0,7), 206. z =12, y =t—§, t € (0,4/3), 207. z = ?—t, y=1t>+2,te
(0,3), 208. z = acos®t, y = asin®t, t € (0,27), 209. z = cost + tsint, y = sint — tcost, t €
0,%), 210. z = sint, y = cos’t, t € (0,5), 211. z = e'cost, y = e'sint, ¢t € (0,Inm7), 212.

z =8sint +6cost, y=6sint —8cost, t €(0,%), 213. y =2z, z € (1,2).

Vysledky
196. 12, 197. In(v2++3) +v6, 198. 1In3,
199. 2(V/8 1), 200. 3 + 1n?2, 201. In (gfj:gji),
202. sinh1 ~ 1,17, 203. 1 +1ln3, 204. 4 —2v/2,
205. 4, 206. 21/3, 207. 12,
208. 6a, 209. T, 210. /2,
211. V2(r — 1), 212. 5,
_ 11, 2v6+5
213. V6 — V2 + 5 In 2VTE.

2.7.4 Obsah povrchu rota¢nej plochy

Obsah povrchu rotacnej plochy, ktora vznikne rotaciou grafu funkcie f v intervale (a,b) okolo osi o,
vypocitame pomocou integralu

b

S — 27r/|f(x)| L+ (f'(x))? da. (2.26)

a
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Osah povrchu rota¢nej plochy, ktord vznikne roticiou uzavretej krivky uréenej parametrickymi
rovnicami 2.18 okolo osi 0, vypocitame pomocou integralu

B
s =2 [ WO 0) + @ @) e (2.27)

Poznamenajme, Ze na platnost vztahu je potrebnd existencia derivacie funkcii ¢ a 1 v intervale inte-
gracie.

Priklad 33. Vypocitame obsah povrchu plochy, ktora vznine rotaciou krivky y = sin 2x v intervale
(0, 5) okolo osi 0.

RieSenie: Pouzijeme vztah (2.26) a substittciu ¢ = 2 cos 2z.

s

S =27r/sin2x\/1+4c0522xdx=

0
—2 1 2
=27r/\/1+t2 <_Z> dtzg/\/lth?dt:
2 —2

m [t 1 2 s
=5 [5\/1 + 12+ 5 In(t+ V1 + tQ)} = 5(2\/5+ In(v5 +2)).
-2
Pri vypoc¢te primitivnej funkcie v poslednom integrdle sme pouzili vysledok Prikladu (23) z casti
Neurdity integral. &

Priklad 34. Vypocitame obsah povrchu plochy, ktord vznikne rotaciou asteroidy z = a cos?t, y =
a sin’t, t € (0,Z).

Riesenie: Podrobnosti vypoctu st podobné ako v Priklade 32.

S =27 [ a sin t\/9a2 cost tsin?t + 9a2sin* tcos? tdt =

D\wlﬂ

6
/a sin® ¢ (3a costsintdt = 57ra2.
0

)
Priklad 35. Overime vzorec pre vypocet povrchu gule s polomerom r.

RieSenie: Stred gule umiestnime do zacdiatku siradnicovej ststavy. Gula tak vznikne rotaciou
oblasti ohranic¢enej polkruznicou uréenou parametrickymi rovnicami z = rcost, y = rsint, t € (0,7)
a osou oy okolo osi oy. Pouzijeme vztah (2.27).

™ ™
S = 27r/rsint r2sin?t + r2 cos2 t dt = 27> /sint dt = 4mr’.
0 0
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Cvidenia

Vypocitajte obsahy povrchov rotaénych ploch, ktoré vznikni rotaciou danej krivky okolo osi o,. 214.
y=kx, © € {a,b), 0 <a <b k >0, 215.y =23 2 € (0,1), 216. y = /z, = € (0,2),

217. y = ¢%, x € (0,00), 218. y = 2cosh(%), =z € (0,2), 219. y = Z z € (0,3), 220.

r =cost, y=1+sint, t € (0,27), 221. x =a cos’t, y = a sin®t, t € (0,w), 222. z =sin’t, y =

cos’t, t € (0,%), 223. z =t—sint, y = 1—cost, t € (0,27), 224. z =12, y = L(t?-3), t € (0,V3),
225. 2 = a sin2t, y = 2asin®t, t € (0,7), a > 0.

Vysledky
214. 7k VE? +1(b2 — a?), 215. Z(10v/10—1),  216. 13T,

2 —2 255 In2
217. 7(V2+In(1 +v2), 218. n(c? —e 2 +4), 219. 7 (&5 - 2),
220. 472, 221. 121¢° 222. /2,

223. 81, 224. 3, 225. 471202,

2.7.5 Vypodet stiradnic taziska

Tazisko plosnej hmotnej oblasti s plosnou hustotou o(x) ohrani¢enej grafmi funkcii f a g v intervale
(a,b) ma stiradnice

kde

b
M = [ o(@)(f@) - g(x)) da.

Tazisko hmotného obliika s dlzkovou hustotou yu(t) uréeného parametrickymi rovnicami (2.18) ma
suradnice

kde
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Poznamka 5. Veli¢iny M, resp. M, volame staticky moment vzhladom k osi o, resp. o.

Poznamka 6. Poznamenajme, ze v pripade homogénnej oblasti alebo oblika (t.j. funkcia hustoty
je konStantnd) je pri vypocte taziska informécia o hustote zbytoénd a moézeme integrily v citateli aj
menovateli pocitat bez funkcie hustoty pomocou veli¢in M. = %, M, = Mgl, M' = %. Uvedomme
si, 7e veli¢ina M’ predstavuje obsah oblasti, resp. dlzku oblika.

Priklad 36. Nijdeme stradnice taziska hmotnej rovinnej oblasti ohrani¢enej parabolou y = 9 — 2
a 0sou 0y
a) ak je oblast homogénna b) ak jej plosna hustota je o(z) = H%

RieSenie: V obidvoch pripadoch staci pocitat siradnicu y taziska, v pripade a) vdaka symetrii
oblasti podla osi 0, a homogenite, v pripade b) vdaka spominanej symetrii paraboly a tiez symetrii
funkcie hustoty podla tej istej osi. V obidvoch pripadoch bude z-ova siradnica taziska T, = 0. Sktste
este pred vypoc¢tom odhadnit, v ktorom pripade bude tazisko vyssie! a) Potrebujeme vypocitat M,
a M, z homogenity vyplyva, 7e o(z) = ¢, preto pouzijeme hodnoty M) a M'.

3
4
M, 25/(9—x2)2da¢:%.
-3

Preto r 18
0.541=0,%1=00, 3,6

b) Pri vypocte vyuzijeme parnost integrovanej funkcie (premyslite si kde a ako) a techniku integrovania
racionalnej funkcie.

3 3
1 1 2\ z* — 1822 + 81
_ 2 _ -7 _
M_/m@—x)da:—2/1+I2dx—ZOarctg3—6.
_3 0
Preto 100 arctg 3 — 48
arctg 3 —
T=1[0 ~ [0, 4,05].
0, 20arctg3—6] [0, 4,09]
)

Priklad 37. Vypocéitame stradnice taziska homogénneho Stvrtkruhu so stredom v zaciatku si-
radnicovej sustavy a polomerom r, leziaceho v prvom kvadrante.

RieSenie: Vdaka homogenite a symetrii podla priamky y = x, lezi tazisko na tejto priamke. Preto
nam staci vypocitat jednu zo stradnic, v tomto pripade je o nieco jednoduchsie pocitat stradnicu y
(sktste vypocitat siradnicu z). Dany Stvrtkruh je grafom funkcie y = v/r?2 — 22, z € (0,7).

i 1
Mézi/(TQ—ﬁ)dx:gr?’.
0
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Druhé veli¢ina, ktortt mame vypocitat je M’ = %, ¢o je vlastne obsah stvrtkruhu a preto M’ = ar

(sktiste overit vypo¢tom prislusného integralu). Preto

2

M. M 4 4
A e e G S
) = 557 357

)
Priklad 38. Najdeme stradnice taziska homogénnej polkruznice z2 + y? = 2, y > 0.

RieSenie: Polkruznicu parametrizujeme = = rcost, y = rsint, t € (0, 7). Vzhladom k symetrii
je z-ova sturadnica taziska 0.

Vs Vs
Mé :/rsint\/rQSiHZt-l—chos?tdt:r2/sintdt:2r2.
0 0

™

M’ =/\/r28in2t+r2c052tdt = 77,

Preto

&

Priklad 39. Nijdeme tazisko homogénneho oblika cykloidy =z = a(t — sint), y = a(l — cost),
t € (0,2m).

RieSenie: Oblik je simerny podla priamky z = ma, preto tazisko lezi na tejto priamke (overte!).
Dlzka obltika je 8a (pozri Priklad 31) Staéi teda pocitaf

2

M 1
T, = 8—; = 8—a/a(1—cost)\/a2(1—cost)2+a2sin2tdt:
0
2T
%/(l—cost)\/Z—Zcostdtz
0
27 . 2 . 4
:%/(1—cost)2sin§dt:%/sin3§dt:§a.
0 0

Preto T' = [ra, 3a]. &

2.7.6 Guldinove vety

Guldinova prva veta.

Majme v rovine dant priamku o a krivku C leziacu celt v jednej polrovine urcenej priamkou o. Obsah
povrchu rotac¢nej plochy, ktora vznikne rotaciou krivky C okolo osi o sa rovna suéinu dlzky krivky
a dlzky kruZnice, ktort pri tejto rotacii opise tazisko krivky.

Guldinova druha veta.
Majme v rovine danii priamku o a oblast D leziacu celi v jednej polrovine uréenej priamkou o. Objem
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rotacného telesa, ktoré vznikne rotaciou oblasti D okolo osi o sa rovna stéinu obsahu oblasti a dlzky
kruznice, ktord pri tejto rotacii opise tazisko oblasti.

Poznamenajme, 7e obidve vety platia len pre homogénne ttvary. Obidve vety vyjadruja vztah
medzi tromi veli¢inami, z ktorého je mozné z hodnot dvoch z nich vypodcitat tretiu.

Priklad 40. N&jdeme suradnice taziska
a) homogénnej polkruznice 22 + y? = r2, y > 0, b) homogénneho polkruhu z2 + 32 = r2, y > 0.

RieSenie: a) Poznamenajme, ze tuto lohu sme riesili v predchadzajtcej ¢asti priamo. Z dovodov
symetrie je z-ové stradnica taziska rovna 0. Rotéciou okolo osi o, vytvori polkruznica gulovii plochu
so znamym povrchom S = 47r2. Podla prvej Guldinovej vety sa tato hodnota rovna sucinu dizky
polkruznice 77 a dizky kruZnice, ktort vytvori pri rotacii fazisko 2nT,. Preto

drr? = (7r)(2nTy),

odkial Ty, = 2,
b) Z dbévodov symetrie je z-ova siradnica taziska 0.Podla druhej Guldinovej vety je objem gule vy-
tvorenej rotaciou polkruhu rovny obsahu polkruhu a dlzky kruZnice opisanej pri rotacii taziskom

4 3

3T = (§r2)(27rTy).

Preto T' = [0, ==7r]. &

' 3w
Priklad 41. Vypoc¢itame povrch a objem anuloidu vytvoreného rotaciou kruznice (kruhu) so
stredom S = [0,a] s polomerom r < a.

RieSenie: Pouzijeme Guldinove vety. KedZe taziskom homogénnej kruznice (aj kruhu) je jej stred,
pre povrch anuloidu plati
S = (2nr)(2ma) = 4n’a r

a pre jeho objem
V = (7r?)(2ma) = 27%a 12

&
Priklad 42. Néjdeme stiradnice taziska ¢asti asteroidy z = a cos®t, y = a sint,t € (0, 5)-

RieSenie: Krivka je simernd podla priamky y = z, preto sa obidve stradnice taziska rovnaji.
Na vypocet stradnice T, pouzijeme prvii Guldinovu vetu (preco nie druhi?) a vyuzijeme vysledok

Prikladu 325 = $ma?® a vysledok Prikladu 34D = 3a. Preto

6 3
S = D(2rT,), gmﬂ = 5a (27T,),
odkial T = [2a, Za]. &
Kvoli oceneniu uzitoénosti Guldinovych viet odporiucame ¢itatelovi vyriesit nasledujtci priklad aj
bez pouzitia tychto viet.

Priklad 43. Vypocitame objem a obsah povrchu rota¢ného telesa, ktoré vznikne roticiou stvorca
so stredom v bode C' = [0, ¢] a stranou di7ky a < c¢v/2 (preco je potrebné tato podmienka?, nezévisia
hladané veli¢iny aj na polohe stran Stvorca?).

RieSenie: Taisko je totozné so stredom &torca. Podla prvej Guldinovej vety plati

S = (4a)(2mwc) = 8wac.
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PodTla druhej Guldinovej vety plati
V = (a®)(27c) = 2md’e.

&

Cvicenia

Vypoditajte stradnice taziska homogénnych rovinnych oblasti ohrani¢enych krivkami. 226. y =
4 -2 y =0, 227T.y =z —22,z+y =0, 228. z = y—y3 = =0, y € (0,1), 229.
y=2z’>—4z, y=2zx—2> 230.y=cosz, =T z

5, 2=0,y=0, 28l.y=sinz, z=3, =0, y =0.

232. Vypocditajte siradnice taziska nehomogénnej rovinnej oblasti s plosnou hustotou o(z) = cz= ohra-
ni¢enej krivkou y = 4 — 22 a osou o,.

Vypocitajte stradnice taziska homogénneho hmotného oblika uréeného parametrickymi rovnicami.
233. © = a cost, y = bsint, t € (0,Z), 284. 2 = acos®t, y = a sin®t, t € (0,3), 235.
r=1 y=1t-— ?, t € (0,V3), 236. x = a(cost + tsint), y = a(sint — tcost), t € (0,n), 237.
Najdite stiradnice taziska §tvrtkruznice z2+y? = r2, £ > 0, y > 0, ktorej linedrna hustota je v kazdom
bode rovné stcinu siradnic bodu.

V nasledujicich prikladoch pouzite Guldinove vety. 238. Vypoditajte stradnice taziska oblika kruz-
nice £ = rcost, y = rsint, t € (—a,a). 239. Vypocitajte objem telesa vytvoreného rotaciou
polkruhu s polomerom r okolo dotyc¢nice rovnobeznej s jeho priemerom. 240. Vypocitajte objem
a povrch telesa, ktoré vznikne rotaciou obdlZnika so stranami dizky 6 a 8 okolo osi prechadzajticej vr-
cholom a kolmej na jeho uhlopriecku. 241. Vypocitajte objem a povrch telesa, ktoré vznikne rotéciou

pravidelného n-uholnika so stranou dlzky a okolo jednej z jeho stran.

Vysledky

226. T = [0, 8], 227. T =[1,-3], 228. T = [} 3,
229. T = [1,—2], 230. T = [%;2, 7], 231. T = [1, §],
232. T = [0, 8], 233. T = [3%, 2], 234. T = [% 2],
235. T = [I,¥3],  236. T =[2a755,62), 237. T =& 2]
238. T = [r¥22%) (],

239. V = qp33T4,

240. V = 4807w, S = 280,

241. V = imm?’ cotg? oS = nma? cotg o

2.8 Pouzitie urcitého integralu vo fyzike

2.8.1 Praca

Na vypocet prace vykonanej silou F(z) pdsobiacou v intervale (a,b) pouzivame vztah
b
A = / F(z)dx.
a

Priklad 44. Akt priacu potrebujeme na roztiahnutie pruZiny o 4 cm, ak sila potrebnd na jej
roztiahnutie o 1 cm je 1 N.
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Rieenie: Oznaime z dlzku, o ktort je pruzina roztiahnuta. Hookov zdkon hovori, 7e sila potrebna,
na roztahovanie pruziny je priamo timerna dlzke roztiahnutia pruziny, t.j. F(z) = kz. Konstantu k
vypo¢tame z podmienky F(0,01) = £k.0,01 = 1 (kvoli stladu fyzikdlnych jednotiek meriame dfzku
v metroch), teda k = 100. Hladana préca je
0,04
A= / 100z dz = 50[z%)3°* = 0,08.J.
0

)

Priklad 45. Najdeme pracu potrebnii na od¢erpanie vody z koryta tvaru polvalca dlzky h a po-
lomerom podstavy 7.

RieSenie: Rozlozme cely objem vody v koryte na velmi tenké vodorovné vrstvy hribky dz.

T,
; ] /
/

Obr. 2.5: Voda v koryte.

Tvar vrstvy, ktora je v hibke  pod hladinou mézeme povazovat za kvader s rozmermi h, 2v/r2 — z2
(podstava) a dz (vyska). Na jej odéerpanie vynalozime pracu rovna si¢inu jej objemu, hustoty vody
0, gravitaéného zrychlenia g a drahy =

A(z) = oghz2\/1? — 22dzx.

Preto celkova praca potrebna na odéerpanie vody je

r r 2
A = /2ggh:1:\/ r2 —az2dr = 2ggh/:1:\/ r?2 — g2 = ggghr?’.
0 0

)

2.8.2 Tlakova sila

Pre vypocet celkovej tlakovej sily (tlaku) kvapaliny v konstantnej hibke h sa pouziva Pascalov zikon
P = pghS,

kde o je hustota kvapaliny, g = 9,81m/s? je gravitacna konstanta a S je velkost plochy. Pri meniacej
sa hlbke vypoéitame celkovy tlak integralom
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kde hi, hg st hranice hibky a S(h) je velkost plochy, na ktort tlak pésobi v hibke A.

Priklad 46. Najdeme tlak vody na vertikdlnu sklenent stenu tvaru polkruhu umiestneni prieme-
rom dl7ky 6 m na hladine vody. Hustota vody je 0 = 1000 kgm~? a gravitaéné zrychlenie g = 9,81m,/s2.

RieSenie: Celkovy tlak na tizky vodorovny pruh steny vysky dh v hlbke h je rovny veli¢ine
P(h) = oghS(h), kde S(h) = 29— h?dh je obsah pruhu. Potom celkovy tlak je limitou stétu
takychto tlakov P(h) pre dh — 0, preto

3 3
P= /,QghQ\/Q — h2 dh = 19620 / hV9 — h2 dh =
0 0

19620
= =510~ h%)3 )3 = 176580 N.

L]

Cvicéenia

242. Akt pracu treba na roztiahnutie pruziny o 6 c¢m, ak na jej roztiahnutie o 1 em je potrebn4 sila
2,5 N7 243. Aku pracu treba na stlacdenie pruziny o 5 cm, ak na jej stlacenie o 3 ¢m je potrebn4 sila
15 N7 244. Nadoba tvaru pologule priemeru 20 m je naplnend vodou. Aka praca je potrebna na jej
odcerpanie? 245. Nadoba tvaru valca priemeru 4 m a vySky 5 m je naplnend vodou. Ak4 praca je
potrebna na jej odcerpanie otvorom na vrchnej ¢asti nadoby, ak
a) je os valca v zvislej polohe,

b) je os valca vo vodorovnej polohe? Skiste si premysliet, ktora praca bude viicsia eSte pred pocéitanim.
246. Vodna nadrz ma tvar polovice rotac¢ného elipsoidu, ktory vznikne rotaciou elipsy s osami 1000 m a

100 m okolo krat$ej osi. N4jdite pracu, ktori je potrebné vykonat na jej naplnenie vodou z jazera, ktoré
je 100 m pod dnom nédrze. 247. Kotol mé tvar rotacného paraboloidu s polomerom hornej zékladne R
a vyskou h. Kotol je naplneny kvapalinou o hustote o. Najdite pracu potrebna na odcéerpanie kvapaliny
z kotla. 248. Akym tlakom posobi voda na zvisly obdlZnikovy uzaver 8 m dlhy a 12 m vysoky, ktorého
vrchnd hrana je v hibke 5 m pod hladinou vody? 249. Priehrada mé tvar rovnoramenného lichobeznika
so spodnym ramenom dlzky 50 m, vrchnym ramenom dlzky 200 m a vyskou 50 m. Vyska vody za
priehradou je 30 m. Vypocitajte tlak vody na priehradu. 250. Najdite celkovy tlak vody na steny
a dno akvéria tvaru kvadra s hranami dlzok 1 m, 80 ¢m (podstava) a 50 em, ktoré je naplnené vodou
na 80%. 251. Vypocitajte tlak na povrch gule s polomerom 3 m, ktorej stred je 10 m pod hladinou
vody. 252. Nadoba tvaru valca s polomerom zikladne 1,5 m a vyskou 3,5 m je naplnena benzinom
hustoty 900 kg/m?>. N4jdite tlak benzina na vniitorné steny nadoby.

Vysledky

242. 0,45 J, 243. 0,613 J, 244. 24,525.106 7 J,
245. a) 500007 J, b) 400007 J, 246. 531,57.10° J,
247, Tafh’ 248. 10359.10° N, 249. 912330.10° N,

5
250. 5964,5 N, 251. 3,5316. 1057 N, 252. 1617007 N,
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2.9 Priblizné integrovanie funkcii

V mnohych pripadoch nemézeme najst primitivnu funkciu F(z) alebo je tato funkcia velmi zloZita.
Okrem toho v praxi moze byt funkcia f(z) zadana tabulkou. Preto maju pre vypocet urcitych integ-
rdlov velky vyznam priblizné numerické metédy. Akikolvek metédu vSak moézeme pouzit len vtedy,
ak je funkcia f(z) integrovatelnd na danom intervale (a,b), kde a < b.

Met6dy numerického vypocétu hodnoty integralu [ ab f(z) dz sa zakladaji na tom, Ze sa funkcia f(x)
nahradi jednoduch$ou, aproximujicou funkciou ¢(z) (napr. polynémom) a potom sa priblizne kladie

/abf(x)d:cz /abgo(:c)dx.

V jednej z najjednoduchsich metéd sa krivka f(z) nahradi na intervale (a,b) tsec¢kou priamky pre-
chadzajicej bodmi [a, f(a)], [b, f(b)], t.j. polynémom 1. stupia.

AY
fx) f(b)

f(@)

X

Obr. 2.6: Lichobeznikovy vzorec.
Plocha ttvaru ohrani¢eného zhora f(z) sa nahradi priblizne plochou ttvaru ohrani¢eného zhora spo-

minanou usec¢kou. Dostavame vzorec

b —a
[ s = 22 1)+ 50, (2.28)

znamy pod menom lichobeznikovy vzorec. Ak polozime

b—a

n

h =
a rozdelime interval (a,b) pomocou ekvidistantnych bodov
xo=a, zT;=x9+ih (i=1,2,....n—1), z,=0>

na n rovnakych c¢asti, na kazdej z nich pouZijeme vzorec (2.28) a vysledky s¢itame, dostaneme

| >

b
[ Fwyin = S 0) + £@) + S0 + F@) + o+ S0+ Fo)

a po uprave vSeobecny lichobeZnikovy vzorec

[ $@t = B (a0 4250 42502+ 4 215 0) + T o)), (229)
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AY
f(x)
—f(b)
f(a)
X
a ab p
2

Obr. 2.7: Simpsonov vzorec.

Pri inej ¢asto pouzivanej metdde priblizného vypoétu hodnoty integralu sa funkcia f(z) nahradi poly-
némom 2. stupiia, ktorého grafom je parabola prechddzajica troma bodmi [a, f(a)],[(a +b)/2, f((a +

b)/2)1, b, f (b)]-

Po integrovani takého polynému dostavame vzorec

b —a
[ #ards ~ 0@) + 45 (a+ 0/2) + F0)) (230)

znamy pod menom Simpsonov vzorec. Nech n = 2m je parne ¢i slo. Ak polozime

b—a b—a
h: ==
n 2m

a rozdelime interval (a,b) pomocou ekvidistantnych bodov
xo=a, zT;=x9+ih (i=1,2,....2m—1), oy, =0b
na n = 2m rovnakych casti, na kazdom z m intervalov < zg;, 9,42 >,72 = 0,1,...,m — 1 pouzijeme
vzorec (2.30) a vysledky s¢itame, dostaneme po tprave vSeobecny Simpsonov vzorec
b h
[ f@)dn m S5 (o) + 4 (1) + 25 () + 47 (1) + ..
a

oot 2f($2m72) + 4f($2m71) + f($2m)) (231)

Ak je funkcia f(z) dand analyticky (nie tabulkou), treba eSte odhadntt chybu, s akou sme integral
vypocitali. Nepresnost

R= /abf(x)dx — b_Ta(f(a) + f(b))

lichobeznikového vzorca (2.28) je
h’2 n *
Ef ($ )7

kde z* € (a,b). Nepresnost Simpsonovho vzorca (2.30) je

R=—(b—a)

h’4 4) (%
R=—(b—a);o /M),

kde z* € (a,b). Vidime teda, Ze vypocet hodnoty urcitého integralu podla Simpsonovho vzorca je
vicsinou presnejsi.
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Priklad 1. Vypocitajme pribliznti hodnotu integralu f23 z/(1 + 22)dz podla lichobeznikového
vzorca (2.29) s n = 10 a podla Simpsonovho vzorca (2.31) s n = 2m = 10.

RieSenie: Budeme potrebovat tieto hodnoty f(z) = z/(1 + z2):

T 2,0 | 2,1 2,2 2,3 2,4 2,5 2,6
f(z) | 0,40,3882]0,3767 | 0,3657 | 0,3550 | 0,3448 | 0, 3351

z 2,7 2,8 2,9 3,0
F(z) [ 0,3257 | 0,3167 | 0,3082 | 0,3

PodTa lichobeznikového vzorca (2.29) dostaneme

3
/2 e~ %(f(Z) F2£(2,1) £2£(2,2) + ... +2£(2,9) + £(3) = 0, 34661.

Podla Simpsonovho vzorca (2.31) dostaneme

3 o 1
/2 11200~ 5g(f2) +4/(2 1) +2f(2,2) + ...

o 21(2,8) +41(2,9) + f(3) = 0, 34658
Presnéd hodnota integrilu je 0,34657. &
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Kapitola 3

Obycajné diferencialne rovnice

K studiu tejto kapitoly treba mat vedomosti z thedrie funkcii jednej redlnej premennej a diferencidlneho
poc¢tu funkcie jednej premennej, sta¢i v rozsahu prvého dielu tychto skript. Problematika obycajnych
diferencidlnych rovnic bude v tejto kapitole vysvetlend velmi stru¢ne a zjednodusene, s jednoduchymi
prikladmi. Naro¢nejsiemu ¢itatelovi odporti¢ame najmé [8] alebo tiez [1], kde ziska solidne vedomosti
7z tejto problematiky.

3.1 Zakladné pojmy

Diferencidlnymi rovnicami modelujeme mnohé zikony réznych vedeckych disciplin, po¢nic technic-
kymi, ekonomickymi, prirodovednymi aZ po spolo¢enské. Za vSetky, na vod tejto kapitoly, uvedieme
aspoi jeden model. V dal$om sa budeme snazit uviest ich este niekolko.

Priklad 1. (Newtonov zakon ochladzovania). Umiestnime teleso do prostredia, ktoré je chladnejsie
ako teleso. Teleso sa za¢ne ochladzovat rychlostou imernou rozdielu teplot telesa a prostredia v danom
¢asovom okamihu. Matematicky tento fakt mézeme vyjadrit takto:

Nech T'(t) je rozdiel tepldt telesa a prostredia v danom ¢ase ¢. Potom plati:

dT
— = —kT
dt ’
kde k je konstanta timernosti a %_:tr ozanc¢uje prvu derivaciu funkcie T' podla premennej ¢. Dostali sme

rovnicu, v ktorej sa vyskytuje derivacia funkcie. Takymito rovnicami sa budeme teraz zaoberat.

Rovnicu, ktora obsahuje funkciu a prvi alebo aj vysSie derivacie tejto funkcie definované na neja-
kom intervale I, nazyvame diferencidalnou rovnicou. Ak je funkcia y v rovnici redlnou funkciou jednej
realnej premennej a rovnica obsahuje jej n-t(1 deriviciu, napr.

y+al@)y +...4+b(z)y™ = f(z), (3.1)

nazyvame ju obycajnou diferencidlnou rovnicou (ODR) n-tého rddu. Kazda funkciu y = ¢(x) z mno-
ziny vSetkych n-krat diferencovatelnych funkcii na intervale I, pre ktort plati

p(z) + a(z)p(x) + ...+ b)) = f(2),

pre kazdé = € I, nazyvame riesenim diferencidlnej rovnice (3.1) na intervale I.
Graf rieSenia y = ¢(x) diferencidlnej rovnice (3.1) nazyvame integralnou krivkou diferenciilnej
rovnice (3.1). V oby¢ajnych diferencidlnych rovniciach ¢asto pouzivame zépis y'(z) pre prva derivéaciu
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funkcie y a analogicky pre vysSie derivécie, ak je jasné, Ze ide o derivaciu podla premennej z. V odbornej
literattire sa v8ak c¢asto vyskytuje aj zapis g—g pre prvu derivaciu funkcie y, ktory je presnejsi, pretoze
je vzdy uvedené o deriviciu podla akej premennej ide. My budeme pouzivat obidva typy zapisov, aby
¢itatelovi nerobil problémy ani jeden z nich.

Priklad 2. Za uréitych zidealizovanych podmienok sa rast hmotnosti m organizmu dé popisat

pomocou ODR
dm

dt
a rychlost §irenia choroby v populécii, kde z je pomerné mnozstvo infikovanych, popise ODR
dx
— =kx(l —x).
7 (1—=)
V obidvoch tychto ODR premennd ¢ predsatvuje ¢as a konStanta k koeficient imernosti. Tieto typy
ODR st diferencidlne rovnice prvého ridu (najvyssia derivicia v rovnici je prva).

=km

Priklad 3. Rovnica typu

d?z dz
) St —
72 + 7 +5x=0

popisujuca tok elektrického pradu v $pecidlnom elektrickom okruhu, je druhého radu.

Nech pre riesenie y = (), x € I, diferencidlnej rovnice (3.1) v ¢isle a € I plati

y(a) =bg, y'(a)=0by, ... y("_l)(a) = byp_1, (3.2)

pricom by, by, ..., by—1 st lubovolné ¢isla. Potom podmienky (3.2) nazyvame Cauchyovskymi zaciatoc-
nymi podmienkami.

Priklad 4. Kamen s hmotnostou m pada z vysky h so zaciatoc¢nou rychlostou vg zvisle nadol.
Odpor vzduchu je priamo tmerny Stvorcu rychlosti padajuceho telesa. Najdite diferencidlnu rovnicu
pohybu padajiceho telesa a zaciatoéné podmienky.

RieSenie: Kamen pada po priamke k zemi. Na priamke zvolime stradnicovy systém tak, Ze
jeho pociatok bude na zemi a kladna ¢ast osi 0, je nad zemskym povrchom. Nech z = f(¢) je poloha
kamena v Case t. Potom v Case t je rychlost v dané vztahom v = 2'i = f'(¢)i, kde i je jednotkovy vektor
v kladnom smere osi 0,. Jeho zrychlenie je a = z"i = f”(¢)i. Na padajici kamen pdsobi v kazdom
¢ase t tiaz a odpor vzduchu, pricom ¢ < T, kde T je doba padania kamena. Podla Newtonovho zikon
plati :

mz''i = (—mg + k(x')2> i
kde g je tiazové zrychlenie a k je koeficient odporu prostredia. Z tohoto vztahu dostavame diferencidlnu
rovnicu

k
" — —(z")? +g=0.
m
Zaciatofné podmienky st uréené vyskou, odkial kamen padé a zaciato¢nou rychlostou:
z(0) = h,2'(0) = v(0) = vp.
&

Priklad 5. Dokonale votknuty nosnik s dizkou I, ma konstantny moment zotrvac¢nosti prierezu
J a modul pruznosti F s rovnomernym zatazenim p. Rovnica pre ohybov ¢aru w(z) je nasledovna
diferencélna rovnica 4. radu
EJy"Y (z) = p(2),



3.1. ZAKLADNE POJMY 85

Vztahy medzi ohybovymi momentami M (z), a postvajicimi silami T'(z) sa daji vyjadrit v tvare
M(z) = —EJuw"(z), T(z)=-EJuw" ().
Fakt, Ze nosnik je na oboch straniach dokonale votknuty, vyjadrime okrajovymi podmienkami:

y(0)=¢'(0) =0, y()=4y'(1)=0.

Vsimnite si, ze tento priklad je trochu iny, ako predchadzajice napriklad tym, Ze k diferenciilne;j
rovnici (v tomto pripade 4. rddu) sme nepridali zac¢iatoéné podmienky, ale tzv. okrajové podmienky.
Takymto tlohdm hovorime okrajové ulohy. Tymito sa ale v tejto kapitole nebudeme zaoberat.

Priklad 6. Mame diferencidlnu rovnicu:

dy 2
— =x".
dz
Jej integrovanim hned dostidvame
L 3

yzgzc +c.

Toto rieSenie vysSie uvedenej diferencidlnej rovnice pre lubovolnii konstantu ¢, nazyvame vseobecné
riesenie ODR. Pre konkrétnu hodnotu ¢ dostavame partikuldrne riesenie ODR. Napriklad:

1 1
y=§x3+2, alebo y=§x3—4.

Priklad 7. Nech z? + y? = a?, reprezentuje mnozinu vieobecnych riefeni diferenciilnej rovnice,
ktord nezavisi na a. Pre rozne hodnoty a rovnica 22 + y?> = a? predstavuje mnozinu kruznic so
stredom v pociatku stradnicovej stistavy s polomerom a. Zderivovanim tejto rovnice (a je konstanta
a y je funkcia premennej z) dostavame

2x+2y@ =0,
dzr
a teda p p
c+y? =0, alebo 2% _ 1.
dzr T dx

Téato diferencidlna rovnica vyjadruje fakt, Ze doty¢nica ku kaZdej kruznici v lubovolnom bode je kolmé
na jej polomer.

Cvicenia

1. Overte, Ze nasledujiice ODR maji uvedené rieSenia (A, B st Iubovolné konstanty):

a) 3—?23:1:, = Ae?
b) $§—g:2y, y = Az?

o

d
) vy =z, P-yt=A

o

) d—s(l-n), o= ke
) %4—3%4-22::0, 7= Ae”t + Be™%

)
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2. Zistite, ktoré z danych funkcii sii rieSenim ODR yy"" — 4/y” = 0, ak:

ajy =e" ¥ b)y = cos z
c)y=Inzx d)y=2x+5

e)y =1z +cosz f)y =sin(2z) + cos(2z).

3. V nasledujucich tlohach najdite diferencidlne rovnice, ktorych rieSeniami si nasledujice funkcie
(a, b, c st lubovolné konstanty):

a)ry = ¢, byy=z—-2,2#0
c)y=azr+b d)y=be".

4. Najdite diferencidlnu rovnicu pre pohyb telesa s hmotnostou m, ktoré sa priamociaro pohybuje
v prostredi, ktorého odpor proti pohybu telesa je priamo ttimerny druhej mocnine rychlosti telesa a na
teleso neposobia iné sily.

5. Doty¢nica ku krivke v Tubovolnom bode P, pretina os x-ovii v bode A a os y-ovi v bode B,
pricom plati: 2AP=PB. Krivka prechiddza bodom (1,1). N&jdite uvedenti krivku.

6. Nadrz tvaru kvadra umiestnend vo vodorovnej polohe je naplnend vodou do vysky h v case
t = 0. Voda vytekd z nadrZze malym otvorom na dne nadrze rychlostou imernou druhej odmocnine
vysky hladiny vody. Najdite ¢as, ktory uplynie, kym sa nadrz vyprazdni.

3.2 Diferencialna rovnica prvého radu
ODR 1. rddu je rovnica, v ktorej sa vyskytuje najviac prva derivicia neznamej funkcie, napriklad:
Ty + x2y' = COSZT.

Budeme skimat ODR, ktort mozno vyjadrit v tvare

y' = f(z,y). (3-3)

Nech funkcia f(z,y) je definovana na oblasti Q C RE. Hovorime, Ze funkcia f(z,y) splia na oblasti
Q Lipschitzovu podmienku vzhladom na y s konstantou L, ak pre kazdé dva body (z,y),(z,7) z
plati:
|f(z,y) — fz,9)] < Lly —y|.
Takuto vlastnost maji napriklad funkcie f(z,y), ktoré maji na oblasti  ohrani¢ent parcidlnu deri-
vaciu podla y (pojem parcidlna derivacia — vid kapitola o funkcii viac premennych tychto skript).

Veta 3.1 Nech je funkcia f(z,y) definovand na oblasti
Q= (xg—a,zo+a)x (yo — b,yo +b), (kde a,b si kladné redlne ¢isla) s vlastnostami na celej Q:

e je spojitd,
e je ohranicend konstantou K,
e spliia Lispschitzovu podmienku vzhladom na y.

Potom diferencidlna rovnica (3.3) md prdve jedno riesenie y = p(x), ktoré prechddza bodom A =
(xo,90), to jest yo = @(xg) a to na intervale (zg — ¢,y + ¢), kde ¢ = min{a, %}
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Poznamka. Riesenie y = ¢(x) dostaneme ako limitu postupnosti funkcii {y,(z)}52,, kde
T
@) =yo+ [ flyna@)dr,  n=12,...
To

Funkciu y,(z) nazyvame Picardovou aprorimdciou.

Priklad 8. Dani je ODR ¢’ = z + y a zadiatofnd podmienka y(0) = 0. Vypocitajte priblizne
y(z) pomocou Picardovych aproximacii.

Riesenie: Z formule pre vypocet Picardovych aproximécii postupne dostavame

yl(x)=0+/oz(t+0)dt=$—2

2 )
T t2 1:2 x?’
=0 t+ =) dt = — + =
y2() +/0(+2) TR
T t2 t3 x? x?’ x4
=0 b+ —+=)dt=—+ = +—.
ya(®) +/0(+2+3!) SRREETIRET
n-t4 Picardova aproximacia je tvaru:
IQ N $3 N N In—l—l
T THA A P DT

Z Taylorovho rozvoja funkcie e® (vid 1. diel skript, str. 166) vidime, ze limita postupnosti Picardovych
aproximacii je
y=limy,=¢"—1—z.
n—o0

)

Ak je funkcia f(z,y) definovana na oblasti Q C R, kde sme zvolili pravouhly stiradnicovy systém,
tak diferencidlnou rovnicou y’ = f(z,y) je ku kazdému bodu (z,y) € Q priradena smernica y’ doty¢nice
integralnej krivky v bode (z,y). Oblast €2, ktorej kazdému bodu je uvedenym sposobom priradend
smernica, budeme nazyvat smerovym polom diferencidlnej rovnice y' = f(z,y).

Mnozinu vSetkych bodov oblasti €2, ktorym je priradeny ten isty smer, budeme nazyvat izoklinou
a rovnicu f(z,y) = ¢, kde ¢ je dané ¢islo, budeme nazyvat rovnicou izokliny.

Priklad 9. Znazornime smerové pole diferencidlnej rovnice 3/ = x + .

Riesenie:

Funkcia f(z,y) = z + y je definovan v kazdom bode RE, teda smerové pole mozno zostrojit
v celom tomto priestore. Smerové pole zndzornime pomocou izoklin. Rovnica izokliny je z + y = c,
kde ¢ je TubovoIné ¢islo. V kazdom bode (g, y0) tejto izokliny ma doty¢énica k integrilnej krivke podla
diferencidlnej rovnice 3y’ = z + y smernicu y'(zg) = tga = ¢. Napriklad pre izoklinu z + y = 0 je uhol
a =0, pre izoklinu £ + y = 1 je a = 45. Smerové pole danej rovnice je zniazornené na obrazku 3.1.

&
Cvicenia

7. V nasledujtcich tlohach znédzornite pomocou izoklin smerové pole danej diferencidlnej rovnice:

a)y = -z b)yy +2=0
¢) zy' =2y d)y =

e) y = a2 +y? f) y =cosz —y.
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Obr. 3.1: Smerové pole rovnice y' =z +y

3.3 ODR so separovatelnymi premennymi

Diferencidlnu rovnicu tvaru
p(z) +q(y)y' =0, (3.4)

kde p(z), q(y) su funkcie, nazyvame ODR prvého rdadu so separovanymi premennymi. ODR (3.4) sa
casto pise v tvare

p(z)dz + q(y)dy = 0. (3.5)

Veta 3.2 Nech je funkcia p(x) spojitd na intervale I a funkcia q(y) spojitd na intervale K. Potom
kazdé riesenie ODR (3.4) na intervale Iy C I md tvar

[ p@ydz + [ atw)dy =, (3.6

kde c je lubovolna konstanta. KaZda diferencovatelnd funkcia na intervale I, ktord je implicitne urcend
rovnicou (3.6), je riesenim ODR (3.4) na intervale I.

Veta 3.3 Nech je funkcia p(x) spojitd na intervale (a,b) a q(y) je zas spojitd na intervale (c,d),
pricom q(y) # 0 pre kazdé y € (¢,d). Potom kazdiym bodom oblasti D = (a,b) X (¢, d) prechddza prive
jedna integralna krivka diferencidlnej rovnice (3.4).
Osobitnym pripadom ODR (3.4) je rovnica typu
y' = f(z), z€1.
Kazdé riesenie tejto ODR na intervale I je tvaru
y = /f(l“)dfv+c,
kde ¢ je Tubovolna kongtanta.

Ak je funkcia f spojitd na intervale I, potom podla vyssie uvedenych viet kazdym bodom (zg, yo),
kde zg € I a yg je lubovolné reélne ¢islo, prechddza jediné rieSenie ODR. tvaru

y=w+ [ f(0d
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Priklad 10. Nijdime riesenie diferenciilnej rovnice

= ()
Yy =-—5cos|—|,
T x

pre ktoré plati

RieSenie: V naSom pripade je funkcia f(z) = # cos 1 spojitd na mnozine (—o00,0) U (0,00).
Riesenie tejto diferencidlnej rovnice spolu s podmienkou y(%) = 2 je tvaru

| 1 1
y=2+/% t—2cos¥dt=3—sin;

(Na vypocet integralu sme pouzili substitiiciu % =v.)
Priklad 11. Rie$me diferencidlnu rovnicu
dy =z
de — y’

/ydyz/xd:c,

z toho po zintegrovani a tprave oboch stran dostavame

RieSenie: Mame

y2 = 2%+ 2c,
¢o je vSeobecné riesenie pre danit ODR. Na obrizku mézeme vidiet jednotlivé rieSenia pre rbzne
hodnoty c.

<

M
I\

Obr. 3.2: Riesenia rovnice g—g = %

Priklad 12. Riesme ODR p
Yy _
de

y

x

RieSenie: KedZe ide opit o rovnicu so separovanymi premennymi, jej vSeobecné rieSenie je tvaru
dy dx

y T’



90 KAPITOLA 3. OBYCA.JNE DIFERENCIALNE ROVNICE

a teda
Iny=—Inz+c =zcohoje Inzy=c,

a preto
zy=a (kde a =e°).

Jednotlivé integrilne krivky teraz maju tvar, aky mozno vidiet na obrazku 3.3

&

Obr. 3.3: Riesenia rovnice % =2

Diferencidlnu rovnicu tvaru
p1(2)p2(y) + q1(2)g2(y)y’ =0, (3.7)

kde p1(x), q1(z) st spojité funkcie na intervale (a,b), p2(y), g2(y) st spojité funkcie na intervale (¢, d),
nazyvame separovatelnou ODR prvého ridu. ODR (3.7) mozno pisat aj v tvare

p1(x)p2(y)dz 4+ q1(x)q2(y)dy = 0. (3.8)

Ak ¢ (z)p2(y) # 0 na mnozine I = (a,b) x (¢, d), d4 sa diferencidlna rovnica (3.7) upravit na rovnicu
SO separovanymi premennymi:

y =0, (z,y) el

Ak ¢1(z)p2(y) = 0 na mnozine I = (a,b) X (¢,d), potom ODR (3.7) nie je ekvivalentnd s ODR (3.4)

Priklad 13. Riesme ODR
ycosz —y sinz =0.

RieSenie: Uvedend ODR je tvaru (3.7), kde p1(z) = cosz, ¢1(x) = —sinz, pa(y) =y, ¢2(y) = 1.
Pretoze vSetky funkcie st spojité v R, je I = (—00,00) X (—00,00). Rovnica ps(y) = y = 0 m4 jediny
korenn y = 0. Rovnica ¢;(z) = 0 ¢ize —sinz = 0 ma nekonec¢ne mnoho rieSeni = = km, k je celé ¢islo.
Priamky y = 0 a £ = kx rozdeluji rovinu na nekone¢ne mnoho oblasti tvaru

I = (km, (k + 1)7) x (0,00),

alebo
Il = (kn, (k 4+ 1)7) x (—00,0).
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Na tychto ¢iastocnych intervaloch je nasa rovnica ekvivalentné s rovnicou

Ccos X 1
- — —y' =0.
sinx gy

Toto je uz ODR so separovanymi premennymi a jej rieSenie je dané implicitne rovnicou
In|sinz| —Inly| = ¢,

kde ¢; je konstanta.
7 toho potom
sinz

)

Ak polozime et = cl > (0, mame
2 .
ly| = cof sinz|.

Pre interval I ,’€ dostaneme riesenia
y=co|sinz|, c2>0.

Pre interval I} dostaneme rieSenia

y = —co|sinz|, c2>0.

91

KedZe lim,_,;r vy = 0, lim, 1 3y’ = Fco, riesenia sa daja rozsirit tak, aby v bodoch kr mali derivaciu
c2. Ak vezmeme funkciu y = csinz, kde ¢ # 0, z € (—00,00), tato splita uvedené podmienky a zaroven
je rieSsenim ODR. Takymto rieSenim je aj funkcia y = 0. VSetky rieSenia ODR st preto y = csinz,

kdeceR. &

Priklad 14. Tekutina sa zohrieva v nadobe, ktord mé konstantni teplotu 180°C. Predpoklada
sa, ze rychlost zvySovania teploty tekutiny je imerna (180 — ©), kde © °C je teplota tekutiny v case
t minat. Ak sa teplota tekutiny zvy$i z 0°C na 120°C za 5 minat, nijdite teplotu tekutiny o dalsich

5 minit.
RieSenie: Rychlost zvySovania sa teploty je %. Z tulohy vieme, ze:

do
= = k(180 - ©),

kde k je konStanta. Toto je diferencidlna rovnica prvého radu, ktort vieme Tahko vypoditat.

-1

In(180 — ©) = —kt + ¢,
180 — © = Ae™*, kde A = ¢,
O = 180 — Ae™*t.

Pre © < 180 mame:

Ak t =0, je ©® =0, potom 0 = 180 — A a teda A = 180. Preto © = 180(1 — e~**).
Pretoze © = 120 ked ¢ = 5, mame

1
120 = 180(1 — e %) a teda e % = 3
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Ked ¢ = 10, vtedy

O = 180(1 — e~ 10k) |
O = 180(1 — (e~°%)?),
6 = 180(1 — (3)%),

O =160.

Zéver: teplota tekutiny o dal$ich 5 minit bude 160°C. &

Poznamka. Existuji este aj iné typy diferencidlnych rovnic 1. rddu, napriklad homogénna alebo
Bernoulliho, ktoré sa vhodnou substitiiciou daji previest na separovatelné rovnice. Zaujemcovi o tieto
typy rovnic odporic¢ame napriklad knizku [4].

Cvicenia

V nasledujuicich tlohéch rieste diferenciidlne rovnice so separovanymi premennymi.
8. 10° — 107 Y%y = 0.
9.1—-2z—y%y =0.
1 vy
10. + T+ = 0.

1+x2
11. Najdite riesenie ODR so separovanymi premennymi so zaciatoénou podmienkou:

!/

z + vy =0 y(o)zﬁ
Vi—zZ2 J1—y2 7 2

Rieste separovatelné ODR:

12. 1+ 9% +zyy’ = 0.

13. —1+e Y(1+9)=0.

14. etV — ¢/ = 0.

15. 2y — 23y’ = 0.

16. (y—1)(y—2)—y =0.

17. (1+e%)yy =e”.

18. y/2® + zy = 0.

19. Pomocou substiticie z = (1 4+ z)y rieSte diferencidlnu rovnicu

dy y
dr 14+=x

= cos z,

ak pre z = 0 plati: y = 0.

V nasledujacich cviceniach najdite riesenia ODR s Cauchyho zaciato¢nou podmienkou:
20.

T vy

l+y 142

21.
d
ﬁ =tgy cotgz, y(

22,
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3.4 LDR prvého radu

Linedrnou diferencidlnou rovnicou (LDR) prvého rddu s pravou stranou nazyvame ODR. tvaru

y' +p(z)y = q(z), (3.10)

kde p, g st funkcie premennej z definované na intervale I a ¢(z) je rdzne od nuly pre kazdé x € I.
Ak plati ¢(z) = 0 pre kazdé x € I, potom rovnici

v +plx)y =0, (3.11)

hovorime homogénna linedrna diferencidlna rovnica prvého rddu. (alebo linedrna ODR 1. rddu bez
pravej strany.)

Veta 3.4 Ak su funkcie p(x) a q(z) spojité na intervale (a,b), potom funkcia
y = {/ q(ﬂv)efp(x) ir + ¢l e~ S P@ de, (3.12)

kde c je lubovolnd konstanta, je riesenim diferencidlnej rovnice (3.10) na intervale (a,b). KazZdym
bodom mmnoziny (a,b) X (—o0,00) prechddza jedind krivka rovnice (3.10), ktori dostaneme vhodnou
volbou konstanty c.

Funkciu (3.12) nazyvame vSeobecngm riesenim diferencidlnej rovnice (3.10). Diferencidlnu rovnicu
(3.10) mozeme riesit aj bez pouzitia vztahu (3.12) metédou varidcie konstant takto:

Najskor nijdeme rieSenie prislusnej homogénnej diferencidlnej rovnice (3.11). Je to separovatelnd
diferencidlna rovnica, ktord vieme uz riesit z predchadzajicej asti tejto kapitoly. Jej vSeobecné rieSenie

je tvaru:
Yy = ce™ Jp@dz

Partikuldrne rieSenie rovnice (3.10) budeme hladat v tvare
y= c(a:)e_fp(x) dw (3.13)

kde nezndmu funkciu ¢(x) uréime tak, aby funkcia (3.13) bola riesenim diferencidlnej rovnice (3.10).
Poznamka. Existuji aj iné metddy rieSenia diferenciilnej rovnice (3.10).

Priklad 15. Nijdime v8eobecné rieSenie diferenciilnej rovnice

sinzy’ +2ycosz = 1.

Riesenie: V standartnej forme je uvedena rovnica tvaru

/

+ (2cotg )y = — .
Yy + (2eotgz)y = ——
Funkcie p(z) = 2cotgz a g(z) = i st spojité na intervaloch (km,(k + 1)7), k je celé &islo. Na
tychto intervaloch hladame rieSenie diferencidlnej rovnice. RieSenie homogénnej diferencidlnej rovnice
je potom tvaru

y = Cef—Qcotgxdac
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Jednoduchym vypoc¢tom integralu dostavame
/ —2cotgx dr = —2In(sinz),

a preto vSeobecné rieSsenie homogénnej rovnice je tvaru

1
2

y = Ce—ansmx =c

sin® x

Metédou varidcie konstant pre nezndmu funkciu ¢(z) dostavame

d(z) 2cos cosz 1 1
—— — c(2) —F— + 2¢(2) —5—= =—-—,
sin® sin® x sinzsinz  sinz

z ¢oho po Uprave mame
/ .
c(x) =sinx,

a teda vSeobecné rieSenie tejto diferenciidlnej rovnice je
c(r) =—cosz+C.

Vseobecné riesenie povodnej diferenciilnej rovnice s pravou stranou dostaneme dosadenim funkcie ¢(z)
do riesenia typu (3.13). Mame
—cosz +c¢

sin? z

¢o je vSeobecné rieSenie povodnej diferencidlnej rovnice. &

Priklad 16. N&jdime rieSenie diferenciilnej rovnice

2
I = 1)3 3.14
V- oY (z+1)% (3.14)

ktoré vyhovuje zaciatoénej podmienke y(0) = 1.

Rie$enie: Funkcia p(z) = je spojitd na mnozine (—oo, —1)U(—1, 00) a funkcia g(z) = (z+1)?

2
z+1
je spojita na celom R. Riesenie diferencidlnej rovnice hladdme na intervale (—oo, —1) resp. (—1,00).
Najprv niajdeme rieSenie diferencidlnej rovnice bez pravej strany:

, 2
y—x+1y=0, (3.15)
Jedno z rieseni tejto diferencidlnej rovnice je funkcia y = 0. Ak predpokladame, ze y # 0, mdZeme
diferencidlnu rovnicu upravit na tvar:
y 2
Z o410

¢o je diferencidlna rovnica so separovanymi premennymi, ktorej rieSenie je

0,

Injy| —2In|z+ 1| =¢,

éize
|y|

1
RS

=1lncy, kdecy >0,

z ¢oho mame
ly| = co(z +1)%, ateday=cs(z+1)% c3#0.
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Ak uvazime, ze aj funkcia y = 0 je rieSenim homogénnej diferencidlnej rovnice (3.15), dostaneme, Ze
v8eobecnym rieSenim rovnice (3.15) je

y=clz+1)? z¢e(~1,0), ceR.
Riesenie diferencidlnej rovnice (3.14) hladdme metédou variacie konstant v tvare:
y = c(z)(z +1)% (3.16)

Plati:
y = (@) (z+1)?+2c(z)(z+1).

Dosadenim do pévodnej rovnice (3.14) dostaneme:

2¢(x)(z + 1)2

d(z)(z + 1)+ 2c(z)(z + 1) — =(z+1)>

(x+1)
a po uprave mame
dz)y=xz+1,
z ¢oho je
c(x) :/(:E-I-l)dav: #4—0,

kde C je TubovoIné ¢&islo. Vysledok je spravny, aj ked integral vyjadrime ako
72
c(x) :/:I:-I-ld:z:: 7+$+C’

kde C bude zas redlne ¢islo a budeme dostévat tie isté hodnoty c¢(z) pre iné hodnoty C. Dosadenim
do (3.16) mame vSeobecné rieSenie rovnice (3.14):
r+1)*
Yy = %—FC(I—FU%
Pre rieSenie, ktoré vyhovuje danej zaciato¢nej podmienke y(0) = 1, dostaneme C' = % Preto riesenie
rovnice (3.14), ktoré vyhovuje zaciatoénej podmienke y(0) = 1, je

1 1
y = §(x+1)4+§(:1:+1)2, z € (—1,00).

&
Cvicéenia

Rieste diferencidlne rovnice 1. rddu bez pravej strany:
23. 4 —ytgz =0.

24. y —y(zsinz —cosz) = 0.

25. ¢ + Ly =0.

Rieste diferencidlne rovnice 1. radu s pravou stranou.
26. iy + 3y = .

27. 2%y + 2y = —1.

28. 2y +y = 3.



96 KAPITOLA 3. OBYCA.JNE DIFERENCIALNE ROVNICE

29. ¢ + %ﬂy = sinz.

30. (1 +2?)y' + y = arctg .
31. y' cosz + 2y sinz = 2sin .
32. zlnzy' — 2y = Inx.

33. y — 2y = 7.

34. y' + 75 = arcsinz + 2.
35. zy —y = 22 COS .

36. ¢ + 27y = 7%,

N4jdite riegenia nasledujticich diferencialnych rovnic, ktoré splitaji dant zac¢iatoént podmienku:
37y +aty =a% y(2)=1.

38.y +y=cosz, y(0)=1.

39.y' +2y=24 n=23,..,a>0, y(1)=0.

40. y' + ycotgz =sinz, y(5) = 1.

41. y'v/1 — 22 + y = arcsin z, y(0) = 0.

42. y — A= =zlnz, yle)=%.

43. y'sinz —ycosz =1, y(%)

3.5 LDR vyssich radov

Linedrnou diferencidlnou rovnicou (LDR) n-tého rddu nazyvame diferenciadlnu rovnicu tvaru
ao(@)y™ + a1 (@)y™ D + .+ a1 (@)Y + an(z)y = f(@), (3.17)

kde funkcie ag(x), ai(z),..., an(z), f(x) si spojité na intervale I, ag(z) # 0 pre vSetky = € I.
Funkcie ag(z), a1 (x), ..., a,(z) nazyvame koeficientamilinedrnej diferencidlnej rovnice n-tého radu.
Rovnicu (3.17) mozeme upravit na tvar

y™ +p1 (@)™ + o pai () + palz)y = g(x), (3.18)

kde p;(z) = a;i(z)/ap(x), i =1,2,...,n a g(z) = f(z)/ao(x), x € I. Skratene tito rovnicu zapisujeme
v tvare

L(y) = g(z).

Ak v rovnici (3.17) pre funkciu f(z) plati f(z) = 0 pre vSetky =z € I, hovorime o linedrnej
diferencialnej rovnici bez pravej strany (homogénna). Ak v diferencidlnej rovnici (3.17) neplati f(z) =0
pre vSetky z € I, hovorime o linearnej diferencidlenj rovnici s pravou stranou (nehomogénna).

Veta 3.5 Pre kaidé zo € I a pre zaciatocné podmienky y(zo) = bi, v/ (xo) = ba,..., y™® V() =
bn, kde by,ba,... b, si lubovolné redlne ¢isla, existuje prave jedno riesenie y(x),z € I, linedrnej
diferencidlnej rovnice n-tého radu (3.17), ktoré spliia dané zaciatoéné podmienky.

Veta 3.6 Nech funkcie y1,ys,...,Ym SU riesenia linedrnej diferencidlnej rovnice bez pravej strany.
Potom kaZdd ich linedrna kombindcia y = ciyr + coyo + .. + CmYm, kde ¢q1,¢o, ..., ¢y st lubovolné
cisla, je riesenim tejto diferencidlnej rovnice.

Poznamka. Riesenie y = 0 pre kazdé = € I nazyvame trividlnym riesenim diferencidlnej rovnice.
Kazda linedrna diferencidlne rovnica bez pravej strany mé trividlne riesenie.
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Teraz sa budeme zaoberat otdzkou hladania riegenia diferencidlnej rovnice s pravou stranou. K tomu
potrebujeme poznat niekolko nasledujtcich pojmov.

Nech st dané funkcie f1, fo,..., fm definované na intervale I. Ak existuje takd nenulovd m-tica
redlnych resp. komplexnych éisel ¢y, ca, ..., cm, Ze pre funkcie f1, fo,..., fm plati

crfi(z) + eafo(®) + ... + e fm(z) =0

pre kazdé x € I, potom hovorime, Ze funkcie f1, fo,..., fm S linedrne zdvislé na intervale I. Ak
funkcie fi, fs,..., fm nie s linedrne zavislé, hovorime, Ze su linedrne nezdvislé na intervale I.
Nech funkcie f1, fo,..., f,n maja na intervale I derivacie az do rddu m — 1. Potom determinant
fl(a:)a fQ(x)a sy fm(a:)
fi(z), folx), ..., S ()
W(f17f27"-7fm): {I($)7 él(x)a SRR f{?lz(a:)
-1 -1 -1
A V@), i@, e @)
nazyvame Wronského determinantom funkcii f1, fo,..., fm alebo len wronskidnom.

Veta 3.7 Ak funkcie fi, fo,..., fm st linedrne zdvislé na intervale I, potom W (f1, fo,..., fm) =0
pre kaZdé x € I.

Veta 3.8 Nechyi,yo,...,Ym Su rieSenia linedrnej diferencidlnej rovnice n-tého radu bez pravej strany.
Ak m > n, potom su tieto riesenia linedrne zdavislé.

Veta 3.9 n-rieseni y1,yo,...,yn linedrnej diferencidlnej rovnice n-tého rdadu bez pravej strany je line-
drne zavislych (nezdvislijch) prave vtedy ked ich wronskidn sa rovnd (nerovnd sa) nule aspoti v jednom
cisle z € 1.

Kazdych n linedrne nezavislych rieSeni linearnej diferenciilnej rovnice n-tého radu bez pravej strany
nazyvame fundamentdlnym systémom rieseni.

Veta 3.10 Kazdd linedrna diferencidlna rovnica n-tého radu bez pravej strany md fundamentdlny

system riesent.

Veta 3.11 Nech y1,y2,---,yn je fundamentdlny systém rieseni linedrnej diferencidlnej rovnice n-tého
radu bez pravej strany na intervale I. Potom kaZdé riesenie linedrnej diferencidlnej rovnice n-tého radu
bez pravej strany md tvar

y=cyrt+cy2+ ...+ cln,

kde c1,ca,...,c, st vhodne zvolené cisla.

Veta 3.12 Nech Y (x) je riesenie linedrnej diferencidlnej rovnice (3.18) s pravou stranou. Potom
kazdé riesenie tejto diferencidlnej rovnice md tvar

y=Y +z, (3.19)

kde z = c1y1 + coys + ... + CuYn je vSeobecné riesenie zodpovedajice linedrnej diferencidlnej rovnici
bez pravej strany.

Riesenie y nazyvame vseobecngym riesenim linedrnej diferenciidlnej rovnice s pravou stranou.
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Veta 3.13 (Metdda varidcie konstant) Ak y1,ys,...,y, je fundamentdlny systém rieseni diferen-
cidlnej rovnice

L(y) =0,

potom linedrna diferencidlna rovnica n-tého ridu s pravou stranou

L(y) = g(=)

n

v=Yue [ e
kde W (z) = W(y1,y2,-..,Yn) je wronskiin fundamentdlneho systému a W;(z) je determinant, ktory
vznikne z wronskidnu nahradenim i-teho stlpca wronskidnu stlpcom, ktorého proky si 0,0,...,0,g(z).

md riesenie

Veta 3.14 (Princip superpozicie.) Nech funkcia Yi(z),x € I je rieSenim linearnej diferencidlnej
rovnice n-tého ridu L(y) = gi(z), i = 1,2,...,m. Potom funkcia Y =Y + Yo + ...V, je rieSenim
linedrnej rovnice L(y) = g1(x) + g2(z) + ... 4+ gm () na intervale I.

Uvedené vety poskytuji zakladné vedomosti o rieseniach linedrnych diferencidlnych rovnic. Exis-
tujt aj iné metddy ako uréit partikuldrne rieSenie rovnice L(y) = g(x). O tych sa zmienime neskor.

Priklad 17. N&jdime vSeobecné rieSenie linearnej diferencialnej rovnice

oy — (L+z)y +y =2?, (3.20)

€T

kde z € (0,00), ak fundamentdlny systém rieseni rovnice zy” — (1 + z)y' +y = 0 je yi(z) = €7,
yo(z) =1+

RieSenie: Vseobecné riesenie linedrnej diferencidlnej rovnice s pravou stranou je sucet vseobec-
ného rieSenia tejto rovnice bez pravej strany a jedného rieSenia Y tejto linedrnej diferencidlnej rovnice

s pravou stranou, teda
y=Y +c1e’ + c2(l + x).

Partikuldrne riesenie Y nijdeme metédou variicie konstant. Nasu rovnicu upravime na tvar

1+2x 1
n__ y'+;y=x2.

Teda g(x) = x2. Pre partikuldrne riesenie plati:

—yl/—dI+y2/—dI (3.21)

Vypocitame wronskian:
e’, 1+4+x

T
—xe®.
e’, 1

Teraz vymenime vo wronskidne postupne prvy a druhy stipec za vektor (0,22) a vypocitame Wy, Wo.

0 ].+£E 3 2
W=\ =—1' -z
1 x2, 1 b
r 0
2
Wg—‘ . 2 =z%e®
)
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Po dosadeni do (3.21) dostéavame
Y =¢" /(x2 +z)e Pdzr + (14 z) /(—x) dz,

Cize po zintegrovani
Y = —(2* +32% + 62 +6)/2, € (0,00).

Vseobecné riesenie rovnice (3.20) je preto
y=cre® +c3(1+z)— (23 + 322+ 624+6)/2, =€ (0,00).

)

7Z vyssie uvedeného je jasné, ze ak poznidme fundamentalny systém rieseni linedrnej diferencidlne;j
rovnice n-tého rddu bez pravej strany, pomocou metédy varidcie konstant vieme ziskat aj vSeobecné
rieSenie linedrnej diferencialnej rovnice n-tého radu s pravou stranou. V dalSom teda pdjde o hladanie
fundamentélneho systému rieSeni niektorych linearnych diferencidlnych rovnic.

3.6 LDR s konstantnymi koeficientami

Rovnicu
y™ 4+ ay™ D 4t an1y +any =0, (3.22)
kde a;, i = 1,2,...,n, st redlne ¢isla, nazyvame linedrnou diferencidlnou rovnicou (LDR) s konstant-
ngmi koeficientami bez pravej strany. Skratene ju mdzeme zapisat
L,(y)=0.

Fundamentalny systém takejto diferencidlnej rovnice vieme néjst a to si teraz ukazeme.
Algebraick rovnicu prislichajticu k diferencidlnej rovnici (3.22)

a4 tap_ir+a, =0

nazyvame charakteristickou rovnicou diferencidlnej rovnice (3.22) a jej korene charakteristickymi ko-
renms diferencidlnej rovnice. 7 algebry plati, Ze v obore komplexnych ¢isel mé polyndém n-tého stupna
préave n korefiov vratane nasobnosti tychto korefiov. Podla toho, akého tvaru st charakteristické korene,
dostavame fundamentilny systém rieseni diferencidlnej rovnice (3.22).

Veta 3.15 Nech charakteristické korene diferencidlnej rovnice (3.22) s

1. ri,79,...,mym navzdjom rozne realne korene
ry je ki-ndsobny, ro je ko nasobny, ..., rpy je ky ndsobny

2. ap £if , e xifBa, ..., ap i, , pdry navzdajom roznych komplexnych koreriov
ay =961 ako s1 ndsobny, ap £ i3y ako so ndsobny, ...op £ 16, ako s, nasobny korer, pricom
Gi #0, i =1,2,...,p.

Nech plati
ki+ke+ ...+ km+2(s1+s24...+sy) =n.

Potom funkcie

rlx,I26r1x,” kl—lerlx,,

e'? e T
emz’ xemx, x2er217 . ,xkgflem:r,,



100 KAPITOLA 3. OBYCA.JNE DIFERENCIALNE ROVNICE

e'm?T pelmT, I26rmx, . ,Ik:m—lermx,‘

e cos Bz, xe™* cos iz, ..., x5 e cos Bz,
e®1% sin Bz, xe® T sin Bz, . . .,z " e® T sin Bz,
e*® cos Bz, re*r* cos Bpx, . . ., z5r~ 17 cos Bpx,
e? sin Byx, e sin Bz, . . . , 5 1e®T gin By,

tvoria fundamentdlny systém rieseni rovnice (3.22).

Teraz si ukazeme pouzitie tejto vety na jednoduchych linearnych diferencidlnych rovniciach druhého
radu s konstantnymi koeficientami. Pre charakteristické korene tejto rovnice mozu nastat len tieto

pripady:

1. Korene 11, 19 st redlne a navzajom roézne. Potom fundamentélny systém rieSeni diferencialnej

rovnice tvoria funkcie

rT

e, eh?,

2. Koren r; je dvojnisobnym redlnym korenom. Potom fundamentalny systém rieSeni diferencidlne;j

rovnice tvoria funkcie

rix

e, ze.

3. Korene rq, ro st komplexne zdruzené ¢isla. To jest 1y = a+i3, r9 = a—if8. Potom fundamentalny
systém rieSeni diferencidlnej rovnice tvoria funkcie

™" cos Bz, €*” sin fx.

Uvedieme priklady na vsetky tieto moznosti.

Priklad 18. Nijdime veobecné rieSenie diferenciilnej rovnice

y" =5y +6y=0

Riesenie: Charakteristickd rovnica je tvaru
2 —
r®—95r+6=0.
Jej korene st: vy = 2, ro = 3. Charakteristické korene s teda dva reilne a navzajom rozne. Preto
fundamentalny systém rieSeni uvedenej diferenciilnej rovnice je:

Y1 = 621:7 Y2 = 63x

Vseobecné riesenie je preto tvaru:

y = cr1e®” + cpe®”

&

Priklad 19. RieSme diferencidlnu rovnicu:
y//_2y/+y:0.

RieSenie: 7 charakteristickej rovnice, ktora je tvaru 72 — 2r + 1 = 0, hned vidime, Ze charakte-
risticky koren je jeden redlny dvojnasobny: r; = 1. Fundamentilny systém tvoria teda funkcie

y1 = €%, yp = ze®.
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Vseobecné rieSenie je preto tvaru:
y = cre’ + coze”.

Priklad 20. Je dani diferencidlna rovnica:
n !
y +2y +5y=0.
N&jdime vSeobecné rieSenie.

RieSenie: V tomto pripade charakteristick4 rovnica r? +2r +5 = 0, ma dva komplexne zdruzené
korene r; = —1 + 24, ro = —1 — 24. Fundamentalny systém tvoria teda funkcie

y1 =e Ycos2r, yo=e Ysin2z.
Vseobecné rieSenie je preto tvaru:
y = e *(c1 cos 2z + ¢y 8in 2x).

)

Priklad 21. Je dana diferencidlna rovnica:
y" + 4y = 0.

Najdime vSeobecné riesenie.

RieSenie: V tomto pripade charakteristickd rovnica r? +4 = 0, ma dva komplexne zdruzené
rydzoimaginarne korene ry = 424, r9 = —2i. Fundamentilny systém tvoria teda funkcie

Y1 = CcOoS 2x, Y9 = sin 2.

Vseobecné riesenie je preto tvaru:
Y = €1 €08 2% + co Sin 2.

)

Priklad 22. RiesSme diferencidlnu rovnicu
y" +5y +6y =0

ak vieme, ze y(0) = 1 a ¢/(0) = —6.

RieSenie: Charakteristickd rovnica je tvaru 72+ 5r +6 = 0 a teda r; = —3, 7o = —2. VSeobecné

rieSenie je tvaru

y=cre 3% + cpe 2,

Vypoditame teraz koeficienty ¢y, ¢, tak, aby platili podmienky y(0) =1 a ¢'(0) = —6.
Dosadime do v8eobecného rieSenia prvi podmienku. Musi teda platit:

1201-1+02-1,

7 ¢oho dostavame
c1 = 1-— Co.

Teraz to isté urobime pre druhii podmienku:

—6=—-3¢c1-1—2¢cy-1.
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Dosadime ¢; = 1 — ¢ a vypocitame c3. Mdme: —6 = —3 4 3c2 — 2¢2 a z toho co = —3. Vypocitame c;:
¢y =1—co, apreto cy =4.
Riesenie tejto diferencidlnej rovnice s uvedenymi podmienkami je tvaru
y =4e73" — 3722,

&

Priklad 23. RieSme dant diferenciadlnu rovnicu
2

d’y

ak vieme, 7e y =l prex =0ay=2prez = 3.

RieSenie: Charakteristicka rovnica je tvaru 7> +9 = 0 a teda r; = 3i, r» = —3i. Korene st
v tomto pripade rydzo imaginarne (realna ¢ast komplexného ¢isla je nulova) preto vSeobecné riesenie
je tvaru
Yy = €1 €08 3x + c2 sin 3.
Vypocitame teraz koeficienty ci, co, tak, aby platili podmienky y = 1 pre z =0 a y = 2 pre z = 7.
Dosadime do vSeobecného riesenia prvi podmienku. Musi teda platit:

l=c-14c¢y-0,
7 ¢oho hned dostdavame ¢; = 1. Teraz to isté urobime pre druhii podmienku:
2=1-04+cp-(—1).
Pre cs mame: co = —2. RieSenie tejto diferencidlnej rovnice s uvedenymi podmienkami je tvaru

y = cos 3x — 2sin 3.

&

Poznamka. Vsimnite si dodatoénych podmienok pre nijdenie jediného riesenia v poslednych
dvoch prikladoch. V prvom priklade st to zaciatocéné podmienky, tak ako boli definované v tejto
kapitole, kdezto v druhom priklade sa jedné o tzv. okrajové podmienky, ktoré sme spominali napriklad
v priklade (3.1). Hlbsie skiimanie tychto okrajovych podmienok vSak presahuje rdmec tychto skript a
my sa obmedzime len na priklady, kde bude treba najst také riesenie, ktoré uvedené podmienky splha.

Priklad 24. Ak z =4 a ‘2—’; = 6 pre t = 0, ndjdime rieSenie rovnice

d*z
W + 9z = 0,

ktora reprezentuje kmitanie istej struny.

Riesenie: Pozadované riesenie, ktoré reprezentuje knitanie danej struny je tvaru
z = 4 cos 3t + 2sin 3¢.

)
Poznamka. Kazdy pohyb, ktory sa da popisat diferencidlnou rovnicou v tvarem [57;’3 = —w?z, kde
w je konstanta, popisuje jednoduchy harmonicky pohyb.
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Teraz si povieme nie¢o o rieSeni LDR s konStantnymi koeficientami s pravou stranou. V predcha-
dzajicej kapitole sme metddou varidcie konstant ukézali, ako néjst partikularne rieSenie LDR s pravou
stranou, ak mame fundamentalny systém rieseni LDR bez pravej strany. Tito metdédu mdzeme sa-
mozrejme pouzit aj v pripade LDR. s konstantnymi koeficientami a vysledok je hned zrejmy: ako uz
vieme z predchadzajicej kapitoly vSeobecné riesenie LDR n-tého radu s konstantnymi koeficientami
bude

y=Y +ciy1 +cay2 + ... + cpn,

kde Y je partikularne riesenie a y1, yo, . . . , Y, je fundamentalny systém rieseni prislichajicej LDR bez
pravej strany (c1,co,...,¢, € R).

Teraz si ukdzeme eSte inti metédu na hladanie partikuldrneho riegenia, ktora je v niektorych pripa-
doch efektivnejsia, ako metdda varidcie konstant. Tato metdda sa vola metoda neurcitych koeficientov.
D4 sa pouzit iba v pripade, 7e sa jednd o LDR s konstantnymi koeficientami typu

Lu(y) = [(x), (3.23)

kde Ly, (y) = 4™ + a1y Y 4+ ... + ap_19 + any a prava strana je tvaru:

F(2) = %% (Pa(2) c08 5 + Qo () sin i)

alebo je stic¢tom funkcii takéhoto tvaru (v takom pripade pouzijeme este princip superpozicie — vid
predchidzajica kapitola). V tomto pripade a, [ st konstanty a P,(x), @, (z) st polynémy n-tého
resp. m-tého stupna. Partikuldrne rieSenie (3.23) hladdme potom v tvare:

Y (z) = 2"e™ (P)(x) cos Bz + Q;(z) sin fz) ,

kde r je nasobnost korefia a + (i charakteristickej rovnice prislichajicej k danej LDR (ak o + i3
nie je koren charakteristickej rovnice volime r = 0). Pj(z), @Q;(x) st polynémy stupia [ s neuréitymi
koeficientami, pricom [ je rovné vicSiemu z ¢isel m a n, teda:

B(l‘) = Aol‘l + Alxlil + ...+ A Ql(l‘) = ngl + lelil + ...+ B

Tieto neurcité koeficienty je moZné najst zo systému linedrnych rovnic, ktoré dostaneme porovna-
nim koeficientov zhodnych ¢lenov v diferenciilnej rovnici, do ktorej sme dosadili takéto partikularne
rieSenie.
Priklad 25. N&jdime vSeobecné rieSenie diferencidlnej rovnice
d’y dy

— 4

dr2 %_Gy:f(a")a

kde
a) f(z)=z+1,
b) f(z) = (z — 1)e**.

Riesenie: LDR bez pravej strany je tvaru: %—1—%—63/ = 0. Charakteristicka rovnica r24+r—6 = 0
mé korene r; = 2, ro = —3. Preto rieSenie rovnice bez pravej strany je tvaru

y = c1e?® 4 cpe 3T,

Na najdenie partikularneho riesenia pouzijeme metédu neurcitych koeficientov.

a) f(r)=x+1.

V tomto pripade pre prava stranu plati:

a=L06=0, P,(x) =z + 1. Kedze ¢islo a + i3 = 0 + 10 nie je korenom charakteristického polynému
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(korene s 2 a —3), tak r = 0 a partikularne rieSenie navrhneme v tvare linearnej funkcie Y (z) = ax+b,
kde a,b st zatial nezndme koeficienty, ktoré treba vypodéitat. Pre takto navrhnuté rieSenie mame:
Y'(z) = a, Y"(z) = 0. Dosadime takto navrhnuté rieSenie a jeho derivicie do LDR s pravou stranou.
Méame:

a—6(ax +b) =2+1.

Porovnanim koeficientov polynému na Tavej strane s koeficientami polynému na pravej strane dosta-
vame

—6a =1, a—6b=1 a ztoho mame

1 = _ T
b= —x5.

Preto je partikularne rieSenie tvaru:

Vseobecné riesenie rovnice s touto pravou stranou je preto:

1 7
_ 2 -3z _ —,..
Yy =-cre” +ce GI _36

pre c1,c2 € R.

b) f(z) = (z — 1)e?*.

V tomto pripade pre prava stranu plati:

a=2, =0,P,(r) =x—1. KedZe ¢islo a+if = 2+i0 teraz je korenom charakteristického polynému
a to jednonasobnym, tak 7 = 1 a partikuldrne riesenie navrhneme v tvare Y (z) = z(az + b)e®®,
kde a, b st koeficienty, ktoré treba vypocitat. Opit nidjdeme derivicie navrhnutého rieSenia: Y'(z) =

(207 + b+ 2az? + 2b2)e?®, Y"(z) = (2a + 8az + 4b + daz? + 4bz)e®® a dosadime do LDR s pravou
stranou. Mame:

(2a + 8ax + 4b + 4ax? + 4bx + 2ax + b + 2ax? + 2bz — 6az® — 6bx)e®® = (z — 1)e?”.
Pretoze funkcia e?? je vidy kladna, mame:
2a + 8ax + 4b + 4az’® + 4bx + 2az + b + 2az’ + 2bx — 6az — 6bs =z — 1.

Teraz porovnanim koeficientov polynému na lavej strane s koeficientami polynému na. pravej strane
dostavame

4a + 2a — 6a = 0

8a+4b+2a+2b—6b=1

26 +4b+b= -1

a z toho mame a = %, b= —%. Preto partikularne riesenie je tvaru:
1 6
Y(z) = 2(—z — —)e**

VsSeobecné riesenie rovnice s touto pravou stranou je preto:

1 6
_ 2 —3x 2 2
y = cre”” + cpe -I-(—lofv —2556)6

preci,co ER. &
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Priklad 26. Nijdime v8eobecné rieSenie diferenciilnej rovnice

9y" —6y' +y = f(z),

kde
a) f(xz) =sin g,

b) f(z) = e3.

Rieenie: LDR bez pravej strany je tvaru: 9y” — 6y’ +y = 0.
Charakteristickd rovnica 972 — 67 + 1 = 0 m4 jeden dvojnasobny koren r; = ry = % Preto rieSenie
rovnice bez pravej strany je tvaru
Yy = cle% + 025176%.

a)f(z) = sin £.
V tomto pripade pre prava stranu plati:

a=0, 4= %, P,(z) =0, Qum(z) = 1. KedZe ¢islo a + i =0 + %z nie je korenom charakteristického
polynému (dvojnasobny koren je % + 0i ), tak » = 0 a partikuldrne rieSenie navrhneme v tvare
Y (z) = asin§ + bcos 5, kde a, b st zatial nezname koeficienty, ktoré treba vypocitat. (Zdoéraziujeme,
7e navrhnuté rieSenie musi obsahovat obe goniometrické funkcie, sin“aj, cos“.) Pre takto navrhnuté
riefenie méme: Y'(z) = %cos% — Zsin%, Y"(z) = —2sin% — ZcosZ. Dosadime takto navrhnuté
rieSenie a jeho derivacie do LDR s pravou stranou. Mame:

a . x b T a r b . =z T T .
9 <_§Sm§ — §cos§> —6 <§cos§ — gsm§> —i—asmg —I—bcosg = smg
Porovnanim koeficientov pri funkcii,sin“a,,cos“na lavej strane s koeficientami polynému na pravej
strane dostavame
—a+2b+a=1, —b—2a+b=0 a z toho mame
a=0, b= %

Preto partikularne riesenie je tvaru:

1
Y(z) = 5 cos g

Vseobecné riesenie rovnice s touto pravou stranou je preto:

4 comet 4 LeosE
= C1€é coxre —COS—,
Yy 1 2 5 3

pre c1,c2 € R.
b) f(x) = €.

V tomto pripade pre prava stranu plati:
a= %, B =0, P,(xz) = 1. Kedze ¢islo a+ i = % + 10 teraz je korenom charakteristického polynému a

Wl

tento koren je dvojnasobny, tak r = 2 a partikuldrne rieSenie navrhneme v tvare Y (z) = az?e3, kde a
je neznamy koeficient. Opit ndjdeme derivicie navrhnutého riesenia: Y'(z) = (2az+ %IQ)eg, Y'(z) =
(2a + %‘lx + %:52)(3% a dosadime do LDR s pravou stranou. Mame:

wly
w(s

(18a + 12azx + az? — 124z — 2a2? + ax?)es = e5.
Pretoze funkcia e3 je vzdy kladna, mame:

18a + 12ax + az® — 12az — 2az> + az’ = 1.
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Teraz porovnanim koeficientov polynému na Tavej strane s koeficientami polynému na pravej strane
dostavame
a—2a+a=0, 12a — 124 =0, 18a = 1.
a z toho mame a = %. Preto partikularne rieSenie je tvaru:
1 5=

Y(z)= 8¢ es.

Vseobecné riesenie rovnice s touto pravou stranou je preto:

2

z _z ]- z
Yy = c1e3 + coxe 3 +—18:c es
preci,co ER. &

Priklad 27. V elektrickom okruhu so striedavym pradom je pri vhodne pouzitych jednotkach
kapacity kondenzatora, ohmického odporu indukénej cievky a samoindukénosti hodnota elektrického
pradu v Case t je dand diferencidlnou rovnicou:

d%x n 4dx 43 0t
— — + 3z =sint.
dt? dt
N&jdime vSeobecné rieSenie.
RieSenie: Homogénna rovnica je tvaru ‘227%’ + 4‘2—’; + 3x = 0, jej charakteristicky polyném je
r2 +4r + 3 = 0, jeho korene sti 7 = —1, 79 = —3. RieSenie homogénnej rovnice je

r = cle_t + 026_3t,
kde ¢1, co € R. Pre prava stranu plati:
a=0, =1, P,(t) =0, Qun(t) = 1. Kedze ¢islo a + i3 = 0 4 i nie je korenom charakteristického
polynému , tak r = 0 a partikuldrne rieSenie navrhneme v tvare X(¢) = asint + bcost, kde a,b
st zatial nezndme koeficienty, ktoré treba vypocitat. Pre takto navrhnuté rieSenie mame: X'(t) =
acost—bsint, X"(t) = —asint — bcost. Dosadime takto navrhnuté riesenie a jeho derivicie do LDR
s pravou stranou. Mame:

—asint —bcost + 4(acost — bsint) + 3(asint + bcost) = sint.

Porovnanim koeficientov pri funkcii,sin“a,,cos“na lavej strane s koeficientami polynému na pravej
strane dostavame
—a—4b+3a=1, —b+4a+ 3b=0 a z toho mame

-1 p__1
=15 0= 735"
Preto partikularne riesenie je tvaru:
) 1
X (t) = —sint — — cost.
10 5

Vseobecné riesenie je teda tvaru
—t 3, Lo
z(t) = cre”" + coe —I—l—o(smt—Zcost).

V $pecidlnom pripade budt konstanty cq, ce ur¢ené pomocou pociatoénych podmienok, napriklad ak
vieme hodnotu elektrického pridu v éase ¢ = 0 a ako sa meni. V§imnime si ale, Ze oba tieto c¢leny
cie”t aj cpe™ pre t — oo konvergujii k nule a to pomerne rychlo. TakZe pre akékolvek hodnoty
pociato¢nych podmienok stacionarny stav (ustaleny stav pre t — 00) je tvaru 1—10(sint —2cost). &
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V nasledujuicich prikladoch najdite vseobecné riesenia diferencidlnych rovnic:
44. " — oy — 2y = 0.

45. y" + 25y = 0.

46. y" —y' = 0.

47. " — 4y’ + 4y = 0.

48. y" — Ty’ + 6y = 0.

49. " +y — 2y = 0.

50. y” +y=0.

51. y" —2¢y' —y =0.

52. 402 _90dr | 95, — .

dt2
53. 9" — 4y’ + 13y = 0.

Najdite také rieSenia nasledujucich diferencidlnych rovnic, ktoré vyhovuja podmienkam:

54. y" — 10y’ + 25y = 0, y(0) =0, ¢'(0) =1
55. 4" — 2y +10y =0, y(Z) =0, y'(%)=eb
56. y" +3y' =0, y(0) =1, 3/(0) =2

57.y" +4y =0,y(0) =4, y(3r/4) =3

58. y”—12y=07y=;i27Pre$=%&y:4ak$=0

59. 94 1+ 16y = 0, y(0) = —9, o' (0) = 124

dz?

E]

Rieéte diferencialne rovnice s pravou stranou:
60. vy — Ty + 6y = sinx

61. y” + 2y + 5y = —l cos 2z.

62. 2y + oy —y = 2¢".

63. y" + a’y = €”.

64. y" — 6y + 9y = 22> —  + 3.

65. iy + 4y’ — 5y = 1.

Pre diferencidlnu rovnicu

y' =4y + 4y = f(x)
nijdite vSeobecné rieSenia, ak prava strana f(z) je tvaru:
66. f(x) =e™".

(z) -
68. f(x) = 2(sin2z + ).
(z) = 8(z% + €®* + sin2z).

Pre diferencidlnu rovnicu

y'+y=fl(z)

nijdite vSeobecné rieSenia, ak prava strana f(z) je tvaru:
70 flz) =22% — 2+ 2.

f(x) = —8cos 3z.
72 f(:z:) = CoS .
f(xz) =sinz —2e".

74. Thla istého nastroja opisuje oblik ©, ktory vyhovuje diferenciilnej rovnici

107
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d*e doe

oTE +5dt +60 =0.
Néajdite uhol © ako funkciu éasu ¢ ak pre ¢ = 0 bola jeho pozicia nulovi, ale rychlost pohybu bola
2rad s~ *. N4jdite maximalny uhol vychylenia ihly od nulovej pozicie a naértnite graf zavislosti © od
casu t.
75. Teplota telesa y stupnov ¢ minat potom ako bolo teleso premiestnené do istej miestnosti vyhovuje
diferenciilnej rovnici

6@ &y =0.
dt?  dt

Néjdite zavislost teploty y od ¢asu ¢, ak plati y = 63 pre t = 0 a y = 36 pre ¢ = 6In4. Uréte, za kolko
mintt rychlost ochladzovania telesa klesne pod jeden stupefi za minttu. Svoju odpoved zaokrihlite
na minity. Akt teplotu bude mat v tom case teleso?
76. Najdite rieSenie diferencidlnej rovnice

y" + 9y = 18,

Z,6). Nijdite minimalnu hodnotu y a hodnoty z, pre ktoré

pre ktoré y dosahuje maximum v bode (7,
jey=0.
77. Bod sa pohybuje priamociaro tak, ze v ¢ase t jeho posun od pevného bodu na tejto priamke je

z a rovnica tohoto pohybu je

d*z
— = —4z.
dt

Vieme, 7e £ = 3 a [é—f = —6 pre t = 7. Ndjdite:

a) = v zavislosti na ¢,

b) hodnoty z a ‘Z—f pre t = 22

¢) najmens$iu kladni hodnotu ¢ pre ktort je z = 0. Vysledok vypocitajte priblizne (vid 1. diel
skript, kapitola 7)

V nasledujtcich cviceniach najdite vS§eobecné riesenia rovnic vyssich radov.
78. yIV _ 2y/// 4 y// =0.
79. 4TV +aty = 0.
80. y/// _ 2y// + y/ = 0.

_ 1
81. y" = .

82. y"" = cos 2z.

V nasledujucich cvi¢eniach nijdite vSseobecné riesenia diferencidlnych rovnic pouzijic metédu varidcie
konstant:

83.y" —y = 2.

84.y' -2 +y="%.

85. 4" +2y +y =k,

xr

3.7 Systémy diferencialnych rovnic

V tejto casti si velmi struéne povieme o systémoch diferencidlnych rovnic. Obmedzime sa len na rovnice
prvého radu a systémy rovnic tvaru:
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yll = fl(a:ﬂylayQa- o ayn)a

yé = f2($,y1,y2, s ayn)a
....................................... (3.24)

y;z = fn(x7y17y27 s ayn)a

kde y1,y2, - . . yn s nezndme funkcie a f1, fo, ... f, st funkcie, ktoré popisuji vztahy medzi neznamymi
funkciami pre jednotlivé prvé derivacie.
Prikladom takéhoto systému moéze byt systém dvoch diferencidlnych rovnic

Priklad 28.

3y — 2
y =4 (3.25)

x
4y — 3z

P (3.26)

x

Riesenim systému diferencidlnych rovnic (3.24) na intervale J nazyvame kazdd n-ticu funkcii

Y1,Y2, -, Yn, diferencovatelnych na intervale J, ktoré vyhovuji kazdej rovnici systému (3.24). Ak

st navySe dané zaciatocné podmienky

yi(zo) =c1, yo(ro) =c2, ..., Yn(x0) = Cn, (3.27)

potom hladanie rieSenia systému (3.24), ktoré vyhovuje zaciatoénym podmienkam (3.27) nazyvame
Cauchyho ulohou pre systém diferencidlnych rovnic.

Veta 3.16 (Peanova veta). Nech si funkcie f1, fa,. .. fn systému (3.24) spojité na mnozine I = (xy—
a,zo+a)x{c1—b,c1+b) x (ca—b,ca+b) X ...x{cp—b,cp+b), kde a > 0, b > 0, potom systém (3.24) md
aspoti jedno riesenie y1(x),y2(z), ..., yn(z), kde funkcie spliiaji zaciatocné podmienky (3.27). Funkcie
tohoto systému rieseni su spojite diferencovatelné na intervale (xy — h,zy + h), kde h = min{a, %},
pricom M > 0 je také, Ze plati: |fr(z,y1,92,. .. yn)| < M, k=1,2,...,n, na mnoZine I.

Poznamka. Kazdej diferenciilnej rovnici n-tého radu

y(n) = f(a:’ y’ y,7 tee 7y(n71))

mozno priradit systém diferencidlnych rovnic, kde y = y1 a

Y1 =y
Yo = U3
e
yn—l_yn

y;l, = f($l7,y1,y2, s ayn)a
ktory nazyvame normdlnym systémom diferencidlnej rovnice n-tého rddu.

Poznamka. Niekedy sa d4 normdlny diferencidlny systém (3.24) upravit na jedint diferencidlnu
rovnicu n-tého radu. Tento spésob hladania rieSenia sa nazyva eliminacnd metdda.

Priklad 29. Rieste dany systém diferencidlnych rovnic:
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RieSenie: Systém budeme riesit elimina¢nou metdédou. Zderivovanim druhej rovnice mame:
yl — Z”.
Dosadime do prvej rovnice a pre funkciu z dostavame:
2" —2=0.

Dostali sme linearnu diferencidlnu rovnicu 2. rddu s konstantnymi koeficientami bez pravej strany. Jej
vSeobecné riesenie je z = cie” +coe 7, pre c1,c2 € R. Zderivovanim tohoto riesenia dostavame riesenie

pre y:
y=ce’ —cpe .

&

Teraz si nieco povieme o $pecidlnom type systému diferencidlnych rovnic — o linedrnych diferen-
cidlnych rovniciach. Linedrnym diferencidlnym systémom nazyvame systém diferencidlnych rovnic

tvaru:
y1 = a1 (2)y1 + ar2(x)y2 + ... + a1 (2)yn + bi(2),
Yy = a1 (2)y1 + aga(x)y2 + . .. + agn (2)yn + ba(z),
................................................................................ (3.28)
Yn = anl(I)yl + an?(I)yQ +...+ ann(x)yn + bn(x)
Funkcie a;x(x), i,k = 1,2,...,n, definované na intervale J, nazyvame koeficientami linedrneho dife-
rencidlneho systému. Systém, kde b;(z) = 0, pre vSetky z € J a1 = 1,2,...,n nazyvame homogénnym
diferencidlnym systémom:
y1 = an(2)y1 + ar2(2)ys + ... + a1n(7)yn
Yo = a1 (2)y1 + az2(v)ys + ... + a2 (7)yn
................................................................... (3.29)
yzz = anl(I)yl + an?(I)yQ +...+ ann(x)yn
Jedno jeho rieSenie, a sice y;(z) = 0 pre vsetky z € J, i = 1,2,...,n, vady existuje. Nazyvame ho

trividalne riesense.

7 podkapitoly o linearnych diferencidlnych rovniciach vyssieho radu uz vieme, ¢o je to fundamen-
talny systém rieSeni. Aj pre systém n linedrnych diferencidlnych rovnic definujeme takyto fundamen-
talny systém rieSeni ako n linedrne nezavislych rieSeni diferencidlneho systému (3.29) definovanych na
intervale J. Plati:

Ak Y7,Y5,...,Y, st rieSenia systému (3.29), potom aj ich linedrna kombindacia je rieSenim systému
(3.29).

Nech Y1 = (y11,¥12y--»Y1n)s--+> Yn = (Un1,Yn2, - -, Ynn) s rieSenia linedrneho systému (3.29).
Tieto rieSenia sii linedrne nezavislé na intervale J, to jest tvoria fundamentalny systém rieSeni vtedy
a len vtedy, ked aspoii v jednom bode z € J je

Y1, Y21, ---5  Ynl
D(Y17Y2a---7Yn) = Y12, Y22, -5 Yn2 7&0-
Yin, Y2n, .-y Ynn

Kazdé rieSenie diferencidlneho systému (3.29) mozno vyjadrit ako linedrnu kombindciu jeho funda-
mentalneho systému.
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Ak st vSetky koeficienty a;x(x),b;(x), i,k = 1,2,...,n spojité funkcie na intervale J = («, 3),
potom pre Cauchyho tlohu (3.28), (3.27) existuje jediné rieSenie — to jest n-tica funkcii definovanych
na intervale .J, ktoré splia rovnice (3.28) a zadiato¢nti podmienku (3.27).

Nech U je rieSenim nehomogénneho systému (3.28). Potom n-tica Y je rieSenim diferencidlneho
systému (3.28) prave vtedy, ked ju mozno vyjadrit v tvare

Y=cYi+c+2Ys+...+c, Y, +U,

kde ¢y, ca,.. ., ¢y st vhodné redlne Cisla a Y1, Ys, ..., Y, je fundamentilny systém rieSeni prislachaja-
ceho homogénneho systému.

Teraz treba uz len vyrie§it otazku, ako ziskame rieSenie U, ak mame fundamentalny systém rieseni.
Odpoved dava znovu, (podobne ako u linedrnych diferencidlnych rovnic vyssich rddov) metdda varidcie
konstant:

Nech Y7,Y5,...,Y, je fundamentilny systém rieSseni homogénneho systému (3.29) prislichajici
systému (3.28). Nech D = D(Y1,Y5,...,Y,) a D; je determinant, ktory vznikne z determinantu D, ak
v fiom i-ty stipec nahradime stipcom by (z), bo(z), ..., b,(z). Potom n-tica U = (uy, us, ..., u,), kde

uk(a:)=2yjk/3jdx, k=1,2,...,n,
j=1

je rieSsenim nehomogénneho diferencidlneho systému (3.28).

Otazka najdenia fundamentalneho systému rieseni je rovnakej obtiaznosti, ako u linearnych dife-
renciadlnych rovnic vyssich rddov. V nasSich dalsich tivahach sa preto obmedzime len na také systémy,
kde koeficienty a;i, i,k = 1,...,n, su len konstanty, nie funkcie premennej . Takymto systémom ho-
vorime linedrne diferencidlne systémy s konstantngmi koeficientami (nehomogénne alebo homogénne).
Su tvaru:

n
yi =Y aijyj+bi(z), i=12,...,n, (3.30)
j=1
n
yi=> agy;, i=12,...,n (3.31)
j=1
Diferencialny systém (3.31) ma nenulové riesenie tvaru Y = (a1e™%, age™”, ..., apne™®), kde 1 je

korenom charakteristickej rovnice systému:

ail — T a1 e QA1n
an asp —1r ... a2n
=0
an1 an2 ver Qpp — T
a n-tica (aq, ag,...,a,) je rieSenim systému linedrnych algebraickych rovnic:

(a11 — 7‘1)0[1 + ajpqn + ...+ a1p0y = 0,
a9101 + (a22 — 7“1)012 + ...+ aon oy = 0,
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Nech rq, 79, ... rg st navzajom rozne korene charakteristickej rovnice diferencidlneho systému (3.31).
Nech Y7,Y5,...,Y; st rieSenia tohoto systému ziskané popisanym spésobom. Potom tieto rieSenia st
linearne nezavislé.

Nech r; je k-ndsobnym riesenim charakteristickej rovnice diferencidlneho systému (3.31). Potom
existuju polynémy Py, ;(x) stupia najviac m, m =0,1,...,k—1, j =1,2,...,n, Ze n-tice

Uo = (Po1€™%, Po2e™?, ..., Pope™?),
Ui = (Pr1e"%, Piae™?®, ..., Pipe™?®),

st linearne nezavislymi rieSeniami diferencidlneho systému (3.31). Koeficienty polynémov uréime me-
todou neurcitych koeficientov po dosadeni jednotlivych rieseni U;, 2 = 0,1,...,k—1 do diferencidlneho
systému (3.31).

Ak rieSenim diferencidlneho systému (3.31) je n-tica komplexnych funkcii (koren charakteristickej
rovnice je komplexné ¢islo):

7Z = (uy + iv1,u9 + ivg, . .., Up + 10y),

kde u;, 2 =1,2,...,n st redlne zlozky a v;, i = 1,2,...,n, st imaginarne zlozky komplexnych funkcii
rieSenia Z, potom n-tice

Re Z = (uy,ug,...,uy), Im Z = (vi,v9,...,0p),

st tiez riesenia diferencidlneho systému (3.31).

Ak ku v8etkym korenom charakteristickej rovnice diferencidlneho systému (3.31) ndjdeme tymto
sposobom vSetky riesenia diferencidlenho systému vratane nasobnosti korenov charakteristickej rov-
nice, potom dostaneme n rieSeni diferencidlneho systému (3.31), ktoré tvoria fundamentalny systém
rieseni systému (3.31).

Priklad 30. RieSme diferencalny systém:

Yl = 2y1 + y2 — 2u3,
yl2 = —Y,
ys =y1 +y2 — ys.

RieSenie: Je to homogénny systém troch linedrnych diferencidlnych rovnic. Riesenim bude troj-
ica funkeii (y1(z),y2(x),y3(x)), ktoré budeme hladat v tvare: (a1e’®, agse’™, aze™). Vypocitame prvé
derivacie takto zvolenych rieseni a dosadime do rovnic systému. Mame:

arre™ =2a1e" + age™ — 2a3e’*
agre’ = —qqe’®
azre™ = a1e’ + age™ — aze’”

Po tprave s prihliadnutim na fakt, Ze €™ # 0 pre kazdé z € R, dostaneme:
0=(2—-r)a; + as — 2as,

0=—a; —ras,
0=a1+ay—(1+r1)as.
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Toto je homogénny linedrny systém algebraickych rovnic s nezndmymi oy, as, ag, ktory ma nenu-
lové riesenie prave vtedy, ked (pozri 1. diel skript, kapitola 4.)

Cize
r—r?4r—1=0.
Toto je charakteristickd rovnica zadaného systému diferencidlnych rovnic. Jej korene st: vy = 1, r9 = 1,
r3 = —i. Pre r; = 1 vypocitame z diferencidlneho systému algebraickych rovnic nezname «y, s, as.
Dostavame: ay = u, ag = —u, ag = 0, kde u je lubovolné &islo. Jedno rieSenie diferencidlneho systému
je preto (zvolime u = 1):
Y = (e, —¢€",0).

Podobne vypocitame rieSenie aj pre koren ro = i. Mame a1 = —iu, as = u, ag = —iu, kde u je
Tubovolné éislo. Pre 4 = 1 mame rieSenie diferencidlneho systému
Z = (—ie'® e, —ie'®),

7 ktorédho mozeme dostat dve rieSenia :

Y5 = (sinz, cos z, sin z),
Y3 = (—cos z,sinz, — cos ).

Riesenia Y7, Ys, Y3 tvoria fundamentilny systém rieseni nadsho systému. Vseobecné riesenie tohoto
systému modzeme zapisat v tvare:
Y =Y + coYs 4 c3Ys3,

z ktorého potom rozpisom po zlozkdch mame:
y1 = c1e¥ + cosinx — c3 cos x,
Yo = —c1e” + co cos x + c3sinx,
Y3 = CoSinT — c3COS T,

kde c1, ¢, c3 st Tubovolné redlne ¢éisla. &

Priklad 31. RieSme nehomogénny diferencidlny systém:

yll =Yz + IQ?

yh = y1 + 2e”.

RieSenie: Homogénny systém je tvaru:
yll = Y2,

Yo = Y1

Riesenie hladdme v tvare Y = (a1e™, age™), kde ay, as st redlne ¢isla a r koren charakteristicke;j
rovnice tohoto systému. Po dosadeni rieSenia do rovnic systému a tprave mame:

0=—ra; + as,
0=a; —ras.
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Tento systém algebraickych rovnic s nezndmymi aq, as ma nenulové rieenie, len ked jeho determinant
je nulovy, teda:

r?—1=0.
Jeho riesenim st dva redlne korene r; = 1, ro = —1. Pre kazdy z nich vypocitame nezndme «ay, g
z vysSie uvedeného algebraického systému. Mame:
Prer; =1jea; =u,as =u, kde u € R. Pre ro = —1 je a1 = u, a9 = —u, kde u € R. Fundamentalny

systém rovnic preto tvoria rieSenia: (zvolime u = 1)

Y| = (ex,ex), Yy = (_e—x,e—x).

Najdeme partikularne rieSenie nehomogénneho systému. Mame

T _e~Z $2 —e~ % e $2
D:‘ T et D = 2e* e % DQ:‘ et 2e*
Potom
2 ,—x 2 2 \2 _ .2,.T
u1:e$f7$62+ dx—e_xf—(e)2xedx,
2 —x 2 2 r\2 _ .2, %
UFM%CJHB—WWM

7Z toho teda je

1 1
U= ((m—§>e"”—2x,<x+§>ex—x2—2>.

Vseobecné riesenie nehomogénneho systému je teda tvaru:

yet — 2x,
e —x% — 2,

Yy = cr1e® —cge” " + (z —
y2 =cie” + e " + (z

+
D[ =0

kde ci,co €ER. &

CvicCenia
86. Rieste homogénne diferencidlne systémy:

=y1+y2, b) yi=wi+3y,
8y1 — y2, Yy = —3y1 + yo.

87. Rieste nehomogénne diferencidlne systémy:

a) yp=—byi+2y2+¢€", b) yi =2y + 2y,
Yy = y1 — 6ya + €27, yh = 2y, + yo + 162",

3.8 Numerické metody rieSenia zaciatoc¢nych tiloh

3.8.1 Uvod

Z predchidzajtcich kapitol uz mame predstavu, Ze je len velmi mélo diferencidlnych rovnic, ktorych
exaktné rieSenie vieme najst. Preto pri hladani riesenia zac¢iatoénych tloh je ¢asto jedinou moznostou



3.8. NUMERICKE METODY RIESENIA ZACIATOCNYCH ULOH 115

najst numerické riesenie. V nagich tivahdch sa obmedzime na hladanie priblizného rieSenia podiatocnej
tilohy pre diferencidlnu rovnicu prvého radu. Tito tilohu moéZzeme vo vSeobecnosti zapisat v tvare

yl = f($ay)7 y(xO) = Yo- (3'32)

Vsetky tvahy a vysledky sa v8ak daja rozsirit aj pre systémy diferenciadlnych rovnic.

Zakladom, z ktorého vychadza vicsina numerickych metdd riesenia zaciatoénych tloh je diskre-
tizdcia premenngch. Znamena to, Ze priblizné rieSenie sa nekonstruuje ako spojita funkcia, ale po-
stupne sa pre mnozinu navzajom roéznych bodov g, (bod, v ktorom je dani za¢iatoénd podmienka),
x1,T9,... hladaju ¢isla yp (hodnota zaciato¢nej podmienky), y1,y2,. .., ktoré aproximuji hodnoty
y(zo),y(z1), ... presného rieSenia v bodoch siete xg,x1,.... Body siete — uzly nemusia byt ekvidis-
tantné to jest vzdialenost medzi nimi, tzv. krok metdédy h, = z,11 — T, mdZe zavisiet na n. Pritom
aproximécia y, presného riesenia y(z,) v bode x, sa pocita z hodnot priblizného rieSenia v uz vypo-
¢itanych uzloch. Tymto metédam hovorime metddy diskrétnej premennej alebo diferencné metody.

Meto6da, ktord k tomuto rieSeniu pouziva rekurentny vztah, v ktorom je y,.1 vyjadrend pomocou
k hodndt yn,Yn—1,--.,Ynti—k Sa nazyva k-krokova metdéda. Ak je k = 1, hovorime o jednokrokovej
metéde. Vzhladom na ciel a rozsah tychto skript sa v dalsom obmedzime len na stru¢ny vyklad dvoch
najbeznejsich typov jednokrokovych metdd.

3.8.2 Eulerova metdda

Je najjednoduchsou metédou na hladanie priblizného rieSenia Cauchyho tlohy typu (3.32). Postupne
od danej zaciato¢nej dvojice hodnot xg, 1o, ktoré uréuji zaciatocénii podmienku tilohy, budeme urcovat
hodnoty

T1, Yly--.,Tn,Yn takto: Zvolime pociatoény krok hy a hodnota z; bude potom z; = xg + hg. Te-
raz sta¢i vypocitat hodnotu y;. Najskor nadjdeme pre hladant funkciu y(z) Taylorov polyném prvého
stupiia v bode z( (Taylorov polyném — vid skripta 1. diel, ¢ast 7.7). KedZe predpokladdme, Ze nami
zvoleny krok hg je maly, mame

y(z1) = y(z0) + hoy' (20).

V tejto aproximécii teraz nahradime hodnotu y'(zg) hodnotou f(zg,yp) z pévodnej rovnice (3.32).
Dostavame:

y(z1) = y(zo) + hof (70, y0)-

Na zaklade tejto ivahy vypocime teraz y; takto:

y1 = Yo + hof(zo,yo)-

Z vyssie uvedeného vyplyva, ze hodnota y; bude aproximovat presntt hodnotu y(z1). Tento postup
teraz mozeme zopakovat pre zs,ys atd. Rekurentne dostdvame: Ak mame vypocitané hodnoty z,, v,
pre nejaké n, zvolime h,, a potom

Tnt1l = Tn+hny  Yny1 = Yn + hnf(Im yn) (333)
Pre ekvidistantny krok h to jest h — hg = hi,..., hy, ... dostdvame schému
Tpgl =T+ hy  Yny1 = yn + hf(:l?n, yn) (334)

Bude nés zaujimat, s akou presnostou sme vypocitali hodnoty neznamej funkcie y(z) v bodoch
Z1,...,Tn, teda aky je rozdiel y(z,) — y,? (Podrobnejsie o pojmoch chyba metédy, chyby zaokriihlo-
vacie, aproximécia a konvergencia metddy, rdd rychlosti konvergencie metédy vid 1. diel skript, ¢asti
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1.4 a 7.14.) Oznacme teraz d,, lokdlnu diskretizacni chybu to jest chybu, ktorej sa dopustime v jednom
kroku vypoétu Eulerovej metédy, to jest chybu, s akou hodnoty presného riesenia spliiajii rekurentny
vztah:

y($n+1) = y(xn) + hnf(fnayn) +dy.

Meradlom, ako presne aproximuje postupnost hodnét i, yo, ..., y, presné rieSenie danej zaciatocnej
tlohy, je globdlna diskretizacnd chyba. Oznacime ju e, = y(z,) — yn.

V struc¢nosti povieme, ze rid metody je najvicsie prirodzené ¢islo p také, Ze pre dani metédu
aplikovanii na I[ubovolni zaiato¢ni tlohu s dostatoéne hladkym rieSenim (rieSenie je spojita funkcia,
ktord m4 aj spojité derivacie prvého a pripadne vyssich radov) plati pre lubovolné n a h,, — 0 odhad

dp, = O(h2T1),

(Oznacenie a = O(h) znamend, ze existuje také ¢islo C > 0, ze a < Ch.) Rad Eulerovej metoédy
odvodime opit velmi Tahko pouZzitim Taylorovho radu a jeho zvysku. Mame

dn = Y(Tn+1) — y(Tn) — hny,(xn)a

1
Y(@nt1) = y(on) — hnyl(xn) + §h72ly”(1/))a pre ¢ € (Tn, Tni1).
Preto )

Ak je ¢ ohranidend, potom
dn = O(hi)

a teda Eulerova metdda je prvého radu. RieSenie musi byt ale dostatocne hladka funkcia, inak sa rad
metoddy znizi. Odvodime teraz globdlnu chybu Eulerovej met6dy pre pripad ekvidistantného kroku, to
jest h:=hg =hy =... = hy.... Od¢itame rovnice algoritmu Eulerovej metddy a lokélnej chyby:

Ynt+l = Yn + hf(Imyn)a
y($n+1) = y(xn) + hf(xnayn) + dy.

Mame
ent1 = en +h (f(@n,y(Tn)) — f(Tn,Yn)) + dn-

Ku globalnej chybe sa tak v kazdom kroku pripoéita lokdlna diskretiza¢né chyba, a preto sa v
globalnej chybe e, 11 prejavia nepresnosti minulych diskretiza¢nych krokov. V pripade, ze funkcia f je
len funkciou premennej x a teda nezavisi na y(z), ihned dostavame

N—-1
EN = Zn:ﬂ dn

KedZe uz z vyssie uvedeného vieme, 7e lokdlna chyba je typu O(h%) a zy — 2o = Nh, teda
N = #-70  dostavame

EN = O(h)a

Cize globalna diskretizacna chyba je mensia ako C'h pre nejaké redlne ¢islo C' > 0.
Nakoniec si este stru¢ne povieme nieco o vplyve zaokrihlovacich chyb (podrobnejsie vid 1. diel,
kapitola 1.3, 1.4).
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Nech ¢ je maximélna zaokrihlovacia chyba v jednom kroku Eulerovej met6dy. Oznacili sme y,
skuto¢né priblizné rieSenie a teraz oznac¢me ¥, priblizné rieSenie, ktoré skutocne vypocitame a ktoré
sa od rieSenia y, 1i§i vplyvom zaokrihlovacich chyb. Takéto rieenie potom splha pre ekvidistantny
krok rovnicu

yn—l—l:gn"_hf(xnagn)—i_ga ’I’L=0,1,...

Celkové chyba vzniknuta zaokrthlovanim bude teda Ne, kde N je posledny krok, ktory sme vypoéi
tali. Z velkosti N ktorti sme odvodili vyssie, vidime Ze celkova zaokrtihlovacia chyba bude @
Preto celkova chyba vypoctu v bode zy bude sti¢tom globalnej diskretizacnej chyby (chyby metddy)

a globalnej zaokrithlovacej chyby:

ly(an) = gn| = Ch + 22200 = g ().

1

Funkcia g bude minimalna pre h = (M) ?. Teda chyba bude miniméalna pre isté hopt- Dalsim
zmensovanim h nadm budi narastat zaokrihlovacie chyby ( kroky budi mensie, a preto ich bude viac).
Ak zvolime h vacsie ako je h,p bude zas prevladat chyba diskretizacna. Tento jav je typicky aj pre
iné diferen¢né metddy.

Poznamka. Na principe aproximacie funkcie Taylorovym polynémom su zalozené aj iné metody.
Volame ich metédy Taylorovho typu. Tieto moézu byt aj vyssich rddov ako je Fulerova metdéda, na

druhej strane zas treba pocitat aj derivacie danej funkcie. Tieto metdédy si preto presnejSie, ako je
Eulerova, ale si1 aj omnoho pracnejsie.

Priklad 32. Mame Cauchyho tlohu
y'=—z+2, y(1)=0.
RieSme tto tilohu na intervale (1,2) s krokom A = 0, 25. Vypocitané hodnoty porovnajme s hodnotami
analytického riesenia.

RieSenie: Téato tiloha mé prave jedno rieSenie, ktoré mézme najst hned priamou integriciou
rovnice a dosadenim zaciatocnej podmienky. Dostavame:

IQ

y(z) = —?-I-Q:z:—g.

Teraz vypocitame priblizné rieenie pomocou Eulerovej metédy. Ked7ze h = 0,25, a g = 1, yo = 0,
rieSenie budeme hladat v bodoch

1 =1,25; 29 =1,5; x3=1,75; x4 =2.
Podla vzorca (3.34) mame

Yir1 = yi +0,25(—z; +2), i=0,1,2,3.
Vysledky zapiseme do tabulky:

T; y(wi) Yi
1,000 | 0,000 | 0,000
1,250 | 0,218 | 0,250
1,500 | 0,375 | 0,438
1,750 | 0,468 | 0,562
2,000 | 0,500 | 0,625

Bl W N =D




118 KAPITOLA 3. OBYCA.JNE DIFERENCIALNE ROVNICE

3.8.3 Metddy typu Runge-Kutta

Tieto metédy st velmi univerzalne a v technickej praxi uzito¢né. Tiez st v podstate zalozené na
Taylorovom rozvoji funkcie, ale nepriamo tak, aby sme nemuseli uréovat hodnoty derivacii funkcie
— tieto sa aproximuji vypoctom samotnej funkcie vo vhodne zvolenych strategickych bodoch. Ich
vSeobecnd schéma je tvaru

,

Yni1 =Yn+ > ok, n=0,1,...,

i=1

kde
k1 = f(Imyn)a ki = f(xn + Xihpy Yn + N’ihnkifl)a i=1,...r

a Q4, A, 45 st vhodne vybraté konstanty. V struénosti si uvedieme len najznédmejsie metéody. Rad
konvergencie ani velkost chyby odvidzat nebudeme.

Metédy 2. radu

er=2a=0,a0=1, =p =3

Dostavame ki = f(xnayn)7 ko = f(In + h7n7yn + thkl)a
Yn+1 = Yn + hnka. (Modifikovand Eulerova metdda).

[ r=2,a1=a2=%,)\2=u2=1.
Dostavame k1 = f(zn,yn)s ko = f(Zni1,Yn + hnki)

Yn+1 = Yn + hn%ﬂa
(Heunova metoda).

Metédy 4. radu
Uvedieme aspon najpouzivanejsiu z nich:

r =4, k1 = f(InayTL)a ko = f(xn + thayn + %Ikl)a

ky = f(zn + 2 yn + 22ks), ku= f(Tns1,yn + hnks),
Yn+1 = Yn + hn k1+2k2?§2k3+k4 .

Priklad 33. Mame Cauchyho tlohu ako v predchadzajicom priklade. Riesme tiito (ilohu na in-
tervale (1,2) s krokom h = 0,25 modifikovanou Eulerovou metédou. Vypocitané hodnoty zapiseme do
tabulky.

RieSenie: RieSenie budeme opit hladat v bodoch
r1=1,25; z9=1,5; x3=1,75; x4 = 2.

Pre modifikovani Eulerovu metédu v tomto pripade, ked7e prava strana nezavisi od y, nebudeme
potrebovat urcovat ki. Mame

0,25
1= 1,25,ky = —1,0 — == +2 = 0,875, y; =0+0,25- 0,875 = 0,21875

0,25

wy = 1,50, ky = —1,25 — +2,0) = 0,625,

ys = 0,21875 + 0,25 - 0,625 = 0,375

0,25
13 = 1,75, ky = —1,5 — =2~ +2 = 0,375, 3 = 0,375 + 0,25 - 0,375 = 0,46875
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0,25
24 = 2,00, kg = —1,75 — 222 49— 0,125, y, = 0,46875 + 0,25 - 0,125 = 0.5
Teda
i T; y(z;) | yi — mod. Euler
0 | 1,000 | 0,000 0,000
11,250 | 0,218 0,219
2 | 1,500 | 0,375 0,375
31,750 | 0,468 0,469
4 1 2,000 | 0,500 0,500

Priklad 34. Urcéme rieSenie diferencidlnej rovnice so zaciatoénou podmienkou:

Eulerovou met6édou, modifikovanou Eulerovou metédou, Heunovou metédou a Runge-Kuttovou meto-
dou 4. rddu na intervale (0,1) s krokom h = 0,1. Hodnoty pribliznych rieSeni porovnajme s analytickym
rieSenim.

RiesSenie: 7 vlastnosti pravej strany vieme, Ze existuje prave jedno rieSenie tejto Cauchyho tulohy.

Toto rieSenie je tvaru
1

40,25

a dostaneme ho pouzitim met6édy separicie premennych.
KedZe krok metddy je ekvidistantny h = 0,1, rieSenie hladdme v bodoch

y:

z;=01-i, i=1.2...,10.

Pre hodnoty y;, i = 1,2,...,10 dostavame pre jednotlivé schémy vzhladom na pevny krok a tvar
pravej strany vzorce:
Eulerova metéda:
Yir1 =y +hy?, i=12,...,10;

modifikovana Eulerova metoda:
Yir1 = yi + h(y; +0,5hy7)%,  i=12,...,10;
Heunova metdda:
Yir1 = yi +0,5h(y] + (i + hy;)?)?), i=12,...,10;
metdéda Runge-Kutta 4. radu:
Yit1 = Yi + %(lﬁ + 2ko + 2k + ky),

kde
h 2
ki =y?, ko= (yi+§k1> )
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h 2
ks = (?Ji + §k2> , ks = (y; +hk3)?, i=1.2,...,10.

Vysledky zapiseme do tabulky:

i T; y(z;) — Euler | y; — mod. Euler — Heun - R-K
0 | 0,000 | -4,00000 -4,000 -4,000 -4,000 -4,000
1 | 0,100 | -2,85714 -2,400 -2,976 -2,912 -2,85734
2 170,200 | -2,22222 | 1,824 22,3343 2275 | -2,2224
3 10,300 | -1,81818 -1,149 -1,90918 -1,86179 | -1,81832
4 10,400 | -1,53846 -1,2689 -1,61095 -1,57369 | -1,53857
5 10,500 | -1,33333 | -1,10789 -1,39156 -1,36195 | -1,33342
6 | 0,600 | -1,17647 | -0,98515 -1,22392 -1,2 -1,17654
7 10,700 | -1,05263 | -0,88809 -1,0919 -1,07224 | -1,05269
8 10,800 | -0,95238 | -0,80923 -0,98534 -0,96894 | -0,95243
9 10,900 | -0,86956 | -0,74374 -0,89758 -0,88371 -0,8696
10 | 1,000 | 08 | -0,68843 20,82408 20,81221 | -0,80003
Cvicéenia

88. Vypocitajte priblizné rieSenie Cauchyho tlohy

ak jeho presné riesenie je funkcia y(z) =

vysledky porovnajte.

Vysledky cviceni

. a
. mo ——kv

y =
!

2

LY =2z

2vh

v~ -kde k je konStanta iimernosti.
. a) rovnobezky s osou y, b) y = -Z,ce R — {1},
)y = Fu,c#0,
e) kruznice so stredom v pociatku,

8. y=—Injp(c—10%), ce R
9. y=(3x—3x2+30)%, ceER

10. y =

11. y =

1—(3-vV1—122)2
12. 22(1+y?) =¢, c€R

13. y =—In(1 —ce®), 1 —ce®” >0

!

y:

. a) 4no, b) 4no, c¢) dno, d) 4no, e) ano.

. a) ano, b) 4no, c¢) nie , d) ano, e) nie, f) 4no.
) by + L =2,

, kde m je hmotnost, v je rychlost a k je konStanta imernosti.

c) y" =0,

y2+1
Yy

d) y' —y=0.

, y(1)

=2,

c) y = ez,

f)y=cosz—¢c, ce R.

V5z2 — 1. Pouzite vSetky vysSie uvedené priblizné metédy a
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14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22,
23.
24.
25.
26.

27.

28.
29.
30.
31.
32.

33.
34.
35.
36.
37.
38.

39.
40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.
52.
53.
54.
55.
56.
57.
58.
59.

y=—In(c—e®), c—e* >0
y=ce® ceER
_2
y = 551,1—@1’7&0
y=+/In(c(1 +e¥))?, ceR
y—ce%,cER

1
y—smx-l-colsfz
223 —y3) +3(22 —4?) +5=0
y = arcsin(3 sinz)
y=1In(e — 1+ e")
y:cogx’CER
y = ce ST ce R
y—cez,ceR
y—gl—‘g‘-l-ce_?"”, ceR

c—Iin |

yZST’CGR
y=T+45 c€ER
y_xﬂ-l-i:‘if—cosx,ceR
y=ce ML Larctgxr —1, c€ER
y=1+ccos’z, ceR
y——lnx+c(ln:v) ,CER

y—ex +ceZ, CER

y= VI— (@ T8 4o ce R
y = z(sinz + ¢), ceR

yZ(%-i-c)e_xz, ceR

y=1
y = 2(cosz +sinz + e~%)
_ a(z—1)
Yy =" )
y= 2s?cnx B co2sac + (1 - %)sinx
y=e ¥SNT 4 aresinz — 1
y = z2Ing
Yy =—COSZT

y=cre’?® +ce " c1,c0 €ER

Y = €1 co8DHx + co8indzx, c1,c0 €ER
y=c1+ce®, c1,c0 ER

Yy = c1e®® + coze®®, ¢1,c0 €ER

y =157 + €, c1,c €ER

Yy = cre % 4+ c0e®, c1,c0 ER

Yy =¢c1C08T + cosinz, c1,c0 ER

y —cle(H‘[) +c e1=V2z ¢ 0o eR
:1:—0162 +02t62 , C1,C0 ER

y = e?(c cos 3z + cosindz), c1,c2 ER

y = xzed”®

Yy = —%e cos 3z

y = § _ gef?m
y—4cos2x—3sin2x
y=4e*2‘/§"3

- _ 4 3aini
y=-9cos 3z + 9gsinzz
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60. y = 5smx%z7cosx 4 61661 —I—Cge 81,82 ER

61. y = e (cy €08 2% + ¢y 8in 2x) — 2 cos2x — 2sin2zx, ¢1,c0 €ER

62. y =¢” -I-cle_” + 026% 1,0 ER

63. y = GQH 4+ ¢y cosax + cosinax, ci,c0 €ER

64. y—63$(01+02I)+§ +2—7$+2—7,01,CQER

65. y = c1e” + coe 9T — %,01,02 eER

66. y = c1€%% 4+ cozre?® 4+ % cl,c0 €ER

67. y = c1e’® + cpze®® +3 322 01,02 ER

68. y = c1e%® + copwe®® —l— —I— + 4 cos2z,c1,c9 €ER

69. y = c1e*® + cpre®® + 2x -I— 4z + 3 + 4:1:2 2T 4 cos2z,c1,c0 €ER

70. y = crcosx + cosing + 223 — 132+ 2,¢1,60 € R

71. y =cicosx + cosinx + cos 3z, c1,c0 € R

72. Yy =c1cosx + cosinz + %Q:Sinl’,Cl,CQ ER

73. y =cicosx + copsinx — %xcosx —e T, ER

74. 0(t) =2¢ % —2¢ 3 Opax =0(In3 ) = £

75. y(t) = 27 + 3667%, rychlost ochladzovania klesne pod 1 stupen asi za 11 minnt, teleso bude mat
teplotu 33 stupnov

76. y(z) = 2 — 45in 3z, Ymin = —2, y =0 pre z = {5 + %kﬂ' alebo = = ?_g + %kw, k je celé.
77. a) z(t) = 3 cos 2t + 3sin 2t,

b) a(¥) = -3, #'(3) =6 ,

c) t ~1.178

78. y = c1 + cox + c3e” + cyze® ,c1,c0,03,¢4 ER
79.y=c¢ f(cl cos ai +co smai) +e “{(01 cosai + ¢ sma%)
C1,C2,C3,64 ER

80. y =c1 + coe” + c3xe” ,cp,09,c3 ER

81. y =2?In\/z + c12® + cax + ¢3 ,c1,¢2,63 ER

82. y = —l sin2z + c122 + cor +¢3 ,¢1,69,63 €ER

83. y = cle +ee ™+ (" —e ) Inje” — 1| —ze* + e —1, c1,c2ER
84. y = c1€” + coxe” +xln|x| ci,c2 ER

85.y=¢" (cl—i—CQx—i— )—1 cl,c0 €ER

86. a) yl( ) = 016 +026_3$,

Yo = 2¢1€% —4cpe™3, ¢1,c0 ER

b) y1(z) = e¥(cy cos 3z + ¢o 8in 3x),

ya(z) = " (—cy sin3x + ¢ cos 3x), ¢1,c0 ER

87. a) yl(x) = _% _ é_zlle?fr +e 677I + 0264:[,
yo(z) = ;’ée” — 2762“” — 17 4+ 2c0e* ¢, ER

b) y1(z )—cle —2c9e 3 — €7(8z + 6),
yo(z) = 2¢1%T + e — x(l?:z:-l— 13), c1,c0 €ER
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Kapitola 4

Diferencialny pocet funkcii viac
premennych

4.1 Funkcie dvoch a viac premennych

4.1.1 Zakladné pojmy

Nech R? ozna¢uje mnozinu vietkych usporiadanych dvojic redlnych &isiel. Intuitivne, pod funkciou
dvoch premenngch rozumieme priradenie f, ktoré kazdej dvojici redlnych ¢isiel (z, y) z istej podmnoziny
M C R? priradi redlne &islo f(z,y). Najviiésia (vzhladom na inkltziu) podmnozina D C R?, pre ktori
je priradenie (z,y) — f(z,y) korektne matematicky definované, sa nazyva obor definicie funkcie
f.1' V pripade funkcii dvoch premennych je prirodzené znizoriovat obory definicie v rovine, a to
v pravouhlej stiradnicovej stistave s osami 0, 0y.

Priklad 1. N&jdite a zndzornite defini¢ny obor funkcie

rlny

flz,y) = —m .

RieSenie: Uvedeny vyraz ma zmysel len pre tie dvojice (x,y), pre ktoré je y > 0 (pretoze funkcia
In je definovan4 len pre kladné é&isla) a 4 — 22 — y? > 0 (pretoze druha odmocnina je definovana len
pre nezaporné ¢isla a navyse sa vyskytuje v menovateli). Definiény obor funkcie f je teda mnozina

D = {(z,y); 2> +y> <4, y>0}.
V rovine zy mnozine D zodpoveda vnutrajsok polkruhu nad osou z so stredom v pociatku a s polo-
merom 2; pozri Obr. 1. &

Priklad 2. Najdite obor definicie funkcie g(z,y) = vy — /z* — 16y* a ukaite, Ze pre kazdé redlne
¢islo ¢ plati identita g(tz, ty) = t2g(z,y).

RieSenie: Dané funkcia je definovand pre vietky dvojice (z,y) také, ze 2* > 16y* (pretoze druha
odmocnina je definovand len pre nezidporné ¢isla). Uvedend nerovnost je po dvojnidsobnom odmocneni
ekvivalentna s nerovnostou |z| > 2|y|, a preto definiény obor D funkcie g je

D ={(z,y); |z >2[yl} -

'Defini¢ny obor funkcie moze byt uréeny aj explicitne na nejakom zteni spominanej mnoziny.
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AY

Y <

_

Obr. 4.1: D(f)

V rovine zy je tdto mnozina znizornend dvoma , vysekmi“ ohrani¢enymi priamkami y = z/2 a y =
—x/2 tak, ako to vidime na Obr. 2.
Pre dokaz uvedenej identity staci do vzorceka pre g(z,y) dosadit tz namiesto z, ty namiesto y, a

pocitat:
g(ta, ty) = (tz)(ty) —\/(tx)* = 16(ty)* = £*(zy — \/2* — 16y*) = t°g(z,y) .

&

\ \\\\\

Obr. 4.2: D(g)

Mnozina bodov (z,y) v rovine, v ktorych ma funkcia f(z,y) konstantni hodnotu f(x,y) = ¢ pre
niektoré redlne ¢islo ¢, tvori krivku nazyvana vrstevnica funkcie f prislichajica vyske c.

Priklad 3. V rovine zy znizornime vrstevnice funkcie h(z,y) = 4 —4x? —y? prislichajice vyskam
1,2, a3.

RieSenie: Pre [ubovolné ¢ je vrstevnica funkcie b urcéend rovnicou 4 —4z? —y? = ¢, ¢ize 422 +y% =
4 — c. 7 tohoto vidiet, ze netrividlne rieSenie dostavame len v pripade, ked ¢ < 4 (preco?). Vydelenim
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poslednej rovnice kladnym ¢islom 4 — ¢ dostavame

a toto je rovnica elipsy so stredom v bode [0,0] a s poloosami a = %\/4 —¢, b = v/4 — c. Hladané
vrstevnice sii teda elipsy; postupnym dosadenim hodno6t ¢ = 1, 2,3 pre ich poloosi mame:

1
prec=1: a1:§\/§, b1:\/§,

1
prec=2: a2:§\/§, by = V2,

1
prec=3: as = 3, bs=1;

Pre znazornenie tychto vrstevnic pozri Obr. 3. &

Y™

Obr. 4.3: Vrstevnice

Podobné tlohy sa vyskytuji aj pre funkcie troch premenngch f(x,y,z), resp. vSeobecnejsie pre
funkcie n premenngch f(x1, 2, ..., z,). Definiéné obory funkcii troch premennych je uz tazsie znazor-
nit; robime to pomocou projekcie trojrozmerného priestoru so stradnicami z,y, z do roviny. Pre dané
¢ mnozina bodov (z,y, z) splhajica rovnost f(z,y,z) = c tentoraz bude (a7 na degenerované pripady)
plocha v priestore, ktorti nazyvame vrstvovou plochou prislichajicou konstante c. Pri funkciach n > 4
premennych defini¢né obory neznizoriiujeme a o prislusnych ,,viacrozmernych vrstvovych plochach“
nebudeme v tychto skriptach hovorit.

Priklad 4. Uréte obor definicie funkcie k(z,y, z) = In (9 — 22 — 42 — 2?) a opiste vrstvovii plochu
zodpovedajicu konstante ¢ = Inb.

RieSenie: KedZe prirodzeny logaritmus je definovany len pre kladné ¢isla, dani funkcia je defi-
novana len pre tie trojice realnych &isiel (z,y, 2), pre ktoré je 9 — 22 — y? — 22 > 0. Defini¢ny obor D
funkcie k(z,y, z) je teda mnozina

D = {(z,y,2); 2> +y* + 22 <9} .
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V trojrozmernom priestore mnozine D zodpovedd vnutrajsok gule so stredom v podiatku a polo-
merom /9 = 3. Vrstvova plocha prisliichajiica konstante ¢ = In5 ma rovnicu k(z,y,2) = ¢, teda
In(9 — 22 —y? — 22) = In 5, odkial po tprave mame 9 — 2% — y? — 22 = 5 a napokon z? + 4% + 2% = 4,

¢o je sféra (gulova plocha) so stredom v podciatku a polomerom 2. &

Na ukazku uvddzame casti grafov (t.j. ploch) uréenych rovnicou z = f(z,y) pre niektoré funkcie
f (pozri obrazky 4.4 az 4.9); na generovanie obrazkov bol pouzity program Mathematica.

Obr. 4.5: z = zy

4.1.2 Limita funkcie dvoch a viac premennych

Pojem limity funkcie dvoch premennych je omnoho komplikovanejsi v porovnani s pojmom limity
funkcie jednej premennej. Intuitivne, ak hodnoty funkcie f(z,y) lezia ,dostato¢ne blizko* ¢isla L pre
vetky body (z,y) ,blizke* ale nie rovné bodu (zg,yo), tak hovorime, ze L je limitou funkcie f v bode
(z0,Yo). Pre matematicky presni definiciu potrebujeme zaviest dva pojmy. Pripomeiime najprv, Ze pri
funkciach jednej premennej sme pod (jednorozmernym) okolim bodu b (pri¢om b je bud realne ¢islo
alebo jeden zo symbolov +o00, —o0) rozumeli lubovolny otvoreny interval obsahujtci b, resp. lubovolny

interval tvaru (a,+00) alebo (—oo,a) ak b = +o00. V dvojrozmernom pripade, ak hovorime o bode
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Obr. 4.8: z = e @44 cos(\/22 + y?)
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R

N

N7
W
N7

Obr. 4.9: z =e ¥Ysinz

(z0,Y0), madme vzdy na mysli, Ze obe stradnice zg a yy s redlne ¢isla. A teraz k ohldsenym novym
pojmom: Pre Tubovolné ¢&islo § > 0 pod §-okolim bodu (z, 1) rozumieme mnozinu

Os(x0,90) = {(,9); (x—m0)* + (y —y0)* < 5°} .

Inak povedané, d-okolie Os(xg,yo) je vnitrajSok kruhu so stredom v bode (zy,yp) a polomerom d.
Dalej, bod (zg,10) nazveme hromadngm bodom nejakej mnoziny M, ak kaZdé J-okolie bodu (zg, o)
obsahuje aspon jeden bod mnoziny M rozny od (zg, yo).

Definicia limity funkcie dvoch premennych. Nech D je obor definicie funkcie f(z,y) a nech
bod (z9,yp) je hromadnym bodom mnoziny D. Hovorime, ze funkcia f(z,y) ma v bode (z, yo) limitu
rovnli bodu L, ¢o symbolicky zapisujeme v tvare

lim z,y) =1L,
(xzy)_)(anyO) f( y)

ak ku kazdému (jednorozmernému) okoliu O(L) bodu L existuje nejaké d-okolie Os(zo,yo) bodu
(zo,y0) tak, ze pre kazdy bod (z,y) € Os(zo,yo) N D roézny od (zg,yo) plati, ze f(z,y) € O(L).

Definicia pojmu spojitosti. Nech f(z,y) je funkcia dvoch premennych s oborom definicie D
a nech bod (zg,yp) € D je hromadnym bodom mnoziny D. Hovorime, ze funkcia f(z,y) je spojitd
v bode (xg,y0), ak

lim f(z,y) = f(zo,90) ,
(z,y)—(w0,y0)

t.j. ak limitu moZno vypocitat jednoduchym dosadenim. Ak f(z,y) je spojitd v kazdom bode nejakej
podmnoziny M C D, tak hovorime, ze funkcia f(x,y) je spojitd na mnoZine M.

Pri vypocte limit funkcii dvoch premennych pouzivame pravidlé, ktoré uz pozname z jednoroz-
merného pripadu. Ak

lim z,y) =L a lim z,y) = Lo ,
) By @) = I a lim 9@ Y) = Lo
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tak (za predpokladu, ze vyrazy na pravych stranich st pripustné) plati:

lim c.f(r,y) =c.Ly ,
(z,y)—(wo,y0)

(7,y)—(70,y0)

lim f(Iay)g(xay) :LI-L2 )
(z.y)—(z0,y0)

N (G257
(@)= (zowo) 9(2,y) Lo

Casto je pri vypoctoch potrebné pouzivaf algebraické triky, s ktorymi ste sa u# stretli pri funkciich
jednej premennej. Vo findlnej faze vypoctu sa obvykle opierame o nasledujice princip (taktiez zndmy
z jednorozmerného pripadu):

Kazdd elementdrna funkcia dvoch premenngch (t.j. funkcia vytvorend z koneéného poctu poly-
nomov, goniometrickych, exponencidalnych funkcii a k nim inverzniych funkcii pouzitim algebraickijch
operdcii a operdcie skladania funkcii) je automaticky spojitd v kazdom hromadnom bode svojho defi-
nicného oboru.

Priklad 1. Vypocitajme hodnotu limity

. 20 —y —9
lim

(ey)—(4,-1) V22 —y —3

RieSenie: Hoci funkcia za znakom limity nie je v bode (4, —1) definovand, tento bod je hromadnym
bodom jej defini¢ného oboru (prec¢o?). Pri vypocte si pomdzeme rozSirenim Citatela aj menovatela
vyrazom (y/2z —y + 3), a po Uprave napokon dostaneme limitu z elementérnej funkcie, ktort podla
vyssie uvedeného principu vypocitame jednoducho dosadenim:

2z —y—9 2z —y —9)(V2z —y +3)

lim —_— = lim =

()=~ 22—y —3  (z9)—(4,-1) (V2z —y —3)(\/2x —y +3)

_ g 22y 9N oyEd) (V2 =y 3 =6

(z,y)—(4,—1) 2z — Yy — 9 (z,y)—(4,—1

)

Komplikovanost pojmu limity funkcie dvoch premennych tkvie aj v tom, ze k bodu (xg, yo) je mozné
,priblizovat sa“ bodmi (z,y) po roznych krivkach (na rozdiel od jednorozmernych limit, kde sme sa
k danému bodu mohli blizit len zlava alebo sprava). Toto pozorovanie sa v kombinacii s definiciou
limity ¢asto vyuziva na dékaz neezxistencie limity funkcie f(x,y) v bode (zg,yo)-

Postadujica podmienka neexistencie limity. Ak sa ndm podari najst dve krivky y = r(z)
ay = s(z) tak, ze limgy 5, 7(z) = limy_,5, s(z) = yo (t.j. obe krivky sa . blizia“ k bodu (zo,y0)),
a pritom hodnoty jednorozmernych limit limy,_,,, f(z,r(x)) a limg_,4, f(z, s(z)) nie si totoiné (&ize
funkéné hodnoty f(z,y) sa pozdlz kriviek y = r(z) a y = s(z) ,blizia“ k réznym bodom), tak potom
funkcia f(x,y) nemd v bode (xo,y0) limitu.

Priklad 2. Ukazme, ze neexistuje limita

. Y
lim arctan = .
(z,y)—(0,0) T
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RieSenie: Poktsme sa ,realizovat priblizovanie“ ku bodu (0,0) po dvoch polpriamkach y = kyz
ay = kox, kde k1 # ko a x > 0. Ak  — 0 po prvej polpriamke, tak dosadenim y = k1z do pévodnej
limity dostaneme:

. kiz .
lim arctan — = lim arctan k1 = arctan ky .
r—0 €T z—0

Podobne pre ,,pohyb“ po druhej polpriamke y = kox k bodu (0,0) méame:

kox

lim arctan ~2- = lim arctan ko = arctan ks .
z—0 T z—0

KedZe arctan je funkcia rasttica a teda prosta, pre ki # ko je arctan ky # arctan ko. Nasli sme teda dve

krivky (v nasom pripade polpriamky), pozdl# ktorych sa hodnoty funkcie arctan £ blizia“ k roznym

¢islam, a preto dand limita neexistuje. &

Priklad 3. Presved¢me sa, Ze neexistuje limita

s

1i -
(2.9)2(0,0) TF + 12

RieSenie: Vzhladom na tvar naSej funkcie tentoraz za krivky , priblizovania sa“ k bodu (0,0)
zvolime dve paraboly, y = k122 a y = kex?, pricom, povedzme, ki > ko > 0. Ak sa teraz bod (z,y)
,blizi“ k (0,0) po prvej parabole, dostdvame z povodnej limity dosadenim y = k;z? a tipravou hodnotu

i o o 1 1
x%x4+(/€1$2)2 _xl—I}%)l-l-k% N 1+k% )

Analogicky, vypocet pre druhii parabolu déva:

4
I €T I 1 1
mm ———-—-———--= = 11m .
z—0 xt + (k2$2)2 z—0 1+ k% 1+ k%

Ked7e sme ziskali dve rozne hodnoty limit pozdlz dvoch roznych kriviek, povodna limita neezistuje. &

Pojem limity a spojitosti funkcii troch a viac premennych je mozné zaviest obdobne, a pravidla
zaobchadzania s limitami st analogické pravidlam pre funkcie dvoch premennych.

4.2 Parciadlne derivacie a diferencovatelnost

4.2.1 Parcialne derivacie

Nech z = f(z,y) je funkcia dvoch premennych s oborom definicie D a nech (z¢,yy) € D. Predstavme
si, ze graf tejto funkcie mame znizorneny ako plochu v trojrozmernom priestore s pravouhlymi su-
radnicovymi osami z,y, z. Potom vertikidlna rovina y = gy, rovnobezna so stiradnicovou rovinou p,,
pretina nasu plochu z = f(z,y) v krivke s rovnicou z = f(z,y0). Tato krivka je vlastne grafom funkcie
jednej premennej z = f(z,yg) v rovine y = yo. Tato funkciu mézme jednoducho zderivovat podla =
a tak vypocitat napr. smernicu dotyé¢nice ku krivke z = f(z,y0), ktora lezi v rovine y = yo. Takto
vypocitana derivicia sa nazyva parciilna (¢ize ,,¢iasto¢na”) podla premennej z, pretoze za y sa najprv
dosadi konStanta yy a az potom sa pocita (obyGajnd) derivacia funkcie jednej premennej podla z.
Formélne:

Definicia parcidlnej derivacie. Pod parcidlnou deriviciou funkcie z = f(z,y) v bode (xg,yo)
vzhladom na premennii x rozumieme obycajni derivaciu funkcie jednej premennej f(z,y0) podla z
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(za predpokladu, 7ze existuje). Pre tto parcidlnu deriviciu sa pouziva ktorékolvek z nasledujticich
oznadeni:

0 0
8_£(I07y0)7 a_;(xﬂayO)a fa(zo,y0),  2z(w0,%0)-

PodTla uvedenej definicie teda plati:

%(foayo) = %(%,yo) = fo(z0,y0) = zz(0, y0) = f'(z,y0) ,

pricom derivicia vpravo je oby¢ajna derivicia funkcie jednej premennej f(z,yo) podla z. Parcidlna
derivécia funkcie z = f(z,y) v bode (g, yo) podla premennej y sa definuje analogicky, spolu s ozna¢nim
zy(I07 yO)a fy(I07 yO)a atd.

Priklad 1. Vypoditajme parcidlne derivacie funkcie

1+sinx
Zz=—
T + Ccosy

podla oboch premennych v bode (0, 7).

RieSenie: Pre vypocet parcidlnej derivacie z, (0, 7) najprv dosadime y = yg = 7 a potom pouzi-
vame zname pravidla pre derivovanie funkcie jednej premennej (najprv pravidlo o derivovani podielu,
atd.) pre vypocet derivicie v bode zy = 0:

ZI(O, 7T) = %

. (w)xzo - d(i (m)xzo

T+ cosT r—1

z—1)cosz —1 —sinz
- (== )

EEL =2

=0 o

Podobne, pri vypocte parcidlnej derivacie z,(0, ) podla premennej y najprv za x dosadime zo =0 a
potom pocitame zndmym sposobom obyc¢ajni derivaciu podla y v bode yg =

d /1+sin0 d 1 i
(0m) = d_y(o-t%)y—w N d_y(cosy)y:W N (cst)l;l?yy)y:ﬂ -0

)

Casto sa stava, 7e nas ani tak nezaujima hodnota parcidlnej derivicie v konkrétnom bode, ale
v lubovolnom bode (pokial existuje). Priradenia (zo,y0) — fz(0,%0) a (zo0,v0) — fy(%0,y0) potom
definuji nové funkcie, ktoré nazyvame jednoducho parcidlnymi deriviciami funkcie f(z,y); pri ich
oznacovani zvykneme vynechavat indexy a piseme len f,(z,y) a f,(z,y). Poznamenajme, Ze defini¢né
obory parcidlnych derivacii f; a f, sa nemusia zhodovat s definicnym oborom funkcie f.

Uvedené definicie si ¢itatel lahko modifikuje pre pripad funkcii troch a viacerych premennych. Pra-
vidlo poditania parcidlnej derivacie podla niektorej premennej je jednoduché: Vsetky ostainé premenné
sa pre ucely derivovania povazuji za konstanty.

Priklad 2. Vypocitajme parcidlne derivacie g., g, a g, funkcie
g(z,y,z) = zarcsin (/zy) + ln (y + €%).

RieSenie: Pre vypocdet g, povaZujeme y a z za symboly oznacujtice konstanty a derivujeme podla
x; to napr. znamend, %e cely druhy ¢élen In (y + e*) bude po derivovani podla x nulovy! Po tprave
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(pozor na derivovanie zloZenych funkcii!) dostdvame:

d
gr = %(:c arcsin /Ty + In (y + €°))
1 1

= arcsin./zy + x- . y+0
1 — (/7y)? 2,/zy

ry
1—zy

1
= arcsin./zy + 3
Podobne pre dalsie dve parcidlne derivicie mame:

d
gy = d—y(:z:arcsin,/avy-l—ln(y-l—ez)) =
1 1 1
1 — (/79)? 2./xy y+e
z? n I
2vxy(l —zy) y+e*’
d .
g. = %(xarcsm\/a:y—kln(y—i—ez))
1 e?

(0+¢€%) = .
y-l-ez( ) y+e?

= - (1+0)=

- 0+

)

4.2.2 Linearizacia, dotykova rovina a diferencial

V praxi (najmi v geometrickych a numerickych aproximéciach) velmi délezit tilohu zohrava lokélne
nahradzovanie funkcii linedrnym: funkciami. To vedie k zavedeniu nasledujtcich dolezitych pojmov.

Definicia linearizacie. Nech funkcia f(z,y) ma parcidlne derivicie podla oboch premennych
spojité v bode (xg,yo). Pod linearizdciou funkcie f v bode (xp,1yo) rozumieme funkciu L(z,y) dant
predpisom

L(z,y) = f(zo,y0) + fa(z0,y0)-(x — m0) + fy(z0,y0)-(y — yo) (4.1)

Pribliznd rovnost
flz,y) = L(z,y) (4.2)
nazyvame Standardnou linedrnou aproximdciou funkcie f v okoli bodu (zg, yo).

Je dolezité uvedomit si, ze L(z,y) je naozaj linedrna funkcia. Aproximécia f(z,y)=L(z,y) v okoli
bodu (zg, 1) teda hovori, ze aj komplikované funkcie mozno lokalne nahradzovat linedrnymi funkciami.
Otézkou presnosti takejto aproximacie sa budeme zaoberat na inom mieste.

Priklad 1. Nijdite linearizaciu funkcie f(z,y) = e~ *"+¥") v bode (3,—3), ako aj jej standardni
linearnu aproximaciu v tomto bode.

)

NO[—

RieSenie: Vypocitame najprv parcidlne derivicie v bode (zg,yo) = (%, —

d _ 2242 (2242
fx(x[],y(]) = (%6 o ))(IO Y0) - (6 o ).(_2$))(x09y0) -

=+

SERE

d (g2 2 (g2 2
Folwosy) = (o) = (e (=20) g
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Ked7e f(z0,y0) = 1/+/e, dosadenim do vztahu (4.1) pre lineariziciu nasej funkcie v okoli bodu (zg, y¢)
dostavame:
tew =7+ (- 7) (=2) + 7 (- (53))
r,y)= e \/E z 9 \/E Yy 2 )

L(z,y) = %(2—9@—1—3/) .

a po uprave,

Pre Standardni linearnu aproximéciu f(z,y)=L(x,y) v uvedenom bode napokon mame:
e~ (@ +y%) - L(g —z+7y) .
Ve

Vidime, ze povodnd funkcia je v okoli bodu (1/2, —1/2) naozaj nahradend linedrnou funkciou. &

Dotykova rovina ku grafu funkcie. Geometrickd interpreticia pojmu Standardnej linearnej
aproximécie funkcie f(z,y) v bode (z¢, o) je jednoducha: Funkcia z = L(z,y), teda,

z = f(z0,y0) + fe(w0,0)(x — 20) + fy(0,y0) (¥ — yo) , (4.3)

predstavuje rovnicu dotykovej roviny k ploche z = f(z,y) v bode (z¢,p). Standardna linearna apro-
ximécia je teda z geometrického hladiska nahradenim plochy z = f(z,y) dotykovou rovinou v bode
(Io, yO) :

Priklad 2. Napi$me rovnicu dotykovej roviny ku ploche danej rovnicou z = f(z,y) = 19—z2 —4y?

v bode (1,2).

RieSenie: Na dosadenie do formulky (4.3) potrebujeme vypocitat hodnoty f(xo,v0), fz(Zo,¥0)
a fy(wo,y0) pre bod (zo,yo) = (1,2). Postupne dostdvame: f(1,2) = 2, f2(1,2) = (—27)12) = -2,
a fy(1,2) = (=8y)(1,2) = —16. Dosadenim do (4.3) vidime, ze hladana rovnica dotykovej roviny je
z=2—-2(zr—1) —16(y — 2), ¢o po tprave dava 2z + 16y +2z —36 = 0. &

Definicia totalneho diferencidlu. Predpokladajme, Ze f(z,y) ma parcidlne derivicie podla
oboch premennych spojité v bode B = (xg,yp). Vyraz

df (z,9)B = fe(T0,0)(x — 20) + fy(20,y0) (¥ — yo) (4.4)

nazyvame totdlnym diferencidlom funkcie f v bode B = (xg,yo). Linearizacia a totalny diferencial st
teda viazané rovnostou L(x,y) = f(B)+df (x,y)p. Ak prijmeme oznacenie dz = x —xzy a dy = y — yo,
vztah (4.4) nadobudne ¢asto uvadzany tvar

df (z,y)B = fe(zo,y0)dz + fy(z0,y0)dy = fo(B)dz + fy(B)dy . (4.5)

Kombinaciou standardnej linedrnej aproximacie (4.2) a totdlneho diferencidlu (4.5) dostavame
v okoli bodu (zg,yo) priblizné rovnosti

f(Iay) = f(IoayO) +df(I7y)B ) alebo f(Iay) - f(I07y0) = df(Ivy)B .

Totélny diferenciil preto reprezentuje priblizni velkost zmeny hodnoty funkcie f v bode (z,y) v po-
rovnani s hodnotou v bode (zg,yo). Priblizné odhady takychto zmien maji v praxi velky vyznam.

Priklad 3. Akt priblizni percentudlnu zmenu objemu valca mozno ocakivat, ak sa polomer
zZVACST 0 2 percenta a vySka o 1 percento?
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Riesenie: Objem valca je dany vzoréekom V = V(r,h) = mr?h, kde r je polomer a h je vyska
valca. Uz vieme, ze velkost zmeny hodnét funkcie V' v nejakom bode (r,h) v porovnani s hodnotou
v bode B = (r¢, hg) mozno priblizne odhadnit jej totdlnym diferencidlom dV. Ten je dany vztahom
(4.5) a v naSom oznaceni ma tvar:

dV(r,h)g = Vy(ro, ho)dr + Vi, (ro, ho)dh , (4.6)

pricom dr = r —ry a dh = h— hg. Dalej vieme, 7e nova hodnota r sa od povodnej hodnoty r( 1i3i o plus
2 percentd, teda r = 1,02rg, ¢ize dr = 0,02ry. Podobne dostavame, ze dh = 0,01hy. Pre dosadenie
do (4.6) treba eSte vypocitat hodnoty parcidlnych derivacii V.(ro, ho) a V3 (ro, ho). Znamym sposobom
dostévame: V,(rg, hg) = 2mrohg, a Vi, (ro, ho) = mrg. Dosadenim ziskanych rovnosti do (4.6) mame:

dV (r,h) g = 2mrohg-0,02rg + wr3-0,01hg = 0,057r3he = 0,05-V (1o, ho) .
Kedze dV (r,h)p = V(r,h) — V(rg, hg), vidime, Ze uvedené zmeny v polomere a vyske valca vyvolaji
zmenu objemu o priblizne 5 percent. &

Linearizacia a totalny diferencial funkcii troch a viac premennych sa definuja analogicky; podrob-
nosti prenechidvame na samostatni iniciativu éitatela.

4.2.3 Vyssie derivacie a retfazové pravidla

Podobne ako pri funkcidch jednej premennej, aj parcidlne derivacie je mozné iterovat, a to réznym spo-
sobom. Tak napriklad je mozné pocitat (ak existuji) parcidlne derivacie (podla z alebo y) z parcidlnej
derivécie funkcie f(x,y) podla z (alebo y), ¢ize parcidlne derivéicie typu

9 0fy 0 0fy 9 0fy 9 (Ofy.
8x(8$) ’ Bx(ay) ’ By(aﬂv) ’ By(ay) ’
tieto obvykle zapisujeme v skratenej forme v tvare
rf
r?

o2 f o2 f 02 f

:fxx7 sz:cya %zfyxa 8—y2=

Tyy -
Vyssie derivécie funkcii troch a viac premennych sa tvoria a oznacuji obdobne.

Vo vSeobecnosti derivovanie moze zavisiet na poradi, t.j. existuja funkcie, pre ktoré je fr, # fyz-
V tychto skriptach sa vSak s takymito ,,anomalnymi“ funkciami nestretneme. Plati totiz nasledujica
veta:

Ak je funkcia f(x,y) na nejakej oblasti M spojitd spolu so vsetkymi §tyrmi parcidlnymi derivdciamsi
fas fys [y @ fya, tak plati rovnost fry, = fy. na oblasti M.
Priklad 1. UkaZme, Ze funkcia f(z,y,2) = 1/y/22 + 42 + 22 splia (v praxi dbleziti1) tzv. Lapla-

ceovu rovnicu
of O O
ox2  Oy? 022

RieSenie: Priamym vypoctom derivacie f,, dostavame:

0 f 0 (3f) 0

= (9_95( - %(:1:2 + 92 +z2)73/2-2x) =

22~ Oz

oz

— _($2 +y2 +22)_3/2 - (_g) ($2 +y2 +22)_5/2 L op =
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— (IQ +y2 +2’2)_5/2(2$2 _y2 _ZQ) ]

KedZe funkcia f je symetrickd vo svojich premennych, tak mame ihned:

O f 2 .2 L 2\-5/2(0,2 2 2
ByQ:(x +y +Z) (2y - T _Z)a
0? _

—8z]; = (> +y* + 2?) 5/2(2z2 -z —y?) .

O splneni Laplaceovej rovnice sa teraz da presvedéit jednoduchym dosadenim (prevedte!). &

Pri derivaciach funkcii jednej premennej ste sa zoznamili s pravidlom pre derivovanie zloZenych fun-
kcii, ktoré sa nazyva aj retazové pravidlo. Pri parcidlnych derivacidch mé retazové pravidlo zlozitej$iu
formuléaciu. Za¢neme s najjednoduchsim pripadom.

Retazové pravidlo, 8ast 1. Ak z = f(z,y), pricom z = z(t) aj y = y(t) st funkcie premennej ¢,
tak plati
dz of\ dx ofy\ dy
FRCAE T an
dt ox/ dt oy/ dt
pricom do parcialnych derivacii vo velkych zatvorkiach je potrebné po ich vypocte dosadit z = z(t) a
y = y(t). (Mlcky pritom predpokladame, ze vSetky derivicie na pravej strane existuji a si spojité na
istej oblasti.)

Priklad 2. Pomocou retazového pravidla vypocitajte derivaciu funkcie f(z,y) = 2%Iny podla
premennej t, ak £ = cost a y = sint.

RieSenie: Pouzitim vyssie uvedeného vzoréeka mame pre nasu funkciu z = f(z,y):

de _(Dfydo  (0fy dy
dt (820) dt +(8y) dt
= (2zlny)-(—sint) 4 (z2/y)- cost

(teraz dosadime x = cost a y = sint do vyrazov v zatvorkach a upravime)
= —2costsintIn(sint) + cos® t/sint .

)

Analogicky, uvedené retazové pravidlo pre funkciu troch premennych w = f(z,y, z), kde z = z(t),
y=1y(t) a z = z(t), ma tvar

d afy d afy d afy d
7= G G)uG)a

vo velkych zatvorkiach treba po vypocte parcidlnych derivacii dosadit z = z(t), y = y(t) a z = 2(t);
podobné vzorce platia aj pre funkcie viac ako troch premennych.

Pri zloZzenych funkcidch viac premennych sa moze stat, Ze premenné z,y, z, ... si samy osebe fun-
kciami viacerych inych premennych. Napriklad pri funkcii troch premennych w = f(x,y, z) definovanej
na nejakej oblasti v trojrozmernom priestore mozu premenné z,y, z byt funkciami dalsich (povedzme)
dvoch premennych, ¢ize z = z(u,v), y = y(u,v) a z = z(u,v), ¢o by zodpovedalo pripadu, ze body
(z,y, z) berieme z nejakej plochy v priestore. V takomto pripade ma retazové pravidlo o nieco kom-
plikovanejsi tvar:
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Retazové pravidlo, &ast 2. Ak w = f(z,y, 2), pricom z = z(u,v), y = y(u,v) a z = z(u,v), tak
pre parcidlne derivacie w,, a w, plati:

ow  ,Of of Of O
T = ((9:(:) ou " (ay) ou " (5:) 50

ow of of of

v (8:1:) 8v+(8y) 8v+(8z) o’
pritom opit po vypocte parcidlnych derivacii v v zatvorkach je potrebné vSade dosadit x = x(u,v),
y=y(u,v) az=2z(uv).

Napriek komplikovanejSiemu tvaru verime, ze bystry ¢itatel lahko vnikne do logiky tvorby tychto
formuliek a v pripade potreby si vykombinuje korektna verziu.

Priklad 3. Vypocéitajme parcidlne derivacie funkcie w = f(z,y) = z3y? podla premennych u, v,
ak £ =3u —2v a y = uv.

RieSenie: Postupujeme podla vzoréeka v Casti 2 refazového pravidla, kde élen obsahujtci pre-
menni z jednoducho vynechiame, pretoze pracujeme len s funkciou dvoch premennych. Tak postupne
dostavame:

) ) aof\ 0
8_115 - (ai) ou " (a_i)a_z = (32%y%)-3 + (2¢%y)v =
= 9(3u — 20)2(uv)? + 2uv? (3u — 20)*
) ) ofy 0
5= (5) 50+ (o) 5t = GoP9P)(=2) + (20 =
—6(3u — 20)%(uv)? + 2uv(3u — 2v)3
*»

Uvedené retazové pravidla maji najmi velky teoreticky vyznam v theérii parcidlnych diferencidl-
nych rovnic.

4.2.4 Gradient a derivacia v smere

Pojmy gradientu a derivacie v smere najprv vysvetlime na funkcidch dvoch premennych. Nech f(z,y)
je funkcia dvoch premennych, ktora je na nejakej oblasti M C R? spojitd spolu so svojimi parcidlnymi
derivaciami f, a f,. Ako vieme, grafom takejto funkcie je plocha v trojrozmernom priestore, urcena
rovnicou z = f(z,y). Nech B = (zo,%0) je bod z oblasti M a nech u = (u1,u2) = uii + usj je
jednotkovy vektor (t.j. vektor jednotkovej dizky). Priamka v rovine zy uréeni bodom B a vektorom
u mé parametrické vyjadrenie v tvare

r=x0+S w1, Y=1uyo+S-us. (4.8)

Touto priamkou teraz prelozme rovinu ¢ kolmil na stiradnicovi rovinu zy. Rovina o pretne plochu
z = f(x,y) v akejsi krivke C. Rovnicu krivky C' v parametrickom tvare (t.j. ako funkciu premennej
s) dostaneme jednoducho dosadenim vztahov (4.8) do rovnice plochy, teda krivka C' ma rovnicu
z = f(xo + su1,yo + suz). Nasim cielom je vypocet smernice dotycnice ku krivke C' v rovine o pre
s =0, t.j. v bode B = (xg,yp)-

D4 sa Tahko nahliadnut, Ze hladana smernica doty¢nice nie je ni¢ iné ako derivéicia df /ds v bode
s = 0. (Zdovodnite podrobne; ako je pritom vyuzity fakt, ze vektor u je jednotkovy 7). Kedze ide
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o zlozenu funkciu (premenné z,y teraz zavisia od s), na vypocet derivicie df /ds pouzijeme cast 1
retazového pravidla z predchidzajticej podkapitoly, spolu s deriviciami vyrazov (4.8):

df of\ d of\ d
(%)szo - (_)B'd_:: + (8_y)Bd_Z -

ox
_(9f of
= (ge) s+ (a—y)B'“2 -
Vyraz vpravo je vlastne skaldrnym sicinom vektora u = (uq,us) = ui + usj s vektorom
((0f J0x)B, (Of /Oy)B) = (Of /]0x) i+ (Of /0y) Bj. Tak sa dostdvame k nasledujticim dolezitym faktom.

Definicia gradientu a vypodet derivacie v smere. Pod gradientom funkcie f(z,y) rozumieme
dvojrozmerny vektor, ktorého stradnice sii parcidlne derivicie funkcie f podla z a y (v tomto poradi).
Tento vektor je zvykom oznacovat symbolom V f (Gitaj,nabla ef*); gradient funkcie f je teda vektor

V= fe; fy) = fail+ fud - (4.9)

Cislo (df /ds)s—p nazyvame derivdciou funkcie f v bode B = (x9,49) v smere jednotkového vektora
u = (u1,us2); oznacujeme ju symbolom D, f(B). Podla vypoétu v predchadzajicom odstavci je tato
derivacia v smere dana skalarnym st¢inom gradientu v bode B s vektorom u, ¢o v réznych ekviva-
lentnych formach mézme za pisat nasledovne:

Duf(B) = (VN)pu=(50) -+ (5), o = Fo (B + £y (B

V praxi pri funkcii dvoch premennych ¢asto potrebujeme stanovit rychlost zmeny funkénych hodnét
v okoli nejakého bodu, a to v smere danom nejakym jednotkovym vektorom. Ako je vidiet, tato rychlost
zmeny je presne hodnota derivicie v smere daného vektora (v danom bode).? V tejto stvislosti ma,
vyznamni geometricktl a fyzikadlnu interpreticiu samotny gradient: Hodnota gradientu v bode B je
totiz vektor vyjadrujiaci smer najstrmsieho rastu funkcie f z bodu B.

Priklad 1. Vypoéitajte vektor, v smere ktorého funkcia f(z,y) = 422 + y? rastie najstrmsie
v okoli bodu (—1,2).

RieSenie: Smer najstrmsieho rastu je dany hodnotou gradientu V f v bode (—1, 2), ¢ize vektorom

Vi) = (fo fy)-12) = 82,2y)(12) = (—8,4) = —8i+4j .

Funkcia f teda v okoli bodu (—1,2) najviac rastie v smere vektora —8i + 4j, ¢o je to isté ako v smere
vektora —2i + j. &

Priklad 2. Vypoditajte derivaciu funkcie g(z,y) = x(1 + y?) — 2e¥ cosz v bode (7,0) v smere
vektora v = 4i — 3j.

RieSenie: Predovsetkym z vektora v musime vytvort prislusny jednotkovy vektor u, a to tak,
7e stradnice vektora v vynasobime prevratenou hodnotou jeho dlzky. Kedze dizka vektora v je |v| =
/42 + (=3)? = 5, prislusny jednotkovy vektor je u = v = %i — %_] Dalej si potrebujeme vypoéitat

vl

hodnotu gradientu funkcie g v bode B = (7, 0):
9g A

_ (99 . og _ 2 Yo . oy . .
VgB_(@x)Bl+(6y)BJ (1+y~+2eYsinx)pi+ 20y —2eY cosz)pj =1+ 2j .

*Vimnite si, e derivéacie funkcie v smere jednotkovych vektorov [1,0] a [0, 1] s&t prave parcidlne derivacie tejto funkcie
podla z resp. y.
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PodTla vzorca pre vypocet derivicie v smere napokon mame:

P P 4 3 2
Dug(ﬂ'ao):VQB'U-:(1+2J)-(gl—gj):1.34_2.(__):_3'

)

Gradient, vrstevnice a ich dotyénice. Dalsia délezitd geometricka vlastnost gradientu stvisi
s vrstevnicami, t.j. krivkami v rovine zy, ktoré si dané rovnicami typu f(z,y) = c:

Ak bod B = (x9,yo) je bodom vrstevnice f(x,y) = ¢, tak gradient V fp je normélovy vektor k danej
vrstevnici v bode B, t.j. vektor kolmy na dotycnicu k danej vrstevnici v bode B.

Z toho ihned vyplyva, 7ze rovnica doty¢nice (v rovine zy) ku vrstevnici f(z,y) = ¢ v bode B =
(z0,Yo) je dand skaldrnym sti¢inom gradientu a vektora (z — zg,y — y0), teda

Vig:(x—2z0,y—1yo) =0;

alebo v rozpisanej forme,
f(B)(z = x0) + fy(B)(y —50) =0 . (4.10)
Priklad 3. Vypoditajte rovnicu dotyénice ku hyperbole 9y? — 222 = 1 v bode (2, —1).

RieSenie: Danti hyperbolu budeme povazovat za vrstevnicu funkcie f(z,y) = 9y? — 2z? zodpove-
dajicu vyske ¢ = 1. Pre hodnoty parcidlnych derivacii v bode B = (2, —1) mame f,(B) = (—4z)p =
—8, a fy(B) = (18y)p = —18. Podla vztahu (4.10) pre hladant rovnicu doty¢nice dostavame:

—8(r—2)—18(y—(-1)) =0, teda 4z+9y+1=0.

Vsimnite si, Zze hodnota ¢ = 1 pri samotnom pocitani nehrala ziadnu rolu. Napriek tomu, ziskany
vysledok nie je sprdvny pre c # 1; vysvetlite! &

Funkcie troch premennych. Uvedené fakty o gradiente a derivécii v smere sa lahko zov§eobecnia
pre funkcie troch (a aj viac) premennych. Ak f = f(z,y, z) je funkcia troch premennych so spojitymi
parcidlnymi derivaciami na nejakej trojrozmernej oblasti M, tak pod gradientom funkcie f na tejto
oblasti rozumieme vektor

Vf:(fzafyafz):fzi+fyj+fzk- (4'11)

Ak u = (uy,u9,u3) = ui + ugj + usk je jednotkovy vektor, tak derivicia funkcie f v bode B € M
v smere vektora u je ¢islo oznacované D, f(B) a dané skalarnym st¢inom

Duf(B) =V fp-u= f.(B)ui + fy(B)uz + f.(B)us . (4.12)

Podobnym sp6sobom sa daji zovSeobecnit aj geometrické fakty stvisiace s gradientom, len je
vSetky pojmy potrebné transformovat o jednu dimenziu vyssie:

Ak bod B = (xo,y0,20) je bodom wvrstvovej plochy f(x,y,z) = c, tak gradient V fp je normélovy
vektor k danej vrstvovej ploche v bode B, t.j. vektor kolmy na dotykovi rovinu k danej vrstvovej ploche
v bode B.

Odtial vyplyva, Ze rovnica dotykovej roviny ku vrstvovej ploche f(z,y,z) = ¢ v bode B =
(z0,Y0,20) je dand skaldarnym stéinom gradientu a vektora (z — 2o,y — yo, 2 — 20), teda

Vip-(z—20,y—y0,2—2)=0;
¢o v rozpisanej forme diva rovnicu

fo(B)(z — z0) + fy(B)(y — yo) + f2(B)(z — 20) = 0. (4.13)
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Priklad 4. Vypocitajme hodnotu derivacie funkcie h(z,y,z) = z — 22 —y? v bode B = (—2,1,9)
v smere vektora v = 2i — j + 2k.

Riesenie: Najprv vytvorime jednotkovy vektor u prislichajtci k vektoru v; pretoze |v| =
V22 + (-1)24+22 = 3, tak u = 3i — 1j + 3k. Vektor gradientu v bode B ndjdeme pomocou vzorca
(4.11) a dosadenia suradnic bodu B:

Vhp = hy(B)i+ hy(B)j+h.(B)k=4i—2j+ k.
Po dosadeni do (4.12) dostdvame pre hladani hodnotu derivicie v smere vysledok

Duh(B)=Vhp-u=4--+2.

Wl N

)

Priklad 5. Najdite rovnicu dotykovej roviny ku ploche jednodielneho hyperboloidu 2% +2y% — 2% =
—1 v bode B =(1,-1,2).

RieSenie: Dani plochu povazujeme za vrstvovi plochu funkcie f(z,y,2) = 2% + 2y? — 22 pre
hodnotu ¢ = —1; dotykova rovina je potom urcend vzoréekom (4.13). Pre stradnice gradientu (¢ize
norméalového vektora) mame: f,(B) = (2z)p = 2, fy(B) = (4y)p = —4, a f,(B) = (-22)p = —4.
Dosadenim do (4.13) dostaneme hladani rovnicu dotykovej roviny:

2(r—1)—4(y—(-1)) —4(z—2) =0, alebo z—-2y—2z+1=0.

)

Pozndmka. Na uréenie dotykovej roviny mame zatial dva prostriedky: Prave uvedeni gradientovii
metddu vedicu k formulke (4.13), a metdédu linearizacie z podkapitoly 4.2.2, &ize vzoréek (4.3). Odpo-
racame Citatelovi, aby si touto druhou metédou overil vysledok ziskany v predchidzajicom priklade.

4.3 Extrémy funkcii viac premennych

4.3.1 Lokalne extrémy

Pri §tadiu extrémov funkcie jednej premennej sme definovali pojmy ako rastticost a klesajicost, kon-
vexnost a konkavnost, atd. Vicsina z tychto pojmov nebude aktuilna pre vySetrovanie funkcii viac
premennych. Napriklad, funkcia z = 2% — 3?2 v okoli bodu (0,0) rastie pozdlz kladnej ¢asti osi = (pre
y = 0), a pritom zaroven klesi pozdl# kladnej &asti osi y (pre z = 0). Preto v dalsom vystacime
s pojmami lokdlneho maxima a minima, ktoré vysvetlime najprv v pripade funkcii dvoch premennych.

Definicia lokdlnych extrémov. Nech f = f(z,y) je funkcia dvoch premennych s definiénym
oborom D. Hovorime, ze funkcia f ma v bode (zg,yo) € D lokdlne mazimum [lokdlne minimum)], ak
existuje také d-okolie Oj(zg, o) bodu (z9,yo), 7e f(z,y) < f(zo,y0) [respektive, f(z,y) > f(zo,yo)]
pre kazdy bod (z,y) € Os(xo,y0) N D. Lokadlne minimé a maximé nazyvame stihrnne lokdlnymi extré-
mams funkcie f.

V dalsom budeme predpokladaft, ze funkcia f = f(z,y) mé na nejakej oblasti M spojité parcidlne
derivacie. Potom v kazdom bode (xg,y9) € M ku ploche z = f(z,y) existuje jednoznaéne urcéend
dotykova rovina, ktord ma podla (4.3) rovnicu

z = f(z0,y0) + fe(w0,90)(z — w0) + fy(w0,v0)(y — yo) -
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Intuitivne, ak funkcia f ma v bode (zg, o) lokdlny extrém, tak dotykova rovina v tomto bode bude
rovnobezna so stiradnicovou rovinou zy, a teda koeficienty f.(zo,v0) a fy(xo,y0) v predchadzajicej
rovnici musia byt rovné nule. To vedie k nasledujicej definicii.

Definicia staciondrneho bodu. Nech funkcia f = f(z,y) mé parcidlne derivicie na oblasti M.
Bod (z9,y0) € M nazyvame staciondrnym bodom funkcie f, ak plati:

fe(wo,90) = fy(zo,y0) =0 .

Stacionarne body st teda,kandiddtmi“na existenciu lokdlneho extrému. Vo vSeobecnosti nie je
pravda, 7e v staciondirnom bode je vidy nejaky lokalny extrém. Napriklad pre funkciu f(z,y) = 2 —y?
je bod (0,0) staciondrnym bodom, ale z faktov uvedenych v prvom odstavci tejto ¢asti vidiet, ze tato
funkcia nemd v bode (0,0) lokdlny extrém. Vzniknuti situdciu zachytédva nasa dalsia definicia.

Definicia sedlového bodu. Nech D je definiény obor funkcie f = f(z,y). Bod (z¢,y9) € D
nazyvame sedlovym bodom funkcie f, ak v kazdom d-okoli Oj(x,yo) existuji body (zs,ys) € D a
(25, y5) € D rozne od (z9,yo) také, ze

f(xéayd) > f(xfbyO) a f(xiﬁy:s) < f(x07y0) :

Na identifikdciu situécie v staciondrnych bodoch pouzivame nasledujiicu matematickit metédu
takzvaného D-testu. Ide o nie zlozity algoritmus, ktory je v8ak na tomto mieste tazké motivovat a
nahliadnut jednoduchym sposobom.

D-test pre lokilne extrémy funkcie 2 premennych. Nech bod B = (z, 1) je staciondrnym
bodom funkcie f = f(z,y) a nech f ma v nejakom okoli bodu B spojité druhé parcidlne derivacie f,,,

fyy & fzy- Nech
D = fou(B) - fyy(B) = (fay(B))” . (4.14)

Potom plati:

(1) Ak D > 0 a fz2(B) <0, tak funkcia f ma v bode B lokdlne mazimum.

(2) Ak D > 0 a fzz(B) > 0, tak funkcia f ma v bode B lokdlne minimum.

(3) Ak D < 0, tak B je sedlovym bodom funkcie f.

(4) Ak D = 0, tak touto metédou nevieme rozhodnit, ako sa funkcia f sprava v stacionirnom
bode B.

Priklad 1. Nijdite lokalne extrémy funkcie f(z,y) = 22 4+ y3 — 6zy.

RieSenie: Dana funkcia je definovani v kazdom bode roviny R? a ma tam aj spojité parcidlne
derivécie (lubovolného radu). Uréime najprv staciondrne body. Pre parcidlne derivacie prvého radu
dostavame:

fz =2z — 6y ; fy=3y2—6:c.

Staciondrne body st uréené rovnicami f, = f, = 0, teda:
20 —6y =0, 3y>2—6zx=0.

Z prvej rovnice mame z = 3y, ¢o po dosadeni do druhej rovnice a tprave dava y(y — 6) = 0. Mame
teda dve riesenia: y; = 0 a y2 = 6, ¢omu zodpoveda z; = 0 a o = 18. Tak sme ziskali dva stacionirne
body: 31 = (0,0) a B2 = (18,6).

Pre kazdy z tychto dvoch staciondrnych bodov by sme teraz mali vypocitat hodnotu vyrazu D
7z (4.14). Urobime to v obratenom poradi: Najprv vypocitame vyraz D vo vSeobecnosti a potom don
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za z a y dosadime stradnice stacionarnych bodov. Kedze D = fyqfyy — fgy, zaneme s parcidlnymi
derivaciami druhého radu:

fea =2, fyy:6y7 fxy=_6-

Pre nas vyraz D vychadza:

D = foufyy — fo, =26y —(—6)> =12(y — 3) .

A teraz pristipime k aplikicii D-testu na jednotlivé stacionarne body.

Bod By = (0,0): Hodnota premennej D v bode (0,0) je D =12 (=3), a teda D < 0. Z Casti (3)
formulédcie D-testu vidiet, ze By je sedlovym bodom nasej funkcie.

Bod By = (18,6): Hodnota vyrazu pre D v bode By je D = 12.(6 — 3), ize tentoraz D > 0.
Z D-testu ihned vyplyva, ze naSa funkcia urc¢ite mé v bode Bs lokdlny extrém. O tom, ¢i ide o
maximum alebo minimum, rozhodne znamienko hodnoty derivacie f;, v bode By. Kedze f, = 2, a

teda fyr > 0, nadobtida funkcia f v bode By lokdlne minimum. Hodnota tohoto lokdlneho minima je
f(By) = f(18,6) =182 + 6% —6-18-6 = —108. &

Definiciu lokdlnych extrémov si ¢itatel lahko modifikuje pre pripad funkcii viac premennych.
Podobne je to aj s definiciou stacionarneho bodu: Napriklad ak mame funkciu troch premennych
f = f(z,y, z) definovani na nejakej oblasti M, kde f ma parcidlne derivacie prvého radu, tak stacio-
ndrny bod je taky bod (zo,¥0,20) € M, v ktorom vSetky parcidlne derivacie prvého radu st nulové,
teda:

fz(zo,v0,20) =0,  fy(zo,y0,20) =0, f.(x0,y0,20) =0 .

Aj v tomto pripade plati, ze ak funkcia f ma v bode (xg,yo, 20) extrém, tak bod (z¢, 5o, 20) je stacio-
nadrnym bodom; opa¢na implikicia neplati. Zovseobecnenie D-testu pre funkcie 3 a viac premennych
je v8ak pomerne komplikované a nebudeme ho tu uvadzat.

4.3.2 Viazané extrémy

Pri praktickych aplikicidch ¢asto potrebujeme stanovit maximélnu a minimalnu hodnotu nejakej fun-
kcie nie na celom jej defini¢nom obore, ale len na nejakej jeho ¢asti (napr. na nejakej rovinnej krivke
alebo na priestorovej ploche). Najjednoduchsim predstavitelom problémov uvedeného typu je nasle-
dujtca tdloha:

Uloha o viazanych extrémoch v rovine je najst najmensiu a najvicsiu hodnotu funkcie z =
f(x,y) pre tie body (z,y), ktoré lezia na krivke uréenej rovnicou g(z,y) = 0. (Stru¢éne povedané,
hladdme extrémy funkcie f(x,y) na krivke g(x,y) = 0, alebo s vizbou g(z,y) = 0.)

Ak rovnica g(z,y) = 0 je rozumne jednoduchd, tak z nej mozno vypocitat jednu z premennych
x,1, dosadit vysledok do funkcie f a tym previest problém na vypocet extrému funkcie jednej pre-
mennej. Toto vSak nie je vzdy mozné, alebo to nemusi byt vyhodné. Preto si v dalSom vysvetlime int,
univerzalnej$iu metdédu zalozenii na jednoduchej geometrickej tivahe.

Predstavme si, ze v rovine mame nakreslenti krivku uréenti rovnicou g(z,y) = 0, a Ze v bodoch
tejto krivky hladdme napr. najmensiu hodnotu funkcie z = f(z,y), t.j. najmensiu ,,vysku“ plochy
z = f(z,y) nad krivkou g(z,y) = 0. Predstierajme na chvilu, Ze tito najmensiu hodnotu (vysku)
pozname; nech je to ¢p. Teda, pre ¢ < ¢y na krivke g(z,y) = 0 neexistuji ziadne body, pre ktoré
by platilo f(z,y) = c. Spomenime si, ze krivky s rovnicou f(z,y) = ¢ sme nazvali vrstevnicami.
Predchadzajici fakt prelozeny do reci geometrie teda znamend, ze pre ¢ < ¢y sa vrstevnice f(z,y) =
¢ nepretinaji s krivkou g(z,y) = 0. NavySe, ak sa c,blizi“ku ¢y zlava, tak sa prislu$né vrstevnice
f(z,y) = ¢,priblizuji“v rovine zy ku krivke g(x,y) = 0. Hodnota ¢y je potom najmensou hodnotou
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parametra ¢, pre ktoru, pohybujtce sa“vrstevnice, dosiahnu“krivku g(x,y) = 0, a to v nejakom bode
B = (z0,yo). Intuitivne sa di nahliadnut (a aj exaktne dokazat), Ze v bode B dbjde k dotyku vrstevnice
f(x,y) = ¢o s krivkou g(z,y) = 0. To znamend, ze v bode B maju krivky f(z,y) = ¢p a g(z,y) =0
spolo¢nt doty¢nicu, a teda aj rovnobezné normdlové vektory. Ako vieme z podkapitoly 4.2.4, normalovy
vektor k vrstevnici f(x,y) = ¢g v bode B je prave vektor gradientu v danom bode, ¢ize V f5. Podobne,
normélovy vektor v tom istom bode ku krivke g(x,y) = 0 je Vgp. Kedze sme zistili, ze tieto vektory
musia byt rovnobezné, musia byt jeden ndsobkom druhého, t.j. existuje nejaké ¢islo A také, ze Vfp =
)ngB.

Podobné zavery platia aj pre ur¢ovanie najvicésej hodnoty funkcie z = f(z,y) na krivke g(z,y) = 0.
Uvedend metéda lokalizovania extrémov sa nazyva Lagrangeova metéda hlTadania viazanych extrémov;
uvedieme jej zhrnutie.

Lagrangeova metéda. Nech funkcie f(z,y) a g(z,y) maji spojité parcidlne derivacie na nejakej
oblasti v rovine. Nech na krivke g(z,y) = 0 funkcia z = f(z,y) nadobida svoju najmensiu, resp. naj-
vidsiu hodnotu v bode (zg, y9). Potom stiradnice (zg, yo) spolu s nejakym &islom A spliajt nasledujiicu
ststavu rovnic:

Vf=AVg a g¢g(z,y)=0. (4.15)

KedZe gradient je vektor, ktorého zlozky st parcidlne derivicie, mézme prvi z uvedenych rovnic
napisat v tvare fyi+ f,j = M(gzi+ gyj). Sustava rovnic (4.15) je teda ekvivalentna so ststavou troch
rovnic s tromi neznamymi:

fz=Agz fy:Agy ) g(:z:,y):(). (4'16)

Poznamenajme, 7e Lagrangeova metéda mé tvar implikacie, a teda s jej pomocou dostaneme len
body (xg, yo), ktoré st kandiddtmi na to, aby v nich funkcia f mala najmensiu alebo najvicsiu hodnotu.
O tom, & sa v danom bode nejaky extrém vobec nadobudne, musime rozhodniit inak. Spravidla sa
pritom opierame o geometrické ivahy a o fakt, ze spojitd funkcia na uzavretej a ohranicenej mnozine
M vidy nadobudne svoju najmensiu, resp. najvicsiu hodnotu v niektorom bode mnoZiny M.

Priklad 1. Nijdite najmensiu a najvii¢siu hodnotu funkcie f(z,y) = zy na krivke 22 + 4y? = 8.

RieSenie: Lagrangeova metdda pracuje pre krivky s rovnicou g(z,y) = 0, preto v naSom pripade
je g(z,y) = 2 + 4y? — 8. Najprv vyrieSime stistavu rovnic (4.16), teda:

y=X-2z, t=X-8y, z2+4>—-8=0.

7 tychto rovnic ihned vidiet, 7e Ziadna z neznamych z,y nemoze byt rovna nule. Z prvych dvoch rovnic
potom mame:
:i, zi,ateda izi.
2z 8y 2z 8y

Odtial mame 22 = 442, ¢o po dosadeni do rovnice krivky z? + 4y> — 8 = 0 diva y = +1, a teda
x = +2. Tak dostavame Styri body, By = (2,1), By = (—2,—1), B3 = (=2,1) a By = (2,—1), ktoré
st kandid4atmi na tie body, kde funkcia f(z,y) = xy dosahuje najvicsiu, resp. najmensiu hodnotu na
krivke z2 +4y? —8 = 0. Pre prislu$né funkéné hodnoty mame: f(B;) = f(Bz2) =2, a f(B3) = f(B,) =
—2. Kedze mnozina bodov uréen4 rovnicou 22 + 432 — 8 = 0 je uzavreta a ohrani¢en4 (ide o elipsu so
stredom v poéiatku a poloosami a = 2v/2, b = 1v/2), hodnoty —2 a 2 sii naozaj najmensou a najvicsou
hodnotou funkcie f na krivke g(z,y) = 0. &

Lagrangeova metdéda pre lokalizovanie viazanych extrémov pre funkcie troch premennych
je obdobna. Nech f = f(z,y,2) a g = g(z,y, z) st funkcie, ktoré maji na nejakej oblasti v R? spojité
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parcidlne derivicie prvého radu. Potom siradnice (xg, yo, 20) bodu, v ktorom funkcia f nadobtida na
ploche g(z,y, z) = 0 svoju najmensiu, resp. najviésiu hodnotu, spliaji sistavu rovnic

Vf=XVg a g(z,y,2)=0. (4.17)
Po rozpisani gradientov na zlozky dostavame z (4.17) ekvivalentny tvar

fz = Az fy=>‘gy7 fz=Ag: , 9($ay):0- (4-18)

Priklad 2. Na ploche 22 = 4 + zy najdite body, ktoré st najbliz§ie k poéiatku stradnicovej
sustavy.

RieSenie: Vzdialenost bodu (z,y,z) od pociatku stradnicovej ststavy sa rovnd d(z,y,z) =
Vx? + y? + 22. Nasou tlohou je najst body (zo,yo,2) na ploche 22 = 4 + zy, v ktorych funkcia
d(x,y, z) nadobudne najmensiu hodnotu; to nastane prave vtedy, ked za tych istych podmienok funkcia
f(z,y,2) = 22 + y?> + 2% nadobudne najmensiu hodnotu. (Inak povedané, namiesto minimalizacie
vzdialenosti minimalizujeme jej druhi mocninu, ¢im sa vyhneme vyrazom s odmocninami.) Hladdme
teda body, v ktorych funkcia f(z,y, z) = 22 + 32 + 22 nadobtida svoju najmensiu hodnotu na ploche
uréenej rovnicou 4 + zy — 2> = 0; nasa vizbova funkcia je teda g(z,y, z) = 4 + zy — 2. Postupujeme
Lagrangeovou metdédou, teda zostavime ststavu rovnic podla (4.18):

2r=X-y, 2y=X-z, 22=X-(—22), 4+zy—22=0.

Nasledujice dva odstavce budi venované rieseniu tejto ststavy. Z tretej rovnice mame (14+X)z = 0,
a teda z = 0 alebo A = —1. Ak z = 0, tak zo Stvrtej rovnice madme zy = —4. Vyjadrenim A z prvych
dvoch rovnic dostavame 2z/y = 2y/z, ¢ize |z| = |y|. To v kombinécii s zy = —4 napokon dava dve
rieSenia: £ = 2 a y = —2, alebo x = —2 a y = 2. Pamiitajme, Ze to vSetko bolo v pripade z = 0;
tak dostdvame stiradnice dvoch bodov, ktoré splhaji Lagrangeove rovnice (4.18): By = (2,—2,0) a
By = (-2,2,0).

Zostava vysetrit pripad, ked z # 0, a teda A = —1. Potom z prvych dvoch rovnic dostédvame
2¢ = —y a2y = —z, ¢o je mozné iba vtedy, ak © = y = 0. Zo §tvrtej rovnice potom mame 2> = 4, a teda
z = +2. Tak dostdvame stiradnice dalsich dvoch bodov splhajticich Lagrangeove rovnice: By = (0,0, 2)
a B4 = (0,0, —2).

Body B az By st teda kandidatmi na tie body, v ktorych funkcia f(z,y, z) = 22+y?+22 nadobudne
svoju najmensiu hodnotu na ploche 4 + zy — 22 = 0. Pre hodnoty funkcie f v tychto bodoch mame:
f(B1) = f(B3) =8, a f(B3) = f(B4) = 4. Z geometrickej tivahy (vrstvové plochy funkcie f st gulové
plochy so stredom v podiatku) vyplyva, Ze hodnota 4 je naozaj najmensou hodnotou funkcie f na
ploche 4 + 2y — z? = 0, a nadobtda sa v bodoch (0,0, £2).

Hladana najmensia vzdialenost plochy 22 = 4+zy od poéiaktu siradnicovej stistavy je teda v/4 = 2
a realizuje sa v bodoch (0,0,2) a (0,0, —2). &

Na zaver uvedieme priklad, kedy o existencii extrémov pri pouziti Lagrangeovej meté6dy musime
rozhodniit nestandardne.

Priklad 3. Uréte najmensiu a najvicsiu hodnotu funkcie f(z,y,2) = zyz na ploche urcenej
rovnicou 2z +y + 2z — 6 = 0.

RieSenie: Postupujeme opit Lagrangeovou metédou, ¢ize zostavime sistavu rovnic podla (4.18):
yz=A-2, xz=X-1, zy=X-2, 2c+y+22—-6=0.

Ak X =0, tak z prvych troch rovnic vidime, ze aspon dve z premennych z,y, z st rovné nule, a potom
7o $tvrtej rovnice mame tri ,kandidatske* body: By = (0,0,3), Bs = (0,6,0) a By = (3,0,0). Ak
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A # 0, tak ziadna z premennych z,y,z sa nemoze rovnat nule (pre¢o?). V tomto pripade z prvych
troch rovnic dostaneme 2z = y = 2z, a pomocou §tvrtej rovnice mame posledny bod By = (1,2, 1).

Vidime, ze f(B1) = f(B2) = f(Bs) = 0 a f(Bs) = 2 Moézme teraz tvrdit, ze hodnoty 0 a 2 st
najmensou a najvdcsou hodnotou funkcie f na danej ploche? Nuz, ak by naSa plocha uréené rovnicou
2z + 1+ 2z — 6 = 0 bola uzavretd a ohranicend, tak dno. Zial, tito plocha je rovina v priestore, a teda
je neohranicend, a uvedeny princip nemozno pouZit.

Pomézeme si nasledovne: Vyjadrime z = 3 — 2 — y/2 z rovnice roviny a dosadime do nasej funkcie
f, ¢im dostdvame funkciu dvoch premennych g(z,y) = zy(3 — x — y/2). Ak teraz napr. y = 2, tak
mame ¢(z,2) = 22(2 — ), a tato funkcia pre z — 0o méa limitu —oo. To znamend, 7ze naSa funkcia
nemd najmensiu hodnotu! Podobne, ak napr. y = —2, tak g(z, —2) = —2z(4 — z), a tato funkcia ma
pre £ — oo pre zmenu limitu 400, t.j. funkcia f nemd ani najviacésiu hodnotu! Vidime, Ze napriek
existencii az 4 kandidatov na extrémy vyplyvajucich z Lagrangeovej metody, funkcia f v skuto¢nosti
nem4 ani najmensiu, ani najvi¢siu hodnotu na danej ploche (rovine). &

4.3.3 Globéalne extrémy

V tejto ¢asti vyuzijeme fakty prezentované v predchadzajicich dvoch ¢astiach, a to na hladanie maxima
a minima funkcie vzhladom na danti podmnozinu defini¢ného oboru.

Definicia globalnych extrémov. Nech M je nejakd podmnozina definiéného oboru funkcie f =
f(z,y). Hovorime. 7e funkcia f ma v bode (zo,y0) € M globdlne mazimum na M [globdlne minimum
na M], ak f(z,y) < f(zo,y0) [resp., f(z,y) > f(x0,y0)] pre kaZdy bod (z,y) € M. Globilne maximum
a minimum sthrnne nazyvame globalnymi extrémams na mnozine M.

V aplikicidch sa najcastejSie stretdvame s pripadom, ked mnozina M je uzavretd cCast roviny
ohrani¢end nejakou krivkou K. Vtedy pri uréovani globédlnych extrémov funkcie f = f(z,y) na M
postupujeme nasledovne:

1. Uréime najprv tie lokdlne extrémy funkcie f, ktoré patria do vndtra mnoziny M.

2. Potom vypocitame viazané extrémy funkcie f na hranici mnoziny M, ktora je tvorend krivkou
K.

3. Napokon z takto stanovenych hodnét uréime globélne extrémy funkcie f na mnozine M.

Pozndmka. Hrani¢na krivka K nie je vzdy uréena rovnicou tvaru g(z,y) = 0, a teda nie vzdy
je mozné na uréenie viazanych extrémov pouzit Lagrangeovu metdédu. V takom pripade na stano-
venie najmensej a najvicsej hodnoty funkcie f na krivke K pouzivame dosadzovaciu metdédu, ktora
vysvetlime na nasledujicom priklade.

Priklad 1. Vypocitajte globalne extrémy funkcie f(z,y 222 — z 4+ y? na mnozine M, ktorou
je trojuholnik v rovine zy s vrcholmi A = (1,0), B = (0,1), C' = (2, 3).

RieSenie: Postupujeme podla schémy uvedenej vyssie.

1. Najprv uréime lokdlne extrémy funkcie f patriace do vndtra nasho trojuholnika. Ako vieme,
kandidati na lokilne extrémy, ¢ize staciondrne body, splhaji rovnice f, = fy =0, teda 4z — 1 =2y =
0. Odtial je zrejmé, ze jedinym staciondrnym bodom je bod (1/4,0). AvSak bod (1/4,0) evidentne
nelezi vnitri nasho trojuholnika! Zdver: Vnutri trojuholnika M funkcia f nemé lokdlne extrémy. (Pre
zaujimavost, kedze fuz =4, fyy = 2, foy =0, a teda D = fu, fyy — (f2y)? =8 > 0, tak podla asti (2)
nasho D-testu je jasné, Ze v bode (1/4,0) m4 funkcia f lokdlne minimum. V danom kontexte je v8ak
tato informécia irelevantnd, pretoze sa netyka vnitra oblasti M.)

2. Teraz vypocitame najviacsiu a najmensiu hodnotu funkcie f na hranici trojuholnika M. Hranica
pozostava z troch tsetiek AB, BC a C'A, a nie je mozné vyjadrit ju v tvare g(z,y) = 0 pre diferenco-
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vatelna funkciu g. Preto postupne kazdia z uvedenych troch tseéiek vyjadrime samostatnou rovnicou
a budeme pokracovat dosadzovacou metdédou.

Usedka AB je uréend rovnicou y = 1 — 2 pre 0 < z < 1. Na tejto tisecke funkcia f ma tvar
f(z,y) = f(z,1 —z) = 222 — 2 + (1 — z)2. Bude nés teda zaujimat funkcia hap(z) = f(z,1 —z) =
20 — 2z + (1 —2)? = 32> =3z + 1 = 3(z — )> + 1. Je zrejmé, Ze kvadratickd funkcia hsp m4
svoje minimum 1/4 v bode 2y = 1/2, teda na intervale (0,1/2) je klesajica a na intervale (1/2,1)
je rastica. Jej maximum na intervale 0 < z < 1 sa preto dosiahne v jednom z koncovych bodov;
ked7e hap(0) = hap(1l) = 1, dosahuje sa v oboch stc¢asne. Zdver: Funkcia f na tsecke AB nadobuda
najmens$iu hodnotu 1/4, a to v bode (1/2,1/2) (nezabtidajme, Ze teraz mame y = 1 — z) a najvicsiu
hodnotu 1 v bodoch A a B.

Usecéka BC je opisana rovnicou y = z + 1 pre 0 < z < 2. Na nej funkcia f mé tvar f(z,y) =
f(z,z4+1) = 222 — z + (z + 1)2. Tentoraz teda vySetrujeme funkciu hpc(z) = f(z,z+1) = 222 —z +
(z+1)2 =322 +2+1=3(z+3%)>+ 1. Ide opit o kvadratickd funkciu s minimom v bode —1/6, ¢o je
mimo nasho intervalu 0 < z < 2. Na uvedenom intervale je teda funkcia hpc(x) rastica, s najmensou
hodnotou hpc(0) = 1 a najvicésou hodnotou hpc(2) = 15. Zdver: Funkcia f na tsecke BC' nadobuda
najmensiu hodnotu 1 v bode (0,1) = B a najvi¢siu hodnotu 15 v bode (2,3) = C.

Use¢ka AC je uréend rovnicou y = 3z — 3 pre 1 < z < 2. Tu pre funkciu f mame f(z,y) =
f(z,3z — 3) = 222 — 2 + (3z — 3)%2. Napokon sa teda zaoberame funkciou hac(z) = f(z,3z — 3) =
272 — x4+ (37 — 3)? = 1122 — 192 + 9. To je zasa kvadraticka (a konvexn4) funkcia, ktorej minimum
je v bode spliiajiicom rovnost b’y (z) = 22z — 19 = 0, teda v bode 19/22, ktory je mimo intervalu
1 <z < 2. Preto funkcia h ¢ je pre 1 < z < 2 rastica, Cize pre jej extrémy na tomto intervale mame
hac(l) = 1 a hac(2) = 15. Zdver: Funkcia f na tsecke AC nadobida najmensiu hodnotu 1 (pre
x =1, t.j. v bode (1,0) = A) a najvacsiu hodnotu 15 (pre z = 2, t.j. v bode (2,3) = C).

3. Cak4 nas findle — zhrnutie faktov ziskanych vyssie. Najprv sme zistili, Ze wnitri trojuholnika
M nasa funkcia nem4 lokalne extrémy. Potom sme na hranici trojuholnika M identifikovali najvicsiu
hodnotu 15 v bode C' = (2,3) a najmensiu hodnotu 1/4 v bode (1/2,1/2). Uvedené dve hodnotu st
teda aj globdlnymi extrémami funkcie f na mnozine M. &

Priklad 2. Vypoditajte najmensiu a najvicsiu hodnotu funkcie f(z,y) = 22 + 2z + y> — 2y + 3
na kruhu M so stredom v poéiatku sturadnicovej sistavy a s polomerom 2+/2.

RieSenie: Opit pouzijeme predchadzajicu schému.

1. Lokalne extrémy. Rovnice f, = f, = 0 maji po vypocte parcidlnych derivacii tvar 2z + 2 =
2y —2 =0, a teda jedinym staciondrnym bodom je bod (—1,1). Kedze D = fy,fyy — (foy)> =4>0a
fez = 2 > 0, podla D-testu mé funkcia f v bode (—1,1) lokdlne minimum. Bod (—1,1) tentoraz lexi
vnaitri kruhu M, a teda v dalSom s nim budeme pocéitat. Zdver: Vnitri kruhu M mé nasa funkcia f
jeden lokalny extrém, a to lokdlne minimum v bode (—1,1) s hodnotou f(—1,1) = 1.

2. Viazané extrémy. Hranica kruhu M je kruZnica s rovnicou z2 + y?> = 8. Hladdme teda
najmensiu a najvicsiu hodnotu funkcie f na krivke g(z,y) = 0, pricom g(z,y) = 22 +y* —8. Pouzijeme
Lagrangeovu metddu; podla (4.16) st ,kandidati“ na extremdlne hodnoty dané rieSeniami sustavy
rovnic

fr =Age, [fy = Agy, g(w,y) =0,
teda v nasom pripade

2r4+2=X-2z, 2y—2=X-2y, 22 +¢y>—-8=0.

Z prvych dvoch rovnic dostavame:
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¢o po dosadeni do tretej rovnice (¢ize do rovnice kruznice) dava:

1 \2 1 2
G=i) + (ﬁ) -8

T4to rovnica sa jednoducho upravi na tvar (A — 1)2 = 1, alebo [A — 1| = 1. Odtial dostdvame dve
rieSenia, A\ = % a Ml = % a teda z rovnic pre z a y aj dva body, B; = ( 2,2) a By = (2,—2),
ktoré si , kandidatmi“ na nadobtidanie extremalnych hodnot. Kedze kruznica g(z,y) = 0 je uzavreta
a ohrani¢end mnoZina, funkcia f musi na nej nadobudnit svoje maximum aj minimum. Z hodnét
f(B1) = f(—2,2) =3 a f(B2) = f(2,—2) = 19 je potom zrejmy zdver: Funkcia f na hranici mnoziny
M nadobtida najmensiu hodnotu 3 v bode (—2,2) a najvicsiu hodnotu 19 v bode (2, —2).

3. Zhrnutie. Z faktov ziskanych vysSie je uz jednoduché urobit celkovi zdver: Funkcia f na
mnozine M nadobiida globalne minimum s hodnotou 1 v bode (—1, 1) a globalne maximum s hodnotou
19 v bode (2,—-2). &

4.4 Rozliéné ulohy

1. Zistite a znazornite defini¢né obory nasledujticich funkcii:

a) f(z,y) =zy— cos(z +y) b) g(z,y) = 49 — 2?2 — y?

¢) h(z,y) = arcsin (z* +¢*> —2) d) k(z,y) = Va2 —y?

e) I(r,t) =In(rcost) f) m(u,v) = log;9(36 — Yu? — 4v?)
g) pla,b) = arccos(4a? + 9b?) h) q(a,b) =1/V1—ab

) r(ey) macsin@ety) Q) s(@y) = Veos @ T )

2. Urcte a popiste defini¢né obory funkcii:

a) f(z,y,2) =1 —a22—y2 — 22

b) g(z,y,2) = Va2 +y> +22 —4

c) h(z,y,z) = arcsin (2 + y? + 2?)
d) k(z,y,2) = V2 —22 —y?

e) I(r,s,t) =logg(9 — r? — 52 — 4t?)
f) m(u,v,w) = w — arccos(u? + v?)
g) pu,v,w) = Vau2 + 92 + w? — 36
h) gq(a,b,c) = V1 —c2/\/1—ab

) r(z,y,z) =arcsin(2z +y — 2)
i) s(z,y,z) = Insin(r(z? +y? + 27))

—

3. Pomocou znazornenia niekolkych vrstevnic sa pokuste nacrtnat grafy nasledujucich funkcii:

a) f(z,y)=22—y+2 b) g(z,y)=2—z—y
c) h(z,y) =2+ y? d) k(z,y) =22+ 4y°
e) Il(z,y) = \/m f) m(z,y) = Va2 +9y?
) pr,s) —(r*+s?) h) q(r,s) =2s/(r? + s%)
v)

AN SS]

)
—2v/(u + v?) i) s(u,v) = u? —v?
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4. Vypoditajte nasledujtce limity:

a)  limg )03 1927 + 6y — 66 b)  lim \y_(r ) SinT cos Y
. _ X 2,2

C) hm(z,y)%(l,l) —x.’j_z2 d) hm(z,y)%(2,—2) 2‘3—_'_23
. —_ —_ . 2—

e)  limg )00 Yy £) im0 50

g)  limgy) a0, A h) Time,) 64 A0
. . - 3 4. 4 4
i) limg 0,0 (z? 4 y?) cos xLy ) lmg ) 0,0) Smagf+;;f )

5. Pomocou vyberu vhodnych kriviek ,,priblizovania sa“ k bodu (zg,10) ukéazte, ze nasledujtce
limity neexistuju:

a) L ) 0,0 5o b)  limgy) 3 775

) limg,) 00 21g7 ) limgg,y)-(0,0) %
e) limg ) 0,0 \/Ié’? £)  Timg )(0,0) \/ﬁk—yﬁx
g) limg )00 yzﬂ% h) - Timg ) 50,0) 525

i) limg e s ) lime )00 S

6. Vypocitajte vSetky prvé parcidlne derivacie funkcii uvedenych nizsie:

a) f(z,y) = (sin®z —3cos’y)' b)) g(z,y) = VaBy® —2?)

¢) h(z,y) = arctan % d) k(z,y) = arcsin i—f;

1

Ty _z —
e) l(I,y,Z) - z + 2 ; f) m(x,y,z) - \/m
g) p(r,s,t) =In(tg(r) — Vs +t2) h) q(r,s,t) =+/scost+ rsint
i) r(zy,2) =(z+y)"** D) s(a,y,z) = (22 + 32)V¥°

7. K nasledujicim funkcidm nijdite standardni linedrnu aproximaciu v danom bode B:

a) f(z,y) = 2% — 3zy + v2, B =(1,1)

b) g(z,y) = V2> +y?, B=(3,4)

c) h(z,y) =Iny/1+ 22+ y? B =(0,0)

d) k(z,y) =sin(y/z) B=(1,7/3)
e) U(z,y) = &5 B = (0,0)

f) m(z,y) =Inz+Iny B =(1,1)

g) plx,y,2) =xy+yz+ 2z B=(1,1,1)
h) q(z,y,2) = Sm% B =(1,7/4,1)

8. S akou pribliznou hodnotou relativnej chyby objemu kuzela mézme pocitat, ak relativna chyba
merania polomeru podstavy je 3 percena a vysky 2 percena?
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9. Doba kmitu matematického kyvadla dizky [ je dana vztahom T = 27/I/g. S akou pribliznou
chybou je uréena doba kmitu T, ak dlzka kyvadla [ je a gravitacna konstanta ¢ st uréené s absoltitnymi

chybami Al a Ag ?

10. Ukazte, 7e kazda z nasledujicich funkcii spliia Laplaceovu rovnicu f,, + f yy + fzz =0

(z,y,2) = z2 — 2y% + 22

z) = In\/x? + 42

f(z,y,2) = 3a(y> + 2%) — 22°
d) f(z,y,2) = e3* ¥ cos 5z

11. Ukéazte, 7e pre lubovolné konstanty a, b funkcia

1

= e
2ar/ Tt

spliia tzv. rovnicu pre $irenie tepla uz, = (1/a?)u;

—(z—b)*/(4a’t)

12. Pomocou retazového pravidla ukéazte, ze (za predpokladu spojitosti parcidlnych derivacii dru-
hého radu) Iubovoln4 funkcia z = f(z + at) + g(z — at), kde a je konstanta, splha tzv. vinovii rovnicu

24 — 22y = 0.

13. Pouzitim refazového pravidla dokazte, ze (za predpokladu spojitosti parcidlnych derivacii dru-
hého radu) pre Tubovolné funkcie jednej premennej r a s je funkcia z = zr(z/y) + ys(z/y) rieSenim

rovnice 22y, + 22y + Zgy + y2zyy = 0.

14. Pre nasledujtce funkcie f vypocitajte ich gradient V f vo vSeobecnosti, a potom aj deriviciu
v danom bode B v smere daného vektora v (pozor na nejednotkové vektory!):

2) f(5,y) =%+,

b) f(ry) = In(z? + )

¢) f(z,y) =arcsin(z — 2y) ,

d) f@,y,2) = oy +yz + 20,

e) f(z,y.z) =3e*coszy ,

f)  f(z,y.z) =sinzy + ™ + In(yz) ,
g) fla,yz) = Va2 +y?+22,

h) f(r,y.2) =1/V/22 +y2+ 22,

—

—i.
~ ~—

flz,y.z) = (Va2 +y? + 22)%

f(z,y.2) = arcsin(z/ /22 + ¢2) ,

= (1,2), v = 3i — 4
=(1,1), v=28i+6j
=(2,1), v=i—j
=(1

=(0,1,1/2) , v =4i +4j — 2k
1,-2,2), v=i+j+k

L,L1,1), v=2i+2j+k
2,2,—1), v=23j—4k

UJUJUJUJUJUJUJUJUJUJ

15. Vypocitajte rovnice dotykovych rovin ku danym plochdm v danych bodoch B metdédou gra-
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dientov alebo metdédou linearizacie:
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a) z=u1x24+19y%, B =(1,-2,5)
b) 22 =22 +4?, B =(-3,4,5)
c) z?2+y?+22=19, B=(3,-1,3)
d) zz+e¥? —xy? =3, B =(1,0,2)
e) z=4arctan,/Ty , B=(1,1,n)
f) z=e @)/ B = (4,3,e7!)
g) e*Ycos(yz) = —e, B=(2,1,m)
h) logy(z?+y?>—1)+y+2z2=4, B=(1,21)

a) f(z,y) =226z +y>—4y+5

b) g(z,y) =22+ 2y + Tx —y?> + 11y — 8
¢) h(u,v) =uv —u? —v? —6u

d) k(u,v) =5+ 2u+uv +v%+3v

e) I(a,b) = 2a2 + 3ab + 4b> — 5a + 2b

f) m(a,b) =4a+19—a®> —ab—1b*>—b

g) p(r,s)=r2>—2rs+s2+4dr—4ds+4
h) q(r,s) =72 —2s2 —3r + 55— 19

i) u(z,y)=22+zy+y>—32+3y—6

i) v(z,y) = vy + 8y — 222 — 3y? — 9z — 66

a) flz,y) =a* - 3ay® +y*

b) g(z,y) = 2* + 3zy + o>

c) h(u,v) =ud —u? —0v3+0?
d) k(u,v) =5—u?+ 2uv + 03

e) I(a,b) =a’+b*—3a®+3b*+19
f) m(a,b) = 2a® — 6a® — 6ab — 3b> +5
g) plr,s)=r*—drs+ st —1

h) q(r,s) =5rs+25/r +8/s

i) u(z,y) =zyln(a® +y?)

i) o(m,y) = (207 +y)e @)

18. Lagrangeovou metédou uréte najmensiu a najviiésiu hodnotu funkcie z = f(z,y) na krivke
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g(z,y) =0, ak:
a) f(r,y)=zy+x—9y+>5 na krivke z4+y =1
b)  f(x,y) = 1522/3y1/3 na krivke z+y=c, ¢>0
c) flz,y)=vy>—= na krivke z?+y? =1
d) f(z,y) =22 —y? na krivke z?+y? =19
e) f(z,y) =% — 4oy + 4y? na krivke z? 4 y? =25
f) flz,y)=xz+y na krivke zy =36, z,y>0
g) flz,y)==xy na krivke =z +y =10
h) f(z,y) =22 +y? na krivke z? — 2z +y? —4y =0

19. Lagrangeovou metédou uréte najmensiu a najvicsiu hodnotu funkcie w = f(z,y, z) na ploche
g(x, Y, Z) =0, ak:

a) f(r,y,2z) = —zyz na ploche 3z +4y+2—-6=0
b) f(z,y,2) =2?>+y>+2> naploche z+y+2=29

c) flz,y,z) =x+2y+3z na ploche 22+ 42 + 22 = 14
d) f(z,y,z) =zyz na ploche z2 4 y? + 22 =27

e) f(z,y,z)=xyz? na ploche 22 +y?+22 =1

f) f(z,y,2) = (zy2)? na ploche 22 +y?+22=3

g) flryy,2)=xz4+y+z na ploche 1/z+4/y+9/2=6
h) f(z,y,2) = 222 — 4y +yz na ploche 4z? 4 49y% + 22 = 16

20) Vypocitajte globdlne extrémy nasledujicich funkcii na danych dvojrozmernych ttvaroch M:
a) f(z,y) = 2% + 2zy + 2y?> — 2z, M je obdlznik s vrcholmi (0, —2), (3,—2), (3,1) a (0,1).

b) f(z,y) = 2> +y> — 3zy + 5, M je obdlznik s vrcholmi (0, —1), (2,—1), (2,2) a (0,2).
c) fl(z,y) = x> —8zy + 8y>, M je trojuholnik s vrcholmi (0,0), (4,0) a (4,4);

d) f(z,y) = 2> — 2y? + 4zy — 62, M je trojuholnik s vrcholmi (0,0), (3,0) a (0,3);

e) f(z,y) = zy*(4 — x —y), M je trojuholnik s vrcholmi (0,0), (6,0) a (0,6);

f) f(z,y) = 2% + 2z + 3y%, M je kruh so stredom v pociatku a s polomerom 1.

g) f(z,y) = 22 —y%, M je kruh so stredom v poéiatku a s polomerom 2.

h) f(z,y) = (222 + 3y2)e_("’32+y2), M je kruh so stredom v pociatku a s polomerom 2.

21. Do pologule s polomerom r vpiSte pravouhly rovnobeznosten s najviac¢sim a) objemom, b)
povrchom.

22. Do kuzela s polomerom r a vyskou v vpiSte valec s najviac¢sim a) objemom, b) povrchom.
23. Zo vsetkych valcovych nddob s danym povrchom S najdite takid, ktord mé najviacsi objem.
24. Pomocou Lagrangeovej metédy néajdite vzdialenost roviny 3z + y + 2z = 13 od bodu (1,1, 1).

25. Na ploche z = 3 4+ xy najdite bod, ktory je najblizsie ku pociatku stradnicovej ststavy.
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4.5 Vysledky

1. a) R?; cel4 rovina.

b) {(z,y); =2+ y? < 7%}; kruh so stredom v poéiatku a polomerom 7.

c) {(z,y); 1 < 22+y? < 3}; medzikruzie ohrani¢ené kruznicami so stredom v pociatku a polomermi
1a+3.
) {(z,v); || > |y|}; Cast roviny ohrani¢end priamkami y = x a y = —z a obsahujica os z.
){(rt); [r>0 a —Z+2kr <t<Z+2kn]alebo[r<0 a Z+2kr<t<32F+2kn]}; ststava
,striedajucich sa“ pasov v rovine.
) {(u,v); u?/4+0v?/9 < 1}; vnitro elipsy s poloosami 2 a 3.
g) {(a,b); 4a® + 9b? < 1}; elipsa s poloosami 1/2 a 1/3.
h) {(a,b); ab < 1}; ¢ast roviny ohrani¢end vetvami hyperboly b = 1/a obsahujtica bod (0, 0).

i) {(z,y); —1 <2z +y < 1}; pas ohranifeny priamkami y = —1 — 2z a y = 1 — 2z obsahujuci bod
0,0).

i) {(z,y); 22 +4? < %} spolu s {(z,y); —% +2 < 22 +94% < %—i— 2k} pre k > 1; ststava
koncentrickych medzikruzi.

=Y

—

b);
b);

—

2. a) {(z,y,2); 22 +y?+ 22 < 1}; gula so stredom v podiatku a polomerom 1.

{

{(z,y,2); 22 +y?+ 22 < 1}; gula so stredom v poéiatku a polomerom 1.
{(z,y,2); 2% +y? < z}; rota¢ny paraboloid s osou z.

e) {(r,s,t); r? + s + 412 < 9}; vnitrajSok elipsoidu s poloosami 3, 3, a 3/2.
) {(u,v,w); u?+v? < 1}; valec s osou w a polomerom 1.

(u,v,w); 4u? + 9% + w? > 36}; doplnok elipsoidu a poloosami 3, 2, a 6.

ktora je ohrani¢end vetvami hyperboly b = 1/a a obsahuje pociatok; hribka vrstvy je 2.
i) {(z,y,2); —1 <2x+y — 2z < 1}; vrstva ohrani¢end rovinami z =2z +y —1laz=2x+y+ 1.
i) {(z,y, 2); 2k < 22 +y? + 22 < 2k + 1} pre k > 0. Zjednotenie nekoneéne mnohych mnozin My,
v priestore, kde My, je ¢ast priestoru ohranicena gulovymi plochami so stredmi v podiatku a polomermi
V2k a v/2k + 1; hrani¢éné plochy do M, nepatria.

3. Riesenia si na obrazkoch 4.10 az 4.19.

Obr. 4.10: f(z,y) =2z —y + 2

4.2)28. b) 0. ¢)1/2. d)1/3. e)-1/6. f) 16. g) 1. h) -4. 1) 0. j) 1.
5. a)-

f): Pouzite priamky y = kix a y = kox.
g)-j): Pouzite paraboly y = k1z? a y = kyx?.
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Obr. 4.11: g(z,y) =2 —z —y

Obr. 4.12: h(z,y) = 2% + y?

Obr. 4.13: k(z,y) = 2% + 49>
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Obr. 4.15: m(z,y) = V22 + 9y?

Obr. 4.16: p(r,s) = e~(r*+5%)

155
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Obr. 4.17: q(r, s) = 2s/(r? + s?)

Obr. 4.18: r(u,v) = 2v/(u? + v?)
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2

Obr. 4.19: s(u,v) = u? — v?

6.

a) fr = 19(sin’ x — 3cos?y)'8sin2x;  f, = 57(sin? x — 3 cos? y)'® sin 2y.

3 3_g2 o2 P
b) gz:i\/ﬁa gy—%\/g,y?,_ﬂ-
) b = /(4% by = —1/(1+17).

Y
d) by = —YL . k= ——YT__
x 20722 —y?’ y 2@@
l=tez L=-z4l =% 1

; dalej symetricky.

-z
f) me = (Va2 +y?+22)8]
g) pr = [(tg(r) — Vs2 +12)cos?r] Yy pp = —s[Vs2 + t2tg(r) — s2 — 2]l atd.

_ sint . — cost . _ _—ssint4rcost
h) Ir = 2v/scost+rsint’ s 24/scost+rsint’ qt 2v/scost+rsint’

i) re = (z+y)"[n(r +y) + 52 ry = (@ +y)" T EE

r. = (x +y)" In(z +y).

j) s = 2/yz(2z 4 32)VVFL 5, = NE 22 + 32)VY* In(2x + 32);
y

2
s, = (2 + 32)\/?ﬁ[%\/gln(2m +32) + zgx\_/qu]-
7.

a) floy) =1-z—y.
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b) g(z,y) = (3z +4y)/5

c) h(z,y) =0.

d) k(z,y) = %5 — Tz + by

e) l(z,y) =1+=

f) m(z,y) =z 4y —2

h) q(a,y,2) = Y2(Zx +y — 2 + 457)
8. 8 percent.

9. AT = /(AL + LAg) .

14.

a) Vi =yz+y)i+az(z+2y)j; u=2i—3%j Duf(B)=4/5.

b) Vf = —xfnyi + s u= §i+ 2j; Duf(B)=7/5.

1 . 1 1 s, _
)Vf Vi-(z— 23/) ' V1-(z—2y) 2‘]’ u= _QI_EJ’ Duf(B) —3/\/§.
d) Vi=(y+2)i+(z+2)j+ (z+yk; u:%i_%j+%k; Duf(B) = 5/3.

e) Vf = —(3ye” sinzy)i — (3ze” sinzy)j + (3¢ coszy)k; u=—3i+ 3j+ 2k; D.f(B) =2.
)V

f (ycos:vy—i—ze“)i—l—(a:cosxy—l—é)j—k(:ce‘“—i—%)k; u=32i+2j—ik; Duf(B)=
. 11. —
B) VI = \/$2+y +z2 \/$2+y +z2 \/x2+y2+z2k’ 7 f‘] + \/gk’ Duf(B) =1/(3V3).
— z - y i z 1. 2: 2
h) Vf - (\/x2+y2+z2)31 (\/x2+y2+z2)3'] (\/x2+y2+z2)3k u 31— 3J 3k’

Duf(B) =1/(3V3).

) Vf= 2z i— vz Lk, u=2i+2j+ ik;
) f (acz-i—y \/xz—i—y — 2 (22 +12) \/ac2+y _zz-] \/x2+y2—z2 ’ 3 3J 3™

Dy f(B)=-1/3.

i) Vf=32y22 + y2 4+ 2%+ 3y/2? + 42 + 2% + 3222 + y? + 2%k; u=0i+ 3j— 1k
Duf(B) =

15.

a) 2r—4y—2z—-5=0.

b) 3z —4y+52=0.

) 3r—y+32—19=0.
d) 204+2y+2—-4=0.
e) z+y—z+(r—2)=0.
f) 8z + 6y +25ez —T75=0.

o
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g) t—y—1=0.
h) 224+ (4+1In2)y+2In2z— (10 +41In2) =0 .

16. a) Stacionarny bod (3,2), v ktorom m4 funkcia lokdlne minimum.

b) Stacionarny bod (—5,3), v ktorom m4 funkcia sedlovy bod.

c¢) Stacionarny bod (—4, —2), v ktorom m4 funkcia lokdlne maximum.

d) Stacionarny bod (1, —2), v ktorom m4 funkcia sedlovy bod.

e) Stacionarny bod (2, —1), v ktorom m4 funkcia lokdlne minimum.

f) Stacionarny bod (3, —2), v ktorom m4 funkcia lokdlne maximum.

g) Nekone¢ne mnoho staciondrnych bodov tvaru (r,r 4+ 2). Kedze D = 0, nemozno zaver urobit
podla D-testu. AvSak Iahkou tipravou vidime, Ze p(r,s) = (r — s + 2)2, a teda v kazdom z uvedenych
stacionarnych bodov nadobtuda nasa funkcia lokdlne minimum.

h) Stacionarny bod (3/2,5/4), v ktorom ma funkcia sedlovy bod.

i) Stacionarny bod (3, —3), v ktorom ma funkcia lokdlne minimum.

j) Staciondrny bod (—2,1), v ktorom mé funkcia lokdlne maximum.

17. a) Jediny staciondrny bod (0,0). Kedze D = 0, nie je mozné pouzit D-test. Zo spravania sa funkcie
f pozdlz osi y (teda pre z = 0) a pozdlz paraboly z = 32 je viak jasné, ze bod (0,0) je sedlovym
bodom.

b) Dva staciondrne body By = (0,0), Bo = (—1,—1); bod B je sedlovym bodom a v By sa
nadobiida lokdlne maximum.

c) Styri stacionarne body By = (0,0), By = (0,2/3), B3 = (2/3,0), By = (2/3,2/3). Body B; a
By st sedlovymi bodmi, v bode By méa funkcia lokdlne maximum a v B3 méa lokdlne minimum.

d) Dva staciondrne body By = (0,0), By = (—2/3,2/3); bod B; je sedlovym bodom a v B3 sa
nadobiida lokdlne minimum.

e) Styri stacionarne body B; = (0,0), By = (0,—2), B3 = (2,0), By = (2, —2). Body B; a By st
sedlovymi bodmi, v bode By m4 funkcia lokdlne maximum a v B3 ma lokdlne minimum.

f) Dva staciondrne body B; = (0,0), Bs = (1,—1); bod Bj je bodom lokdlneho maxima a B je
sedlovym bodom.

g) Tri staciondrne body By = (0,0), Bs = (1,1) B3 = (—1,—1); bod B; je sedlovym bodom a
v bodoch By a Bj3 sa nadobuda lokadlne minimum.

h) Jediny stacionarny bod (5/2,4/5), v ktorom sa nadobuda lokdlne minimum.

i) Osem stacionarnych bodov B; = (0,1), B = (0,—1), B3 = (1,0), B+ = (—1,0), Bs =
(1/\/%a 1/\/%)3 Bg = (_1/\/%a 1/\/%)7
Br = (1/v/2e,—1/v/2¢), Bs = (—1/v/2e,—1/+/2¢). Body B; az By st sedlovymi bodmi, v bodoch Bj
a Bg sa nadobuda lokdlne minimum a v bodoch Bg a B; lokdlne maximum.

j) Pit stacionarnych bodov By = (0,0), By = (0,1), B3 = (0,—1), By = (1,0), By = (—1,0);
v bode B je lokdlne minimum, v bodoch B, a Bj sa nadobida lokdlne maximum, a By, Bs si sedlové
body.

18. a) Najviicsia hodnota 25/4 v bode (3/2, —1/2); najmensia hodnota neexistuje.

b) Najviicsia hodnota 5¢ - 4'/3 v bode (2¢/3, ¢/3); najmensia hodnota neexistuje.

¢) Najvicsia hodnota 5/4 v bodoch (—1/2,—+/3/2) a (—1/2,v/3/2); najmensia hodnota —1 v bode
(1,0).

d) Najvicsia hodnota 9 v bodoch (—3,0) a (3,0); najmensia hodnota —9 v bodoch (0,—-3) a (0, 3).

e) Najvicsia hodnota 125 v bodoch (—v/5,2v/5) a (v/5,—2v/5); najmensia hodnota 0 v bodoch
(2v/5,vV5) a (—2v/5, —V/5).

f) Najmensia hodnota 12 v bode (6, 6); najviicsia hodnota neexistuje.

g) Najvii¢sia hodnota 25 v bode (5,5); najmensia hodnota neexistuje.
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h) Najmens$ia hodnota 0 v bode (0, 0); najvii¢sia hodnota 20 v bode (2,4).

19. a) Najmensia a najvicsia hodnota v danom pripade neezistuje. Lagrangeova metdda sice dava 4
kandidatov na extrém, ale v ziadnom z nich sa naozaj najmensia a najvicsia hodnota nenadobuda.
Pozri Priklad 3 v 4.3.2.

b) Najmensia hodnota je 27 a nadobtida sa v bode (3, 3, 3); najvidsia hodnota neexistuje.

¢) Najmensia hodnota —14 v bode (—1,—2,—3), najvicsia hodnota 14 v bode (1,2, 3).

d) Najmensia hodnota —27 v bodoch (—3,3,3), (3,—3,3), (3,3,—3) a (—3,—3,—3); najvicsia
hodnota 27 v bodoch (3,3,3), (—3,-3,3), (—3,3,-3) a (3,—3,-3).

e) Najmensia hodnota —1/8 v bodoch (1/2,—1/2,1/v/2), (1/2,-1/2,—1/v/2), (=1/2,1/2,1/V/2)
a (—=1/2,1/2,—1/+/2); najvicsia hodnota 1/8 v bodoch (1/2,1/2,1/v/2), (1/2,1/2,—1//2),
(—=1/2,-1/2,1/V/2) a (=1/2,-1/2,—1//2).

f) Najmensia hodnota je 0 a nadobida sa v nekoneéne mnohych bodoch (prave v tych, ktoré maji
aspon jednu stradnicu nulovi); najviicsia hodnota 1 sa nadobtida v 8 bodoch tvaru (+1,+1, +1).

g) Najmensia a najvicsia hodnota v danom pripade neezistuje; pozri aj Priklad 3 v 4.3.2.

h) Najmensia hodnota —6v/3 v bode (0, /3, —2); najvicsia hodnota 32/3 v bodoch
(+4/3,—-4/3,—4/3).

20. a) Globalne minimum —2 v bode (2, —1) vnutri M; globdlne maximum 11 v bode (3, 1) na hranici
M.

b) Globéalne minimum 4 v bodoch (1, 1) vniatri M a (0,—1) na hranici M; globdlne maximum 18
v bode (2, —1) na hranici M.

c¢) Globalne minimum —16 v bode (4,2) na hranici M; globalne maximum 16 v bodoch (4,0) a
(4,4) na hranici M.

d) Globalne minimum —18 v bode (0,3) na hranici M; globdlne maximum 0 v bode (0,0) na
hranici M.

e) Globalne minimum —64 v bode (2,4) na hranici M; globdlne maximum 4 v bode (1,2) vnitri
M.

f) Globéalne minimum —1 v bode (—1,0) na hranici M; globalne maximum 7/2 v bodoch
(1/2,4+/3/2) na hranici M.

g) Globalne minimum —4 v bodoch (0,+2) na hranici M; globalne maximum 4 v bodoch (£2,0)
na hranici M.

h) Globélne minimum 0 v bode (0,0) vnuatri M; globdlne maximum 3/e v bodoch (0,+1) vnutri
M.

21. a) aj b): V oboch pripadoch je riesenim kocka s hranou 2r/+/3.
22. a) Valec mé polomer 2r/3 a vysku v/3.

b) Uloha mé4 zmysel len ak v > 2r, a potom je riesenim valec s polomerom vr/(2v — 2r) a vyskou
v(v —2r)/(2v — 2r).
23. Riesenim je valec, ktorého vyska sa rovna jeho priemeru.

24. Bod (5/2,3/2,2).
25. Body (v2,-v2,1) a (—v2,v2,1).



Kapitola 5

Diferencialna geometria

5.1 Uvod

Diferencidlna geometria je oblast matematiky, v ktorej sa skiimaju vlastnosti geometrickych dtva-
rov (v nasom pripade kriviek v priestore alebo v rovine) metédami diferencidlneho poétu. Preto bude
uzitoéné ovladat zdklady analytickej geometrie, funkcie jednej redlnej premennej a diferencidlny pocet
(kapitoly 2, 6, 7, RieSené tlohy z matematiky I). Diferencidlna geometria déva konkrétnu napln for-
malnemu matematickému aparatu mnozstvom aplikécii fyzikalneho rézu napr. v mechanike, geodézii
a kartografii.

5.2 Pojem krivky

Krivku & si m6zeme predstavit ako sivisli drahu pohybujtceho sa bodu P. Ak zvolime kartezidnsku
stiradnicovu ststavu (O,1,j,k), poloha bodu P = P(t) v ¢ase t je jednoznacne dand polohovym
vektorom p(t) = P — O.

Obr. 5.1: Krivka.

5.2.1 Vektorova funkcia

Zakladom thedrie kriviek je pojem vektorovej funkcie jednej reilnej premennej, funkcie p, ktora
kazdému ¢islu ¢ z jednorozmerného intervalu J priraduje prave jeden vektor p(t). Pre tato funkciu
pouzivame zapis

p = p(t), teJ, (5.1)
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alebo po zlozkach
p = [z(t),y(t), 2(1)],  teJ, (5.2)
resp.

p =z(t)i+y(t)j + z(t)k, teJ, (5.3)
kde z(t),y(t), z(t) su redlne funkcie definované na spolo¢nom intervale .J. Pre vektorovi funkciu mé-
zeme vzhladom na vztah (5.3) definovat pojmy limita, spojitost a derivicia pomocou tychto pojmov
pre realnu funkciu redlnej premennej (kapitoly 6.5, 6.6 a 7, RieSené tlohy z matematiky I).

Vektorova funkcia p(¢) méa v bode ¢y limitu pg

li =
Jim p(t) = po,
ak pre kazda postupnost {t,} taku, ze
lim %, =, tn # to, ty, € J,

n—oo

prislusné postupnost funkénych hodnét {p(t,)} konverguje k vektoru pg. Vektorova funkcia (5.3) ma
v bode ty limitu prave vtedy, ak v tomto bode maja limitu redlne funkcie z(t), y(¢), z(¢).
Vektorova funkcia p(t) je spojita v bode g, ak

lim p(t) = p(to)-

t—to

Vektorova funkcia (5.3) je spojitd v bode tg prave vtedy, ak st v tomto bode spojité redlne funkcie

(t),y(t), z(f).
Vektorova funkcia p(t) méa derivaciu dp(t)/dt v bode ty ak existuje limita

o] _ 2O~ Dl
dt |y, =t t—ty

Vektorova funkcia (5.3) ma v bode ty derivaciu prave vtedy, ak v tomto bode maju derivaciu redlne
funkcie z(t), y(t), z(t).

5.2.2 Vektorova rovnica krivky

Krivkou k nazyvame graf vektorovej funkcie p(¢) realnej premennej (parametra) ¢, ak funkcia p(t)
ma tieto vlastnosti:

1. je definovana na intervale J,
2. je spojitd na intervale J,
3. existuje taky rozklad {(tx_1,tx)}, k = 1,2,... intervalu .J, 7e je prostd na mnozine J — {t }x.

Rovnicu (5.1) (resp. (5.2) a (5.3)) nazyvame vektorovou rovnicou krivky k& v danom suradni-
covom systéme. Ak je funkcia p(#) prostd na celom intervale J, hovorime o jednoduchej krivke,
v opac¢nom pripade krivka obsahuje viacndsobné body. Ak je funkcia p(t) definovanéd na uzavretom
intervale J = (a,b), potom krivka sa nazyva oblik.

Priklad 1. Vektorova funkcia
p(t) = [rcost,rsint, ct], (5.4)

kde t € (—00,00), r > 0, ¢ # 0 je spojitd a prostd na obore definicie. Jej grafom je rovnomernd
skrutkovica, leZiaca na rotacnej valcovej ploche z2? + 3% = r2. Je to jednoduch4 krivka. &

Priklad 2. Krivka p(t) = [t2,t — t3,t* + 1] nie je jednoduch, lebo pre t = 1 a t = —1 je
p(1) = p(—1), teda funkcia p(¢) nie je prosti. Bod [1,0,2] je dvojndsobnym bodom tejto krivky. &



5.2. POJEM KRIVKY 163

5.2.3 Parametrické, explicitné a implicitné rovnice krivky
Vektorova rovnica (5.1) krivky je ekvivalentnd s parametrickymi rovnicami priestorovej krivky
z = z(t), y = y(t), z = 2(t), teJ (5.5)

Ak st dané dve reilne funkcie

y = f(z), z = g(z), xz € J, (5.6)

resp.
z=[fy), =z=gy), ye
alebo
z=f(z), y=g(2), z€l
definované a spojité na spolo¢nom intervale J, potom st rovnice (5.6) (resp. ind uvedend dvojica
rovnic) explicitnymi rovnicami krivky v priestore. Ak st dané dve redlne funkcie

h(mayaz) =0, l(xayaz) =0, (57)

definované a spojité na spolo¢nej trojrozmernej oblasti Q € E? a hodnost matice

on o o
or Oy 0z
M(z,y,z) =
o o o
or Oy 0z

je rovna dvom v kazdom bode [z,y, 2|, ktory vyhovuje rovniciam (5.7), potom rovnice (5.7) st im-
plicitnymi rovnicami krivky v priestore. Krivka je tak definovana ako prienik dvoch pléch danych
rovnicami (5.7).

Priklad 3. NapiSme parametrické, explicitné a implicitné rovnice skrutkovice (5.4)

RieSenie: Rozpisanim vektorovej rovnice (5.4) dostaneme tri parametrické rovnice skrutkovice
v tvare
T =rcost, Yy = rsint, z = ct.

7 poslednej rovnice vyjadrime parameter ¢ ako funkciu premennej z
t=2z/c,
a dosadime ho do prvych dvoch rovnic. Dostaneme nasledujuici tvar
z =rcos(z/c), y = rsin(z/c)

explicitnych rovnic x = f(2), y = g(z) danej skrutkovice. Implicitné rovnice napiSeme velmi jednodu-
cho
z —rcos(z/c) =0, y —rsin(z/c) = 0.

&

Priklad 4. Napisme parametrické vyjadrenie krivky danej implicitnymi rovnicami

zy —1 =0, r+y—2z=0, x>0, y>0. (5.8)
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RieSenie: 7 rovnic (5.8) vyjadrime dve premenné ako funkciu zostavajicej premennej. Tak zis-
kame explicitné vyjadrenie tejto krivky

1
y=— z=r+y=c+ —, x> 0.
T T
Od explicitného vyjadrenia prejdeme k jednoduchej parametrizacii krivky (5.8)
t ! t+ ! t>0
x =1, = -, z= -, .
Y= t
&

5.2.4 Regularna krivka

Met6édami diferencidlneho poctu moézeme sktimat iba krivky, ktorych rovnice splhaji uréité predpo-
klady tykajice sa ich derivacii. Okrem spojitosti funkcie p(t) predpokladdme spojitost jej prvej
derivacie podla vseobecného parametra ¢, ktori budeme oznacovat

_ dp(t) _ dx(t) dy(t) dz(t)
dt dt 7 dt T dt

p(t)
Bod P(t) pre t € J, v ktorom existuje p(t) a je p(t) # 0 nazyvame regularny bod krivky. Ak je
p(t) # 0,

respektive
(#(1)” + (9()* + (2(1)* £ 0 (5.9)
pre lubovolny bod ¢ € J, krivka k je regularna.
Priklad 5. Krivka p(t) = [t?,t — 3,t* + 1] je reguldrna, lebo p(t) = [2t,1 — 3t2,4t3] # 0 pre
Tubovolny bod t € J. &
Priklad 6. Krivka p(t) = [t2,t* — 5 ¢* 4+ 1] nie je regularna, lebo p(t) = [2t,4t> — 6t°,4%] = 0
pret=0. &

Kazdy bod krivky, ktory nie je regularny nazyvame singularnym bodom krivky. Tymito bodmi
a ich klasifikiciou sa nebudeme zaoberat a budeme pracovat iba s regularnymi krivkami.

5.2.5 Transformdacia parametra krivky

Pri $ttdiu krivky danej rovnicou (5.1) je niekedy vyhodné prejst k inej vektorovej rovnici tejto krivky,
t.j. previest reguldrnu transforméciu parametra. Ak definujeme funkciu

t=1(t*),  t*eJ, (5.10)

dt
spojiti na J* aj s prvou deriviciou a pre # 0 pre kazdé t* € J*, potom je funkcia (5.10) rydzo

monoténna a realizuje vzijomne jednozna¢né zobrazenie intervalu J* na interval J. Rovnica (5.1) a
rovnica

p =p[t{t")] =p(), e,
st potom vektorovymi rovnicami jednej a tej istej krivky.

Priklad 7. Vektorovou rovnicou

p=[2¢t"sint?, €],  te(1,2), (5.11)
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je definovand urcita regularna krivka. Funkcia
tt*) =Vtr,  t* e (1,4), (5.12)

zobrazuje interval (1,4) jednoznacne na interval (1,2). Pomocou (5.12) prevedieme reguldrnu trans-
forméciu parametra. Dosadi me (5.12) do (5.11) a dostaneme nové vektorové vyjadrenie skiimanej
krivky, a to v tvare

p = [2(t")%,sint*, !,  t" e (1,4). (5.13)

K funkcii (5.12) moézeme zostrojit inverzna funkciu
@) =t%  te(1,2), (5.14)

a prevedenim regularnej transformécie parametra na (5.13) pomocou (5.14) dostavame povodnt vek-
torovii rovnicu (5.11). &

5.2.6 Orientacia krivky

Nech p = p(¢), t € J je parametrizacia krivky k. Nech P(¢1) a P(t2) su dva body krivky k, ktoré
odpovedaji hodnotdm t; a ¢y z intervalu J takym, Zze t; < to. Na danej krivke & mozeme zvolit
dve navzajom opac¢né orienticie. V jednej orientécii je bod P(¢1) pred bodom P(t3) (zapisujeme
P(t1) < P(t2)), v druhej orientécii je bod P(t3) pred bodom P(t1) (P(t2) < P(t1)). Hovorime, ze
krivka je orientovana stuhlasne s parametrizaciou, ak plati

P(tl) = P(tg) St < tg (515)
a krivka je orientovana nesiithlasne s parametrizaciou, ak plati
P(tl) - P(tg) &t < to. (5.16)

Krivka k s jednym z usporiadani (5.15), (5.16) sa nazyva orientovand krivka.

Priklad 8. Pre polkruznicu s polomerom r = 1 so stredom v zaciatku, ktord lezi v 1. a 2.
kvadrante mame dve parametrizacie

p1 = costi+sint j, t € (0, ), (5.17)

pa=ti+V1—1j  te(—1,1). (5.18)

Pri parametrizécii (5.17) je bod A = [1, 0] obrazom parametra ¢t = 0, bod B = [0, 1] obrazom parametra
t =7/2 a bod C = [—1,0] obrazom parametra ¢ = w. V orientacii sithlasnej s touto parametriziciou
je A < B < C. Pri parametrizacii (5.18) je bod A obrazom parametra ¢ = 1, bod B obrazom para-

metra ¢t = 0 a bod C obrazom parametra ¢t = —1. V orientacii sihlasnej s touto parametrizaciou je
C<B<A &

5.2.7 DIlzka krivky, prirodzena parametrizicia krivky

Nech je vektorovou rovnicou (5.1) definovand reguldrna krivka k. Oznaéme P(ty) a P(t) body, odpo-
vedajiice na krivke k Tubovolnej ale pevnej hodnote ty a nejakej hodnote ¢ z intervalu J. Na intervale

J definujme funkciu . .
s(t) = / B(t)] dt = / o) -b(t) dt, (5.19)
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respektive

st) = | VED)? + @) + (2(0)2 d. (5.20)

Kazdej hodnote parametra ¢ € J mézeme priradit ¢islo |s(t)], ktoré vyjadruje dfzku krivky medzi
bodmi P(ty) a P(t). Z rovnice (5.9) vyplyva, ze derivicia

3(0) = @) + (3(6)? + () = \/B(t) - () £0

je pre vSetky ¢ € J rozna od nuly. Funkcia s = s(t), t € J je teda rydzo monoténna a mdzeme k nej
zostrojit inverzni funkciu

t=t(s), sel, (5.21)

ktora realizuje vzajomne jednoznacné zobrazenie intervalu I na interval J. Pre deriviciu tejto inverznej

funkcie plati
dt 1 1 1

ds — s(t)  @0)2+ G2+ ()7 VbE) b))
pre vSetky ¢ € J. Pomocou funkcie (5.21) moZeme previest na skiimanej krivke transforméciu para-
metra. Dostaneme tak novi vektorovi rovnicu krivky

p=plt(s) = p(s),  sel, (5.22)

v ktorej parametrom je dlzka oblika krivky od bodu P(t) do bodu P(t) a ktorti nazyvame priro-
dzenou parametrizaciou krivky. Vsetky derivacie podla oblika

£0

dp dpdt
ds  dt ds
budeme oznacovat ¢iarkou, t.j.
) L dt
p=p ds

na rozdiel od derivicii podla vSeobecného parametra, ktoré oznacujeme bodkou. Pre velkost vektora
p’ plati

at\_ ep L
ds| = VPP D
Vlastnost (5.23) je nutnou a postacujiicou podmienkou na to, aby parametrizicia p = p(s) bola
prirodzenou parametriziciou regularnej krivky k.

p'l=Vp -p' =VD P = 1. (5.23)

Priklad 9. Najdime prirodzena parametrizaciu skrutkovice (5.4).

RieSenie: Na krivke (5.4) zavedieme novy parameter, ktory je oblikom. Vypocéitame prva deri-
vaciu podla vieobecného parametra ¢

p(t) = [—rsint,rcost, (] (5.24)

a dlzku krivky zo vztahu (5.20)

t
s(t) = / \/r2 sin?t 4+ r2cos2t + ¢ dt = t\/r2 + ¢2, t € (—00,00).
0

K funkcii s(t) vypocitame inverzni funkciu

TP s € (—o00,00).

V242’
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Odtial vyplyva, ze hladana vektorova rovnica, v ktorej parameter s je oblikom, m4 tvar

s s cs
s) = |rcos , T sin , . 5.25
P(s) =1 r? + ¢? V12 4+ 2 \/’1“2+02] (5:25)

)

Prirodzend parametrizacia ma velky vyznam pri teoretickych avahéch. Pri konkrétnom pocitani
ju nebudeme vediet vzdy urdit lebo integrily na pravej strane vztahov (5.19) a (5.20) mézu byt
komplikované alebo primitivna funkcia nie je elementarna.

5.3 Sprievodny trojhran

Ku kazdému bodu P(ty) reguldrnej krivky k, v ktorom existuje p(tp) # 0, je mozné jednoznacne
priradit tri vektory, ktoré spolu s bodom P(#p) uréuji pravouhly trojhran s vrcholom v bode P(#).
Jeho hranami st dotyénica d, hlavna normaéla n a binormala b. Steny tvoria oskulaéna rovina
7, normélova rovina v a rektifikaénd rovina p. Pri pohybe bodu P(ty) po regularnej krivke
sa meni poloha tohto trojhranu. Preto sa trojhran nazyva sprievodny alebo Serretov trojhran.
UmoZni ndm vystizne popisat tvar krivky & v okoli bodu P(ty).

Obr. 5.2: Trojhran.

5.3.1 Doty¢nica krivky

Medzi vSetkymi priamkami, ktoré prechddzaji bodom P(ty) regularnej krivky k existuje vyznamna
priamka, ktord sa nazyva dotyénica. Na krivke k zvolme dva rozne body P(ty) a P(to + h),h # 0.
Priamka prechadzajica tymito bodmi sa nazyva seénica krivky k. Dotyénica v bode P(t) je limitnou
polohou secnice pre h — 0. V kazdom bode P(ty) = [z(t0),y(t0),z(to)] reguldrnej krivky existuje
prave jedna doty¢nica. Ak je krivka popisana rovnicami (5.1) alebo (5.5), potom vektorova rovnica
dotyénice je

d = p(to) + Ap(to) (5.26)

a parametrické rovnice dotyénice st

z=x(to) + Az(to),  y=ylto) +Ay(to), 2= z(to) + Az(to), (5.27)
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kde A € (—00,00) je parameter, d je oznacenie pre polohovy vektor Tubovolného bodu dotycnice a
z,y, z su stradnice tohto vektora, resp. stradnice Tubovolného bodu doty¢nice.

Priklad 10. Uréme rovnicu doty¢nice ku skrutkovici (5.4) vo veobecnom bode a v bode ¢ = 0.

RieSenie: Do vztahu (5.26) alebo do vztahov (5.27) dosadime vyrazy (5.4) a (5.24). Dostaneme
vektorovi rovnicu doty¢nice vo vSeobecnom bode P(0)

d = [rcost,rsint,ct]| + A\[—rsint,r cost, ¢,
alebo parametrické rovnice doty¢nice
T =rcost — Arsint, Yy = rsint + A\rcost, z=ct+ Ac.
Vektorovi rovnicu dotyénice v bode ¢ = 0 mézeme pisat v tvare
d =[r,0,0] + A\[0,r,¢],

alebo
T =r, Yy = Ar, z = Ac.

)

5.3.2 Oskula¢na rovina krivky

Kazda rovina, ktora prechddza dotyc¢nicou regularnej krivky & sa nazyva dotykovou rovinou krivky.
Medzi tymito rovinami existuje vyznamna rovina, ktord sa nazyva oskulaé¢na rovina krivky. V bode
P(ty) krivky k zostrojme doty¢nicu d. Cez doty¢nicu d a dalsi bod P(ty+ h), h # 0 krivky k polozme
rovinu. Oskula¢nd rovina 7 v bode P(ty) je limitnou polohou takto zostrojenej roviny pre h — 0.
Za predpokladu, ze v bode P(tg) krivky k existuji derivicie

p(to), P(to) (5.28)

a tieto vektory su linedrne nezavislé, existuje v bode P(t) prave jedna oskula¢nd rovina rovnobezna
s vektormi (5.28). Ak r = [z,y, 2| je oznalenie pre polohovy vektor jej Tubovolného bodu, potom
vektorova rovnica oskulaénej roviny je

(r — p(to)) - (B(to) x B(to)) =0

alebo
r—xz(to) y—y(to) z—z(to)
1 (to) y(to) Z(to) | =0.
(to) #i(to) Z(to)

V pripade, ze st vektory (5.28) linedrne zavislé, kazda dotykova rovina zostrojend v bode P(ty) je
stcasne oskula¢nou rovinou.

Priklad 11. Uréme rovnicu oskula¢nej roviny ku skrutkovici (5.4) vo v8eobecnom bode a v bode
t=0.

RieSenie: K vypoctu oskulacnej roviny potrebujeme okrem vektorovej funkcie (5.4) a jej derivacie
(5.24) aj druha derivaciu podla parametra ¢

p(t) = [-rcost,—rsint, 0]. (5.29)
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Najskor vypocitame vektorovy sacéin
i j k
PXP=| —rsint rcost c¢ |= (5.30)
—rcost —rsint 0
=crsinti—crcost j+ (r?sin®t 4+ r2cos?t) k = ersinti—crcost j+r? k.

Ziskany vektor moézeme vydelit nenulovym polomerom r. Nasleduje vypocet skalarneho sti¢inu
([z,y,2] — [rcost,rsint,ct]) - [csint, —ccost,r] = 0,
po tprave ktorého dostaneme rovnicu hladanej oskula¢nej roviny v bode ¢
crsint —cycost+rz—crt =0

avbodet=0
cy —rz=0.

&

5.3.3 Hlavna normala a binormala krivky

Kazda priamka prechadzajica bodom P(ty) reguldrnej krivky & kolméa na doty¢nicu sa nazyva nor-
mala krivky k& v bode P(tp). Normélu, ktora lezi v oskulaénej rovine 7 budeme nazyvat hlavnou
normdlou a oznacovat n. Pod pojmom binormala b krivky %k budeme rozumiet priamku, ktora
prechddza bodom P(ty) a je kolma sicasne na prislusni doty¢nicu i hlavnii normélu. Binorméla je
teda kolma na oskula¢ni rovinu a preto vektorova rovnica binormaly je

b = p(to) + A(D(to) x B(t0)),

kde A € (—o00,00) je parameter, b je oznacenie pre polohovy vektor lubovolného bodu binormély
a x,1y,z st suradnice tohto vektora, resp. stradnice Tubovolného bodu binorméaly. Parametrické
rovnice binormaly si

x=x(t0)+>\‘é

yzy(tg)—i-)\‘ .

z=2z(to) + A ‘ M
KedZe pre hrany sprievodného trojhranu plati
b =d x n, d=n xb, n=D>bxd,
vektorova rovnica hlavnej normaly je

n = p(to) + A((B(to) x P(to)) x P(to)),
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kde A € (—o00,00) je parameter, n je oznacenie pre polohovy vektor lubovolného bodu hlavnej normély
a z,y, z su stradnice tohto vektora, resp. siiradnice fTubovolného bodu hlavnej normély. Parametrické
rovnice hlavnej normaly sa

_ : 2(to) (o) | _ . i(to) 9(to)
“””“"’“““(Z“O) £(t) fé(m)‘ 0| ) ii(eo) )
_ : (to) y(to) | _ y(to) 2(to)
y‘““”“(“:(t“) #(to) y(m)‘ W) Gta) (o) )
_ - y(to) 2(to) i Z(to) 2(to)
Z‘Z(t°>“<y“°) i(to) z(to)‘ U0)| Sto) it(ro) )
Priklad 12. Uréme rovnice hlavnej normély a binormaly skrutkovice (5.4) vo vSeobecnom bode

a v bode t = 0.

RieSenie: V predchadzajicom priklade sme vypocitali vektorovy staéin p x p (5.30), mozeme
teda priamo zapisat rovnicu binormély v bode ¢

b = [rcost,rsint,ct] + A[csint, —ccost, 7]

avbodet=0
b = [r,0,0] + A[0, —¢,T].

K vypoctu hlavnej normaly potrebujeme vektorovy siicéin
i J k
(PxDP)xp=| csint —ccost r |=—(c?+r?)(costi+sintj). (5.31)
—rsint  rcost ¢

Ziskany vektor mézeme vydelit nenulovym —(c? + r2). Potom rovnica hlavnej normély v bode ¢ je
n = [rcost,rsint,ct] + A[cost,sint, 0]

avbodet=0
n = [r,0,0] + A[1,0,0].

&

5.3.4 Normalova a rektifika¢na rovina krivky

Hlavna normala a binormala uréuji normalovia rovinu v. Tato rovina je kolma na dotycénicu krivky
v konkrétnom bode a lezia v nej vSetky normély. Dotyc¢nica a binorméla uréuji rovinu, ktortt budeme
nazyvat rektifikaénd rovina p. KedZe normélova rovina je kolméa na doty¢nicu, vektorova rovnica
normalovej roviny je

(r —p(to)) - B(to) =0
alebo po zlozkach

(z — z(to))2(to) + (y — y(t0))y(to) + (2 — 2(t0))2(t0) = 0.

Rektifika¢na rovina je kolmé na hlavni normélu, preto vektorova rovnica rektifikaénej roviny je

(r —p(to)) - ((B(to) x D(to)) x P(to)) =0
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alebo

z — z(to) y —y(to) z — z(to)
i (to) y(to) %(to)
j(to) #(to) Z(to)  (to)
] ' Z(to) Z(to)

Priklad 13. Uréme rovnice normalovej a rektifika¢nej roviny skrutkovice (5.4) vo vSeobecnom
bode a v bode £ = 0.

RieSenie: Vzhladom na vysledky predchadzajtcich prikladov nebude tazké zapisat rovnice hla-
danych rovin. Norméalova rovina vo vSeobecnom bode ¢ mé rovnicu

([z,y,2] — [rcost,rsint,ct]) - [-rsint,rcost,c] =0

a po uprave
resint — rycost — cz + ¢*t = 0.

Normalova rovina v bode ¢ = 0 mé rovnicu
([a:,y,z] - [T‘,0,0]) : [0,7’, C] =0

a po uprave
ry 4+ cz = 0.

Rektifika¢né rovina vo vSeobecnom bode ¢ mé rovnicu
([z,y,2] — [rcost,rsint,ct]) - [cost,sint,0] =0

a po uprave
rcost+ysint —r =0.

Rektifika¢na rovina v bode ¢ = 0 méa rovnicu
([x,y,z] - [T‘,0,0]) : [170,0] =0

a po uprave
r—1r=

)

5.3.5 Sprievodny trojhran v prirodzenej parametrizacii

Predpokladajme, Ze reguldrna krivka k& je danad vektorovou rovnicou (5.22), v ktorej parametrom je
oblik. Ako vieme z (5.23), p’(s) je pre kazdé s € I jednotkovym doty¢nicovym vektorom krivky &

do = p'(s).

Dalej vieme, 7e vektory p’(s) a p”(s) st rovnobezné s oskulaénou rovinou. Zo vztahu (5.23) je zrejmé,
ze pre vsetky s € I plati
p'(s)-P'(s) =1

Derivujeme obe strany rovnice podla s a dostaneme

p"(s)-p'(s) +p'(s) - p"(s) =0
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a po uprave
2p/(s) - p"(s) = 0.

To v8ak znamen4, 7e v kazdom bode P(s) krivky k je vektor p”(s) bud nulovy alebo nenulovy a kolmy
na doty¢nicovy vektor p’(s). Ak predpokladdme druhii moznost, pozorujeme, %e nastane len vtedy, ak
je vektor p”(s) rovnobezny s hlavnou normélou n krivky k. Potom jednotkovy vektor hlavnej normély

je
"
p"(s)
ng=-——. (5.32)
p"(5)]
Pomocou jednotkovych vektorov dg, ng zostrojime jednotkovy vektor binormaély

bo =d0 X ngp.

Vztahy na vypocet hran a stien sprievodného trojhranu st v prirodzenej parametrizacii jednoduchsie.
Doty¢nica krivky k& v bode P(sg) méa parametrické rovnice

z=x(s0) + Az'(s0),  y=y(s0) + Ay (s0), 2= 2(s0) + A'(s0).
Hlavna normadla krivky k& v bode P(syp) mé parametrické rovnice
z=1(s0) + Az"(s0),  y=y(s0) + X" (s0), 2= 2(s0) + A" (s0)-

Binormala krivky k£ v bode P(sp) méa parametrické rovnice

z=xz(s0) + A

y =y(so) + A 2"(s0) 7"(s0) |’

©'(s0)  y'(s0)

z=2z(s0) + A 2"(s0)  y"(s0)

Normalova rovina krivky k& v bode P(sg) m4 rovnicu
(z — z(s0))2"(s0) + (y — y(50))y'(50) + (2 — 2(50))2' (s0) = 0.
Rektifika¢nd rovina krivky k& v bode P(sg) mé rovnicu
(z — z(s0))z" (s0) + (y — y(s0))y" (s0) + (2 — 2(50))2" (s0) = 0.
Oskulaénd rovina krivky £ v bode P(sp) mé rovnicu
z—x(s0) y—y(so) z—z(s0)

z'(s0) y'(s0) Z'(s0) | =0.
" (s0) y"(s0)  2"(s0)
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Obr. 5.3: Krivost.

5.4 Charakteristiky krivky

5.4.1 Krivost krivky

Pri pohybe dotykového bodu P(#g) po regularnej krivke sa meni smer doty¢nice v tomto bode. Rychlost
zmeny smeru doty¢nice charakterizuje stupen zakrivenia krivky. Cim viac sa v okoli bodu dotyku krivka
odklana od doty¢nice v tomto bode, tim m4 vicsiu prva krivost (alebo krivost ¢i flexiu).

Ak je krivka k definovana vektorovou rovnicou (5.1), potom jej krivost v bode P(ty) vypocitame

zo vztahu
_ |B(to) x B(to)[?
(B(to) - B(t0))®

Ak je krivka dand parametrickymi rovnicami (5.5), potom krivost v bode P(ty) vypocitame zo vztahu

K2 (t0) (5.33)

z(to) (to)
Z(to) Z(to)
(£(t0)? + 9(to)? + 2(t0)?)?

_|_

Ak je krivka k dané vektorovou rovnicou (5.22), v ktorej parametrom je oblik s, potom krivost v bode
P(s¢) vypocitame zo vztahu

K(s0) = [p"(so)] (5.34)

alebo

K(s0) = \/(:L“”(SO))2 +(y"(50))% + (2" (50))*-

Polomer krivosti krivky k v bode P(ty) je prevratenou hodnotou prvej krivosti krivky & v tomto
bode, t.j.
1

Rlt0) = iy

Priklad 14. Vypocitajme prvi krivost v Tubovolnom bode skrutkovice (5.4).

RieSenie: Norma vektorového stcinu (5.30) v ¢itateli vatahu (5.33) je

Ip(to) x P(to)| = \/027°2 sin? ¢ + c2r2 cos? ¢ + rt = \/r2(c? + r2) (5.35)
a skalarny sucin v menovateli vztahu (5.33) je vzhladom na (5.24) a (5.29)

p(to) - p(to) = rsin’t +r?cos’t +¢? = (r* + &2).
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Potom ) )
Kl - WPEE)E
0 (r2 + c2)3 (r2 + )2
To znamend, %e prva krivost
K(to) = _r
7+ )

nezavisi od parametra t, a teda je konstantna pozdlz celej skrutkovice. &
Nutnou a postacujiicou podmienkou na to, aby dand regularna krivka bola priamkou je, aby
v kazdom bode tejto krivky bola prva krivost rovna nule.

5.4.2 KruZnica krivosti krivky, evolata, evolventa

Kruznica, ktortt dostaneme ako limitni polohu kruznice prechidzajicej tromi roznymi bodmi P(tp),
P(t1), P(t2) krivky k, ktoré nelezia na jednej priamke a body P(¢1) a P(t2) sa priblizuji k bodu P(tp),
nazyvame kruznica krivosti alebo oskulaéna kruznica. Tato

1. lezi v oskula¢nej rovine krivky & v bode P(t),
2. jej polomer sa rovné polomeru krivosti R krivky k& v bode P(ty),
3. jej stred S lezi na hlavnej normale krivky & v bode P(tp).

Polomer r kruznice krivosti krivky nazyvame polomer krivosti a stradnice z; a ys stredu S
kruznice krivosti krivky nazyvame stred krivosti. Krivku /, ktorej body st stredy krivosti krivky k&
pre vSetky jej body, nazyvame evolitou krivky k. Naopak, krivka k je evolventou krivky /.

Pravouhly priemet krivky & do jej oskula¢nej roviny v bode P(ty) je rovinna krivka, ktord mé
s danou priestorovou krivkou spoloéni kruznicu krivosti v bode P(ty). Preto budeme kruznicu krivosti
spolu s evolttou studovat v ¢asti o rovinnych krivkach.

5.4.3 Torzia krivky

Pri pohybe bodu P(t;) po reguldrnej krivke sa meni poloha oskula¢nej roviny v tomto bode. Cim
viac sa v okoli bodu P(ty) krivka odchyluje z oskula¢nej roviny v tomto bode, tim méa viic¢siu druha
krivost (alebo torziu). Ak je krivka k definovand vektorovou rovnicou (5.1), potom jej torziu v bode
P(tp) vypodi tame zo vztahu
(P(to) x B(to)) - B(to)

[B(to) x B(to)|?

Ak je krivka dand parametrickymi rovnicami (5.5), potom torziu v bode P(ty) vypoc¢itame zo vztahu

T (to) =

©(to) H(to) 2(to)
%(to) ?z(to) %(to)
Tito) = — | 2 f(tt?) y(t(?) Z(t20) | | N
y(to) 2(to) n #(to) @(to) n ©(to) 9(to)
4(to) Z(to) Z(to) #(to) T(to) 4(to)

Ak je krivka k dané vektorovou rovnicou (5.22), v ktorej parametrom je oblik s, potom torziu v bode
P(sg) vypocitame zo vztahu

(p'(s0) x P"(s0)) - P"(s0)
2

Tls0) = " (s0))

)
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alebo

T (s0) =

(2"(50))* + (" (50))? + (2" (s0))*

Priklad 15. Vypocitajme druhi krivost v lubovolnom bode skrutkovice (5.4).

RieSenie: K vypoctu druhej krivosti potrebujeme vektorovy sicin (5.30), jeho normu (5.35) a
tretiu deriviciu vektorovej rovnice skrutkovice (5.4) podla parametra ¢

p(t) = [rsint, —r cost, 0].

Potom
[ersint, —crcost,r?] - [rsint, —rcost,0] ¢

r2(c? 4 r?) 242

T(t) =

Pozdl7 skiimanej skrutkovice je aj druhd krivost konstantna. &

5.4.4 Frenetove-Serretove vzorce

Predpokladajme opit, ze reguldrna krivka k je dand vektorovou rovnicou (5.22), v ktorej parameter
s je oblikom. Poznamenajme, Ze vektor p”(s) sa nazyva vektor prvej krivosti v bode P(s), teda pre
velkost tohto vektora plati (5.34). Potom vzhladom na (5.32) mozeme pisat

p” = [p"(s0)[no = Kno. (5.36)
Ak pre jednotkovy dotyc¢nicovy vektor zavedieme oznacenie
dO = pla

rovnicu (5.36) upravime na tvar

I = Kng (5.37)

¢o je prvy Frenetov vzorec.

Pozndmka: Prechod od vztahu (5.34) ku vztahu (5.33) na vypocet krivosti najdu zaujemci v (Bu-
dinsky, kap. 3.2., str 60).

V danom bode P(s) krivky k budeme sktimat deriviciu jednotkového vektora binormdly by a
ukaze sa, ze dospejeme k druhej krivosti 7. Derivujeme podla parametra s obe strany rovnice

bg-bg =1

a dostaneme vztah
2bg - bg = 0,

z ktorého vyplyva, ze vektor by je v kazdom bode krivky k& bud nulovy, alebo nenulovy a kolmy na
vektor bg. Mozeme teda vektor by vyjadrit ako linedrnu kombinéciu vektorov dg, ng, ktoré s tiez
kolmé na bg a pisat

{) = Ado — Tno, (538)

kde A a —7 st nezndme konstanty. Vynasobme skaldrne obe strany tejto rovnice vektorom dg. Do-

staneme tak
b{) -dg = A. (5.39)
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Ukazeme, ze A = 0. Z rovnice bg - dg = 0 vyplyva dalsim derivovanim, Ze
by - do + bg - dy = 0.

Odtial a zo vztahu (5.37) Tahko overime, Ze bg - dy = Kbg - ng = 0, a teda aj by -dg = 0 a z (5.39)
A = 0. Rovnica (5.38) m4 teda tvar
b{) = —Tno. (5.40)

Nazyvame ju tretim Frenetovym vzorcom.
Citatela zrejme zasko¢ilo, 7e sa v predchadzajicom vyklade nehovori o druhom Frenetovom vzorci.
Tento bude vysledkom nasledujicej konstrukcie.
Hovorime, Ze tri vektory tvoria ortonormalny systém, ak st jednotkové a navzdjom kolmé. Zrejme
vektory dg,ng a bg v bode P(s) krivky £ tvoria takyto systém. Mdzeme vypocitat vektory dg, ng a
b a vyjadrit ich ako linedrne kombinécie vektorov dg, ng, bg, o zapiSeme nasledovne

!

dy = a11do + ai2ng + aizbo,
!

ng = as1do + azeng + azzbo,

!
bO = a31d0 + asolg + a33b0.

Vo vSeobecnom pripade ma matica koeficientov aq1,aq9,...,a33 tvar
0 ajiz a3
—ai2 0 ags

—a13 —az 0

Dokaz je dostupny v (Budinsky kap. 3.4., str. 66). Vzhladom k (5.37) a (5.40) dostavame tak rovnice

d6 = ICnO
n() == —’Cdo +Tb0
b6 = —Tn()

Tak sme odvodili Frenetove vzorce, ktoré tvoria zaklad diferenciidlnej geometrie kriviek, pretoze
na ne mozeme previest celt problematiku tejto discipliny.

5.4.5 Prirodzené rovnice krivky

Nech st dané dve spojité funcie
K =K(s) >0, T ="TI(s), (5.41)

kde K m4 spojitt aspon druht derivaciu a 7 ma spojiti aspon prva derivaciu. Potom existuje jedina
krivka, ktora

1. m4 s za oblik a K a T za prva a druhi krivost,
2. prechadza Tubovolnym vopred danym bodom pre s = 0,

3. ma v tomto bode Iubovolné vopred dané jednotkové a navzijom kolmé vektory dg,ng,bg ako
jednotkové vektory dotycnice, hlavnej normély a binormaly.
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Zadanim funkcii(5.41) je az na svoju polohu v priestore urcéend krivka. Veli¢iny s, IC, T nazyvame
prirodzenymi stiradnicami a rovnice (5.41) prirodzenymi rovnicami krivky. Prirodzené rovnice
krivky vyjadruja krivku nezavisle na volbe stiradnicovej stustavy.

Priklad 16. Skrutkovica, ktorej prirodzena parametrizacia je (5.25) mé v kazdom bode P(s)
konstantnii nenulovd krivost i torziu. TakZe rovnice

r Cc

Kls) = r2 + 2’ Kis) == c2+r?

st prirodzené rovnice skrutkovice (5.4). &

5.5 Rovinné krivky

Krivka k, ktorej vSetky body patria do jednej roviny, sa nazyva rovinna krivka. Cely rad vlast-
nosti rovinnych kriviek sme prebrali spoloéne s pojednédvanim o priestorovych krivkéach, ktorym pre
ich vlastnost I # 0, T # 0 hovorime aj krivky dvojakej krivosti. Teraz budeme $tudovat niektoré
vlastnosti rovinnych kriviek, charakterizovanych vlastnostou 7 = 0 vo vSetkych bodoch krivky.

5.5.1 Rovnice rovinnej krivky

Ak zvolime z(t) = 0, vektorova rovnica rovinnej krivky bude

p=p(t) = [z(t),y(O)] = @i+ y(®)j, teJ (5.42)

Rovinnii krivku mézeme zapisat parametrickymi rovnicami

T = I(t), Yy = y(t)7 teJ, (543)
explicitne
y = f(x), reld (5.44)
alebo implicitne
h(z,y) =0, (5.45)

ak je funkcia h definovand a spojita na dvojrozmernej oblasti Q € E?. Specidlnym pripadom rovinne;
krivky je graf spojitej nekonstantnej redlnej funkcie f(z).

Priklad 17. NapiSme parametrické vyjadrenie Descartesovho listu z* +y> = 3zy tak, Ze polozime
y =tx.

Riesenie: Po dosadeni predpokladaného y do rovnice krivky vyjadrime z ako funkciu parametra
t. Z rovnice
z® + 323 = 3ta?

dostaneme po tuprave rovnicu
2[o(1+ ) = 31 = 0,

odkial bud z = 0 a teda aj y = 0 alebo

3t
Tt
a potom
3t2
Y=

143"
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)

Priklad 18. Vektorovou rovnicou
p(t) = [acost, bsint], (5.46)

kde t € (0,27), a > 0, b > 0 je vyjadrena elipsa. Rozpisanim vektorovej rovnice (5.46) dostaneme dve
parametrické rovnice elipsy v tvare

x = acost, y = bsint. (5.47)

Vylacéenim parametra ¢ z parametrickych rovnic (5.47) (tak, ze obe strany prvej, resp. druhej rovnice
vynasobime b, resp. a, obe strany oboch rovnic umocnime a rovnice spoc¢itame), dostavame implicitni

rovnicu elipsy v tvare
72 . y?
a?  b?

7Z tejto rovnice vypocitame premenni y a ziskame explicitné rovnice elipsy

—1=0.

b2
— B2 2
Yy = b* — ?l’ )
respektive
v,
y=—1/b%>— ot
)
Rovinné krivky je mozné vyjadrit aj pomocou polarnych stradnic ¢ a o v tvare
F(p,0) =0
alebo
o= flp)- (5.48)
y
Pl ¢.p]
|
P |
oy
|
|
¢ |
0 X
X

Obr. 5.4: Polarne stiradnice.

Transformac¢né rovnice, s pomocou ktorych sa daji previest pravouhlé stradnice (O, z,y) na po-
larne stradnice (O, p, 0) a opacne si
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T =pcosp, y=psiny,

gozarctgg, o=+vVz2+y?% (0<¢p<2m).
T

Priklad 19. V polarnych saradniciach st vyjadrené mnohé rovinné krivky, vic¢Sinou uzitocné
z hladiska technickych aplikacii.

Hyperbolicka $pirala: o = ¢/p, ¢ > 0, p > 0.

Archimedova $pirdla: o = ayp, a > 0.

Logaritmicka Spirdla: o =k e, k #0, a > 0.

Kardioida: o = 2a(1 4+ cos ), a > 0. &

5.5.2 DIzka rovinnej krivky

DIlzku rovinnej krivky zadanej rovnicami (5.43), (5.44) a (5.48) médzeme vypoéitat pomocou vztahov

sty =" [i VED)?+ [H1)? dt,
s(z) = [2\/1+ f(2)?da,
s(p) = [£ 1\ £2(p) + f()* do.

Priklad 20. Vypoéitajme dlzku polkruznice s polomerom r = 1 so stredom v zaciatku, ktora lezi
v 1. a 2. kvadrante.

Riesenie: K dispozicii mame dve parametrizicie (5.17) a (5.18) zadanej polkruznice. Potom

s(t) = /OW \/(—sint)2 + (cost)? dt = /07T 1dt =,

alebo

1 12t ! 1 Lol
0=/ \/1 # g = [ g = il =

)

Priklad 21. Vypocitajme dlzku logaritmickej 8piraly o = e¥ medzi bodmi, ktoré zodpovedaji
parametrom o =0 a ¢ = 7.

Riesenie: Vyuzijeme posledny z trojice vzorcov a vypocitame

st) = [ V(e + () dp = va(em - 1),

)

5.5.3 Dotycénica a normala rovinnej krivky

Pojem dotyé¢nice a normdly ku grafu funkcie y = f(z) v bode [z, f(zo)] je Citatelovi zndmy zo

studia diferencidlneho poctu (kapitola 7.4.1., RieSené tilohy z matematiky I.). V kazdom bode P(ty) =

[x(t0), y(to)] = [z0, yo] = [0, f(z0)] regularnej rovinnej krivky existuje prave jedna doty¢nica.
Doty¢nica v bode P(ty) krivky danej rovnicami (5.42-5.45) je definovana postupne rovnicami

d = p(to) + Ap(to),
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r = z(to) + A (to), y = y(to) + Ay(to),
y = f(zo) + f'(x0)(x — x0),

(z — 0)hy(Plwo, yo]) + (y — yo) by (Plzo, yo]) = 0. (5.49)

Priamku, ktord prechiddza bodom P(t;) a je kolma na doty¢nicu, nazyvame normélou. Vzhladom
na existenciu jedinej normély rovinnej krivky nehovorime o hlavnej normadle, ale kratko o normaéle.
Normala v bode P(ty) krivky danej rovnicami (5.42-5.45) je definovana postupne rovnicami

(n —p(to)) - P(to) =0,

z = z(to) — Ay(to), y =y(to) + Az (to),
1
y = f(wo) — m@ — 7o),
(= — 20)hy (P20, y0]) — (v — yo)hiy (Plzo, yo]) = 0. (5.50)

Priklad 22. N4jdime rovnice doty¢nice a normaly ku elipse 22/a? +y?/b?> — 1 = 0 vo vieobecnom
bode [zg,yola v bode [1,0] ak a =1, b= 2.

RieSenie: FElipsa je dana implicitne, preto na vypocet doty¢nice a normdély pouZijeme vzorce
(5.49) a (5.50). Potrebujeme derivicie rovnice elipsy podla z a y

2z
I __
hx_ﬁ,

2y
I
hy_b_2'

Potom rovnica dotycénice vo vSseobecnom bode elipsy je

2z 2y

(x—xo)?+(y—yo)b—2 =0

a rovnica normaly vo vSeobecnom bode elipsy je

2y 2z
(I —iﬂo)b—g - (y —yo)g =0.

Doty¢nica a normala v bode [1,0] elipsy 2 + y2/4 — 1 = 0 majt rovnice
2z —1)+0(y—0)=0, O@z—1)—2y—0) =0
a po uprave
r—1=0, y = 0.
&

V pripade rovinnej krivky nemd zmysel zavidzat dalSie pojmy zndme z thedrie priestorovych
kriviek pod spoloé¢nym nazvom sprievodny trojhran. Poznamenajme len, Ze rovina, v ktorej krivka
le7i, je totozna s oskula¢nou rovinou.
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5.5.4 Krivost rovinnej krivky

7 tvodnych poznamok o rovinnej krivke je zrejmé, 7e v tomto pri pade mé zmysel hovorit len o prvej
krivosti (kratko krivosti) krivky k& v bode P(tp). Tato ddlezitii charakteristiku krivky vyjadrenej
rovnicami (5.42-5.44) a (5.48) vypocitame zo vztahov

ICQ — |I:) X p|2
(p.p)?
o _ (i = i)
(:i?2 + 2)2)3
’C2 _ (y)2
(1+5%)°
(92 + 2912 _ 9911)2
@+ o
Priklad 23. Nijdime krivost paraboly y = z? vo véeobecnom bode a v bodoch P(0), P(1), P(2).

RiesSenie: Krivka je dana explicitne, vyuZijeme teda treti z uvedenych vzorcov. K vypocétu po-
trebujeme prvi a druht derivéciu podla z

K? =

y = 2z, y=2. (5.51)
Potom krivost paraboly y = 22 vo vieobecnom bode je
22 4
K2(x) = =
D= 0T @y T a
t.j.
2
K(r) = ——m——=
() (14 422)3
a v konkrétnych bodoch
K(0) =2,

K(1) =2/v53 = 0,17888,
K(2) = 2/V17 = 0,02853.

)
Priklad 24. N4ijdime krivost kruznice s polomerom r v jej Tubovolnom bode.
RieSenie: Parametrické rovnice kruznice s
x =rcost, y = rsint, t € (0,2m).
Pretoze
T = —rsint, y =rcost,
= —rcost, = —rsint,

podla druhého z uvedenych vzorcov

(r?sin®t +r2cos?t)? 1

K% (t) = ==
®) (r2sin®t +r2cos2t)3  r?’
to znamend, Ze
1
K(t) =-.
T

Krivost kruznice je v kazdom jej bode rovnaké a je rovné prevratenej hodnote jej polomeru. &
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5.5.5 KruZnica krivosti rovinnej krivky

Na vystihnutie zakrivenia krivky v bode P(t) je vyhodné pouzif kruZnicu krivosti (oskulaéni
kruznicu), ktora

1. mé s krivkou jeden spoloény bod a v fiom tu ist(1 doty¢nicu,
2. jej polomer sa rovné polomeru krivosti krivky & v bode P(t),
3. jej stred S lezi na normale krivky & v bode P(t).

Ak je krivka dana parametricky (5.43), plati

r= = s
|4 — iy
@2 + g2
Ts =T — FE——
TYy — Y
2 + 92
Ys =Y + T =
Yy —2Y
a ak je krivka dand explicitne (5.44), plati
B (1 +y2)3/2
gl
1+ g2
Ts =1 — —i:y , (5.52)
|4
1+ °
Yys =y + B (5.53)

Priklad 25. N4jdime kruznice krivosti paraboly y = z? v bodoch P(0), P(1).

RieSenie: Polomer r kruznice krivosti je prevratena hodnota krivosti, preto vzhladom na vysledky
prikladu 22

r(0)=0,5  r(1)=5,59.

Stradnice x4, ys stredu kruznice krivosti vypocitame zo vztahov (5.52) a (5.53), v ktorych potrebujeme
derivacie (5.51). Zrejme x4(0) = 0,35(0) = 0,5 a

1+ 22
p()=1—252 4
2
1+ 22
ys(1) =1+2 2 =3,5

Hladané kruZnice krivosti sii

2+ (y —0,5)% = 0,25,

(z +4)? + (z — 3,5)% = 31,25.
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5.5.6 Evolata, evolventa

Evoliata je krivka, ktord je mnozinou stredov krivosti danej krivky k. Pre evolatu ku krivke danej
parametricky (5.43) plati

LB 4 g
Te =T — YT,
Yy — Y
P+
Ye =Y+ T——.
Ty — 1Y

Pozorny ¢itatel si zrejme vSimne, Ze tieto rovnice st zovSeobecnenim rovnic stredu krivosti.

Ak krivka [ je evoliutou krivky k, tak krivka k je evolventou krivky I. Analytické vyjadrenie
evolventy je zlozitejSie a vyzaduje si vypocet integradlov. Poznamenajme aspon, ze dotyc¢nica k evoltte
je normalou evolventy.

Priklad 26. N3ijdime rovnicu evolity k parabole y = z2.

RieSenie: Parametriské vyjadrenie paraboly a jeho derivicie podla parametra ¢ st

r=t y=1t%
r=1, y=2t,
z=0, y=2.
Rovnice hladanej evolity st
1+ (2t)? 5
—toot—— )~y
e 1-2-0-2t ’
1+ (2t)2
2 2
Ye = 17 + 1.2-0.% 3t 40,5

&

5.5.7 Prirodzené rovnice rovinnej krivky

Ak prirodzené rovnice rovinnej krivky st (5.41), kde samozrejme 7 = 0, potom parametrické rovnice
tejto krivky mozeme pisat v tvare

z(s) = [cos([ K ds+c1)ds+ ca,
y(s) = =x [sin([ K ds+ec1) ds+ s,

kde c1, cg, c3 st Tubovolné redlne konstanty.
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Cvicenia

1. N4ajdite parametrické rovnice priestorovej krivky, ktorad je priese¢nikom ploch
a) y=1x2, z=¢€",
b) z =2 —y?, 22 +4? = a?,
c) 22 —z+y=0, 22+ 2—1=0.

2. Najdite dlzku priestorovej krivky
a) ©=4t, y=6t2, z =613, t € (0,1),
b) p(t) = [2t,Int, %], t € (1,¢),

d) p(t) = 3t2i+ (2t +3) j + 3t k, od bodu P = [12,—1,—24] po bod P(t),

)
)
c) z =eclcost, y=-elsint, z = ¢!, t € (0, ).
)
e) z =cos®t, y =sint, z = cos 2t, t € (0,t).
3. Najdite prirodzenti parametriziciu priestorovej krivky
a) z =elcost, y =e'sint, z = €,

4. Uréte doty¢nicu, hlavni normélu, binormélu, oskula¢nii rovinu, prvia a druht krivost priestorovej
krivky v danom bode

a) x=t>, y=1t3, z=t+1vbodet=1,
b) 2=2t+1, y=1t>—1, z=13 vbode t =0,
c) z =elcost, y=e'sint, z=-¢’, vbodet =0

5. Ukédzte, ze pre krivku o = t,y = t2/2,2 = t3/6 plati £ = T.
6. Najdite rovnice dotycnice a normaly rovinnej krivky v danom bode
a) y=x>vbodochsz=0asz=1,
b) y =sinz v bodochsz=0asz =,
c) x =13 -2t y=1>+1v bode P[1],
d) = = cos®t, y = sin®t vo vieobecnom bode,
e) (z2 +y?)%r —y? =0 v bode P = [1/2,1/2],
f) 22 /a® — 4?/b?> = 0 vo vieobecnom bode P = [z, y0],
g) r =cose v bode ¢ = w/4.
7. Najdite dlzku rovinnej krivky medzi danymi bodmi
a) y= 232 medzi 71 a 29,

b) x =cost+ tsint, y =sint — tcost medzi ¢ a to,

¢) y=x2/4— (Inx)/2 medzi 11 = 1 a 29 = 4,
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d) z =8at?, y = 3a(2t> — t*) medzi t; = 0 a ty = /2,

e) r=1+cosp medzi o1 =0 a gy = .

8. Uréte krivost rovinnej krivky v danom bode

a

=3

T =

C

)
)
)
)

d

e) y =xz* v bode P =

y = sinz vo v8eobecnom bode z,

= t3 vo vSeobecnom bode ¢,

[0, 0].

T =acost, y = bsint vo vSeobecnom bode ¢,

r = a(p vo vSeobecnom bode ¢,

9. N4jdite evolutu rovinnej krivky

a) y=uw

)

b) y =Inz.

Vysledky cvic¢eni

b(1) = [1 —3X,1,2 + 3)],

7(0) =2 =0, £(0) =
=X —A1+2),

185

(1) =

-1

, T(0) =

T0)=z+y—22+1=

()
N

—2=0,n(l)=z+3y—4=0;

1.
a) x=t, y=1t> z=c¢cl, t € (—o0,0),
b) z =acost, y =asint, z = a’cos2t, t € (—oo, 00),
c)x=t y=t—12, 2=1—12 t € (—o0,00).
2. a) 10, b) e, c)V3(e" —1), d)3t2+2t—28, e) (5sin’t)/2.
3.a)t= %
4.
a) d(1) = [1+ 20,1+ 3)2], n(1) = [1 — 8,1+ 9A, 2 — 11)],
3z—y—324+4=0, K(1)=5/2, T7(1)=3
b) d(O) = [1+}‘7_170]7 n(O) = [17>‘70]7 b(O) = [17_]-7)‘]7
c) d(0) =[1+ AN 14+ 2], n(0) =[1—-XX\1], b(0) =
0, K(0) = %2, T(0) =%
5"C:T:(t2+2)2
6.
a) d(0)=y=0,n0)=z=0; d(1)=3z—y
b)d0)=y=z, n0)=z=-y; dim)=z+y—7=0,n(r)=x—y—7=0;
c)d(l)=2z—y+4=0,n(l)=z+2y —3=0;
d) d(¢t) =2zsint + 2y cost —sin2t = 0, n(t) = zcost — ysint — cos 2t = 0;
) d(

e) d(1/2,1/2) =4z —2y —1=0, n(1/2,1/2) =2z + 4y — 3 = 0;
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T
f) d(zo,y0) = a—20 - % =1,
x — 1) a? — b2
n(ilfo,yo) = ( 0) + (y yO) — 0,
Zo Yo

g) d(r/4)=y—-1/2=0, n(r/4) =2z —-1/2=0

7.a) [(44922)%2 — (44 921)%2]/27, b) (t3 —t2)/2, c¢) 15/44+1n2, d) 24a, e) 4.

8. a) |sinz|/(14+cos?z)3/2, b) 6/[t(449%2)%?], c)ab/(a?sin® t+b%cos?t)>/2, d) (2+¢?)/a(1+¢?)%/2,
e) 0.

9.a)r=—4t3 y=312+1/2, b)z=2+1/t, y=Int—1>—1.



