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· základy práce s výpočtovým systémom Mathematica

· úprava algebraických výrazov

· základné grafické funkcie v rovine a v priestore

· tvorba uživateľských funkcií a ďalšie programovacie prostriedky v systéme Mathematica 

· riešenie algebraických, transcendentných rovníc a sústavy rovníc

· metódy lineárnej algebry v systéme Mathematica 

· calculus funkcie jednej a viac reálnych premenných

· aplikácie symbolického a numerického integrovania

· obyčajné diferenciálne rovnice
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Bežný popisný text je písaný obyčajným písmom. Popis nových príkazov a funkcií systému Mathematica je v dvojitom rámčeku písaný tučným písmom. Keď spomíname už známe príkazy a funkcie v bežnom texte, píšeme ich typom Courier New. Vstupy do systému Mathematica  použité na realizáciu úloh píšeme väčším tučným písmom, odpovedajúce výstupy zo systému Mathematica menším obyčajným písmom a odsadíme ich:

vstup do systému Mathematica 

výstup zo systému Mathematica 
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1. Základy práce s výpočtovým systémom MATHEMATICA

1.1. Úvod

Presný názov výpočtového systému Mathematica je Mathematica – A System for Doing Mathematics by Computer (Mathematica – systém pre realizáciu matematiky na počítači). Napriek tomuto názvu nie je určený pre pánov profesorov a akademikov ako niečo síce obdivuhodné, ale dosť nepraktické. Je určený práve pre „matematických laikov“. Obsahuje totiž v prakticky použiteľnej forme rozsiahly matematický aparát, ktorý umožňuje využívať aj oblasti pre bežných užívateľov pomerne neznáme. Rozsah a kvalita matematických postupov a algoritmov sú pritom také, že program je veľmi vhodným pomocníkom aj pre vyššie spomenutých vedcov.

Mathematica patrí do skupiny programov „Computer Algebra Systems“, určených na uľahčenie aplikácií matematiky. (Do tejto skupiny patrí aj MAPLE, DERIVE, MACSYMA a ďaľšie.) Tieto programy umožňujú nielen klasické numerické výpočty, ale aj symbolické výpočty.  Symbolické výpočty sa neobmedzujú len na jednoduché prípady, ale sú možné vo všetkých oblastiach od elementárnej algebry cez maticový počet až k diferenciálnemu a integrálnemu počtu a sú veľmi silnou stránkou systému Mathematica. Tento prístup veľmi uľahčuje kvalitatívnu analýzu skúmaných vzťahov, sledovanie ich závislosti na premenlivom parametri a ďalšie všeobecné väzby. Samozrejme, nie vždy je možné nájsť riešenie vo všeobecnom tvare (napr. riešenie nelineárnych rovníc, okrajových úloh pre nelineárne obyčajné a parciálne diferenciálne rovnice vyšších rádov a pod.) a v konečnej fáze je nutné kvantitatívne vyhodnotenie pre konkrétne hodnoty. Potom systém Mathematica ponúka veľmi dobre prepracované možnosti numerického riešenia vrátane práce s komplexnými číslami a možnosti výpočtu v ľubovoľnej presnosti.

Okrem zabudovaných výpočtov je v programe zabudovaná aj veľmi dobrá grafika od obyčajných dvojrozmerných grafov až po priestorové zobrazenie, ďalej parametrické zobrazenie v rovine aj v priestore vrátane viditeľnosti a interaktívneho výberu pohľadu.

Systém Mathematica zahrňuje množstvo funkcií a algoritmov z oblastí všeobecnej algebry, kombinatoriky, maticového a tenzorového počtu, štatistiky a regresnej analýzy, riešenia rovníc a ich sústav (algebraickcých aj diferenciálnych), diferenciálneho a integrálneho počtu a pod.

Priamy styk s užívateľom zabezpečuje samostatný program FrontEnd, ktorý prijíma od užívateľa požiadavky, odovzdáva ich jadru systému Mathematica na spracovanie a interpretuje získané výsledky. Na PC s Windows využíva plne možnosti systému Windows a umožňuje súčasne zobraziť text aj grafiku, obidvoje podľa potreby formátovať, vkladať nové príkazy do predchádzajúcich častí, pracovať s viacerými oknami naraz, animovať grafiku, zvuk a pod. Vzniká tak dokument nazývaný zápisník (notebook), ktorý možno uložiť do súboru, znova načítať a pokračovať v práci, vytlačiť v kvalitnej grafickej úprave atď. Zápisníkový FrontEnd uvedeného typu je okrem OS Windows k dispozícii aj pre Unix klony OS HP-RISC, IBM-RISC, Linux, SGI, SPARC, Solaris, ďalej pre počítače Macintosh a pre najrozšírenejšie typy pracovných staníc.

Zápisník je delený do jednotiek, ktoré sa nazývajú bunky. Hranaté zátvorky na pravej strane okna ukazujú, kde jednotlivé bunky začínajú a kde končia. Nový zápisník je prázdny. Len čo začneme písať vstup, Mathematica vytvorí novú bunku. Bunka sa uzavrie hneď ako odošleme príkaz na spracovanie do jadra systému. Keď píšeme do bunky len text, môžeme ju uzavrieť nastavením kurzoru myši pod text (kurzor musí byť vodorovná čiara) a stlačením ľavého tlačítka myši. Keď sa objaví vodorovná čiara cez celú obrazovku, stlačíme Enter. Rovnako postupujeme, aj keď potrebujeme vložiť novú bunku medzi dve už existujúce bunky. Nastavíme sa myšou na koniec prvej bunky (kurzor musí byť znova vodorovná čiara) a stlačíme ľavé tlačítko myši. Keď sa objaví vodorovná čiara cez celú obrazovku, môžeme začať písať do novej bunky.

Každá novovytvorená bunka je implicitne považovaná za vstupnú bunku. Bunky môžu byť rôzneho typu, napr. textová, vstupná, výstupná, grafická a pod. Do jadra systému však môžeme odoslať na spracovanie len vstupnú (input) bunku. Bunku môžeme presúvať, kopírovať, vymazať, nastaviť typ písma a formát a pod. Najprv ju však musíme vyznačiť tým, že sa nastavíme na zátvorku, ktorá ju označuje (kurzor musí byť šípka doľava) a stlačíme ľavé tlačítko myši. Vyznačená bunka má na pravom okraji plnú zvislú čiaru. Vyznačiť môžeme aj viaceré bunky idúce po sebe tak, že sa nastavíme na pravú zátvorku prvej z nich, stlačíme ľavé tlačítko myši a držiac ho stlačené, ťaháme po zátvorkách všetkých buniek, ktoré chceme vyznačiť. Na poslednej z nich pustíme tlačítko. Takto vyznačené bunky môžeme zoskupiť do jednej skupiny, spájať ich do jednej bunky; ak sú grafické, animovať ich atď. Výber zrušíme tak, že stlačíme tlačítko myši kdekoľvek mimo okraja bunky.

Pre komunikáciu so systémom slúži vlastný jazyk systému Mathematica, ktorý umožňuje nielen interaktívne zadávanie jednotlivých príkazov, ale aj tvorbu samostatných procedúr, programov a ich súborov – tzv. packages. Vytvorené programy sú prenosné bez zmien medzi všetkými typmi počítačov, pre ktoré je Mathematica upravená. Volanie jednotlivých procedúr z pripravených packages má charakter štandardných príkazov systému Mathematica, takže pre užívateľa nakoniec splývajú s jadrom systému. Užívateľovi sa tak dostáva do rúk mocný nástroj na rozširovanie systému podľa vlastných potrieb. To sa využíva aj pri tvorbe systému Mathematica pre jeho doplnenie. Súčasťou dodávky sú tzv. Standard Mathematica Packages, rozširujúce základné možnosti jadra systému o rozmanité úlohy, ako napr. Fourierova a Laplaceova transformácia, symbolické súčty (vrátane nekonečných radov), kombinatoriku, štatistiku, ďaľšie grafické príkazy v rovine aj v priestore, geodetické funkcie a mnoho ďalších. Napr. spracovanie úloh matematickej štatistiky  je na veľmi vysokej úrovni a často býva hodnotené lepšie než mnohé špecializované štatistické programy. Možnosti tvorby programov sa využívajú aj pri tvorbe celého radu komerčne dodávaných nadstavieb ako sú Electrical Engineering Pack, Math Tensor, Optica, Structural Mechanics, Scientific Astronomer, Time Series Pack, Finance Pack atď. Okrem toho sú na Internete dostupné mnohé programy a zápisníky v tzv. MathSource. Pomocou programu MathLink  je možné program Mathematica prepojiť s ďalšími programami či už vlastnými alebo komerčnými (veľmi populárne je najmä prepojenie s MS Word a Excel).

Vývoj systému Mathematica začal v roku 1986 americký fyzik Stephen Wolfram. V roku 1987 bola v USA založená firma Wolfram Research, Inc., ktorá v roku 1988 predstavila verejnosti verziu 1.0. V súčasnej dobe sa distribuuje verzia 3.01., ktorá má oproti verzii 2.3. (ktorá je už voľne prístupná na Internete a preto ju budeme používať v kurzoch) napr. tieto nové danosti:

· plne programovateľné interaktívne dokumenty

· vyše 250 nových zabudovaných funkcií

· novú generáciu algebraických výpočtov 

· jednoduchšie písanie matematických výrazov pomocou vytvorených znakov

· vysokú rýchlosť kompilácie

· symbolické a numerické riešenie parciálnych diferenciálnych rovníc

· integrovanú hyperlinkovú dokumentáciu

· Web-publikovateľné interaktívne dokumenty.

V súčasnej dobe je systém Mathematica používaný na všetkých obývaných kontinentoch sveta v takmer 100 krajinách. Odhaduje sa, že ho používa okolo 1 milión ľudí.

1.2. Vstup a výstup -  In[ ] a Out[ ]

Po spustení systému Mathematica je na obrazovke nový prázdny zápisník.  Napíšeme výraz, ktorý chceme spočítať a odošleme ho na spracovanie do jadra systému Mathematica stlačením Shift+Enter, resp. Ins, resp. klávesom 5 z numerickej časti alebo ikonou Mathematica z grafického menu. Mathematica označí náš n - tý vstup ako In[n]:= a odpovie naň Out[n]=... .

Keď je vstup dlhší ako jeden riadok, môžeme ho písať na viac riadkov a až potom ho odošleme na spracovanie. Na konci riadku však vždy musí byť symbol, ktorý signalizuje, že príkaz pokračuje na ďalšom riadku (napr. čiarka, aritmetický operátor, šípka a pod.).

Do jedného riadku môžeme písať aj viac príkazov. Oddeľujeme ich bodkočiarkou. Tento znak však potlačuje výstup príkazu na obrazovku - príkaz sa síce vykoná,  ale výsledok sa nezobrazí. 

Keď odošleme vstupnú bunku na spracovanie do jadra systému, vykonajú sa všetky príkazy, ktoré sú v bunke. Do jednej bunky preto doporučujeme písať príkazy, ktoré spolu súvisia (aby sme ich mohli vyhodnotiť jedným odoslaním do jadra, kopírovať ich spolu a pod.). Na druhej strane nedoporučujeme písať do jednej bunky príkazy na nahrávanie knižničných programov (packages) a príkazy na ich použitie, ďalej príkazy, ktoré chceme opakovane vykonávať s príkazmi, ktoré chceme počítať iba raz a pod. Ak omylom napíšeme do jednej bunky príkazy, ktoré chceme mať v dvoch bunkách, môžeme bunku rozdeliť tak, že si v nej (pomocou Enter) vytvoríme prázdny riadok a stlačíme klávesy Ctrl D.

Na predchádzajúce výsledky sa môžeme odvolávať pomocou % alebo pomocou Out[n ] (kde n je číslo n - tého výstupu) :

% 
 
posledný výsledok (číslo, výraz, grafický výstup,...)

%% 
 
predposledný výsledok
%n 
 
výsledok z Out[n]

Out[ n ] 
výsledok n - tého vstupu
Príklad:

77^2

5929

(% - 4) * 12

71100

Sqrt[%%]

77

1.3. Premenné

Odvolávať sa na predchádzajúce výsledky pomocou % resp. mena výstupnej bunky Out(n( je dosť nepraktické. Preto je vhodné priradiť výsledok príkazu, ktorý chceme ďalej spracovávať, do premennej. Mená premenných sa píšu obyčajne malými písmenami, ale v prípade potreby môžeme použiť aj veľké písmena. Tu je potrebné zdôrazniť, že systém Mathematica prísne odlišuje malé a veľké písmená. V zásade je možné použiť ľubovoľné meno premennej (ľubovoľný počet znakov), musí však začínať písmenom a nesmie sa zhodovať s menom, ktoré používa systém Mathematica.  Všetky príkazy systému Mathematica začínajú vždy veľkým písmenom (niekedy sú veľké písmená aj vo vnútri príkazu, napr. ParametricPlot). 

Hodnotu premennej priradíme pomocou  operátora   = . Keď za príkaz dáme bodkočiarku, príkaz priradenia sa síce vykoná, ale výsledok sa nezobrazí. Systém Mathematica pripúšťa aj viacnásobné priradenie tej istej hodnoty viacerým premenným naraz.

x = 5; y = z = 25

25

x*y*z

3125

Keď priradíme premennej hodnotu, systém Mathematica si ju pamätá, pokiaľ ju neprepíšeme inou hodnotou alebo ju explicitne nezrušíme (dokonca si ju pamätá aj keď otvoríme nový zápisník). Ak už teda nechceme v ďalších výpočtoch  používať hodnotu premennej, musíme ju (aby sme sa vyhli mnohým nepríjemným prekvapeniam v priebehu ďalších výpočtov) "vyčistiť" pomocou  Clear[x, y,...] alebo x= y = .  . Napr.

Clear[x, y, z]

x y z

x = hodnota


priradenie hodnoty premennej x

x = y = hodnota

priradenie tej istej hodnoty premenným x aj y
x = .   alebo Clear(x(

„vyčistenie“ premennej

1.4. Help a informácie o príkazoch systému

Na získanie potrebných informácií o systéme Mathematica máme viaceré možnosti :

Použit príkaz Help z menu. Máme možnosť vybrať si:

· Contents

· Getting started with Mathematica

· Mathematica Kernel Help

· Mathematica Front End Help

· Mathematica Short Cuts

· Search for Help on

· How to use Help

Getting started with Mathematica:

· základné informácie o používaní systému Matnematica pre začiatočníkov

Mathematica Kernel Help:

· popis všetkých štandardných príkazov, ktorých realizáciu zabezpečuje jadro systému

Mathematica Front End Help:
· popis príkazov z menu systému Mathematica
Search for Help on:
· zoznam všetkých príkazov systému Mathematica

Iná možnosť je informovať sa priamo o príkaze (štandardnom, načítanom z knižničných súborov – packages alebo vytvorenom užívateľom) :

? Meno príkazu  
zobrazí základné informácie o príkaze     Meno

   ?? Meno  

zobrazí podrobné informácie o príkaze Meno

   ? Meno*
zobrazí všetky  príkazy,  začínajúce postupnosťou znakov Meno...

Keď na získanie informácie o príkaze používame ? , musíme ho napísať ako prvý znak v riadku. 

Príklady: 

Základné informácie o príkaze Plot:

?Plot

Plot[f, {x, xmin, xmax}] generates a plot of f as a function of x from xmin to xmax. Plot[{f1, f2, ...}, {x, xmin, xmax}] plots several functions fi.

Detailnejšie informácie:

??Plot

Plot[f, {x, xmin, xmax}] generates a plot of f as a function of x from xmin to xmax. Plot[{f1, f2, ...}, {x, xmin, xmax}] plots several functions fi.

Attributes[Plot] = {HoldAll, Protected}

Options[Plot] = 

  {AspectRatio ( GoldenRatio^(-1), Axes ( Automatic, 

   AxesLabel ( None, AxesOrigin ( Automatic, 

   AxesStyle ( Automatic, Background ( Automatic, 

   ColorOutput ( Automatic, Compiled ( True, 

   DefaultColor ( Automatic, Epilog ( {}, Frame ( False, 

   FrameLabel ( None, FrameStyle ( Automatic, 

   FrameTicks ( Automatic, GridLines ( None, MaxBend ( 10., 

   PlotDivision ( 20., PlotLabel ( None, PlotPoints ( 25, 

   PlotRange ( Automatic, PlotRegion ( Automatic, 

   PlotStyle ( Automatic, Prolog ( {}, RotateLabel ( True, 

   Ticks ( Automatic, DefaultFont ( $DefaultFont, 

   DisplayFunction ( $DisplayFunction}

Informácie o všetkých príkazoch a voľbách systému Mathematica, ktoré začínajú postupnosťou znakov Plot:

?Plot*

Plot   PlotJoined   PlotPoints   PlotRegion   Plot3D  PlotColor   PlotLabel    PlotRange    PlotStyle    Plot3Matrix    PlotDivision

Znak * môže byť kdekoľvek v slove (na začiatku, v strede a pod.).

1.5. Aritmetické operácie a základ-né matematické funkcie

1.5.1. Aritmetika

Systém Mathematica môžeme používať aj ako veľmi výkonnú kalkulačku. Uvedieme si základné aritmetické operácie:

x ( y , resp.  x – y

sčítanie, resp. odčítanie

x^y



umocnenie xy
x/y



delenie 
[image: image295.png]Graficke porovnanie
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x*y*z, resp. x y z

násobenie čísiel x, y, z

Operátor násobenia * môžeme nahradiť medzerou, ktorú však v prípade symbolických premenných nemôžeme vynechať. Výraz x y znamená x krát y, výraz xy označuje premennú s menom xy. Pretože všetky mená premenných musia začínať písmenom, keď násobíme premennú číslom, nemusíme písať ani * ani vynechať medzeru (4x je jadrom systému interpretované ako 4 krát x).

Aritmetické výrazy sa vyhodnocujú zľava doprava. Najvyššiu prioritu má operátor umocňovania, potom delenie a násobenie a nakoniec sčítanie a odčítanie. Prioritu aritmetických operátorov môžeme meniť len okrúhlymi zátvorkami.

Príklady:

5 + 2 4

13

(5 + 2) 4

28

5 – 4 – 2

-1

5 – (4 – 2)

3

1/3 4
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1/(2 2)


1/4

2 ^ 3 ^ 2

512

(2 ^ 3) ^ 2

64

1.5.2. Presné a približné výpočty

Výhodou systému Mathematica oproti aj dokonalým kalkulačkám je, že umožňuje počítať presne aj veľmi veľké aj veľmi malé čísla. Keď potrebujeme napr. vypočítať 2100, kalkulačka dá výsledok v exponenciálnom tvare. Systém Mathematica vypíše celý výsledok, aj keď bude mať neúmerne veľa číslic.

2^100

1267650600228229401496703205376

Niekedy však nechceme poznať presný (ale neúmerne dlhý) výsledok a stačí nám poznať jeho približnú hodnotu. Vtedy máme tieto možnosti:

N(výraz(

približná numerická hodnota výrazu

N(výraz, k(

približná numerická hodnota výrazu vypočítaná na k-platných číslic

výraz//N
približná numerická hodnota výrazu

2^100//N

1.26765 1030
N(2^100(
1.26765 1030
N(2^100, 10(
1.2676506 1030

N[22/3]

7.33333

N[22/3, 20]

7.3333333333333333333

Ďalšou možnosťou približných výpočtov je písať čísla ako reálne, t. j. s desatinnou bodkou. Napríklad keď napíšeme zlomky v tvare podielu celých čísiel, systém to chápe ako žiadosť o presný výpočet,  zjednoduší ich a nechá v tvare zlomku. Keď chceme vyčísliť zlomok, stačí čitateľa alebo menovateľa napísať ako reálne číslo, t. j. s desatinnou bodkou. 

1/5+1/7
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1/5.+1/7

0.342857

Všeobecne platí: Ak sú vo výraze celé čísla, Mathematica to chápe ako žiadosť o presný výsledok (symbolický výpočet). Keď výsledok nevie presne vypočítať (napr. 
[image: image5.wmf]2

), nechá ho v symbolickom tvare. Ak je vo výraze aspoň jedno číslo ako reálne (s desatinnou bodkou), dostaneme približný (ale na prvý pohľad zrozumiteľný) výsledok. V prípade, že nepotrebujeme poznať presný výsledok, odporúča sa používať radšej približné výpočty. Okrem iných výhod to aj podstatne urýchli výpočet.

1.5.3. Základné matematické funkcie

Systém Mathematica má implementovaný veľký počet matematických funkcií. Uvedieme si len základné, najčastejšie používané funkcie. 

Sqrt(x(
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Exp(x(



ex

Log(x(



prirodzený logaritmus ln(x)

Log(a, x(

logaritmus so základom a, t. j.  logax

Sin(x(, Cos(x(, Tan(x(

trigonometrické funkcie s argumentom v radiánoch

ArcSin(x(, ArcCos(x(, ArcTan(x(
inverzné trigonometrické funkcie

n!



n-faktoriál

Abs(x(



absolútna hodnota čísla x,t.j. (x (
Round(x(


najbližšie celé číslo

Ceiling(x(

najmenšie celé číslo, ktoré nie je menšie ako x

Floor(x(

najväčšie celé číslo, ktoré nie je väčšie ako x 

Max(x, y, …(


maximum z čísiel x, y, …

Min(x, y, …(


minimum z čísiel x, y, …

Random( (


pseudonáhodné číslo medzi 0 a 1.

Sum(x, y, …(


x + y + …

Sum(f(xi), (i, i0, i1( (
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Sum[f(xi), {i, i0, i1, h}]
suma f(xi ) pre i od i0 do i1 s krokom h

Sum[f(i, j), {i, i0, i1}, {j, j0, j1}] 
dvojná suma 
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NSum(f(xi), (i, i0, i1( (
numerická aproximácia sumy

Product( f(xi), (i, i0, i1( (
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NProduct( f(xi), (i, i0, i1( (
numerická aproximácia súčinu
Pravidlo :

Argumenty všetkých funkcií sa píšu do hranatých zátvoriek. Mená implementovaných funkcií začínajú vždy veľkým písmenom.

Musia sa vypísať celé mená všetkých funkcií. Niekedy to môže byť aj viac ako 10 znakov. Písanie môžeme urýchliť nasledovne:

napíšeme začiatok funkcie (resp. príkazu) s predpísanou syntaxou a vyberieme funkciu Action\Prepare Input\Complete selection z menu, resp. súčasné stlačíme klávesy Ctrl K. Mathematica nám ponúkne na výber všetky implementované funkcie a príkazy, ktoré začínajú danou postupnosťou znakov. Nastavíme sa na žiadané meno a stlačíme Enter. 

1.5.4. Preddefinované konštanty

Systém Mathematica má 5 preddefinovaných konštánt:

Pi

Ludolfovo číslo ( = 3.14159…

E

Eulerovo číslo; základ prirodzeného logaritmu e = 2.71828…

Degree

konštanta na prevod radiánov na stupne: (/180

I

imaginárna jednotka i = 
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Podobne ako mená príkazov a funkcií aj preddefinované konštanty začínajú veľkým písmenom. 

Príklady:

Druhá odmocnina z čísla 4 je 2:

Sqrt(4(
2

Druhú odmocninu z 2 (ak napíšeme 2 ako celé číslo – bez desatinnej bodky) už systém Mathematica vráti v symbolickom tvare:

Sqrt(2(
Sqrt(2(
Keď napíšeme 2 ako desatinné číslo, vypočíta systém Mathematica približnú hodnotu:

Sqrt(2.(
1.41421

Podobný efekt má aj príkaz:

Sqrt(2(//N

1.41421

Vypočítame sin((/3) najprv presne a potom približne:

Sin(Pi/3(
Sqrt[3]

-------

   2

Sin(Pi/3.(
Sin[0.333333 Pi]

Sin(Pi/3(//N

0.866025

Teraz vypočítame hodnotu tg(2) najprv s argumentom v radiánoch a potom v stupňoch:

Tan[2]

Tan[2]

Tan[2.]

-2.18504

Tan[2 Degree]//N

0.0349208

Vypočítame hodnotu e2.3 najprv pomocou funkcie Exp a potom ako mocninu preddefinovanej konštanty E. Vidíme, že výsledok je rovnaký:

Exp[2.3]

9.97418

E^2.3

9.97418

Teraz vypočítame ln (100), log10(100), log2(256):

Log[100.]

4.60517

Log[10, 100.]

2.

Log[2, 256]

8

Ukážeme si použitie zaokrúhľovania na kladné a záporné čísla:

x = 2.6;

Round[x]

3

Floor[x]

2

Ceiling[x]

3

x = - 2.6;

Round[x]

-3

Floor[x]

-3

Ceiling[x]

-2

Sčítame prvých 10 členov postupnosti 2i a vypočítame aritmetický priemer čísiel 1, 2, …, 50:

Sum[2^i,{i,1,10}]

2046

Sum[i,{i,1,50}]/50.

25.5

Vypočítame konečnú sumu 
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Sum[1/i^3,{i,20}]

336658814638864376538323

------------------------

280346265322438720204800

Pretože toto presné číslo v tvare zlomku je málo zrozumiteľné, vypočítame si jeho numerickú aproximáciu: 

N[%]

1.20087

Dvojná suma 
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Sum[1/(i+j),{i,10},{j,10}]

2587543129

----------

232792560

N[%]

11.1152

Keď nepotrebujeme poznať presnú hodnotu sumy, je lepšie hneď použiť jej numerickú aproximáciu. Ukážeme si numerickú aproximáciu nekonečnej sumy 
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NSum[1/i^(3.2),{i, Infinity}]

1.16677

Suma so špecifikovaným krokom rôznym od 1:

Sum[0.1 Sin[i],{i, 0, Pi, 0.1}]

1.99955

Konečný súčin 
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Product[i/(i+1),{i,20}]

1

--

21

N[%]

0.047619

NProduct[i/(i+1),{i, 20}]

0.047619

Nekonečný súčin:

NProduct[1-1/(n^2),{n, 2, Infinity}]

0.5

1.5.5. Komplexné čísla

Systém Mathematica počíta aj s komplexnými číslami. Uvedieme si základné funkcie pre komplexné čísla:

x + I y


komplexné číslo x + i y

Re(z(


reálna časť komplexného čísla z

Im(z(


imaginárna časť komplexného čísla z

Conjugate(z(

komplexne združené číslo 
[image: image15.wmf]z


Abs(z(


absolútna hodnota  (z (
Arg(z(

argument ( v trigonometrickom tvare komplex.  čísla  (z (e i (
Príklady:

z = 4. + 3 I;

Conjugate[z]

4. - 3 I

Abs[z]

5.

Arg[z]

0.643501

z1 = 1.5 + I;

z2 = z1/z

0.36 - 0.02 I

Abs[z2]

0.360555

Arg[z2]

-0.0554985

1.6. Prerušenie výpočtu

Pri práci so systémom Mathematica sa často vyskytne situácia, keď potrebujeme prerušiť výpočet pred jeho skončením (v prípade zacyklenia, divergencie riešenia a pod.). V takomto prípade máme niekoľko možností:

· príkaz Interrupt z menu Action 

· dvojklávesu Alt .
· ikonu prerušenia výpočtu  ( z obrázkového menu . 

Po určitom čase sa objaví tabuľka:

	Interrupt Kernel

	Continue
	Abort
	Inspect
	Quit Kernel
	Help


· Continue
pokračovanie výpočtu

· Abort

prerušenie výpočtu

· Inspect

informácia o aktuálnom stave výpočtu

· Quit Kernel
ukončenie práce jadra systému

Prerušenie môžeme vykonať len  vtedy, keď máme v menu nastavenú voľbu Options\Kernel na Run Kernel in Background.

[image: image153.png]


Úlohy na riešenie

1.1. Vypočítajte presne aj približne (na 10 platných číslic):
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, 100!, ln(25), log(1054), log2(47).

1.2. Vypočítajte 

a) Ludolfovo číslo ( na 60 platných číslic

b) Eulerovo číslo e na 25 platných číslic.

1.3. Zaokrúhlite 

a) x = 2.6 

b) x = -2.6

c) na najbližšie celé číslo, najbližšie menšie celé číslo a najbližšie väčšie celé číslo.

1.4. Nech z = 2 + i 5. Vypočítajte

a) komplexne združené číslo 

b) absolútnu hodnotu z

c) argument ( komplexného čísla z.

1.5. Nech z1 = 4 + i 3, z2 = 2 – i. Vypočítajte z1 z2, z1 + z2, 
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1.6. Vypočítajte reálnu a imaginárnu časť komplexného čísla z + 
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1.7. Vypočítajte súčet a súčin prvých 100 členov postupnosti:

a) 
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2

1


b) 
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V tejto kapitole sme sa naučili:

· čo je to a k čomu sa používa výpočtový systém Mathematica

· ako môžeme

· komunikovať s jadrom systému pomocou vstupov a výstupov

· používať premenné

· help a informácie o príkazoch systému

· aritmetiku v systéme Mathematica
· aritmetické operácie a základné matematické funkcie

· preddefinované konštanty

· rozdiel medzi presným a približným výpočtom

· komplexné čísla

· prerušenie dlhého výpočtu.
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2. Úprava algebraických výrazov

2.1. Tvorba a úpravy algebraických výrazov

Jednou z predností systému Mathematica je, že umožňuje symbolické výpočty. To znamená, že môžeme používať algebraické výrazy rovnako ako číselné výrazy. Algebraické výrazy tvoríme rovnako ako číselné výrazy pomocou aritmetických operátorov. Napríklad:

Číselný výraz, ktorý vyjadruje číselný výsledok aritmetických operácií:

25-4*6+8^(1/3)

3

Algebraický výraz obsahujúci premennú x:

x^2+5x-4(x-1)^2

-4 (-1 + x)2  + 5 x + x2 

Pri tvorbe komplikovanejších algebraických výrazov je veľmi dôležité správne používanie zátvoriek. Napr. menovateľ zlomku, ktorý pozostáva z viacerých členov, musí byť aj v prípade násobenia v zátvorkách.

Príklad nesprávneho a správneho výpočtu koreňa kvadratickej rovnice:

x1=(-b+Sqrt(b^2 – 4 a c( )/2a

a (-b + Sqrt[b2  - 4 a c])

-------------------------

            2

x1=(-b+Sqrt(b^2 – 4 a c( )/(2a) 

-b + Sqrt[b2  - 4 a c]

---------------------

         2 a

Tento rozdiel je spôsobený tým, že operátor násobenia a delenia má rovnakú prioritu a výrazy sa vyhodnocujú zľava doprava. Preto doporučujeme (v prípade, že sme si nie istí, kde použiť zátvorky) písať ich radšej navyše (tým nič nepokazíme) ako ich nenapísať a mať zle vyhodnotený výraz.

Keď napíšeme algebraický výraz a odošleme ho na spracovanie do jadra, systém Mathematica automaticky použije na jeho úpravu pravidlá, bežné v matematike (napr. x – x = 0, Sqrt(x(2 = x  a pod.). 

Navyše, na úpravu zložitejších výrazov môžeme použiť tieto príkazy (je ich oveľa viac; my si uvedieme len základné):

Expand( výraz (

Upraví výraz v tvare súčinov a mocnín do tvaru polynómu

Factor( výraz (

ak je výraz polynóm, rozloží ho na súčin koreňových činiteľov; ak je výraz súčet alebo rozdiel zlomkov, dá ich na spoločného menovateľa a výsledok upraví

ExpandAll( zlomok (
upraví čitateľa aj menovateľa do tvaru polynómu

Together( zlomok (
dá všetky zlomky na spoločného menovateľa

Apart( výraz (
upraví výraz v tvare zlomku na súčet parciálnych zlomkov (čitateľ je polynóm najviac 1. stupňa)

Cancel( zlomok (
vykráti čitateľa aj menovateľa zlomku najväčším spoločným deliteľom

Simplify( výraz (
upraví výraz na čo najjednoduchší tvar

Collect( výraz , x(
spojí výrazy s rovnakou mocninou x

FactorTerms( výraz , x(
napíše výraz v tvare súčinu výrazov, z ktorých jeden neobsahuje x

Príklady:

v=(x+1)^2/(x-1)^2

(1 + x)2

---------

(-1 + x)2

Expand[v]

                       2 x2            x

(-1 + x) -2   + --------- +  ---------

        (-1 + x)2    (-1 + x)2

ExpandAll[v]

       1                   2 x                x2

------------ +     ------------ +    ------------

1 - 2 x + x2    1 - 2 x + x2    1 - 2 x + x2

Factor[x^4-16]

(-2 + x) (2 + x) (4 + x2 )

Apart[v]

           4          4

1 + --------- + ------

    (-1 + x)2  -1 + x

v1=Expand[(3+2x)^2 (x+2y)^2];

Collect[v1,x]

4 x4  + 36 y2  + x3  (12 + 16 y) + x2  (9 + 48 y + 16 y2 ) + x (36 y + 48 y 2)    

Collect[v1,y]

9 x2  + 12 x3  + 4 x4  + (36 x + 48 x2  + 16 x3 ) y + (36 + 48 x + 16 x2 ) y2
2.2. Dosadzovanie hodnôt premenných do výrazov

Často si pri výpočtoch najprv odvodíme vzťahy v symbolickom tvare a potom potrebujeme do výsledného tvaru dosadiť za premenné konkrétne číselné hodnoty alebo iné výrazy. Na to sa v systéme Mathematica používa „dosadzovací operátor“, ktorým je dvojznak /. (napísaný bez medzery).

výraz /. x -( hodnota

dosadenie hodnoty namiesto premennej x vo výraze

výraz /. (x1 -( hodnota1, x2 -( hodnota2, …( viacnásobné dosadenie do výrazu

Hodnota môže byť číslo alebo výraz. Výraz (x -( hodnota) nazývame transformačné pravidlo.

Príklady:

Do výrazu v = 
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dosadíme namiesto x hodnotu 3

v/. x -(3

4

Do výrazu v1 = Expand[(3+2x)^2 (x+2y)^2]  dosadíme za x hodnotu 3 a za y hodnotu -5 

v1/.{x->3,y->-5}

3969

Do výrazu v1 dosadíme najprv za x hodnotu 3 a potom za y výraz (x – 5) 

v1/.{x->3,y->x- 5}

729 + 972 (-5 + x) + 324 (-5 + x)2
Vidíme, že pri dosadení za y už berie systém Mathematica x ako symbolickú premennú, ktorá nemá hodnotu. Čo by sa stalo, keby sme nepoužili operátor dosadzovania, ale priamo by sme priradili x hodnotu 3 a y hodnotu x – 5?

x = 3; y = x – 5;

v1

81

Dosadzovací operátor /. umožňuje aplikovať transformačné pravidlo na jeden aktuálny výraz. Keď potrebujeme definovať tú istú hodnotu premennej pre viaceré výrazy, musíme použiť priraďovací príkaz. Teda priraďovací príkaz x = 3 má globálny charakter; premenná x bude mať hodnotu 3, pokiaľ ju nezmeníme iným priraďova-cím príkazom alebo ju „nevyčistíme“ príkazom Clear(x(, resp. x = . . Transformačné pravidlo x ->3 má vplyv len na jeden špecifikovaný výraz a hodnota x sa nemení. 

Ak chceme použiť to isté transformačné pravidlo viackrát (dosadiť ten istý výraz do viacerých výrazov), môžeme ho označiť menom:

Clear[x, y]

pravidlo = x->2 – y;

v/.pravidlo

 (3 - y)2

--------

(1 - y)2

u = v1/.pravidlo

9 (2 - y)2  + 12 (2 - y)3  + 4 (2 - y)4  + 36 (2 - y) y + 48 (2 - y)2 y + 16 (2 - y)3 y + 36 y2+ 48 (2 - y) y2+ 16 (2 - y)2 y2
Pri úprave zložitejších výrazov sa môže stať, že výsledok sa zobrazí do niekoľkých riadkov alebo dokonca na niekoľkých stranách. Už sme spomínali, že ak chceme použiť len ako medzivýsledok a nepotrebujeme poznať jeho tvar, môžeme za príkazom dať bodkočiarku, ktorá spôsobí, že príkaz sa síce vykoná (a môžeme sa naň kedykoľvek odvolať), ale výsledok sa nezobrazí. Iná situácia nastane, keď potrebujeme poznať tvar takéhoto komplikovaného výrazu, ale nepotrebujeme ho poznať celý, len jeho začiatok a koniec. Vtedy máme k dispozícii príkaz Short:

Výraz//Short

zobrazí výraz na jeden riadok, pričom zobrazí začiatok a koniec výrazu a počet ostatných členov

Short(výraz, k(

zobrazí výraz na k riadkov, pričom zobrazí začiatok a koniec výrazu a počet ostatných členov

Príklad:

Výraz u, ktorý sme dostali, keď sme do v1 dosadili pravidlo, si napíšeme v skrátenom tvare:

u//Short

9 (2 - y)2  + <<7>> + 16 (2 - y)2  y2

Short[u, 2]

9 (2 - y)2  + 12 (2 - y)3  + 4 (2 - y)4  + <<4>> + 48 (2 - y) y2  + 

16 (2 - y)2  y2
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Úlohy na riešenie

2.1. Rozložte výrazy na súčin koreňových činiteľov:

1. x3 – 3x2 +6x – 4

2. x3 – 7x + 6

3. –2x3 +3x2 – 2x + 1

2.2. Napíšte zlomok v tvare parciálnych zlomkov:

1. 
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2.3. Vyjadrite ln(y) v čo najjednoduchšom tvare, ak y =.
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Vypočítajte hodnotu ln(y) pre x = 3.

2.4. Upravte na jeden zlomok:
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1. s menovateľom v tvare súčinu koreňových činiteľov

2. s menovateľom v tvare polynómu

3. vypočítajte hodnotu výsledného zlomku pre x = 5.

2.5. Upravte zlomok na jednoduchší tvar (vykrátením najväčším spoločným deliteľom):
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2.6. Zobrazte výraz (x + 5y + 10) 4
1. na jeden riadok

2. na tri riadky.
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V tejto kapitole sme sa naučili:

· vytvárať a upravovať algebraické výrazy

· dosadzovať do výrazov hodnoty namiesto premenných

· vytvárať vlastné pravidlá na dosadzovanie

· vypísať skrátený tvar dlhého výrazu.
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3. Základné grafické funkcie v rovine a priestore

3.1. Štruktúra grafiky

Ako sme už spomínali v úvode, systém Mathematica má veľmi precízne prepracované grafické výstupy či už v rovine alebo priestore. V tejto kapitole si popíšeme základné grafické funkcie a niektoré špeciálne typy zobrazenia, ktoré sa v technickej praxi používajú najčastejšie. 

Systém Mathematica reprezentuje všetky grafické výstupy v tvare súboru základných grafických primitívov. Sú to objekty, ako napr. Point, Line, Polygon, ... a direktívy, ako napr. RGBColor, Thickness, .... Súbor grafických primitívov tvorí grafický objekt, ktorý môže byť rôzneho typu (Graphics, Graphics3D, SurfaceGraphics, …).

Keď vytvoríme grafický objekt ako množinu grafických primitívov, musíme ho zobraziť pomocou funkcie Show. Keď vytvoríme grafický objekt pomocou funkcií (Plot, Plot3D, ParametricPlot, ...), funkciu Show už nemusíme použiť.

Show[ g ]

         zobrazenie grafického objektu

Show[ g1, g2, ...]         zobrazenie niekoľkých grafických objektov do jedného obrázku
Show[ GraphicsArray[ {{ g11, g12, ...}, ... } ] ]   zobrazenie poľa grafických objektov

Preddefinované vlastnosti grafického zobrazenia (farba, hrúbka čiary, ...) môžeme zmeniť dvoma spôsobmi :

lokálne


použitím grafických direktív

globálne                      použitím grafických volieb

Keď vložíme do zoznamu grafických primitívov, ktoré tvoria grafický objekt, grafickú direktívu, táto modifikuje tie grafické primitívy, ktoré nasledujú po nej.

Keď chceme modifikovať celý grafický objekt, použijeme grafickú voľbu. Grafická voľba sa zadáva v tvare


grafická voľba ( hodnota

kde ( robíme kombináciu kláves mínus (-) a väčší (().

Grafické voľby môžeme špecifikovať aj vo funkcii Show. Sú automaticky vložené do grafického objektu, takže ak chceme znova použiť funkciu Show pre ten istý grafický objekt, nemusíme už grafické voľby znova písať. Nové grafické voľby prepíšu už existujúce.

Niektoré grafické voľby požadujú špecifikovať hodnotu pre parameter. Iné voľby umožňujú použiť nastavenie Automatic. V tomto prípade systém Mathematica použije interný algoritmus na výpočet optimálnej hodnoty daného parametra.

V niektorých prípadoch potrebujeme vytvoriť grafický objekt, ale ho ešte nechceme zobraziť. Vtedy používame voľbu  DisplayFunction ( Identity. Preddefinovaná voľba je DisplayFunction( $DisplayFunction, ktorá spôsobí, že grafický objekt sa hneď po vytvorení aj zobrazí.

3.2. Grafika v rovine – 2D grafika

Základné grafické objekty:

Point[ {x, y } ] 


bod so súradnicami {x,y}

Line[{ {x1, y1}, {x2, y2}, ... }( 
čiara, ktorá prechádza bodmi {x1, y1}, {x2, y2}, ...

Rectangle [ {x0, y0}, {x1, y1} ]
vyplnený obdĺžnik, ktorého ľavý dolný vrchol má súradnice {x0,y0} a pravý horný {x1, y1}

Polygon [{ {x1, y1}, {x2, y2 }, ... }]
vyplnený  polygón so špecifikovanými vrcholmi

Circle [ { x, y} , r] 
kružnica so stredom {x,y} a polomerom r

Circle [ { x, y }, { rx, ry } ] 

elipsa s poloosami rx a  ry
Circle [ { x, y }, r, { theta1, theta2} ] 
časť kružnice so stredom { x, y}, polome-rom r, počiatočným uh-lom theta1 a koncovým theta2
Disk [ { x, y}, r ]

vyplnený kruh so stre-dom {x, y} a polomerom r

Text [ výraz, { x, y } ]
text centrovaný podľa { x, y }

Pre funkciu Disk platia tie isté parametre ako pre funkciu Circle. Tak môžeme získať časť vyplnenej elipsy, časť vyplneného kruhu atď...Uhly pre funkciu Circle aj Disk sú merané v radiánoch proti smeru hodinových ručičiek, pričom nulovému uhlu zodpovedá kladná x - ová os. Keď chceme uhly zadávať v stupňoch, musíme použiť štandardnú konštantu Degree. Každý z týchto 2D grafických objektov zobrazujeme pomocou 

Show( Graphics( grafický objekt ( (
Príklady:

Najprv si vytvoríme lomenú čiaru, uložíme ju do premennej čiara a potom ju zobrazíme pomocou funkcie Show v kombinácii s funkciou Graphics:

čiara= Line[{{1, -1}, {2, 1}, {3, -1}, {4, 1}, {5, -1}, {6, 1}}];

g1 = Show[Graphics[čiara] ]
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Teraz si zostrojíme dve kružnice s polomerom 2, jednu so stredom v bode (0, 0) a druhú so stredom v bode (1, 1). 

g2=Show[Graphics[{Circle[ {0, 0}, 2], Circle[ {1, 1}, 2]} ] ]
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Vidíme, že s preddefinovanou hodnotou pre rozlišovaciu schopnosť to nie sú kružnice ale elipsy. V ďalšom sa naučíme voľbu, ktorou môžeme zmeniť rozlišovaciu schopnosť. 

Zobrazíme do jedného obrázku lomenú čiaru (máme ju uloženú v premennej g1) a kružnice (premenná g2):

Show[g1,g2]
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Ďalšie grafické objekty môžeme získať pomocou funkcie Plot. Táto funkcia objekt hneď aj zobrazí, takže už nemusíme použiť funkciu Show.

Plot[ f, {x, xmin, xmax } ] 

vytvorí graf funkcie f na intervale (xmin, xmax (
Plot[{ f1, f2, ... }, {x, xmin, xmax } ]  
vytvorí grafy viacerých funkcií do jedného obrázku (všetky sú zobrazené na tom istom intervale )

Príklady:

Zobrazíme si najprv funkciu sin(x) na intervale (0, 2( (:

Plot[ Sin[x], {x, 0, 2Pi} ]
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Teraz zobrazíme funkciu sin(x) a cos(x) na intervale (- 2(, 2(( do jedného grafu:

Plot[ {Sin[x],Cos[x]}, {x, -2Pi, 2Pi} ]
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Keď chceme zobraziť len jednotlivé body (napr. namerané údaje ), použijeme funkciu ListPlot. Podobne ako pri Plot ani v tomto prípade nemusíme použiť Show.

ListPlot [ { y1, y2, ...} ]
 zobrazí body {1, y1 }, {2, y2 },...

ListPlot [ { { x1, y1 }, { x2, y2 }, ... } ]

zobrazí špecifiko-vané body

Príklad:

Vytvoríme si body najprv s pravidelnou x-ovou súradnicou, ktorú netreba uvádzať a vykreslíme ich:

ListPlot[{1,4,9,16,25,36,49,64}]
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Teraz vytvoríme body s nepravidelnou x-ovou súradnicou a zobrazíme ich:

ListPlot[{{0, 1}, {2.1, 4}, {2.9, 9}, {4.2, 16}, {4.8, 25}, {5.4, 36}}]
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Ako vidíme, body sú pomerne malé. Preto si teraz uvedieme niektoré grafické direktívy a voľby pre nastavenie štýlu kreslenia (farby, hrúbky a typu čiary, veľkosti bodu a pod.). Uvedieme si len základné direktívy a voľby, najčastejšie používané. Ostatné si môže čitateľ pozrieť v Help-e.

3.2.1. Grafické direktívy a voľby pre štýl kreslenia

Grafické direktívy pre špecifikáciu farby:

GrayLevel[ i ]

odtieň sivej medzi 0 (čierna) a 1 (biela)

RGBColor[ č, z, m]
farba so špecifikovanými zložkami červená, zelená, modrá (každá môže byť buď  0 alebo 1, kde 0 znamená neprítom-nosť, 1 prítomnosť danej zložky vo výslednej farbe)

CMYKColor[0,0,0,1]
farba so špecifikovanými zložkami bledomodrá, fialová, žltá a čierna (každá môže byť buď  0 alebo 1, kde 0 znamená neprítomnosť, 1 prítomnosť danej zložky vo výslednej farbe)

Hue[ odtieň ]
farba s odtieňom medzi 0 až 1 (cyklicky sa mení v poradí červená, žltá, zelená, bledomodrá, modrá, fialová; 0 – čierna, 1 – biela)

Hue[ h, s, b ]
farba so špecifikovaným odtieňom (h), sýtosťou (s) a jasom (b). Všetky hodnoty sú z intervalu <0, 1>


Direktívy pre veľkosť bodov:

PointSize[ r ]
body sú vykreslené ako kruh s polomerom r (v relatív-nych jednotkách vzhľadom na veľkosť zobrazovacieho priestoru)
AbsolutePointSize[ d ]
body sú vykreslené ako kruh
s priemerom d (v absolút-nych jednotkách)

Direktívy pre tvar a hrúbku čiary:

Thickness[ r ]
čiara s hrúbkou r (v relatívnych jednotkách)

AbsoluteThickness[ d ]
čiara s hrúbkou d (v absolútnych jednotkách)

Dashing[ {r1, r2, ... } ]
čiara ako postupnosť čiar a medzier s relatívnymi dĺžkami r1, r2, ...

Grafické voľby pre nastavenie farby a štýl kreslenia:

PlotStyle ( { zoznam grafických direktív }
nastaví štýl kreslenia 

PlotStyle ( { {zgd1}, {zgd2}, … }
grafické direktívy pre zobrazenie viacerých grafov do jedného obrázku (zgd1 pre prvý graf, zgd2 pre druhý graf, …)

Background ( farba
špecifikuje farbu pozadia

DefaultColor ( farba
špecifikuje farbu kreslenia

Farba pre voľby Background a DefaultColor musí byť nastavená grafickou direktívou RGBColor, CMYKColor, GrayLevel alebo Hue. Preddefinované nastavenie pre obidve voľby je Automatic, ktoré spôsobí biele pozadie a čiernu farbu kreslenia.

Príklady:

Uvedieme si príklad použitia grafických direktív pre rôzny  tvar čiary. Vykreslíme do jedného grafu funkcie sin(x), sin(2x) a sin(3x), pričom sin(x) bude hrubšou, sin(2x) prerušovanou a sin(3x) bodkočiarkovanou čiarou:

Plot[{Sin[x], Sin[2x], Sin[3x]}, {x, -2Pi, 2Pi}, PlotStyle({ Thickness[0.01], 

Dashing[{0.01, 0.01}], Dashing[{0.03, 0.01, 0.01, 0.03}] } ]
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Teraz ukážeme použitie grafických direktív a volieb na určenie farby pozadia a kreslenia:

Plot[Sin[Pi x],{x, 0, 2Pi}, Background ( GrayLevel[ 0.5 ], DefaultColor(RGBColor[1, 0, 0]]
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Teraz zobrazíme body s nepravidelnou x-ovou súradnicou pomocou direktívy PointSize:

ListPlot[{{0, 1}, {2.1, 4}, {2.9, 9}, {4.2, 16}, {4.8, 25}, {5.4, 36}}, PlotStyle(PointSize[0.01]]
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3.2.2. Súradný systém pre 2D - grafiku

Keď tvorí Mathematica grafický objekt, transformuje originálne súradnice do tzv. "obrazovkových súradníc", ktoré špecifikujú, kde sa ktorý bod má na obrazovke zobraziť.  "Obrazovkové súradnice" môžeme špecifikovať aj priamo pomocou tzv. "škálovaných  - relatívnych - súradníc", ktorých hodnota je od 0 do 1 pre x - ovú aj y - ovú súradnicu, pričom ľavý dolný roh obrazovky má súradnice  { 0, 0 }.

{ x, y }                                 originálne súradnice

Scaled [ { sx, sy } ]            relatívne súradnice

Obidva súradné systémy môžeme aj kombinovať. Napr. keď chceme vykresliť čiaru z daného bodu, ktorá bude mať dĺžku danú ako zlomok vzhľadom k celému obrázku, použijeme originálne súradnice na určenie základnej pozície čiary a relatívne súradnice pre špecifikáciu dĺžky čiary. V tomto prípade použijeme 

Scaled [ {dsx, dsy }, {x, y }  ] , 

kde {x, y}  špecifikuje pozíciu v originálnych súradniciach a {dsx,dsy} špecifikuje posunutie z pozície  v relatívnych súradniciach.

Funkciu Scaled môžeme použiť s jedným alebo dvoma argumentami aj na špecifikovanie polomeru pre funkcie Disk  a  Circle.

Voľby, ktoré špecifikujú prevod z originálnych do obrazovkových súradníc:

PlotRange -> { {xmin, xmax }, { ymin, ymax } }
rozsah zobrazova-nia (v originálnych súradniciach)

PlotRegion -> { {sxmin, sxmax }, { symin, symax } } 
oblasť zobrazovania (v relatívných sú-radniciach)

Voľba PlotRange umožňuje špecifikovať obdĺžnikovú oblasť v originálnych súradniciach pre zobrazenie. V tomto prípade sa všetky body, ktoré ležia mimo tejto oblasti, nezobrazia. Môže mať nasledovné nastavenia :

All



zobrazia sa všetky body

Automatic
vzdialené body sú vynechané (preddefinovaná hodnota)

{min, max}
zobrazia sa len tie body, ktorých je y - ová súradnica v intervale ( min, max (
{{xmin, xmax }, {ymin, ymax }}
zobrazia sa len tie body, ktoré majú súradnice vo špecifikova-ných intervaloch

Voľba PlotRegion umožní špecifikovať obdĺžnikovú oblasť pre zobrazovanie v relatívnych súradniciach. Preddefinovaná hodnota pre PlotRegion je {{0, 1}, {0, 1}}.

Voľba  AspectRatio -> r  umožní nastaviť rozlišovaciu schopnosť ( podiel výšky ku šírke) na hodnotu r. Pre 2D - grafiku je preddefinovaná hodnota 1/GoldenRatio. GoldenRatio = ( 1 + Sqrt[ 5 ] )/2 = 1.61803 ( konštanta systému Mathematica). Zmena AspectRatio nemá vplyv na obrazovkové ani relatívne súradnice. Má vplyv len na tvar zobrazovacej plochy.

Príklady:

Ukážeme použitie voľby PlotRange. Zobrazíme do jedného obrázku graf funkcie sin(x) a paraboly x2 – 2 na intervale (-6, 6( najprv s preddefinovanou hodnotou voľby PlotRange:
Plot[{Sin[x], x^2-2},{x,-2Pi, 2Pi}]

[image: image169.png]T
NI




Vidíme, že graf paraboly sa zobrazil len čiastočne. Použijeme teraz voľbu PlotRange-(All:

Plot[{Sin[x],x^2-2},{x,-2Pi,2Pi}, PlotRange->All]
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Nakoniec zobrazíme tieto dve funkcie s voľbou PlotRange({0, 2}, ktorá určí rozsah vykresľovania pre y-ovú súradnicu:

Plot[{Sin[x], x^2- 2}, {x, -2Pi, 2Pi}, PlotRange ( {0, 2}]
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Ukážeme si použitie voľby PlotRegion. Najprv zobrazíme graf funkcie sin(x) do obdĺžnika s ľavým dolným rohom (0.1, -0.2) a pravým horným rohom (1.2, 1.2) a potom graf zmenšíme do obdĺžnika s ľavým dolným rohom (0.1, 0.2) a pravým horným rohom (0.7, 0.8):

Plot[Sin[x], {x, 0, 10}, PlotRegion ({{0.1, 1.2}, {-0.2, 1.2} }]
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Plot[Sin[x], {x, 0, 10},PlotRegion({{0.1, 0.7}, {0.2, 0.8} }]
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3.2.3. Súradné osi v 2D - grafike

Voľby pre zobrazovanie a popísanie súradných osí:

Axes -> True
súradné osi sa zobrazia (predde-finovaná hodnota)

Axes -> False


súradné osi sa nezobrazia

Axes -> { True, False }
x - ová os sa zobrazí, y - ová os sa nezobrazí

AxesOrigin -> { x, y }
súradné osi sa pretínajú v bode {x, y}. Preddefinovaná hodnota je Automatic

AxesStyle -> { zoznam graf. direktív }
nastavenie štýlu kreslenia pre súradné osi. Preddefinovaná hodnota je Automatic
AxesStyle -> { {xštýl}, { yštýl } }
nastavenie rôzneho štýlu pre súradné osi

AxesLabel -> None
osi nie sú popísané návestím (preddefinovaná hodnota)

AxesLabel -> ynávestie

popis návestím pre y -ovú os

AxesLabel -> { xnávestie, ynávestie } 
popis obidvoch osí

Voľby pre zobrazenie značiek na osiach (a k nim prislúchajúcich čísiel):

Ticks - > None

značky sa nezobrazia

Ticks -> Automatic
umiestnenie značiek vypočíta systém Mathematica podľa interného algoritmu (preddefinovaná hodnota)

Ticks -> {{ xticks}, {yticks}}

špecifikácia umiestnenia značiek pre každú os

Tvar špecifikácie pre umiestnenie značiek:

{ x1, x2, ...}

vykreslí značky na špecifikované pozície

{ { x1, náv1 }, { x2, náv2 }, ... }
vykreslí značky na špecifikované pozície a ku každej vypíše špecifikované označenie

{{x1, náv1 , dĺžka1}, {x2, náv2, dĺžka2},...}
vykreslí značky so špecifikovanou dĺžkou a označením

{ { x1, náv1 , {kladná, záporna } }, .... }  
vykreslí značky so špecifikovanou  dĺžkou v klad-nom a zápornom smere

{ {x1, náv1 , dĺžka1, štýl1 }, .... }
vykreslí značky so špeci-fikovanou pozíciou, označením, dĺžkou  a štýlom

Voľby pre orámovanie obrázku:

Frame -> False

rámček sa nezobrazí (predde-finovaná hodnota)

Frame -> True
okolo obrázku sa vykreslí rámček

FrameStyle -> { zoznam graf. direktív }
špecifikácia štýlu pre rámček. Preddefinovaná hodnota je Automatic
FrameStyle -> { { xštýl }, { yštýl }, ... }
špecifikácia štýlu pre každú hranu rámčeka zvlášť
FrameLabel -> None

rámček nie je označený (pred-definovaná hodnota)

FrameLabel -> { xnáv, ynáv, ... }
špecifikácia označenia pre každú hranu rámčeka
RotateLabel -> True
vertikálne osi sú  označené zdola nahor (preddefino-vaná hodnota)
RotateLabel -> False

všetky hrany rámčeka sú označené vodorovne 

FrameTicks -> None

na hrany rámčeka sa nezobrazia značky

FrameTicks -> Automatic
pozícia značiek sa vypočíta automaticky (preddefinovaná hodnota)
FrameTicks -> { { xzn, yzn, ...} }
špecifikácia značiek pre vrcholy rámčeka

Rámček tvoria štyri osi, zodpovedajúce hranám rámčeka okolo zobrazenia. Sú usporiadané v smere hodinových ručičiek, začínajúc od spodnej (teda spodná je prvá, ľavá vertikálna je druhá, atď...).

Príklady:

Systém Mathematica nastaví pri zobrazovaní grafov priesečník súradných osí tak, aby bola zobrazená čo najlepšie podstatná časť grafu:

Plot[x^2+x+1, {x, -1, 1}]
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To niekedy zvádza na prvý pohľad k nesprávnemu záveru napr. o koreňoch rovnice. Preto je pomerne dôležité nastavenie priesečníka súradníc osí:

[image: image175.png]


Plot[x^2 + x + 1, {x, -1, 1}, AxesOrigin ( {0, 0}, PlotRange ({0, 3}]

Nastavenie priesečníka súradných osí odporúčame kombinovať s voľbou PlotRange. Ináč dostávame nie práve pekné grafy:

Plot[x^2+x+1, {x, -1, 1}, AxesOrigin({0,0}]
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Pre pekný výsledný vzhľad grafu je tiež dôležité popísanie súradných osí návestiami:

Plot[60t, {t, 0, 10}, AxesLabel({"čas", "dráha"}]
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Systém Mathematica určuje (pokiaľ neprikážeme ináč) zobrazenie škály na súradných osiach podľa interného algoritmu automaticky. Niekedy nám to nevyhovuje, pretože chceme zdôrazniť iné, než systémom Mathematica vypočítané hodnoty funkcie. Vtedy používame voľbu Ticks. Napríklad pri zobrazení goniometrických funkcií nie sú hodnoty na x-ovej osi zobrazené ako násobky (:

 Plot[Sin[x], {x, 0, 3Pi}]
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Popíšeme najprv x-ovú os len v bodoch (, 2(, 3(:

Plot[Sin[x], {x, 0, 3Pi}, Ticks({{0, Pi, 2 Pi, 3 Pi}, Automatic}]
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Teraz okrem týchto hodnôt ešte pridáme čiarky relatívnej dĺžky 0.05 (bez popisu hodnoty) do bodov 
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Plot[Sin[x], {x, 0, 3(},Ticks({{0, {Pi/2, "", 0.05}, Pi,{3 Pi/2, "" , 0.05}, 2 Pi, {5 Pi/2, "", 0.05}, 3 Pi}, Automatic}]
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Niekedy chceme mať graf funkcie v rámčeku:

Plot[Sin[x], {x, 0, 3Pi}, Frame(True]

[image: image181.png]_a0

20

15|

20

a0




Aby sme si overili umiestnenie hrán, ktoré sme popísali vyššie, použijeme voľbu pre návestie hrán rámčeka FrameLabel:

Plot[ Sin[x], {x,0,3(}, Frame(True, FrameLabel ( {"hrana1", "hrana2", "hrana3", "hrana4"}]
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Keď chceme mať všetky popisy zobrazené vodorovne, použijeme voľbu RotateLabel:

Plot[Sin[x], {x, 0, 3Pi}, Frame (True, RotateLabel ( False, FrameLabel ( {"hrana1", "hrana2", "hrana3", "hrana4"} ]
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Ako vidíme, popis zmenšuje zobrazovací priestor pre graf funkcie. Veľkosť však môžeme zmeniť tak ako vo všetkých aplikáciách pre Windows tak, že klikneme myšou na obrázok a potom ho natiahneme do požadovanej veľkosti.

Popísať môžeme aj samotný graf (obrázok) pomocou voľby



PlotLabel ( " popis "

Preddefinovaná hodnota tejto voľby je PlotLabel ( None .

Plot[Sin[x], {x, 0, 3Pi}, PlotLabel("sin(x)",Ticks ( {{0, {Pi/2,"",0.05},Pi,{3 Pi/2,"",0.05},2 Pi, {5 Pi/2, "", 0.05}, 3 Pi}, Automatic},]
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Na záver uvedieme ešte voľby pre zobrazenie mriežky:

GridLines -> None

mriežka sa nezobrazí (predde-finovaná hodnota)

GridLines -> Automatic
mriežka sa vypočíta podľa inter-ného algoritmu

GridLines ->((x-ové hodnoty(,(y-ové hodnoty((
 mriežka sa zobrazí v predpísaných hod-notách

Príklady:

Najprv zobrazíme funkciu sin(x) s mriežkou, ktorú necháme vypočítať automaticky:

Plot[Sin[x], {x, 0, 3Pi},GridLines(Automatic]
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Teraz určíme body, v ktorých má byť mriežka (len pre x-ovú os):

Plot[Sin[x], {x, 0, 3Pi}, GridLines({{Pi/2, Pi, 3Pi/2, 2Pi, 5Pi/2, 3Pi}, Automatic}]
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Pre mriežku môžeme zadať aj štýl. Tieto voľby však už nebudeme uvádzať (podrobný popis je v Helpe).

3.3. Špeciálne typy zobrazenia v rovine

Okrem štandardných príkazov Plot a ListPlot pre 2D-grafiku ponuka systém Mathematica ešte mnoho príkazov, ktoré rozširujú grafické možnosti systému. Niektoré z nich už nie sú implementované v jadre systému, ale treba ich pred prvým použitím nahrať z Mathematica packages. Uvedieme si len základné z nich.

3.3.1. Parametrické  zobrazenie.

Rovnice x = fx( t ),  y = fy( t ) sa nazývajú parametrické rovnice krivky. Krivku, danú parametrickými rovnicami, môžeme zobraziť pomocou nasledovnej štandardnej funkcie :

ParametricPlot[ { fx, fy } , { t, tmin, tmax } ]    zobrazí krivku danú parametrickými rovnicami

ParametricPlot[ { fx , fy  }, { gx, gy }, ..., { t, tmin, tmax } ] zobrazí niekoľko kriviek daných parametrickými rovnicami

Grafický objekt, ktorý vznikne ako výsledok uvedených funkcií, je typu Graphics. Pre príkaz ParametricPlot môžeme používať všetky voľby, ktoré sme uviedli vyššie pre príkaz Plot.

Príklady:

Vykreslíme niekoľko kriviek daných parametricky: 

Cykloida: 
x = r( t-sin(t) )

               
y = r(1-cos(t) )

ParametricPlot[{8 (t-Sin[t]), 8(1-Cos[t])},{t, -2Pi, 2 Pi}]

[image: image187.png]



ParametricPlot[{4 Cos[4t] Cos[t] + Cos[t], 4Cos[4t] * Sin[t] + Sin[t]}, 

   {t,-2Pi,2 Pi}]
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Pascalova závitnica: 
x = 2 r cos(t) - d cos(2t)



  
y = 2 r sin(t) - d sin(2t)

kde d > r.
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ParametricPlot[{2 Cos[t] - 2Cos[2t], 2Sin[t] - 2Sin[2t]}, {t, -Pi, Pi}]

Asteroida: 
x = r(3 cos(t) + cos(3t) )


 
y = r(3 sin(t)  - sin(3t) )

ParametricPlot[{3Cos[t] + Cos[3t], 3 Sin[t] - Sin[3t]}, {t, -Pi, Pi}]
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3.3.2. Implicitné zobrazenie.

Funkciu, ktorá je daná implicitne (ako rovnica v tvare ľavá strana == pravá strana ), môzeme zobraziť pomocou funkcií, ktoré sú v súbore packages\graphics\implicit.m. Ako výsledok zobrazenia dostaneme grafický objekt typu Graphics.

ImplicitPlot[ rovnica, { x, xmin, xmax } ] zobrazí riešenie rovnice pre x z intervalu (xmin, xmax(
ImplicitPlot[ rovnica, { x, xmin, xmax },  { y, ymin, ymax }] zobrazí riešenie rovnice pre x z intervalu (xmin, xmax( a y z inter-valu (ymin, ymax(


ImplicitPlot[ rovnica, { x,  xmin, m1, m2, ...,  xmax } ] zobrazí riešenie rovnice, pričom hodnotu y počíta a zobrazí pre všetky body mi
ImplicitPlot[ { rovn1, rovn2, ... }, {x,  xmin, xmax }, voľby ] zobrazí riešenia niekoľkých rovníc na danom intervale

Príkaz ImplicitPlot má dve varianty, ktoré sa líšia v spôsobe  získania grafu funkcie danej implicitne. Ak v príkaze ImplicitPlot zadáme rozsah len pre nezávisle premennú x, systém Mathematica  interne vypočíta riešenie tejto rovnice a vykreslí priebeh funkcie. Ak zadáme rozsah pre x aj y, rovnica je chápaná ako funkcia v 3D-priestore a vykreslí sa vrstevnica rovnice pre body v rovine, v ktorých je rovnica rovná nule. Táto metóda je oveľa rýchlejšia ako prvá metóda založená na Solve a obsiahne oveľa väčšiu triedu funkcií, ale môže vytvoriť nepresné grafy (špeciálne okolo singularít). Pre variantu  založenú na Solve môžeme použiť voľby príkazu Plot, pre druhú variantu voľby príkazu ContourPlot (uvedieme ich  pri 3D-grafike).

Príklady:

Pretože príkaz ImplicitPlot nie je štandardný, musíme ho najprv nahrať príkazom:

<<Graphics`ImplicitPlot`

Ako prvú vykreslíme kružnicu so stredom v počiatku a polomerom 
[image: image32.wmf]3

. Pri rovnici musíme pamätať na relačné rovnítko (==) medzi ľavou a pravou stranou rovnice:

ImplicitPlot[x^2+y^2==3,{x, -2, 2}]
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Strofoida má v kartézskych súradniciach rovnicu: 

x (x2 + y2) – a (x2 – y2) = 0

ImplicitPlot[ x (x^2 + y^2) -  2 (x^2 - y^2) == 0, {x, -2, 2}]
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Zobrazenie dvoch funkcií daných implicitne do jedného grafu:

ImplicitPlot[{(x^2+ y^2)^2 == (x^2 - y^2), (x^2 + y^2)^2 == 2 x y}, {x, -2, 2}, PlotStyle( {Hue[0], Dashing[{0.03}]} (
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V prípade  zložitejšej rovnice musíme použiť druhú variantu príkazu ImplicitPlot. Keď chceme vykresliť funkciu danú rovnicou sin(x) + cos(y) = 1 prvou variantou príkazu, systém Mathematica vypíše chybové hlásenie:

ImplicitPlot[Sin[x]+Cos[y] ==1,{x, 0, Pi}]

Solve::ifun: Warning: Inverse functions are being used by Solve, so some solutions may not be found.

ImplicitPlot::epfail: 

   Equation Cos[y] + Sin[x] == 1 could not be solved for points to plot.

ImplicitPlot[Cos[y] + Sin[x] == 1, {x, -Pi, Pi}]

Keď však zadáme rozsah aj pre y, systém Mathematica už nebude protestovať a vykreslí  funkciu:

ImplicitPlot[Sin[x] + Cos[y] == 1, {x, 0, Pi}, { y, (Pi/2, Pi/2}]
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3.3.3. Zobrazenie v polárnych súradni-ciach

Funkcie pre toto zobrazenie sú v súbore graphics`graphics` . Vytvoria grafický objekt typu Graphics.

PolarPlot [ f,  { t, tmin, tmax }  ] 
vytvorí polárne  zobraze-nie polomeru f ako funkcie uhla t na intervale (tmin, tmax(
PolarPlot[ { f1, f2, ... } , { t, tmin, tmax } ]
vytvorí niekoľko polárnych zobrazení do jedného grafu 

Príklady:

Najprv nahráme súbor pre polárne zobrazenie:

<<Graphics`Graphics`

Kardioida má rovnicu: t = 2 r (1 + cos(t) )

PolarPlot[2 (1 + Cos[t]), {t, -Pi,  Pi}]
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Archimedova špirála: t = r t

PolarPlot[t, {t, -2Pi, 2Pi}]
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Logaritmická špirála: t = a Exp[b t]

PolarPlot[2 Exp[-0.1 t], {t, -2Pi, 2Pi}]
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Lemniskata:

PolarPlot[Sqrt[Abs[Cos[2t]]],{t, -Pi, Pi}]

[image: image198.wmf]
Zobrazenie dvoch funkcií do jedného grafu:

PolarPlot[{4(2 + Cos[t]), 6 Cos[t] - 2}, {t, 0, 2Pi}, PlotStyle({Hue[0], Dashing[{0.03}]}]
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3.4. Grafika v priestore – 3D grafika

3D grafické primitíva:

Point [ { x, y, z } ]

bod so súradnicami x, y, z

Line [ { { x1, y1, z1 },  { x2, y2, z2 } , ... } ]
čiara, ktorá pre-chádza  danými bodmi

Polygon [ { { x1, y1, z1 },  { x2, y2, z2 } , ... } ] 
vyplnený polygón so špecifikovanými vr-cholmi

Cuboid [ { x, y, z } ]
jednotková kocka s ľavým dolným vrcholom {x, y, z} a pravým horným vrcholom { x+1, y+1, z+1 }

Cuboid [ {xmin, ymin, zmin }, {xmax, ymax, zmax } ]
kocka so špecifikovaným ľavým dolným a pravým horným vrcholom


Text [ výraz, { x, y, z } ]
text od pozície  { x, y, z }

Podobne ako v rovine, aj v priestore môžeme zobraziť grafické primitíva pomocou funkcie Show(Graphics3D[objekt((. Takto zobrazené vytvárajú grafický objekt Graphics3D.

Show[Graphics3D[Cuboid[{1,1,1}]]]
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Graf funkcie f(x, y) dvoch premenných zobrazíme pomocou príkazu:

Plot3D[ f[ x, y ], {x, xmin, xmax}, {y, ymin, ymax} ].
3.4.1. 3D grafické direktívy

V priestore, podobne ako v rovine, máme k dispozícii rôzne grafické direktívy, ktoré nám umožnia zobraziť grafické objekty odlišného vzhľadu. Všetky grafické direktívy, ktoré sme mohli používať v 2D grafike, môžeme používať aj v 3D grafike. Napr. PointSize, Thickness a Dashing sú direktívy, ktoré určujú, ako sa zobrazia Point a Line ( v relatívnych jednotkách - ako zlomok celkovej šírky zobrazovacieho priestoru). Podobne môžeme používať AbsolutePointSize, AbsoluteThickness a AbsoluteDashing ( v absolútnych jednotkách). Grafické direktívy pre určovanie farieb Point a Line sa používajú úplne rovnako ako v 2D grafike.

Pre polygón je použitie grafických direktív trocha iné, pretože tu sa uvažuje aj s osvetlením polygónu pomocou voľby Lighting. Ak použijeme voľbu Lighting ( True, ignorujú sa všetky grafické direktívy pre farby polygónu, ktorý má farby založené na simulácii osvetlenia (preddefinovaná hodnota). Keď chceme, aby bol polygón vyfarbený pomocou nami za-daných grafických direktív, musíme použiť voľbu Lighting ( False.

Okrem grafických direktív, platných aj v 2D grafike, máme pre grafiku v priestore niektoré špeciálne grafické direktívy.

EdgeForm [ ]
čiary na hranách polygónu sa nevykreslia

EdgeForm [ g ]
čiary na hranách polygónu sa vykreslia tak, ako určí grafická direktíva  g

FaceForm [ gčelný, gzadný ]
predné steny polygónu sa zobrazia direktívou  gčelný, zadné steny direktívou gzadný

Systém Mathematica používa nasledovnú konvenciu na definovanie "prednej strany" polygónu :

ak pozeráme na polygón spredu, potom vrcholy polygónu sa označujú proti smeru hodinových ručičiek v tom poradí, ako si špecifikujeme.

Súradný systém pre 3D grafiku

V priestore sú objekty (pokiaľ neurčíme inak), kreslené vo vnútri kocky (boxu). To, či sa má box zobraziť alebo nie, riadime voľbou Boxed.

Boxed -> True
hrany boxu sa zobrazia (preddefino-vaná hodnota)

Boxed ( False
hrany boxu sa nezobrazia

V každom prípade sú však všetky časti objektu, ktoré ležia mimo tohto boxu,  "orezané".

Voľba PlotRange špecifikuje rozsah súradníc x, y, z, ktorý má byť vo vnútri boxu.

PlotRange ( Automatic
rozsah kreslenia (pre z) si určí sám systém na základe interného algoritmu (vynechá  vzdialené "nezaujímavé" časti – predde-finovaná hodnota)

PlotRange ( All

zobrazia sa všetky časti objektu

PlotRange ( { zmin, zmax }
zobrazia sa len tie časti, ktoré sú v danom rozsahu kreslenia

Podobne ako v rovine aj v priestore môžeme používať originálne aj "škálované"  - relatívne súradnice, pričom škálované sú v rozsahu od 0 do 1 vo všetkých troch smeroch.

{ x, y, z }


originálne súradnice

Scaled [ { sx, sy, sz } ]
relatívne súradnice

V rovine sme pomocou voľby AspectRatio špecifikovali rozlišovaciu schopnosť (podiel výšky ku šírke zobrazovacieho priestoru ). V 3D grafike špecifikujeme  pomer dĺžky jednotlivých strán boxu pomocou voľby BoxRatios.

BoxRatios ( { xr, yr, zr }
špecifikujeme pomer dĺžky jednotlivých strán boxu

BoxRatios ( Automatic
pomer dĺžky jednotlivých strán boxu si vypočíta systém pomo-cou interného algoritmu  (pred-definovaná hodnota)

Pri zobrazení objektov v 3D grafike je veľmi dôležité určiť, z ktorého miesta sa na objekt pozeráme. K tomu nám slúži voľba ViewPoint, ktorou určíme súradnice imaginárneho bodu, odkiaľ sa na objekt pozeráme.

ViewPoint ( { sx, sy, sz }
bod, z ktorého pozeráme na objekt, má súradnice {sx, sy, sz}

Bod, z ktorého sa chceme pozerať na objekt môžeme určiť aj interaktívne pomocou obrázkového menu systému Mathematica pomocou 3D ViewPoint Selectora.

Súradnice imaginárneho bodu, z  ktorého pozeráme na objekt, sa zadávajú v špeciálnom súradnom systéme, ktorého počiatok je v strede boxu. Najdlhšia strana boxu udáva jednu jednotku v tomto súradnom systéme. Pre box v tvare kocky, ktorý má všetky strany rovnakej dĺžky, sú teda tieto špeciálne súradnice vo vnútri boxu v rozsahu ( -0.5, 0.5 (. Bod pohľadu pritom musí byť vždy mimo boxu.

Typické hodnoty  pre voľbu ViewPoint

{ 1.3,  - 2.4, 2 }
preddefinovaná hodnota

{ 0, - 2, 0 }

čelný pohľad

{ 0, - 2, 2 }

čelný pohľad zhora

{ 0, - 2, - 2 }

čelný pohľad zdola

{ - 2, - 2, 0 }

pohľad z ľavého vrcholu

{ 2, - 2, 0 }

pohľad z pravého vrcholu

{ 0, 0, 2 }

pohľad zvrchu

Pre výsledný vzhľad 3D objektu však nestačí špecifikovať, odkiaľ sa na objekt pozeráme. Musíme ešte špecifikovať, kde má byť stred objektu a ako má byť objekt orientovaný. To nám umožnia voľby ViewCenter  a ViewVertical.

Voľbou ViewCenter určíme, ktorý bod objektu má byť stredom pri zobrazení. Tento bod špecifikujeme v škálovaných (relatívnych) súradniciach (v hodnotách od 0 do 1 v každom smere). Keď nastavíme ViewCenter ( { 0.5, 0.5, 0.5 }, stred boxu bude zároveň stredom výsledného zobrazenia objektu. Preddefinovaná hodnota je ViewCenter ( Automatic.

Pomocou voľby ViewVertical určujeme orientáciu objektu, t. j. ktorá os je vertikálna. Pri preddefinovanom nastavení ViewVertical ( { 0, 0, 1 } je vertikálna z - ová os.

Keď špecifikujeme voľby ViewPoint, ViewCenter a ViewVertical, špecifikujeme vlastne, ako sa budeme pozerať na fyzický objekt. ViewPoint špecifikuje, kde je naša hlava vzhľadom k objektu, ViewCenter špecifikuje, kde sa pozeráme (kde je stred nášho upreného pohľadu)  a ViewVertical špecifikuje, čo je pre nás "hore".

V tvare súradných  systémov, nastavenie týchto troch volieb špecifikuje, ako sa súradnice v 3D boxe transformujú do súradníc v zobrazovacom priestore. (Súradnice v 3D boxe sú merané relatívne vzhľadom k boxu okolo objektu, súradnice v zobrazovacom priestore sú merané relatívne vzhľadom k výslednému zobrazovaciemu priestoru ).

Príklady:
Zobrazíme plochu e
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:

plocha=Plot3D[Exp[-Sqrt[x^2 + y^2]], {x, -2, 2}, {y, -2, 2}]
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Zmena pomeru strán na 1 : 2 : 3:

Show[plocha, BoxRatios({1, 2, 3}]

[image: image202.png]



Čelný pohľad  a pohľad z ľavého vrcholu:

Show[plocha, ViewPoint({0,-2,0}]

Show[plocha, ViewPoint({-2,-2,0}]
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3.4.2. Vykresľovanie plôch v priestore

Grafický objekt v priestore môžeme vytvoriť viacerými spôsobmi :

a)  ako zoznam polygónov  :  Graphics3D

b) ako pole, v ktorom pre každé (x, y) je daná výška z  : SurfaceGraphics

Grafický objekt, ktorý máme daný ako zoznam polygónov, môžeme zobraziť pomocou Graphics3D. Ak chceme zobraziť plochu, ktorú nemáme danú ako zoznam polygónov, ale napr. ako funkciu, používame na jej zobrazenie funkcie Plot3D, ParametricPlot3D, ListPlot3D,  atď.

Funkcie Plot3D a ListPlot3D vytvárajú objekt SurfaceGraphics, funkcia ParametricPlot3D vytvára objekt Graphics3D.

Keď vytvoríme plochu ako objekt SurfaceGraphics, preddefinovaný tvar je vykreslenie obdĺžnikovej siete na ploche.

Voľby pre zobrazenie siete:

Mesh ( True
sieť sa na ploche vykreslí (predde-finovaná hodnota)

Mesh ( False
sieť sa na ploche nevykreslí

MeshStyle ({ grafické direktívy}
sieť sa vykreslí takým štýlom, aký udáme v grafických direktívach. Preddefinovaná hod-nota je Automatic
MeshRange -> { {xmin, xmax }, {ymin, ymax} }
daný rozsah pre zobrazenie siete. Preddefinovaná hodnota je Automatic
Podobne ako v rovine aj v priestore môžeme zadať rozsah zobrazenia pomocou voľby PlotRange. Všetky tie časti plochy, ktoré sú mimo daného rozsahu, budú "orezané". Pomocou voľby ClipFill môžeme špecifikovať, ako sa majú zobraziť tie časti plochy, ktoré majú byť orezané.

Možné nastavenia pre voľbu ClipFill:

None
odstráni orezané časti, takže môžeme vidieť cez objekt

Automatic
zobrazí orezané časti s tým istým tieňovaním ako má pôvodná neorezaná plocha (preddefinovaná hodnota)


Príklad:

Orezanie časti plochy:

Show[plocha, PlotRange({0, 0.3}]
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Všimnime si, že orezaná časť plochy je uzavretá, čo môže zvádzať k domnienke, že pre istú hodnotu x a y je hodnota funkcie konštantná. Je to spôsobené voľbou ClipFill,  ktorej preddefinovaná hodnota je Automatic. Keď voľbu PlotRange skombinujeme s voľbou ClipFill(None, dostaneme skutočný vzhľad plochy (do ktorej sa „môžeme pozerať“).

Show[plocha, PlotRange ({0, 0.3}, ClipFill ( None]

[image: image206.png]plocha





Keď systém Mathematica vykresľuje plochy, nestačí mu poznať len výšku z ku každej dvojici (x, y), ale musí poznať aj farbu, s ktorou má byť daný bod zobrazený. Keď použijeme voľbu Lighting (True, farbu si určí sám systém, pričom simuluje osvetlenie plochy. Keď však použijeme voľbu Lighting(False, vyfarbenie plochy musíme zadať sami. Máme na to dve možnosti .

Prvá z nich je použitie voľby ColorFunction ( c, kde c je funkcia, pomocou ktorej pre každý bod určíme jeho farbu (pomocou jeho výšky - hodnoty z). Ak použijeme ColorFunction -> Hue, plocha sa vyfarbí v celom rozsahu funkcie Hue.

Druhou možnosťou je uviesť funkciu na vyfarbenie plochy ako funkciu. Napr.:

Plot3D[ { f, c }, { x, xmin, xmax }, {y, ymin, ymax } ]
vykreslí plochu, ktorej výška je určená funkciou f a farba pomocou funkcie c
Voľby pre určenie počtu bodov, v ktorých sa počíta plocha (preddefinovaná hodnota je 15 pre x aj y):

PlotPoints -> n
minimálny počet bodov, ktoré sa musia zobraziť

PlotPoints -> { nx, ny }
  špecifikuje sa rozdielny počet bodov pre x a y

Táto voľba sa nemôže používať vo funkcii Show (len pri vytváraní grafu napr. príkazom Plot3D). Pritom si treba uvedomiť, že graf bude síce vyzerať krajšie, ale jeho vytvorenie a vykreslenie bude trvať dlhšie a zaberie tiež viac miesta v pamäti.

Príklady:

Najprv vykreslíme funkciu z = 5 sin(x+sin(y) ) na oblasti (-10, 10( x (-10, 10( s preddefinovaným počtom bodov:

plocha = Plot3D[5 Sin[x + Sin[y]], {x,-10, 10}, {y,-10,10}]
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Vidíme, že plocha je dosť „kostrbatá“. Preto zväčšíme počet bodov, v ktorých sa bude počítať hodnota funkcie na 30 v oboch smeroch:

plocha = Plot3D[5 Sin[x + Sin[y]], {x,-10, 10}, {y,-10,10}, PlotPoints(30]
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Určenie rozsahu zobrazenia pomocou voľby PlotRange:

Show[plocha, PlotRange({1.5, 1.5}]
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Pomocou voľby ClipFill(None určíme, aby sa povrch orezaných častí nezobrazil:
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Show[%,ClipFill(None]

3.4.3. Popis objektov v 3D

Mathematica umožňuje používať mnohé voľby, ktoré ovplyvňujú výsledný vzhľad objektu v priestore. Mnohé z nich sú také isté ako  v 2D grafike. Uvedieme len nové voľby:

Boxed ( True
okolo objektu sa vykreslí box (preddefinovaná hodnota)

Boxed -> False
box sa okolo objektu nevykreslí

Axes -> True
na hranách boxu sa zobrazia osi x, y, z (preddefinovaná hodnota v SurfaceGraphics)

Axes ( { False, False, True }
zobrazí sa len z - ová os

FaceGrids ( All
na všetkých stenách boxu sa zobrazí mriežka

FaceGrids ( None
box sa zobrazí bez mriežky ( pred-definovaná hodnota)

FaceGrids ( { strana1, strana2, ... } 
mriežka sa zobra-zí len na špecifikovaných stenách

FaceGrids ( { { strana1, { x1, y1 } }, ...}  
určíme, na ktorej stene a ako sa má mriežka zobraziť

PlotLabel ( "text"
nápis pre objekt

Každá stena pri voľbe FaceGrids je špecifikovaná zoznamom {smerx, smery, smerz}, kde dva parametre smer musia byť rovné  0 a tretí musí byť rovný +1 (alebo -1).

Voľby pre štýl zobrazenia boxu a súradných osí

BoxStyle -> štýl
špecifikuje štýl pre zobrazenie boxu

AxesStyle -> štýl
špecifikuje štýl pre zobrazenie súradných osí

AxesStyle -> { štýlx, štýly, štýlz }
špecifikácia štýlu pre každú os zvlášť

Voľby pre špecifikáciu, kde sa majú zobraziť súradné osi:

AxesEdge ( Automatic
osi sa zobrazia na tie hrany boxu, ktoré určí systém Mathematica pomocou interného algoritmu

AxesEdge ( { x, y, z }
špecifikácia osí

Táto špecifikácia môže byť nasledovná :

None
špecifikovaná os sa nezobrazí

Automatic
hrana sa určí pomocou interného algoritmu

{ smeri, smerj }
špecifikuje, na ktorej zo štyroch možných hrán sa zobrazí os (smer = 0, +1, -1 )

Voľby pre popísanie súradných osí:

AxesLabel ( None

osi nie sú popísané

AxesLabel ( "text"

popísaná je len z - ová os

AxesLabel ( { textx, texty, textz }
popis všetkých troch osí (každý text sa dáva do úvo-dzoviek )


Voľby pre zobrazenie značiek na súradných osiach:

Ticks ( None
značky sa nezobrazia

Ticks ( Automatic
značky sa umiestnia automaticky (preddefinovaná hodnota)

Ticks ( { x, y, z }
špecifikácia umiestnenia značiek pre každú os zvlášť

Príklady:

Zobrazíme mriežku na všetkých stenách boxu:

Show[plocha, FaceGrids(All]
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Popíšeme súradné osi aj celý obrázok:

Show[plocha,AxesLabel({"x","y","z"},  PlotLabel("plocha"]
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3.5. Špeciálne typy zobrazenia v priestore

Podobne ako v rovine aj v priestore nám systém Mathematica ponúka množstvo grafických špeciálnych funkcií. Opäť uvedieme len základné z nich aj to len ich popis. Detaily o jednotlivých príkazoch môžeme zistiť pomocou ??príkaz.
3.5.1. Štandardné príkazy

Na parametrické zobrazenie v priestore sa používa štandardný príkaz

ParametricPlot3D[{fx,fy,fz}, {t, tmin, tmax}] 
plocha daná parametricky ako funkcia jedného parametra t

ParametricPlot3D[{fx,fy,fz}, {t, tmin, tmax},}{u, umin, umax}] plocha daná parametricky ako funkcia dvoch parametrov t, u

g = ParametricPlot3D[ { Sin[t], Sin[2t]*Sin[u], Sin[2t]* Cos[u]}, {t, -Pi/2, Pi/2}, {u, 0, 2Pi}]
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Na vykreslenie vrstevníc funkcie dvoch premenných sa používa príkaz:

ContourPlot[f, {x, xmin, xmax}, {y, ymin, ymax}] 
vytvorí vrstevnice funkcie f(x, y) 

Pri tomto príkaze môžeme používať voľby na určenie počtu bodov, v ktorých sa má počítať hodnota funkcie PlotPoints a nové voľby:

Contours ( n
počet vrstevníc, ktoré sa majú zobraziť

ContourShading(True
plocha sa vyfarbí rôznymi odtienmi šedej (preddefinovaná hodnota)

ContourShading(False
plocha ostane nevytieňovaná

Najprv vykreslíme vrstevnice funkcie f(x, y) = x2 y + y3 x – x y s preddefinovanými hodnotami príkazu:

ContourPlot[x^2*y + y^3*x - x*y, {x, -1.5, 1.5}, {y, -2, 2} ]
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Vidíme, že vrstevníc je pomerne málo. Zvýšime ich počet na 100 a nevytieňujeme plochu:

ContourPlot[x^2*y + y^3*x - x*y, {x, -1.5, 1.5}, {y, -2, 2}, Contours(100, ContourShading(False]
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Ďalším príkazom je 

DensityPlot[f, {x, xmin, xmax}, {y, ymin, ymax}]  
príkaz na vykreslenie hustoty f(x, y) (podľa z-ovej hodnoty)

Opäť najprv vykreslíme funkciu s preddefinovanými hodnotami príkazu:

DensityPlot[x^2*y + y^3*x - x*y, {x, -1.5, 1.5}, {y, -2, 2}]
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Teraz zväčšíme preddefinovaný počet bodov na 50:

DensityPlot[x^2*y + y^3*x - x*y, {x, -1.5, 1.5} , {y, -2, 2}, PlotPoints(50]
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Tento graf nám toho zatiaľ veľa nehovorí, pretože nevieme, aký odtieň šedej je určený na maximálnu a aký na minimálnu hodnotu funkcie. K tomu môžeme použiť príkaz ShowLegend, ktorý však už nie je štandardný a treba ho nahrať príkazom 

<<Graphics`Legend`

Jeho formát je:

ShowLegend(grafický objekt, legenda(
zobrazí grafický objekt s legendou

Pre umiestnenie a tvar legendy sú mnohé voľby, napr.

LegendPosition((x, y(
špecifikuje pozíciu ľavého dol-ného rohu legendy (relatívne ku  grafickému objektu, ktorého stred je považovaný za bod (0, 0)); preddefinovaná hodnota je ((1,(1( 

LegendOrientation(Vertical
orientácia legendy; Vertical je preddefinovaná hodnota, druhá možnosť je horizontal

V legende uvedieme rôzne odtiene šedej, pričom pri špecifikácii farby použijeme tzv. „čistú funkciu“ (viac o čistých funkciách v kapitole 4). Odtiene šedej rozdelíme na 10 dielikov, pričom k maximu a k minimu priradíme hodnotu funkcie 1, resp. –1. Legendu umiestníme vpravo vedľa grafu kúsok pod stred:

ShowLegend[DensityPlot[x^2*y+y^3*x- x*y, {x, -1.5, 1.5}, {y, -2, 2}, Mesh ( False, PlotPoints( 50, DisplayFunction( Identity], {GrayLevel[1 - #]&, 10, "1", "-1", LegendPosition( {1.1, -0.4}}]
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3.5.2. Knižničné príkazy

V súbore  Graphics`ParametricPlot3D` sú (okrem iných) aj príkazy:

SphericalPlot3D(r, ((, (min , (max(, ((, (min (max((  vytvorí plochu r ako funkciu uhlov ( a ( (vo sférických súradniciach)

CylindricalPlot3D(z, (r, rmin, rmax(, ((, (min, (max((  zobrazí z ako funkciu polomeru r a uhla ( (v polárnych súradniciach)

Najprv nahráme súbor, v ktorom sú príkazy:

<< Graphics`ParametricPlot3D`
Zobrazíme guľu s polomerom 2 vo sférických súradniciach:

SphericalPlot3D[2, {theta, 0, Pi}, {phi, 0, 2Pi}]
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Teraz zobrazíme v polárnych súradniciach plochu u = r2 (1 + sin(phi) ):

CylindricalPlot3D[(1+Sin[phi])*r^2, {r, 0, 1}, {phi, 0, 2Pi}]

[image: image220.png]



Na túto plochu sa pozrieme z iného pohľadu:

CylindricalPlot3D[ (1 + Sin[phi])*r^2, {r, 0, 1}, {phi, 0, 2Pi}, ViewPoint( {1.5, -0.5, 0.2}]
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Rotačné plochy, ktoré vzniknú rotáciou krivky okolo danej priamky môžeme zostrojiť pomocou príkazov v súbore Graphics`SurfaceOfRevolution`

SurfaceOfRevolution( f, {x, xmin, xmax}]
rotačná plocha, ktorá vznikne rotovaním funkcie f v rovine xz 

SurfaceOfRevolution( (fx, fy(, {t, tmin, tmax}]
rotačná plocha, ktorá vznikne rotovaním funkcie danej parametricky

Najprv nahráme súbor:

<<Graphics`SurfaceOfRevolution`
Nakreslíme plochu, ktorá vznikne rotovaním funkcie sin(x) v intervale (0, 2((:

SurfaceOfRevolution[Sin[x],{x,0,2Pi}]
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Úlohy na riešenie

3.1. Nakreslite graf funkcie:

a) f(x) = 
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Zmeňte rozsah vykresľovania, farbu a typ čiary, popíšte osi a graf, zobrazte mriežku, zmeňte a popíšte značky na osi x aj y.

2.2  Zobrazte do jedného obrázku grafy funkcií (každú iným typom čiary):

a) f(x) = sin( 2x), 
g(x) = sin( 3x)

b) f(x) = e – x, 
g(x) = e x
c) f(x) = 
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e

e

x

x

-

+

,
g(x) = 
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3.3. Nakreslite krivku, danú parametricky:

a) x = 3 cos (t),
y = 3 sin (t)

b) x = 2 cos (t), 
y = sin (t)

c) x = t2 + 1, 
y = t2 + t + 1

d) x = 1 – t2, 
y = t3 – t

3.4.Nakreslite graf funkcie danej implicitne:

a) x3 + y3 – xy – 1 = 0

b) x2 + y2 – ln (y) – 2 = 0

c) e xy – x2 + y3 = 0

d) xy + ln (y) + ln (x) = 0

3.5. Nakreslite krivku danú v polárnych súradniciach:

a) ( = -6 sin (
b) ( = 2 (2 + cos ()

c) ( = 3 sin (2()

3.6. Nakreslite graf funkcie dvoch premenných:

a) f(x, y) = 
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b) f(x, y) = 
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c) f(x, y) = arcsin
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d) f(x, y) = 
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3.7. Nakreslite vrstevnice a graf hustoty funkcie:

a) f(x, y) = 
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b) f(x, y) = 8 – 2x2 – 2y2
c) f(x, y) = 
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d) f(x, y) = x2 – y2 

Porovnajte tieto grafy s plochou, danou grafom funkcie f(x,y).

3.8. Nakreslite rotačnú plochu, ktorá vznikne rotáciou krivky okolo osi x:

a) y = 
[image: image45.wmf]x

, 
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b) y = x3,  
x ( (-2, 2(
c) y = sin x, 
x ( (0, ( (
d) y = 4x, 

x ( (0, 3(
e) x = cos3 t,
y = sin3 t, 

t ( (0, ( (
f) x = sin (2t), 
y = 2 sin2 t, 

t ( (0, ( (
g) x = et sin t,
y = et cos t,

t ( (0, (/2 (
V tejto kapitole sme sa naučili:
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aká je štruktúra grafiky v rovine a priestore

· vytvárať v rovine a v priestore základné grafické objekty

· zobraziť graf funkcie v rovine a v priestore pomocou základných aj špeciálnych príkazov 

· zobraziť body v rovine aj v priestore

· grafické direktívy a voľby pre

· špecifikáciu farieb

· veľkosť bodov

· tvar a hrúbku čiary

· súradný systém a súradné osi v rovine aj v priestore

· špeciálne typy zobrazenia v rovine:

· parametrické zobrazenie

· implicitné zobrazenie

· zobrazenie v polárnych súradniciach

· špeciálne typy zobrazenia v priestore

· parametrické zobrazenie

· zobrazenie vrstevníc

· sférické a cylindrické zobrazenie.
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4. Tvorba užívateľských funkcií a ďalšie programovacie prost- riedky v systéme Mathematica

4.1. Definovanie funkcií a jedno-príkazových procedúr

V tejto kapitole si ukážeme, ako môžeme rozšíriť množinu funkcií a príkazov implementovaných v systéme Mathematica definovaním vlastných – užívateľských funkcií a jednopríkazových procedúr. (Pod pojmom funkcie  budeme rozumieť číselnú funkciu, ktorej výsledkom je číselná hodnota, procedúru budeme používať pre opakovanie toho istého príkazu, resp. tej istej postupnosti príkazov na rôznych miestach zápisníka). 

f[x_] := výraz
definovanie funkcie f jednej premennej, resp. procedúry f s jed-ným formálnym parametrom

f[x_, y_, …]:= výraz
definovanie funkcie f viac premenných, resp. procedúry f s viacerými formálnymi parametrami

? f
zobrazenie definície funkcie, resp. procedúry f

Clear[ f ]
zrušenie definície funkcie, resp. procedúry f

Popíšeme si spôsob definovania a použitia funkcie, resp. jednopríkazovej procedúry. Pretože spôsob definovania a používania funkcie aj procedúry je úplne rovnaký, budeme pri tomto popise kvôli stručnosti používať funkcia a procedúra ako synonymá. Najprv uvedieme meno funkcie (podobne ako meno premennej môže pozostávať z ľubovoľne dlhej postupnosti písmen, číslic a znaku podčiarknutia, ale začínať musí písmenom (najlepšie malým písmenom) a musí byť odlišné od mien, používaných systémom Mathematica rovnako ako od mien premenných a funkcií, ktoré sme v rámci práce používali predtým. Upozorňujeme najmä na častú chybu, keď meno funkcie označíme rovnako ako premennú, ktorej sme už predtým priradili nejakú hodnotu. V takomto prípade systém oznámi chybu a definíciu funkcie nebude akceptovať. Argumenty funkcie sa dávajú do hranatých zátvoriek. Znak podčiarknutia _ pri premennej (premenných) na ľavej strane definície označuje, že ide o formálny parameter, ktorého hodnota sa bude meniť. Pokiaľ by sme pri definovaní funkcie zabudli dať k premennej znak _, systém Mathematica bude túto premennú považovať za konštantu a nevykoná definíciu. V prípade funkcie viac premenných musíme dať znak podčiarknutia ku všetkým premenným, ktoré medzi sebou oddeľujeme čiarkou. Dvojznak := je rezervovaný na definovanie nových objektov v systéme Mathematica – funkcií, procedúr a pod. Na pravej strane definície je výraz, ktorý vyjadruje hodnotu funkcie f, resp. popisuje činnosť procedúry f. Akonáhle zadefinujeme novú užívateľskú funkciu, systém Mathematica je zaradí do zoznamu svojich globálnych funkcií (príkazov) a pozná jej definíciu, pokiaľ ju nepredefinujeme inou definíciou alebo ju  „nevyčistíme“ príkazom Clear (resp. neskončíme prácu jadra systému Mathematica ). Predefinovanie hodnoty funkcie inou hodnotou bez toho, aby sme ju najprv „vyčistili“, sa nemusí vždy podariť (môže sa nám to stať najmä pri zložitejších funkciách). Preto odporúčame vždy pred novou definíciou funkcie, ktorú sme už predtým v priebehu práce definovali, zrušiť predchádzajúcu definíciu príkazom Clear(f(. Vôbec najlepšie (ak sa chceme vyhnúť možným komplikáciám pri ďalších výpočtoch) je zrušiť definíciu funkcie, akonáhle ju už ďalej nepotrebujeme.

Funkciu, resp. procedúru definujeme s formálnymi parametrami. Keď potrebujeme použiť funkciu, resp. procedúru, napíšeme jej meno a do hranatých zátvoriek dáme namiesto formálnych parametrov konkrétne hodnoty.

Príklady:

Najprv si ukážeme nesprávne definovanie funkcie jednej premennej, keď pri premennej neuvedieme znak podčiarknutia:

f[x]:=x^2+4

f[3]

f[3]

Vidíme, že systém Mathematica neakceptoval našu definíciu. Budeme ju definovať správne:

f[x_]:=x^2+4

f[3]

13

Teraz si ukážeme príklad, kde môžeme použiť definovanie funkcií a procedúr. Chceme riešiť rovnicu  
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. Túto rovnicu budeme riešiť pomocou príkazu FindRoot, ktorého formát je nasledovný:

FindRoot(ľavá strana rovnice==pravá strana rovnice, (x, x0( (
kde x0 je počiatočná aproximácia. (Detailnejší popis funkcie FindRoot bude v kapitole 7.)  Funkcia FindRoot nájde vždy len jeden koreň. Aby sme  správne odhadli všetky korene, najprv si nakreslíme funkciu na ľavej strane rovnice, zistíme priesečníky s x-ovou osou a až potom použijeme funkciu FindRoot. Aby sme nemuseli funkciu opakovane  vypisovať, zadefinujeme  ju ako funkciu jednej premennej x (predtým však zrušíme predchádzajúcu definíciu):

Clear(f(
f[x_]:=Sqrt[x]/2 - Sin[x]

Teraz túto definíciu použijeme na vykreslenie funkcie a potom na riešenie  rovnice. Aby sme čo najpresnejšie odhadli všetky korene, budeme funkciu vykresľovať na viacerých intervaloch. To však vyžaduje opakované používanie príkazu Plot pre tú istú funkciu, ale na rôznych intervaloch. Zadefinujeme preto procedúru :

graf[a_,b_]:=Plot[ f[x], {x, a, b}, AxesOrigin({0, 0}, PlotRange({0, 5}]

kde a, b sú hranice intervalu vykresľovanie. Najprv si funkciu vykreslíme na intervale (0, 50(: 

graf[0, 50]
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Vidíme, že rovnica má korene len v intervale (0, 5(. Jeden je zrejmý a to x = 0.  Z tohto grafu nevidíme, či má rovnica už len jeden ďalší koreň alebo ich má viac. Vykreslíme preto funkciu f(x) na intervale(0, 5(:

graf[0, 5]
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Vidíme, že rovnica má ďalšie dva korene, ktoré ležia v intervaloch (0.1,1( a (2, 3(. 

Teraz si zadefinujeme procedúru na riešenie rovnice, ktorej parameter bude počiatočná hodnota x0:

koreň[x0_]:=FindRoot[f[x]==0,{x,x0}]

koreň[0.1]

koreň[2]

{x ( 0.255512}

{x ( 2.28476}

Našli sme teda všetky tri korene danej rovnice: x=0, x=0.255512 a x = 2.28476.

Procedúry graf a koreň môžeme používať pre ľubovoľnú novú funkciu f[x]. Budeme teraz riešiť rovnicu x2 - 
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= 0. Opäť najprv zadefinujeme funkciu f(x) (predchádzajúcu definíciu zrušíme príkazom Clear), potom ju vykreslíme na intervale (-2, 2(:

Clear(f(
f[x_]:=x^2-Exp[-x^2]

graf[-2, 2]
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Vidíme, že rovnica bude mať dva korene – jeden v intervale ((1, 0( a druhý v intervale (0, 1(:

koren[-0.5]

{x ( -0.753089}

koren[0.5]

{x ( 0.753089}

Pretože v ďalšom už nebudeme používať funkciu f a procedúry graf a koreň, zrušíme ich definíciu: 

Clear[f, graf, koreň] 

4.2. Viacpríkazové procedúry

Pri zložitejších výpočtoch málokedy vystačíme s jednopríkazovou procedúrou. V takom prípade používame viazpríkazové procedúry. Máme dve možnosti: použiť procedúru s globálnymi alebo lokálnymi premennými (rozdiel je v tom, že globálne premenné pozná systém Mathematica nielen počas behu procedúry, ale aj po jej skončení, zatiaľ čo lokálne premenné sú známe len počas behu procedúry a po jej skončení ich systém nepozná – šetrí sa pamäť a premenné, ktoré mali počas procedúry priradenú hodnotu, sú po skončení procedúry znova bezhodnotové a pod.). 

Procedúra s globálnymi premennými:

meno(p1_, p2_, …, pk_( := (príkaz1; príkaz2; …; príkazn)

kde 

meno – je meno procedúry, ktorým sa budeme na ňu odvolávať

p1, p2, …, pk  - formálne parametre

príkaz1, príkaz2, …, príkazn – príkazy, ktoré sa majú vykonať v rámci procedúry.

Teda v tomto prípade dáme postupnosť jednotlivých príkazov do okrúhlych zátvoriek a oddelíme ich od seba bodkočiarkou. 

Procedúra s lokálnymi premennými:

meno(p1_, p2_, …, pk_( := Module[ {a, b, ... }, príkaz1; príkaz2; …; príkazn] 


kde 

meno – je meno procedúry, ktorým sa budeme na ňu odvolávať

p1, p2, …, pk  - formálne parametre

a, b, … - lokálne premenné

príkaz1, príkaz2, …, príkazn – príkazy, ktoré sa majú vykonať v rámci procedúry.

Všetky premenné, ktoré používame vo vnútri procedúry a nemáme ich vymenované v zozname lokálnych premenných, budú aj pri tomto type procedúry globálne. Všimnite si, že za zoznamom  lokálnych premenných je čiarka, ale potom sú už všetky príkazy oddelené bodkočiarkou. Ak by ste oddelili  niektoré príkazy čiarkou, systém Mathematica by vypísal chybu. Výstupom každej procedúry definovanej pomocou príkazu  Module je hodnota posledného príkazu (za ktorým už nie je bodkočiarka).

Pretože v obidvoch typoch sú príkazy oddelené bodkočiarkou (ktorá, ako vieme, potlačuje výstup na obrazovku), všetky ostatné výsledky, ktorých hodnotu chceme poznať, musíme vypísať pomocou príkazu Print:

Print(výraz1, výraz2, …(
výpis hodnoty výrazov

Textový výraz uvádzame v úvodzovkách. Číselný výraz uvádzame bez úvodzoviek.

Príklady:

Použitie procedúry s globálnymi aj lokálnymi premennými si ukážeme na príklade Taylorovho rozvoja funkcie f(x). Formálne parametre procedúry budú bod x0, v ktorom budeme robiť Taylorov rozvoj, n – stupeň Taylorovho polynómu, a a b – hranice intervalu, na ktorom budeme vykresľovať pôvodnú funkciu spolu s jej Taylorovým rozvojom. S rastúcim n bude Taylorov rozvoj stále lepšie aproximovať funkciu f(x), až pre istú hodnotu bude na intervale (a, b( totožný s pôvodnou funkciou. Ak však zväčšíme interval vykresľovania, znova bude od istej hodnoty funkcia a jej Taylorov rozvoj rôzne. Na tomto príklade študenti lepšie pochopia pojem Taylorovho rozvoja a jeho použitie.

Taylorov rozvoj funkcie f(x) robíme v systéme Mathematica príkazom

Series( f(x(, ( x, x0, n( (
Taylorov rozvoj funkcie f(x) v bode x0 do n-tého stupňa   so zvyškom O( n+1 (
Normal( rad (
mocninný rad bez zvyšku

Vytvoríme si procedúru rozvoj s globálnymi premennými. Najprv vytvoríme (ale nezobrazíme) graf funkcie f(x) na intervale (a, b( a uložíme ho do premennej g. Potom urobíme Taylorov rozvoj funkcie f(x) v bode x0 až do n-tého stupňa bez zvyšku a uložíme ho do premennej r. Ďalej vytvoríme (ale nezobrazíme) graf Taylorovho rozvoja a uložíme ho do premennej g1. Nakoniec obidva grafy g aj g1 zobrazíme do jedného obrázku. Ako vidno z popisu, procedúra rozvoj bude mať štyri formálne parametre: a, b – hranice intervalu vykresľovania priebehu funkcie f(x) a jej Taylorovho rozvoja, x0 – bod, v ktorom chceme robiť Taylorov rozvoj a n – stupeň Taylorovho rozvoja. 

rozvoj[a_, b_, x0_, n_]:=

(g = Plot[f(x(, {x, a, b}, DisplayFunction( Identity]; r = Normal[Series[ f[x], {x, x0, n}] ]; g1 = Plot[r, {x, a, b}, PlotStyle( Dashing({0.01, 0.01}(, DisplayFunction(Identity];Show[g, g1, DisplayFunction($DisplayFunction] )

Použitie procedúry ukážeme pre funkciu sin(x) v bode 0 najprv na (-2(, 2(( a potom (-3(, 3((. Stupeň n budeme postupne zvyšovať:

f(x(:= Sin(x(
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Pretože sme použili procedúru s globálnymi premennými, systém Mathematica pozná aj po skončení procedúry premenné g, g1 a r (najmä g a g1 zaberajú dosť miesta v pamäti). Presvedčíme sa, že je to naozaj tak:

Show(g, DisplayFunction($DisplayFunction]

[image: image235.png]10




Preto teraz tú istú procedúru zadefinujeme pomocou príkazu Module (s lokálnymi premennými g, g1, r). Presvedčíme sa, že po skončení procedúry systém tieto premenné nepozná. Predtým však musíme zrušiť ich hodnotu (ktorú sme im priradili v procedúre rozvoj) príkazom Clear.

Clear[g, g1, r]

rozvoj1[a_, b_, x0_, n_]:=

Module[{g, g1, r}, g = Plot[f[x], {x, a, b}, DisplayFunction(Identity]; r = Normal[ Series[ f[x], {x, x0, n}] ]; g1=Plot[r,{x, a, b}, PlotStyle( Dashing({0.01, 0.01}(, DisplayFunction( Identity]; Show[g, g1, DisplayFunction( $DisplayFunction]]
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Show[g, DisplayFunction($DisplayFunction]

Show::gtype: Symbol is not a type of graphics.

Show[g, DisplayFunction ( ((Display[stdout, #1]; #1) & )]

Zložitejšie príklady na procedúru, ktorá by pozostávala z viacerých krokov (t.j. malý program) ukážeme v záverečných kapitolách tejto príručky, kde už budeme ovládať viac príkazov.

4.3. Cyklus

Pri používaní systému Mathematica  mnohokrát potrebujeme opakovať tú istú postupnosť príkazov na tom istom mieste v programe len s inými hodnotami. V jednoduchších prípadoch (napr. pri vytváraní aritmetickej postupnosti) vystačíme s iteračným predpisom kombinovaným s príslušným príkazom. V zložitejších prípa-doch, keď chceme opakovať viac ako jeden príkaz, používame cykly. Podobne ako v programovacích jazykoch Pascal, C, ..., aj v systéme Mathematica poznáme explicitné cykly (s vopred daným počtom opakovaní) a implicitné cykly (počet opakovaní závisí od splnenia určitej podmienky). Pri explicitných cykloch sa o ukončenie cyklu postará systém Mathematica; pri implicitných cykloch sa o ukončenie cyklu musíme postarať vhodne zvolenou podmienkou my.  

Ako podmienku používame relačný alebo logický výraz. Relačný výraz je tvorený z operandov (algebraické výrazy) a relačných operátorov:

x == y


x sa rovná y

x != y


x je rôzne od y

x ( y


x je väčšie ako y

x (= y


x je väčšie nanajvýš rovné y

x ( y


x je menšie ako y

x (= y


x je menšie nanajvýš rovné y

Hodnota relačného výrazu je buď pravda (True) alebo nepravda (False).

Logické výrazy tvoríme z relačných výrazov p, q, … pomocou logických operátorov:

!p


negácia (not)

p (( q (( …
konjunkcia (logický súčin and)

p (( q (( …

disjunkcia (logický súčet or)

Nakoniec si ešte uvedieme rôzne tvary iteračného predpisu:

( n (
iterácia sa vykoná n-krát bez toho, aby sa menila hodnota ľubovoľnej premennej

(i, imax(
iteračná premenná i sa mení od 1 do imax s krokom 1

(i, imin, imax(
iteračná premenná i sa mení od imin do imax s krokom 1

(i, imin, imax, h(
iteračná premenná i sa mení od imin do imax s krokom h

(i, imin, imax((j, jmin, jmax(
iteračná premenná i sa mení od imin do imax s krokom 1 a pre každú hodnotu i sa mení iteračná premenná j od jmin do jmax s krokom 1

Iteračný predpis môžeme použiť napr. v príkaze Table, ktorý používame na vytváranie vektorov a matíc (podrobnejšie v kapitole Lineárna algebra):

Table( vyraz, iteračný predpis( 
Explicitné cykly:

Do[ príkazy, iteračný predpis ]


For[počiat. priradenia, test, krok, príkazy ] 
Príkazy vo všetkých typoch cyklov sú (podobne ako pri procedúrach) oddelené od seba bodkočiarkou. V cykle Do je po skončení postupnosti príkazov, ktoré sa majú v cykle opakovať, čiarka a za ňou nasleduje iteračný predpis. 

Popíšeme teraz príkaz For. V počiatočných priradeniach priradíme riadiacej premennej (riadiacim premenným) počiatočné hodnoty. Ak máme viac ako jedno počiatočné priradenie, musíme ich od seba oddeliť bodkočiarkou. Ak sme už pred cyklom priradili riadiacej premennej cyklu počiatočnú hodnotu, počiatočné priradenia môžeme v cykle For vynechať (nemusíme písať ani čiarku ako napr. v programova-com jazyku C). Potom nasleduje test na pokračovanie cyklu. Tvorí ho relačný alebo logický výraz, ktorým určujeme, koľkokrát sa má opakovať postupnosť príkazov. Príkazy sa budú opakovať, pokiaľ bude test pravdivý. Akonáhle bude test nepravdivý, príkazy sa už nevykonajú a cyklus sa ukončí. Test musí obsahovať aspoň jednu premennú, ktorej hodnota sa v príkazoch mení. V opačnom prípade dostaneme nekonečný cyklus. Krok udáva hodnotu, o ktorú sa má meniť hodnota riadiacej premennej cyklu (pre zväčšovanie, resp. zmenšovanie hodnoty celočíselnej riadiacej premennej o 1 môžeme použiť aj operátory inkrementovania ++, resp. dekrementovania --, ktoré sa používajú v programovacom jazyku C). Pokiaľ meníme hodnotu riadiacej premennej cyklu v rámci príkazov, môžeme aj časť „krok“ vynechať. Zdôrazňujeme, že v cykle For môžu byť mimo príkazov maximálne tri čiarky, ktoré oddeľujú od seba jednotlivé parametre príkazu For. Všade inde musíme dávať bodkočiarky!

Príklady:

Použitie explicitných cyklov si ukážeme znova na príklade Taylorovho rozvoja, kde budeme stupeň rozvoja udávať ako riadiacu premennú cyklu. 

Do( rozvoj1[-2Pi, 2Pi, 0, k], (k, 1, 15, 7((
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To isté urobíme aj pre cyklus For:

For[k=1, k<=15, k = k+7, rad1[-2Pi, 2Pi, 0,k]]
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Uvedieme si ešte jednoduchý príklad na vnorený cyklus. Vypíšeme hodnotu dvojice i, j, kde i pôjde od 1 po 4 s krokom 1 a j sa bude meniť od 1 po i –1 s krokom 1. Pretože pre i = 1 by j malo ísť od 1 po 0 s krokom 1 (čo nie je možné), tento príkaz sa nevykoná a výpis teda začína až dvojkou v prvej zložke usporiadaných dvojíc.

Do[ Print[ {i, j} ], {i, 4}, {j, i - 1}]

{2, 1}

{3, 1}

{3, 2}

{4, 1}

{4, 2}

{4, 3}

Implicitné cykly:

While[ podmienka, príkazy]


Until[ príkazy, podmienka]

V prípade cyklu While sa testuje podmienka na vykonanie príkazov, t. j. príkazy sa vykonajú, ak je podmienka pravdivá. V opačnom prípade sa cyklus ukončí. Ak podmienka nie je pravdivá hneď na začiatku cyklu, príkazy sa nevykonajú ani raz. 

V prípade cyklu Until sa podmienka testuje na ukončenie cyklu. Po každom vykonaní príkazov sa testuje, či je podmienka pravdivá. Ak je pravdivá, cyklus sa ukončí, ak nie je pravdivá, príkazy sa vykonajú znova. Pretože podmienka sa testuje na ukončenie cyklu, príkazy v cykle Until sa vždy vykonajú aspoň raz. Na rozdiel od príkazu While, ktorý je implementovaný v systéme Mathematica , príkaz cyklu Until treba pred použitím nahrať z Mathematica packages príkazom:

<<ProgrammingExamples`Until`

Pri podmienenom opakovaní príkazov v obidvoch cykloch While a Until (podobne ako v príkaze For) musí podmienka obsahovať aspoň jednu premennú, ktorej hodnota sa v príkazoch mení. V opačnom prípade dostaneme nekonečný cyklus. Príkazy sú od seba oddelené bodkočiarkou.

Príklady:

Cyklus While a Until si vyskúšame na rozvoji funkcie f(x) do Taylorovho radu v bode 0, pričom počet členov radu bude daný presnosťou (posledný člen bude ten, ktorého koeficient bude v absolútnej hodnote väčší ako 0 a menší ako daná presnosť). Postupnosť príkazov si budeme definovať ako procedúru rozvoj2 s jedným formálnym parametrom e, ktorý bude predstavovať požadovanú presnosť. Na výber koeficientu pri xk vo výraze je v systéme Mathematica príkaz:

Coefficient( výraz, x, k (
koeficient, ktorý je vo výraze pri xk
rozvoj2[e_]:=

Module[{r, k}, r = 1; k = 0; While[ Abs[ Coefficient[r, x, k] ] >= e, k++;  r = Normal[ Series[ Exp[x], {x, 0, k} ] ]; Print[ r ] ] ]

rozvoj2[0.01]

1 + x

             x2
1 + x + --

             2

             x2    x3

1 + x + -- + --

             2     6

             x2    x3   x4

1 + x + -- + -- + --

             2     6   24

             x2   x3    x4   x5

1 + x + -- + -- + -- + ---

             2    6    24  120

To isté si napíšeme pomocou cyklu Until. Najprv nahráme súbor, kde je tento príkaz:

<<ProgrammingExamples`Until`

rozvoj3[e_ ]:= 

Module[ {r, k}, r = 1; k = 0;  Until[k++; r = Normal[ Series[ Exp[x], {x, 0, k} ] ]; Print[r ], Abs[Coefficient[r, x, k]]<=e] ]

rozvoj3[0.01]

1 + x

             x2
1 + x + --

             2

             x2    x3

1 + x + -- + --

             2     6

             x2    x3   x4

1 + x + -- + -- + --

             2     6   24

             x2   x3    x4   x5

1 + x + -- + -- + -- + ---

             2    6    24  120

Okrem príkazov cyklu systém Mathematica poskytuje ešte aj funkcie na opakovanie výpočtov. Sú to funkcie, ktoré nám umožňujú iteračné výpočty :

Nest [ f, výraz, n ]
aplikuje f na výraz n krát ( ako n – násobne vnorenú funkciu)

NestList [ f, x, n ]
vytvorí zoznam {x, f [ x ], f [ f [x ] ], ... } , kde posledný člen zoznamu je n – násobne vnorená funkcia f

FixedPoint [ f, výraz ]
aplikuje f rekurzívne na výraz dovtedy, pokiaľ sa výsledok už viackrát za sebou nemení

FixedPointList [ f, výraz]
vytvorí zoznam {x, f [x], f [f[x]], ... }, zastaví sa, keď sa prvky už viackrát za sebou nemenia
FixedPointList [ f, výraz, SameTest ( rozdiel ]    výpočet sa zastaví, keď funkcia rozdiel aplikovaná na dva po sebe idúce výsledky nadobudne hodnotu True 

Pri príkaze FixedPointList sa funkcia rozdiel aplikuje postupne na každé dve po sebe vypočítané hodnoty, ktorých meno nepoznáme. Preto v tomto prípade používame tzv. čistú funkciu, ktorá umožní používať „anonymné“ parametre bez uvedenia ich explicitného mena.  Jej definícia je nasledovná:

Function(x, výraz(
čistá funkcia s jedným formálnym parametrom x

Function((x1, x2, …  (, výraz(
čistá funkcia s viacerými argumentami
výraz (
čistá funkcia, v ktorej sú argumenty špecifikované ako (1, (2, …, kde (1 je prvý argument, (2 druhý argument čistej funkcie….

Čistú funkciu používame vtedy, keď chceme daný výraz použiť bez toho, aby sme ho definovali ako funkciu s explicitným menom, resp. keď chceme použiť parametre bez ich explicitného mena (niekedy sa jej hovorí aj anonymná funkcia). Napríklad:

Abs[#1 - #2] & [x, y]

Abs[x - y]

NestList[1/(# - 1) &, x, 2]

        1               1

{x, ------,      -----------}

    -1 + x           1

               -1 + ------

                     -1 + x

Príklady použitia príkazov Nest a FixedPoint vo všetkých ich variantoch:

Použitie horeuvedených funkcií si ukážeme na  riešení rovnice 8x3 - 6x + 1 = 0 pomocou  iteračnej metódy. Ako iteračnú funkciu si zvolíme g[ x ] = (8x3+ 1)/6. Ako štartovací bod si zvolíme x = 0.25. Najprv vypočítame len desiatu iteráciu, potom  si necháme vypísať všetkých 10 iterácií.

g[ x_ ]:= (8x^3 + 1)/6

Nest[ g, 0.25, 10]

0.173648

NestList[ g, 0.25, 10 ]

{0.25, 0.1875, 0.175456, 0.173868, 0.173675, 0.173651, 0.173649, 0.173648,  0.173648, 0.173648, 0.173648}

Teraz použijeme funkciu FixedPoint vo všetkých jej troch verziách. Najprv si necháme vypísať len hodnotu, ktorá sa už vo viacerých po sebe idúcich iteráciách nemení, potom vypíšeme všetky hodnoty iterácií až do skončenia výpočtu a nakoniec ako podmienku ukončenia výpočtu uvedieme rozdiel dvoch po sebe idúcich iterácií menší ako 10 –4:

FixedPoint [ g, 0.25 ]

0.173648

FixedPointList[ g, 0.25 ]

{0.25, 0.1875, 0.175456, 0.173868, 0.173675, 0.173651, 0.173649, 0.173648, 0.173648, 0.173648, 0.173648, 0.173648, 0.173648, 0.173648, 0.173648, 0.173648, 0.173648, 0.173648, 0.173648}
FixedPointList[g,0.25,SameTest((Abs[#1-#2] < 10.^-4 &)] 

{0.25, 0.1875, 0.175456, 0.173868, 0.173675, 0.173651}

Poznámka:

Všimnite si použitie čistej funkcie pri testovaní rozdielu dvoch po sebe idúcich členov v príkaze FixedPointList.
4.4. Podmienené príkazy

Systém Mathematica poskytuje niekoľko možností vetvenia programu. Môžeme používať buď podmienený operátor /; (dvojznak lomítko  bodkočiarka ), alebo podmienené príkazy. Podmienený operátor sa najčastejšie používa pri definícii funkcií :

funkcia := predpis /; test

Ďalej máme k dispozícii niekoľko podmienených príkazov :

If [ test, príkazy1, príkazy2 ]   ak je test pravdivý, vykonajú sa príkazy1; ak test nie je pravdivý, vykonajú sa príkazy2

Which [ test1, príkazy1, test2, príkazy2, ... , True, príkazy]  vykonajú sa len tie príkazy, ktorých test je pravdivý. Napr. ak je pravdivý test1, vykonajú sa príkazy1, atď... . Vždy môže byť pravdivý nanajvýš jeden testi. Ak nie je pravdivý ani jeden testi , vykonajú sa príkazy, ktoré sú za True
Switch [ výraz, hodnota1, príkazy1, hodnota2, príkazy2, …, _, príkazy(   Najprv sa vyhodnotí výraz (aritmetický výraz). Potom sa vykonajú tie príkazyk, ktoré sú uvedené za hodnotouk zhodnou s hodnotou výrazu. Aby sa predišlo nejednoznačnosti pri vyhodnoco-vaní príkazu Switch, všetky hodnotyk musia byť navzájom rôzne. Ak výraz nie je rovný ani jednej hodnotek, vykonajú sa príkazy, ktoré sú za znakom podčiarknutia _ .

Vo všetkých podmienených príkazoch sú príkazy opäť oddelené bodkočiarkami.

Príklady:

Ako prvé si ukážeme definíciu funkcie pomocou podmieneného operátora. Bude to funkcia, ktorá bude rovná 1 pre x > 0 a rovná -1 pre x ( 0.

f[x_]:= 1/; x > 0

f[x_]:= -1/; x <= 0

Plot[ f[x], {x, -10, 10} ]

[image: image244.png]



Teraz si tú istú funkciu budeme definovať pomocou príkazu If.

g[x_]:= If[x > 0, 1, -1]

Plot[ g[x], {x, -10, 10} ]

[image: image245.png]



Príkaz Which nám umožňuje vyberať z viac ako dvoch alternatív. Teraz si budeme definovať funkciu, ktorá bude rovná parabole x2 pre x < 0, priamke x+3 pre 0 ( x ( 5,  ln(x) pre 5 < x ( 10 a zápornej tretej odmocnine z  x všade inde.

Clear[f, g]
f[x_]:=Which[x<0,x^2, 0<=x<=5, x + 3, 5<x<=10, Log[x], True, -x^(1/3)]

Plot[f[x], {x,-20,20}]

[image: image246.png]



Príkaz Switch môžeme použiť napr. na vytvorenie trojdiagonálnej matice typu 5 x 5, ktorá bude mať na hlavnej diagonále 2, pod hlavnou diagonálou 3 a nad hlavnou diagonálou 1. Maticu vytvoríme príkazom Table. Na zobrazenie matice v tvare tabuľky použijeme príkaz MatrixForm (podrobnejšie informácie o príkaze Table a MatrixForm budú v kapitole lineárne algebra).

MatrixForm( matica (
m=Table[Switch[i - j, 0, 2, -1, 1, 1, 3, _, 0], {i, 5}, {j, 5} ];

MatrixForm[m]

2   1   0   0   0

3   2   1   0   0

0   3   2   1   0

0   0   3   2   1

0   0   0   3   2

Tento príklad na príkaz Switch nie je vhodný pre tvorbu veľkých trojdiagonálnych matíc, pretože vyžaduje veľa krokov (je to tzv. O(n2) algoritmus). Existujú oveľa rýchlejšie algoritmy na vytváranie trojdiagonálnych matíc veľkých rozmerov (alebo priamo štandardný príkaz systému Mathematica). Tieto popíšeme v kapitole 6 – Metódy lineárnej algebry v systéme Mathematica.

Pri vykonávaní cyklu (najčastejšie pri vnorených cykloch) často nastanú situácie, keď potrebujeme cyklus ukončiť prv, než by končil na základe počtu opakovaní alebo podmienky. Vtedy máme možnosť použiť príkazy na prerušenie cyklu alebo procedúry (príkazy sú rovnaké ako v programovacom jazyku C):

Break( (
ukončí  cyklus
(v prípade vnorených cyklov ten, v ktorom sa nachádza)

Continue( (
preskočí momentálnu hodnotu riadiacej premennej cyklu a ide na najbližší ďalší krok

Return(výraz(
ukončí  činnosť všetkých funkcií, procedúr a cyklov v rámci danej procedúry a vráti hodnotu výraz

Príklady:

Ukážeme použitie príkazu Break( (, ktorý spôsobí, že sa cyklus ukončí, akonáhle bude hodnota t väčšia ako 19.
t = 1; Do[t = t*k; Print[ t ]; If [ t >19, Break[ ] ], {k,10}]

1

2

6

24

Teraz si ukážeme použitie príkazu Continue. Podobne ako v predchádzajúcom príklade budeme opäť vypisovať hodnoty t, ktorú však budeme okrem násobenia premennou k ešte v každom kroku (okrem krokov pre k = 1, 2, 3 ) zväčšovať o konštantu 2:

t = 1; Do[ t = t * k; Print["k= ",k,"; t= ",t]; If[k<3, Continue[] ] ;t = t+2;Print["t= ",t], {k,10}]

k= 1; t= 1

k= 2; t= 2

k= 3; t= 6

t= 8

k= 4; t= 32

t= 34

k= 5; t= 170

t= 172

k= 6; t= 1032

t= 1034

k= 7; t= 7238

t= 7240

k= 8; t= 57920

t= 57922

k= 9; t= 521298

t= 521300

k= 10; t= 5213000

t= 5213002

Úlohy na riešenie
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4.1. Príkazom FindRoot riešte rovnice:

1. 2 cos2 x + 3 sin x = 3

2. 3 sin2 x + 2 sin x – 1 = 0

3. x4 + x2 -  2

4. –2x3 + 3x2 + 2x + 1 = 0.

4.2. Vykreslite Taylorov rozvoj funkcie cos x v bode 0 spolu s funkciou cos x pre rôzny stupeň Taylorovho rovoja

4.3. Vykreslite Taylorov rozvoj funkcie ex v bode 0 spolu s funkciou ex pre rôzny stupeň Taylorovho rovoja

4.4. Urobte tabeláciu funkciu f(x) s krokom h = 0.1, ak:



1. f(x) = 
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3. f(x) = 
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4.5. Urobte súčet postupnosti (an( až do člena, ktorý je menší ako 0.001, ak

1. an = 
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3. an = 
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4.6. Nakreslite graf funkcie f(x), ak

1. f(x) = 
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2. f(x) = 
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4.7. Nech H(x) = 
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. Nakreslite graf funkcie f(x), kde

1. f(x) = H(x - 1)

2. f(x) = H(x – 2)

3. f(x) = H(x – 1) – H(x – 2).

4.8. Vytvorte trojdiagonálnu maticu typu 6 x 6, ktorá bude mať

1. na hlavnej diagonále 
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2. na hlavnej diagonále i2‑, pod hlavnou diagonálou i2 – j a nad hlavnou diagonálou i2 + j,

kde i je index riadku a  j je index stĺpca matice.

4.9. Fibonacciho čísla sú definované nasledovne:

f n+2 = f n+1 + f n , kde f1 = f​2 = 1.

Vypočítajte prvých 10 členov postupnosti.
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V tejto kapitole sme sa naučili:

· definovať a používať: 

· užívateľské funkcie a procedúry

· „čisté“ funkcie

· príkazy na vytváranie cyklov

· podmienené príkazy.
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5. Riešenie algebraických, transcendetných rovníc a sústavy rovníc

Systém Mathematica chápe rovnice ako logické výroky. Ak napíšeme x^2+3x==5, systém Mathematica to interpretuje ako logický výrok, ktorý vyjadruje, že x^2+3x je rovné 5. Ak by sme mali už predtým priradenú hodnotu x = 2, hodnota tohto výroku by bola False. 

Polynomické rovnice stupňa nanajvýš 4 môžeme riešiť symbolicky. Polynomické rovnice vyšších stupňov a transcendentné rovnice už musíme riešiť numericky. Riešenie systémov lineárnych algebraických rovníc bude prebraté v kapitole 6 – lineárna algebra. V tejto kapitole sa im budeme venovať len okrajovo.

5.1. Symbolické riešenie rovníc

ľavá strana == pravá strana
symbolická rovnica

Solve[ lsr == psr, x]

riešenie rovnice pre neznámu x

Solve[ {lsr1==psr1, lsr2==psr2, ... }, {x, y, ... } ]
riešenie systému rovníc

Reduce[ lsr == psr, x]

riešenie kvadratickej rovnice; výsledok sú všetky možné riešenia
Reduce[ {lsr1==psr1, lsr2==psr2, ... }, {x, y, ... } (
riešenie systému rovníc v tvare jednoduchých rovníc

Eliminate[ {lsr1==psr1, lsr2==psr2, ... }, {x, y, ... } ]
eliminácia premenných x, y, ... zo systému rovníc

Príklady:

Systém Mathematica vie riešiť kvadratické rovnice s číselnými koeficientami rovnako dobre ako so symbolickými koeficientami:

Solve[ x^2 - 7x +5 == 0, x]

           7 - Sqrt[29]          7 + Sqrt[29]

{{x -> ------------}, {x -> ------------}}

                    2                           2

N[%]

{{x -> 0.807418}, {x -> 6.19258}}

Solve[a x^2 + b x + c == 0, x]

                          2                                        2

          -b - Sqrt[b  - 4 a c]           -b + Sqrt[b  - 4 a c]

{{x -> ---------------------}, {x -> ---------------------}}

                   2 a                                        2 a

Teraz si ukážeme riešenie tej istej kvadratickej rovnice so symbolickými koeficientami príkazom Reduce:

Reduce[a x^2 + b x + c == 0, x]
                                         2

                         -b - Sqrt[b  - 4 a c]

a != 0 && x == ---------------------    || 

                                      2 a

                                            2

                          -b + Sqrt[b  - 4 a c]

 a != 0 && x == --------------------- || c == 0 && b == 0 && a == 0 

                                      2 a

 || 

                                 c

 b != 0 && x == - ( -- ) && a == 0

                                 b

Z predchádzajúceho príkladu vidíme najdôležitejší rozdiel medzi riešením kvadratickej rovnice v symbolickom tvare funkciou Solve a Reduce. Funkcia Reduce nájde všetky možné riešenia rovnice (resp. systému rovníc), zatiaľ čo Solve len tzv. všeobecné riešenie. Riešenie nazývame "všeobecným", ak obsahuje podmienky len pre tie premenné, pre ktoré riešime rovnicu a nie aj pre ostatné parametre rovnice (resp. systému rovníc). Ďalší rozdiel medzi Solve a Reduce je, že Reduce vždy vráti kombináciu jednoduchých rovníc používajúc logické operátory || a &&, zatiaľ čo Solve dáva výsledky v tvare transformačných pravidiel. 

V niektorých prípadoch symbolických rovníc je výhodnejšie použiť príkaz Reduce, ktorý nájde všetky riešenia v závislosti od parametrov rovnice. Ukážeme si to na príklade systému nelineárnych symbolických rovníc (aby sme nemuseli dva razy vypisovať tie isté rovnice, priradíme ich do premennej rovnice):

rovnice={x y == a, x^2 y^2 ==b}

Solve[rovnice,{x, y}]

                   2  2

{x y == a, x  y  == b}

{ }

Reduce[rovnice,{x, y}]

                                        
                                             2              

y == 0  &&  a == 0  &&  b == 0 || y != 0  &&  b  == a  &&   

          a

x == ---

          y

Vidíme, že príkaz Solve nenašiel riešenie, ale príkaz Reduce našiel všetky možné riešenia.

Pri riešení rovnice pomocou funkcie Solve nemôžeme ďalej priamo pracovať s hodnotami koreňov, pretože ich systém nepozná. Máme však dve možnosti: hodnotu koreňov dosadíme do x pomocou dosadzovacieho operátora a priradíme novej premennej, resp. ako novú premennú označíme priamo riešenie rovnice.

Solve[x^2 - 5x + 6 == 0, x]

{{x -> 2}, {x -> 3}}

x1 = x/.%

{2, 3}

x^2-5x+6/.x->x1

{0, 0}

sol = Solve[x^2 - 2x – 3 == 0,x]

{{x -> -1}, {x -> 3}}

(x^2 - 2x – 3)/.sol

{0, 0}

Riešenie systému rovníc: 

Solve[{x^2 + y^2 == 1, x + y == 3}, {x, y} ]

           3 - I Sqrt[7]         3 + I Sqrt[7]

{{x -> -------------, y -> -------------}, 

                     2                         2

           3 + I Sqrt[7]       3 - I Sqrt[7]

 {x -> -------------, y -> -------------}}

                    2                         2

N[%]

{{x -> 1.5 - 1.32288 I, y -> 1.5 + 1.32288 I}, 

 {x -> 1.5 + 1.32288 I, y -> 1.5 - 1.32288 I}}

Solve[{ x^2 + y^2 ==1, x + y == a}, {x, y} ]

                                2                               2                2

            a - Sqrt[2 - a ]         2 a + Sqrt[4 a  - 8 (-1 + a )]

{{x -> ----------------, y -> ------------------------------}, 

                      2                                      4

                                2                              2                2

           a + Sqrt[2 - a ]         2 a - Sqrt[4 a  - 8 (-1 + a )]

 {x -> ----------------, y -> ------------------------------}}

                       2                                       4

Solve[{a x + b y == 0, x + y == c}, {x, y} ]

                    a c               a c

{{x -> c + ------, y -> -(------)}}

                 -a + b           -a + b

Poznámka: Systém Mathematica vie nájsť exaktné riešenie polynomických rovníc stupňa menšieho alebo rovného 4. Pre rovnice stupňa 3 a 4 však môže byť toto riešenie veľmi komplikované (najmä ak sú niektoré parametre symbolické). Ak je stupeň polynomickej rovnice ( 5, resp. ak to je transcendentná rovnica, je matematicky nemožné nájsť explicitný tvar riešenia. Systém Mathematica v takomto prípade používa na vyjadrenie riešenia funkciu Roots . Ak použijeme na takto vyjadrené riešenie funkciu N, získame numerické riešenie rovnice. Ak nepotrebujeme nutne explicitné riešenie rovnice, je vhodné používať namiesto symbolického riešenia  priamo numerické riešenie rovnice (resp. systému rovníc).

Riešenie polynomických rovníc vyššieho stupňa:

Solve[x^5 + 2x + 1 == 0, x]

                                       5

{ToRules[Roots[2 x + x  == -1, x]]}

N[%]

{{x -> -0.701874 - 0.879697 I}, {x -> -0.701874 + 0.879697 I}, 

 {x -> -0.486389}, {x -> 0.945068 - 0.854518 I}, 

 {x -> 0.945068 + 0.854518 I}}

Riešenie systému polynomických rovníc vyššieho stupňa:

Solve[{x^3 + y^3 == x y, x + y + x y == 1},{x, y} ]

                                                        2       3      4     5

{ToRules[Roots[4 x == 3 - 3 y + y  - 2 y  - 2 y  - y , x, 

                                            2      3        4        5     6

   Using -> Roots[-4 y + 2 y  + y  + 4 y  + 3 y  + y  == -1, y]]]}

N[%]

{{x -> -1.74543 + 1.2018 I, y -> -1.74543 - 1.2018 I}, 

 {x -> -1.74543 - 1.2018 I, y -> -1.74543 + 1.2018 I}, 

 {x -> -0.17169 + 1.14626 I, y -> -0.17169 - 1.14626 I}, 

 {x -> -0.17169 - 1.14626 I, y -> -0.17169 + 1.14626 I}, 

 {x -> 0.507861, y -> 0.326382}, {x -> 0.326382, y -> 0.507861}}

Systém rovníc môžeme napísať aj v nasledujúcom tvare (v tvare vektora ľavých a pravých strán):

Solve[ {3x + y, 2x - 5y} == {7, 8}, {x, y} ]

            43          10

{{x -> --, y -> -(--)}}

           17           17

N[%]

{{x -> 2.52941, y -> -0.588235}}

Ďalej si ukážeme elimináciu premenných z rovnice, resp. rovníc. V prvom prípade budeme zo systému rovníc eliminovať premennú y, v druhom prípade parameter a:

Eliminate[{a x + y == 0, 2x + (1 - a) y == 1}, y]

          2

(2 - a + a ) x == 1

Eliminate[{x == 1 + 2 a, y == 9 + 2x}, a]

y == 9 + 2 x
5.1.1. Riešenie logických kombinácií rovníc

Keď napíšeme do príkazu Solve systém rovníc, predpokladá sa, že všetky rovnice majú byť splnené súčasne:

Solve[{x + y == 1, x – y == 2}, {x, y}]

            3           1

{{x -> -, y -> -(-)}}

            2           2

Solve[{x + y == 1 &&  x – y == 2}, {x, y}]

            3           1

{{x -> -, y -> -(-)}}

            2           2

Niekedy však má byť splnená aspoň jedna z rovníc. Vyjadriť to môžeme pomocou logického operátora ||

Solve[{x+y==1 || x-y==2},{x,y}]

Solve::svars: 

   Warning: Equations may not give solutions for all "solve"

     variables.

Solve::svars: 

   Warning: Equations may not give solutions for all "solve"

     variables.

{{x -> 1 - y}, {x -> 2 + y}}

Často potrebujeme vypočítať riešenie rovnice napr. rôzne od 0. Vtedy tiež môžeme použiť logický výraz:

Solve[x^3 == x, x]

{{x -> -1}, {x -> 0}, {x -> 1}}

Solve[x^3 == x && x != 0, x]

{{x -> -1}, {x -> 1}}

5.2. Numerické riešenie rovníc a systému rovníc

Už sme spomínali, že symbolické riešenie rovníc používame len v prípade symbolických rovníc, resp. ak potrebujeme poznať exaktné riešenie a nestačí nám jeho numerická aproximácia. Vo všetkých ostatných prípadoch používame numerické riešenie, ktoré je jednak oveľa rýchlejšie a môžeme ho použiť na riešenie ľubovoľného typu algebraických rovníc. 

Na numerické riešenie algebraických rovníc má systém Mathematica nasledovné príkazy:

NSolve[ lsr == psr, x]
numerická aproximácia koreňov polynomickej rovnice

NSolve[ lsr == psr, x, n]
numerická aproximácia koreňov polynomickej rovnice s n-číselnou presnosťou
NSolve[{lsr1==psr1, lsr2==psr2,...}, {x, y, ...} ]
numerická aproximácia koreňov systému polynomických rovníc

NSolve[{lsr1==psr1, lsr2==psr2, ...}, {x, y, ...}, n ] 
numerická aproximácia koreňov systému polynomických rovníc  s n-číselnou presnosťou

FindRoot[ lsr == psr, {x, x0} ]
numerické riešenie rovnice s počiatočnou iteráciou x= x0
FindRoot[ lsr == psr, {x, {x0, x1} } ]
 numerické riešenie rovnice, pričom ako prvé dve hodnoty x sa použijú x0 a x1 (tento tvar musíme použiť, ak nie je možné nájsť symbolickú deriváciu rovnice)

FindRoot[ lsr == psr, {x, x0, xmin, xmax } ]
hľadá numerické riešenie rovnice so štartovacím bodom x = x0. Výpočet sa zastaví, ak hodnota x bude mimo daného intervalu

FindRoot[ {lsr1==psr1, lsr2==psr2,... }, {x, x0}, {y, y0}, ... ] numerické riešenie systému rovníc

Ak rovnice obsahujú len lineárne funkcie alebo polynómy nižších stupňov, na ich  numerické riešenie môžeme použiť funkciu NSolve, ktorá nepožaduje zadanie počiatočnej hodnoty a vypočíta všetky riešenia. Ak však rovnica obsahuje komplikovanejšie funkcie, potom jej riešenie musí systém Mathematica hľadať s použitím numerickej metódy na riešenie nelineárnych rovníc. Tu už musíme použiť funkciu FindRoot, v ktorej vždy zadávame počiatočnú hodnotu premennej. Aj keď má rovnica viac riešení, FindRoot vráti vždy len jedno riešenie, ktoré nájde ako prvé. Ak chceme nájsť ďalšie riešenie, musíme zmeniť počiatočnú hodnotu premennej. Funkcia FindRoot je schopná nájsť aj komplexný koreň, ak ako počiatočnú hodnotu zadáme komplexné číslo. Ak zadáme jednu počiatočnú hodnotu, FindRoot použije na hľadanie koreňa Newtonovu metódu. Ak zadáme prvé dve hodnoty aproximácie, používa sa metóda sečníc. Obidve metódy sú však veľmi citlivé na voľbu počiatočnej hodnoty (resp. hodnôt). Pri nevhodnej voľbe, vzdialenej od hodnoty koreňa, budú metódy divergovať. Maximálny počet iterácií je implicitne nastavený na 15. Môžeme ho zväčšiť voľbou:


MaxIterations-( n

Odporúčame však radšej použiť hodnotu, ktorú funkcia FindRoot vypočítala pri danom počte iterácií ako novú počiatočnú hodnotu vo funkcii FindRoot (tento postup môžeme opakovať aj viackrát). Musíme však dávať pozor na to, aby derivácia funkcie nebola v počiatočnej hodnote rovná 0 (pri Newtonovej metóde je derivácia funkcie v menovateli: xn=xn – 1  - 
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 ). Ďalšie voľby funkcie FindRoot môže čitateľ nájsť v Helpe.

Príklady:

Numerické riešenie polynomickej rovnice:

NSolve[x^5 + 7x + 1 == 0, x]

{{x -> -1.11308 - 1.15173 I}, {x -> -1.11308 + 1.15173 I}, {x -> -0.142849},  {x -> 1.1845 - 1.15139 I}, {x -> 1.1845 + 1.15139 I}}

Teraz zadáme požiadavku na 20-číselnú presnosť(t. j. na 20 platných číslic):

NSolve[x^5 + 7x + 1 == 0, x, 20]

{{x -> -1.1130779765477107356 - 1.15173436215167430505 I}, 

 {x -> -1.1130779765477107356 + 1.15173436215167430505 I}, 

 {x -> -0.14284864552500443411}, 

 {x -> 1.18450229931021295266 - 1.1513900754088370747 I}, 

 {x -> 1.18450229931021295266 + 1.1513900754088370747 I}}

Riešenie systému polynomických rovníc:

NSolve[{x^3+y^3==x y, x + y+ x y == 1}, {x, y}]

{{x -> -1.74543 - 1.2018 I, y -> -1.74543 + 1.2018 I}, 

 {x -> -1.74543 + 1.2018 I, y -> -1.74543 - 1.2018 I}, 

 {x -> -0.17169 - 1.14626 I, y -> -0.17169 + 1.14626 I}, 

 {x -> -0.17169 + 1.14626 I, y -> -0.17169 - 1.14626 I}, 

 {x -> 0.326382, y -> 0.507861}, {x -> 0.507861, y -> 0.326382}}

Teraz si ukážeme všetky varianty použitia funkcie FindRoot na riešenie transcendentných rovníc. V kapitole 4 o programovacích prostriedkoch sme pri riešení nelineárnych rovníc navrhli pre lepšiu orientáciu pri voľbe počiatočnej hodnoty najprv nakresliť ľavú stranu rovnice. K tomu sme zadefinovali funkciu graf(a, b(, ktorú teraz použijeme, ale zmodifikujeme ju tak, že ako tretí formálny parameter dáme k, ktorý použijeme pre určenie rozsahu vykresľovania funkcie f(x):

graf[a_,b_,k_]:=Plot[f[x], {x, a ,b}, AxesOrigin( {0, 0}, PlotRange->{-k, k}]

Najprv budeme hľadať korene rovnice 3 cos(x) = ln(x). Zadefinujeme teda funkciu f(x) = 3 cos(x) – ln(x) a nakreslíme jej graf na intervale (0.1, 30( s rozsahom vykresľovania (-5, 5):

f[x_]:=3Cos[x] - Log[x]

graf[0.1, 30, 5]
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Z grafu vidíme, že rovnica má 7 koreňov. Vypočítame ich postupne príkazom FindRoot vždy s novou počiatočnou hodnotou. Ako prvú počiatočnú hodnotu dáme 1, potom 5, 7, 12, 14, 17 a 19. Aby sme nemuseli stále kopírovať ten istý príkaz FindRoot pre novú počiatočnú hodnotu, použijeme funkciu koreň(x0(, ktorú sme tiež zaviedli v kapitole 4:

koreň[x0_]:=FindRoot[f[x] == 0, {x, x0}]

Teraz už túto funkciu použijeme pre 7 rôznych počiatočných hodnôt:

koreň[1]

{x -> 1.44726}

koreň[5]

{x -> 5.30199}

koreň[7]

{x -> 7.13951}

koreň[12]

{x -> 11.9702}

koreň[14]

{x -> 13.1064}

koreň[17]

{x -> 18.6247}

koreň[19]

{x -> 19.0387}

Ako ďalší príklad ukážeme nevhodnú voľbu počiatočnej hodnoty, v ktorej bude derivácia funkcie rovná 0. Budeme riešiť rovnicu x2 – 1 = 0 a ako počiatočnú hodnotu zvolíme 0:

FindRoot[x^2 – 1 == 0, {x, 0}]

LinearSolve::sing: Matrix {{0.}} is singular.

FindRoot::jsing: 

   Encountered a singular Jacobian at the point x = 0.. Try

     perturbing the initial point(s).

                  2

FindRoot[x  - 1 == 0, {x, 0}]

Teraz si ukážeme riešenie rovnice, ktorá nemá reálny, ale len komplexný koreň. Je to napr. rovnica sin(x) = 2. Prv, ako zadefinujeme novú hodnotu funkcie f, zrušíme jej predchádzajúcu definíciu príkazom Clear:

Clear(f(
f[x_]:=Sin[x] – 2

Graf funkcie nakreslíme na intervale (-2(, 2(( z rozsahom vykresľovania (-4, 4):

graf[-2Pi, 2Pi, 4]
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Vidíme, že rovnica nemá reálne korene. Preto ako počiatočnú hodnotu dáme imaginárnu jednotku I najprv so znamienkom + a potom - :

koreň[I]

{x -> 1.5708 + 1.31696 I}

koreň[-I]

{x -> 1.5708 - 1.31696 I}

Ako ďalší príklad použitia funkcie FindRoot ukážeme jej variantu so zadaním prípustného intervalu pre koreň. Budeme hľadať koreň rovnice sin(x) = 0, ktorý leží v intervale (0.5, 1.5(. Pretože taký koreň neexistuje, systém Mathematica vypíše chybové hlásenie a vráti poslednú hodnotu, ktorú vypočítala:

FindRoot[Sin[x] == 0, {x,1, 0.5, 1.5}]

FindRoot::regex: 

   Reached the point {-0.557408} which is outside the region {{0.5, 1.5}}.

{x -> -0.557408}

Systém Mathematica vie riešiť aj veľmi komplikované rovnice. Ukážeme riešenie rovnice, ktorá bude obsahovať Riemannovu zeta funkciu. Pretože v tomto prípade nevie systém Mathematica vyjadriť iteračnú formulu v explicitnom tvare, musí použiť metódu sečníc a teda musíme mu zadať nie jednu, ale dve štartovacie hodnoty:

FindRoot[Zeta[0.5 + I t] == 0, {t, {12, 13}} ]

                                         -7

{t -> 14.1347 - 4.42626 10   I}

Nakoniec si ukážeme riešenie systému transcendentných rovníc. V prípade dvoch rovníc o dvoch neznámych môžeme pre odhad počiatočných hodnôt využiť príkaz ImplictPlot:

<<Graphics`ImplicitPlot`

ImplicitPlot[{Sin[x] == x - y, Cos[x] == x + y}, {x, -Pi/2, Pi/2}]
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FindRoot[{Sin[x] == x - y, Cos[x] == x + y}, {x, 1}, {y, 0}]

{x -> 0.704812, y -> 0.0569214}
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Úlohy na riešenie

5.1. Riešte rovnice jednej premennej:

1. x + log (x) = 0

2. x log (x) = 1

3. x4 + 3x – 1 = 0

4. e –x + x2 – 2 = 0

5. x3 – 3x2 + x – 1 = 0

6. e x + e –3x – 4 = 0

7. cos x = x2
8. sin x – e x + 1.5 = 0

9. 2x – ln x – 4 = 0

10. x3 + log x = 0

11. 2 x – 4x = 0

5.2. Riešte systémy rovníc:

1. x2 – y2 – 2x – 2y – 1 =0, 
x2 + y2 – 4x + 1 = 0

2. e xy – x2 + y = 0, 


x2 + y2 = 4

3. (x – 1)2 + (y – 2)2 = 3, 
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4. y2 (1 – x) = x3,


x2 + y2 = 1

5. (x2 + y2) 2 = 2xy,


y = x3
6. x3 + y3 – 3xy = 0,

x2 + y2 = 1
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V tejto kapitole sme sa naučili:

· riešiť symbolicky rovnice a sústavy rovníc

· numericky riešiť rovnice a sústavy rovníc

· použiť príkaz ImplicitPlot.
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6. Metódy lineárnej algebry v systéme MATHEMATICA

6.1. Príkazy na vytváranie matíc

(x1, x2, …, xn(
n-rozmerný vektor 

((a11, a12, …, a1n(, (a21, a22, …, a2n(, …, (am1, am2, …, amn(( matica typu m x n

Table[f,{i,m},{j,n}]
vytvorí maticu rozmeru m krát n, pričom i, j - ty prvok je daný funkčnou hodnotou f(i,j), i = 1, .., m, j=1,..,n

Array[f,{m,n}]          
vytvorí maticu rozmeru m krát n, v ktorej i, j - ty prvok je daný symbolom f[i, j]

DiagonalMatrix[list]   
vytvorí diagonálnu maticu s prvkami vektora list na diagonále

IdentityMatrix[n]      
vytvorí štvorcovú jednotkovú maticu rozmeru n 

Table[0,{m},{n}]           
nulová matica,

Table[If[i>=j,f,0],{i,m},{j,n}]    dolná trojuholníková matica

Table[If[i<=j,f,0],{i,m},{j,n}]     horná trojuholníková matica

Table[Switch[i-j,-1,fp,0,fd,1,fl,_,0],{i, m},{j, n}]   
 trojdiagonálna matica, v ktorej výraz fp určuje pravú diagonálu, výraz fd diagonálu a výraz fl ľavú diagonálu 

Ak medzi prvkami vektora, resp. matice (ako vektora, ktorého prvky sú vektory) nie je žiadny vzťah, vypíšeme ich prvky do zložených zátvoriek. Ak vieme prvky vektora, resp. matice napísať pomocou funkčného vzťahu, používame príkaz Table, Array, …  . Rozmer vektora (či je riadkový alebo stĺpcový) určí systém Mathematica pri jeho použití pri násobení. 

Príklady:

x = (1, 2, 8, 4(
{1, 2, 8, 4}

A = ((2, 3, 1((-1, 0, 2(, (1, -1, 0((//MatrixForm

2    3    1

-1   0    2

1    -1   0

Table[If[i>=j,a[i,j],0],{i,3},{j,3}]//MatrixForm

a[1, 1]   0         0

a[2, 1]   a[2, 2]   0

a[3, 1]   a[3, 2]   a[3, 3]

Table[Switch[i - j, -1, i, 0, i^2, 1, j,_, 0], {i, 4}, {j, 4}]//MatrixForm 

1    1    0    0

1    4    2    0

0    2    9    3

0    0    3    16

V balíku LinearAlgebra`MatrixManipulation`, ktorý sa natiahne príkazom 

<<LinearAlgebra`MatrixManipulation`

sú vybudované ďalšie funkcie na vytváranie matíc.

UpperDiagonalMatrix[f,n]
vytvorí hornú trojuholníkovú maticu rozmeru n krát n s i,j-tym prvkom daným hodnotou f[i,j] 

LowerDiagonalMatrix[f,n]
vytvorí dolnú trojuholníkovú maticu rozmeru n krát n s i,j-tym prvkom daným hodnotou f[i,j]

ZeroMatrix[n]                       nulová matica rozmeru n krát n

ZeroMatrix[m,n]                  nulová matica rozmeru m krát n

HilbertMatrix[n]      Hilbertova matica H(n,n), kde H(i,j)=1/(i+j+1)

HankelMatrix[n]                 Hankelova matica rozmeru n krát n, s prvým riadkom rovným  1, 2, ..., n

HankelMatrix[list]               
Hankelova matica rozmeru n krát n, s prvým riadkom daným vektorom list

Príklady:

<<LinearAlgebra`MatrixManipulation`

Do[a[i,j]=(i+j)^2,{i,3},{j,3}];

MatrixForm[UpperDiagonalMatrix[a,3]]

4    9    16

0    16   25

0    0    36

HankelMatrix[{x,y,z}]//MatrixForm

x   y   z

y   z   0

z   0   0

6.2. Práca s podmaticami   

A[[i,j]]
i,j-ty prvok matice A

A[[i]]
i-ty riadok matice A

Transpose[A][[i]] alebo Map[#[[i]]&,A]      
i-ty stlpec matice A

A[[{i1,..,ir},{j1,..,js}]]    
podmatica zložená z prvkov, ktorých riadkový index  je z množiny {i1,..,ir} a stlpcový index z množiny {j1,..,js} 

A[[Range[i0,i1],Range[j0,j1] ]]    
podmatica zložená z prvkov, ktorých riadkový index  leží medzi i0 a i1 a stlpcový index medzi j0 a j1

Z balíka LinearAlgebra`MatrixManipulation` môžeme použiť ďalšie funkcie pre prácu s časťami matíc

AppendColumns[A1,A2,..]
spája stĺpce matíc A1,A2,.. 

AppendRows[A1,A2,..]
spája riadky matíc A1,A2,..

TakeRows[A,k] 
vyberie prvých k riadkov matice

TakeRows[A,-k]
vyberie posledných k riadkov matice

TakeRows[A,{m,n}]
vyberie m-tý až n-tý riadok matice

TakeColumns[A, k]
 
vyberie prvých k stĺpcov matice

TakeColumns[A, -k]
vyberie posledných k riadkov matice

TakeColumns[A,{k1, k2}]
vyberie m-tý až n-tý stĺpec matice

TakeMatrix[A,{i1, j1},{i2, j2}]      
vyberie podmaticu s ľavým horným rohom na pozícii i1,j1 a pravým dolným rohom na pozícii i2,j2

SubMatrix[A,{i,j},{d1,d2}]
vyberie podmaticu dimenzie (d1, d2) s ľavým horným rohom na pozícii i,j

BlockMatrix[blocks
vytvorí blokovú maticu

Príklady:

a={{a11,a12},{a21,a22}};MatrixForm[a]

a11   a12

a21   a22

b={{b11,b12},{b21,b22}};MatrixForm[b]

b11   b12

b21   b22

AppendColumns[a,b]//MatrixForm

a11   a12

a21   a22

b11   b12

b21   b22

mat=Array[m,{3,4}];MatrixForm[mat]

m[1, 1]   m[1, 2]   m[1, 3]   m[1, 4]

m[2, 1]   m[2, 2]   m[2, 3]   m[2, 4]

m[3, 1]   m[3, 2]   m[3, 3]   m[3, 4]

SubMatrix[mat,{2,2},{2,2}]//MatrixForm

m[2, 2]   m[2, 3]

m[3, 2]   m[3, 3]

6.3. Maticove operácie a funkcie

c v, c A                        
násobenie vektora v resp. matice A skalárom c

v.v, v.A, A.v, A.A         
násobenie vektorov a matíc

Transpose[A]               
transponovaná matica

Inverse[A]                    
inverzná matica

Det[A]                         
determinant matice 

Minors[A,k]                 
matica minorov k-teho stupňa

Sum[A[[i,i]],{i,Length[A]}] 
stopa matice

MatrixPower[A,n]               
n-tá mocnina matice

MatrixExp[A]                      
exponenta matice

Príklad:

MatrixForm[A=Table[1/(i+j),{i,3},{j,3}]]

1   1   1

-    -    -

2   3   4

1   1   1

-    -    -

3   4   5

1   1   1

-    -    -

4   5   6

invar1=Det[A]

  1

-----

43200
M=Minors[A,2]

invar2=(-1) Sum[M[[i,i]],{i,3}]

   1    1      1      1    1      1        1     1      1

{{ --,   --,   ---}, { --,   --,   ---}, {  ---,   ---,   ---  }}

   72  60  240    60  48  180    240  180  600

    131

- ( ----  )

   3600

invar3=Sum[A[[i,i]],{i,Length[A]}]

11

 --

12
charpoly=Det[A-x IdentityMatrix[3]]

                      2

   1           131 x       11 x         3

  -----     -   -----    +   -----  -  x

43200      3600         12

Pre maticu A zadanú prvým príkazom sme postupne vypočítali jej 3 invarianty vzhľadom na reláciu podobnosti a to determinant, súčet hlavných minorov 2.stupňa a stopu. Vidíme, že vystupujú tiež ako koeficienty charakteristického polynómu. Ďalej budeme ilustrovať Caley-Hamiltonovu vetu, ktorá hovorí, že matica je koreňom svojho charakteristického polynómu.

invar1 MatrixPower[A,0]+ invar2 MatrixPower[ A, 1] + invar3 MatrixPower[A, 2] + (-1)^3 MatrixPower[A,3]

{{0, 0, 0}, {0, 0, 0}, {0, 0, 0}}

Príklad:

Zaujímavým problémom, ktorý môže byť elegantne riešený pomocou predchádzajúcich funkcií systému Mathematica, je zisťovanie lineárnej závislosti respektíve nezávislosti funkcií. Využíva sa pritom podmienka na nulovosť respektíve nenulovosť Wronskiánu príslušného systému funkcií.

F={f1[x],f2[x],f3[x]};

W[F_]:=Table[D[F[[j]],{x,i-1}],{i,3},{j,3}]

MatrixForm[W[F]]

f1[x]     f2[x]     f3[x]

f1'[x]    f2'[x]    f3'[x]

f1''[x]   f2''[x]   f3''[x]

Simplify[Det[W[{Sin[x],Cos[x],Exp[x]}]]]

       x

-2 E

V tomto prípade bol Wronskián nenulový pre každé x a teda funkcie sú lineárne nezávislé. V nasledujúcich dvoch prípadoch je situácia opačná.

Simplify[Det[W[{Sinh[x],Cosh[x],Exp[x]}]]]

0

Simplify[Det[W[{Sin[x],Cos[x],Exp[I x]}]]]

0

Dot[v1,v2]
skalárny súčin vektorov

Inner[f,v1,v2,g]
zovšeobecnenie skalárneho súčinu, kedy f hrá úlohu súčinu a g úlohu súčtu 

Outer[f,v1,v2,..]
vonkajší súčin
Cross[v1,v2]
vektorový súčin v trojrozmernom priestore
Príkaz na vektorový súčin nie je štandardný; treba ho nahrať príkazom

((LinearAlgebra`CrossProduct`

Príklad:

Vďaka všeobecnosti funkcie Inner dokážeme napríklad počítať skalárny súčin a normu aj v priestore integrovatelných funkcií. Využijeme pritom tzv. „čistú“ funkciu indikovanú znakom &.
Inner[(Integrate[#1 #2,{x,0,Pi}]&),{Sin[4 x]}, {Sin[5 x]}]

0

Sqrt[Inner[(Integrate[#1 #2,{x, 0, Pi}]&), {Sin[5 x]}, {Sin[5 x]}]]

        Pi

Sqrt[ -- ]

          2

Pri práci s maticami a vektormi môžu byť použité i funkcie, ktoré testujú štruktúru výrazov

VectorQ[expr]
vráti True ak expr je vektor, inak False
MatrixQ[expr]
vráti True ak expr je matica, inak False
Dimension[expr]
vráti dimenziu vo forme zoznamu

V balíku LinearAlgebra`MatrixManipulation` je tiež funkcia

SquareMatrixQ[expr] 
vráti True ak expr je štvorcová matica, inak False
6.4. Riešenie systémov lineárnych rovníc

LinearSolve[A,b]
rieši systém lineárnych rovníc A.x = b

NullSpace[A]
jadro zobrazenia reprezentovaného maticou A

RowReduce[A]
riadková eliminácia – úprava matice na horný trojuholníkový tvar

Príklad:

Riešme systém štyroch rovníc o štyroch neznámych daný singulárnou maticou A a pravou stranou b. Funkcia LinearSolve vždy vráti len jedno partikulárne riešenie sústavy. Všeobecné riešenie potom dostaneme pripočítaním ľubovoľného riešenia homogénneho systému rovníc. Tieto tvoria lineárny podpriestor generovaný jadrom zobrazenia reprezentovaného maticou A. Singulárnosť matice A  a o tom, že jej hodnosť je rovná 2 sa presvedčíme funkciou RowReduce. Predchádzajúce funkcie pracujú rovnako so štvorcovými ako aj obdĺžnikovými maticami.
A={{1,2,3,4},{2,3,4,5},{3,4,5,6},{4,5,6,7}}

{{1, 2, 3, 4}, {2, 3, 4, 5}, {3, 4, 5, 6}, {4, 5, 6, 7}}

b={10,14,18,22}

{10, 14, 18, 22}

particular=LinearSolve[A,b]

{-2, 6, 0, 0}

kernel=NullSpace[A]

{{2, -3, 0, 1}, {1, -2, 1, 0}}

{w1,w2}=kernel

generalsolution=particular + u w1 + v w2

{-2 + 2 u + v, 6 - 3 u - 2 v, v, u}

specialsolution=generalsolution/.{u->1,v->1}

{1, 1, 1, 1}

RowReduce[A]

{{1, 0, -1, -2}, {0, 1, 2, 3}, {0, 0, 0, 0}, {0, 0, 0, 0}}

V balíku LinearAlgebra`GaussianElimination`, ktorý natiahneme príkazom 

<<LinearAlgebra`GaussianElimination`

sú funkcie

LUFactor[A]                   
vyrobí LU-rozklad matice A, pričom vráti špeciálny Luobject obsahujúci matice L a U

LUSolve[LUobject,b]
rieši systém lineárnych rovníc s pravou stranou b a maticou A, ktorá je už rozložená LU faktorizáciou na tvar zakódovaný v LUobject

Riešenie sústav lineárnych rovníc s využitím LU-rozkladu sa používa v prípadoch, kedy viackrát za sebou riešime problém, ktorý sa líši len v pravej strane a matica sústavy sa nemení. Po rozklade už stačí použiť len spätnú a priamu substitúciu prostredníctvom LUSolve, čo je podstatne rýchlejšie ako opätovné použitie štandardného príkazu LinearSolve.

Príklad:

MatrixForm[A={{2,-1,0},{-1,2,-1},{0,-1,2}}]

2    -1   0

-1   2    -1

0    -1   2
<<LinearAlgebra`GaussianElimination`

lu=LUFactor[A]

                          1    3                2    4

LU[{{2, -1, 0}, {- (-),  -, -1}, {0, - (-),  - }}, {1, 2, 3}]

                           2   2                 3   3

b={1,0,1}

{1, 0, 1}

LUSolve[lu,b]

{1, 1, 1}

V balíku LinearAlgebra`Tridiagonal`, ktorý natiahneme príkazom 

<<LinearAlgebra`Tridiagonal`
je funkcia

TridiagonalSolve[vl,vd,vr,b]   
rieši systém lineárnych rovníc reprezentovaný trojdiagonálnou maticou s vektormi vl, vd,vr pod, na a nad hlavnou diagonálou

Využitie tejto funkcie budeme dokumentovať v časti 11 o numerickom riešení obyčajných a parciálnych diferenciálnych rovníc.

6.5. Vlastné čísla a vlastné vektory matíc

Eigenvalues[A]               
zoznam vlastných čísel matice A

Eigenvectors[A]             
zoznam vlastných vektorov matice A

Eigensystem[A]             
zoznam tvaru {VlastneCisla, VlastneVektory}

Eigenvalues[N[A]]          
numerické vlastné čísla 

Lineárne zobrazenie, reprezentované v jednotkovej báze maticou A, sa dá pri vhodnej voľbe sústavy súradníc reprezentovať diagonálnou maticou s vlastnými číslami na diagonále. Touto bázou sú vlastné vektory matice A. To ilustrujú nasledujúce príkazy.

Príklady:

 MatrixForm[A={{2,-1,0},{-1,2,-1},{0,-1,2}}]

2    -1   0

-1   2    -1

0    -1   2

Eigenvalues[A]//Factor

{2, 2 - Sqrt[2], 2 + Sqrt[2]}

MatrixForm[P=Eigenvectors[A]]

-1         0          1

1          Sqrt[2]    1

1          -Sqrt[2]   1

P.A.Inverse[P]//Simplify//MatrixForm

2             0             0

0             2 - Sqrt[2]   0

0             0             2 + Sqrt[2]

6.6. Maticové dekompozície

SingularValues[A]
dekompozícia numerickej matice s využitím jej singulár-nych hodnôt

PseudoInverse[A] 

pseudoinverzia k numerickej matici

QRDecomposition[A]
QR-rozklad numerickej matice

SchurDecomposition[A]
Schurov rozklad numerickej matice

V balíku LinearAlgebra`Cholesky`, ktorý natiahneme príkazom 

<<LinearAlgebra`Cholesky`
je tiež funkcia

CholeskyDecomposition[A]  
nájde Choleského rozklad symetrickej pozitívne definitnej matice A

Príklad:

Najskôr zostrojíme pozitívne definitnú symetrickú maticu mat, ktorá je navyše pásová. Choleského rozklad vyrobí hornú trojuholníkovú maticu u, pre ktorú platí 

                                     mat = Transpose[u] . u,

pričom zachová šírku polpásu.

mat=Table[Switch[i-j,-2,-1,-1,-2,0,6,1,-2,2,-1,_,0], {i,5},{j,5}]

{{6, -2, -1, 0, 0}, {-2, 6, -2, -1, 0}, 

  {-1, -2, 6, -2, -1}, {0, -1, -2, 6, -2}, {0, 0, -1, -2, 6}}

<<LinearAlgebra`Cholesky`
u=CholeskyDecomposition[mat]

                     2        1

{{Sqrt[6], -Sqrt[-], - (-------), 0, 0}, 

                       3      Sqrt[6]

        4        -7           -Sqrt[3]

 {0, -------, ---------    , --------, 0}, 

     Sqrt[3]  4 Sqrt[3]     4

        Sqrt[77]      -39            -4

 {0, 0, --------  , ----------   , --------   }, 

           4          4 Sqrt[77]  Sqrt[77]

                     705                     2

 {0, 0, 0, Sqrt[--- ], -193 Sqrt[ -----  ]}, 

                     154                  54285

                            779

 {0, 0, 0, 0, 2 Sqrt[ --- ]}}

                            705

Transpose[u].u //MatrixForm

6    -2   -1   0    0

-2   6    -2   -1   0

-1   -2   6    -2   -1

0    -1   -2   6    -2

0    0    -1   -2   6

6.7.Ortogonalizácia a projekcia

Z balíka LinearAlgebra`Orthogonalization`, ktorý natiahneme príkazom 

<< LinearAlgebra`Orthogonalization`

je možné využiť nasledujúce funkcie

GramSchmidt[{v1,v2,..}]
ortonormalizuje systém vektorov v1,v2,..

Normalize[v]


normalizuje vektor v

Projection[v1,v2]

ortogonálna projekcia vektora v1 na vektor v2

GramSchmidt[{v1,v2,..},InnerProduct->f]
 ortogonalizuje systém vektorov, pričom skalárny súčin je zadaný funkciou f

Normalize[v,,InnerProduct->f]
normalizuje vektor v, pričom skalárny súčin je daný funkciou f

Projection[v1,v2, InnerProduct->f]
ortogonálna projekcia vektora v1 na vektor v2, pričom skalárny súčin je daný funkciou f

GramSchmidt[{v1,v2,..}, Normalized->False]    
len ortogonalizácia

Príklad:

<< LinearAlgebra`Orthogonalization`

{w1,w2,w3}=GramSchmidt[{{1, 2, 3}, {2, 3, 4}, {6, 3, 1}}]

        1                  2        3

{{ --------    , Sqrt[-],  --------    }, 

   Sqrt[14]          7    Sqrt[14]

     4               1            -2

 {--------    , --------   , --------    }, 

  Sqrt[21]  Sqrt[21]    Sqrt[21]

     1                    2        1

 {-------   , -Sqrt[-] , -------   }}

  Sqrt[6]              3    Sqrt[6]

{w1.w2,w1.w3,w2.w3,w1.w1,w2.w2,w3.w3}

{0, 0, 0, 1, 1, 1}

Príklad:

Skalárny súčin môžeme zaviesť špeciálnym spôsobom a pracovať potom v priestore integrovateľných funkcií. Ortogonalizáciou bázy pozostávajúcej zo základných polynómov dostávame polynómy Legendrove. 

GramSchmidt[{1,x,x^2},InnerProduct->(Integrate[#1 #2,{x,-1,1}]&)] //Simplify

                                         5               2

                                  Sqrt[-] (-1 + 3 x  )

    1                   3               2

{-------   , Sqrt[-] x,    -------------------     }

 Sqrt[2]          2                  2

Normalize[LegendreP[2, x], InnerProduct( (Integrate[#1 #2,{x,-1,1}]&)]

       5              2

Sqrt[-] (-1 + 3 x )

       2

 -------------------

           2

[image: image256.png]


Úlohy na riešenie

6.1. Vytvorte:

a) maticu typu 3 x 5, ktorej prvok v i-tom riadku a j-tom stĺpci je rovný súčtu indexov i + j

b) diagonálnu maticu 5. stupňa s diagonálnymi prvkami i2
c) jednotkovú maticu 4. stupňa

d) nulovú maticu 4 x 3

e)  trojdiagonálnu maticu, ktorá má na hlavnej diagonále 2, pod hlavnou diagonálou 1 a nad hlavnou diagonálou 3

f) hornú a dolnú trojuholníkovú maticu s prvkami i + j.

g) Všetky matice zobrazte v maticovom tvare.

6.2.
Nech A = 
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Vypočítajte v.A, AT.v, A.AT.

6.3. Nech A = 
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 Vypočítajte A-1, B-1, ( A (, ( B (, stopu matica A aj B, A4, eB, charakteristický polynóm A a B,  A.B, B.A, (A.B)T, (B.A)T , A.A-1,  vlastné čísla a vlastné vektory A a B.  Všetky matice zobrazte v maticovom tvare.

6.4. Nech u = (4, 2, 8, 2, -5, -1(, v = (-1, 2, 3, 0, 4, -5(.  Vypočítajte u.v, v.u, vonkajší súčin u.v a v.u, vektorový súčin u.v a v.u . Všimnite si, že systém Mathematica podľa potreby prispôsobí rozmer vektorov.

6.5. Určte hodnosť matice A:

a) A = 
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b) A = 
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6.6. Určte hodnosť matice A v závislosti od parametra a:

a) A = 
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b) A = 
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6.7. Riešte systém rovníc:

a) 3x + 2y –  z –  u = 4

  x         +2z +  u = 3

          y  -  z        = 3

 -x +  2y + z +  u = 6

b)   x + 2y + 3z = 4

2x + 4y + 6z = 3

3x +  y  -  z   = 1

6.8. Zistite, pre ktoré hodnoty parametra b má sústava riešenie:

a) 
ax +  y + z = 0

 
  x + ay – z = 0

         2x -   y + z = 0

b)   ax  +  y  + az +  u  = 0

  x + ay  +  z + au  = 0

2x +   y  + 4z
      = 0

3x + 2y + 5z +  u   = 0.

6.9.
Riešte systémy rovníc z príkladu 6.6 LU-rozkladom.

[image: image257.png]


V tejto kapitole sme sa naučili:

· vytvárať matice a vektory

· pracovať s podmaticami

· vykonávať základné maticové operácie a funkcie

· riešiť systémy lineárnych rovníc

· vypočítať vlastné čísla a vlastné vektory matice

· robiť ortogonalizáciu a projekciu

[image: image258.png]


7. Analýza funkcie jednej a viac reálnych premenných

Podobne ako pri symbolickom riešení rovníc umožňuje systém Mathematica okrem numerického aj symbolické derivovanie, integrovanie, výpočet limity, konečných a nekonečných súm,  súčinov a pod. V tejto kapitole si ukážeme výpočet derivácie funkcie jednej a viac premenných, neurčitého a určitého integrálu, limity funkcie, extrémov funkcie a mocninných radov. 

7. 1. Derivovanie
D[ f, x ]

parciálna derivácia 
[image: image68.wmf]x

f
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¶


D[ f, {x, n } ]
n-tá parciálna derivácia 
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D[ f, x, y, ... ]
zmiešaná parciálna derivácia  
[image: image70.wmf]x
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 EMBED Equation.3  [image: image71.wmf]f
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Dt[ f, x ]
úplná derivácia 
[image: image72.wmf]f

dx

d


Dt[ f ]
totálny diferenciál df

Príklady:

Prvá derivácia xn (n je chápané ako konštanta nezávislá od x):

D[x^n, x]

n x -1 + n
Tretia derivácia:

D[Log[x^3]^2, {x, 3}]                    

-54   12 Log[x ]3

--- + ----------          

 x3         x3

Zmiešaná parciálna derivácia:

D[x^3 y^4, x, y] 

12 x2  y3

Viacnásobná zmiešaná parciálna derivácia (druhá vzhľadom na x, prvá vzhľadom na y)

D[x^3 y^4, {x, 2}, y]   

24 x y3

Ak potrebujeme vypočítať hodnotu derivácie v bode, najprv výraz zderivujeme a až potom dosadíme za premenné konkrétne hodnoty:

v = D[x^3,x]

3 x2

v/.x(2

12

Systém Mathematica vie derivovať aj neznáme funkcie označené symbolickým menom:

D[ f[x]^3, x]      

3 f[x]2  f ' [x]

Ak potrebujeme vypočítať úplnú deriváciu funkcie (kde sa predpokladá, že všetky premenné sú vo vzájomnom vzťahu), používame príkaz Dt:

Dt[x^n,x]

n x-1 + n + xn  Dt[n, x] Log[x]

Totálny diferenciál funkcie jednej premennej d(xn): 

Dt[x^n]

n x-1 + n Dt[x] + xn  Dt[n] Log[x]

V tomto prípade Dt(x( označuje prírastok dx.

Totálny diferenciál funkcie dvoch premenných: 

Dt[x^2+y^2]

2 x Dt[x] + 2 y Dt[y]

7.2. Integrovanie

Systém Mathematica vie vypočítať nielen určité ale aj neurčité integrály racionálnych funkcií (podiel polynómov, ak menovateľ neobsahuje príliš vysokú mocninu x), exponenciálnych, logaritmických a trigonometrických funkcií, ako aj neurčité integrály niektorých špeciálnych funkcií.  Uvedieme základné príkazy na výpočet neurčitých aj určitých integrálov.

Integrate[ f, x ]
neurčitý integrál f podľa x, t. j. 
[image: image73.wmf]ò
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Integrate[ f, {x, xmin, xmax} ]

určitý integrál f v hraniciach xmin, xmax, t. j. 
[image: image74.wmf]ò
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Integrate[ f, {x, xmin, xmax}, {y, ymin, ymax} ]     dvojný určitý integrál 
[image: image75.wmf]ò
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NIntegrate[ f, {x, xmin, xmax} ]
numerická aproximácia určitého integrálu

NIntegrate[ f, {x, xmin, x1, x2, ... ,xmax } ] 
numerická aproximácia určitého integrálu pozdĺž čiary, ktorá začína v xmin, pokračuje cez body x1, x2 a končí v xmax
Výpočet neurčitých integrálov je omnoho zložitejšie ako výpočet derivácie. Pri derivovaní stačilo naprogramovať základné pravidlá derivovania a s nimi vypočítame deriváciu ľubovoľnej (aj veľmi zložitej) funkcie. Pre integrovanie to však už nie je také jednoduché. Existujú síce niektoré základné princípy integrovania, ale je veľa integrálov, ktoré pomocou týchto princípov nevypočítame.  Integrály môžeme vo všeobecnosti rozdeliť do 3 skupín:

· Jednoduché integrály, ktoré sa dajú vypočítať pomocou jednoduchých metód

· Integrály, ktoré sa nedajú vyjadriť v tvare štandardných funkcií (exponenciálnych, logaritmických, trigonometric-kých, polynomických a pod.), ale dajú sa vyjadriť pomocou špeciálnych funkcií

· Integrály, ktoré sa nedajú vyjadriť ani v tvare štandardných ani špeciálnych funkcií.

Príklady:

Neurčitý integrál funkcie x2 + 5x + 3:

Integrate[x^2+5x+3, x]

              2      3

         5 x      x

3 x + ---- + --

          2        3

Ak chceme vypočítať neurčitý integrál aj s konštantou c, pripočítame ju k neurčitému integrálu:

Integrate[x^2+5x+3, x] + c

       2     3

               5 x      x

c + 3 x + ---- + --

                 2       3

Systém Mathematica vie vypočítať neurčitý integrál aj zo zložitejších funkcií:

Integrate[Log[x],x]

-x + x Log[x]

Integrate[1/(x^4-a^4),x]

               x

-ArcTan[ - ]

                a              Log[-a + x]      Log[a + x]

   ----------       +        -----------     -    ----------

        3                           3                        3

   2 a                        4 a                      4 a

int=Integrate[Log[x]^2 (1+x^2)/x,x]

 2     2                2          2            3

x    x  Log[x]   x  Log[x]    Log[x]

-- - --------- + ---------- +    -------

4            2             2                3

Presvedčíme sa, že derivácia neurčitého integrálu je pôvodná funkcia:

D(int, x(
         2

Log[x]               2

------- + x Log[x]

   x

Simplify[D[int,x]]

         2          2

(1 + x ) Log[x]

----------------

         x

Integrál 
[image: image76.wmf]dx

x

)

x

1

ln(

ò

-

, ktorý sa nedá vyjadriť v tvare štandardných funkcií, vyjadrí systém Mathematica pomocou špeciálnej funkcie polylogaritmus:

Integrate[Log[1-x]/x,x]

-PolyLog[2, x]

Ak sa primitívna funkcia nedá vyjadriť v tvare štandardných ani špeciálnych matematických funkcií, systém Mathematica operáciu integrovania neurobí:

Integrate[Sin[Sin[x]],x]

Integrate[Sin[Sin[x]], x]

Výpočet určitého integrálu 
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Integrate[x^2 + 5x + 3, {x, 0, 1}]
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Systém Mathematica vypočíta určitý integrál aj so symbolickými hranicami integrovania, napr. 
[image: image78.wmf]ò
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:

Integrate[Log[x],{x,a,b}]

-(a (-1 + Log[a])) + b (-1 + Log[b])

Simplify[%]

a - b - a Log[a] + b Log[b]

Rovnako jednoducho ako určitý integrál môžeme vypočítať aj nevlastný integrál, napr. 
[image: image79.wmf]dx
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Integrate[x^(-2),{x,1,Infinity}]

1

Pri výpočte nevlastného integrálu vplyvom podintegrálnej funkcie musíme použiť integrovanie pozdĺž čiary, kde vypíšeme všetky singulárne body. Ináč systém Mathematica vypočíta nesprávny výsledok:

Integrate[1/(x-2),{x,0,5}]

I Pi - Log[2] + Log[3]

Integrate[1/(x-2),{x, 0, 2, 5}]

Infinity::indet: 

   Indeterminate expression -Infinity + Infinity encountered.

Indeterminate

Systém Mathematica má zabudované všetky vzorce na integrovanie: 

Integrate[x^n,x]

 1 + n

x

           ------

          1 + n

pre všetky n ( -1 okrem špeciálneho prípadu n = -1. Ak špecifikujeme n = -1, systém Mathematica vráti ln(x):

Integrate[x^(-1), x]

Log[x]

Ak chceme vypočítať určitý integrál k funkcii, ku ktorej systém Mathematica nevie vyjadriť primitívnu funkciu (s neuzavretým tvarom riešenia), vypíše chybové hlásenie a príkaz v pôvodnom tvare. Napriek tomu však výsledok pozná a keď si ho necháme vypočítať ako približnú hodnotu použitím //N, vypíše ho:

Integrate[Sin[Sin[x]],{x,0,1}]

On::none: Message SeriesData::csa not found.

General::intinit: Loading integration packages -- please wait.

Integrate[Sin[Sin[x]], {x, 0, 1}]

N[%]

On::none: Message SeriesData::csa not found.

0.430606

Poznámka: K niektorým zložitejším integrálom nevie systém Mathematica vypočítať primitívnu funkciu, preto ich vráti nevypočítané. V prípade určitých integrálov si môžeme pomôcť tak, že si výstup necháme numericky vyčísliť (tak ako v predchádzajúcom príklade). Ak nám stačí numerická aproximácia určitého integrálu, odporúčame priamo použiť funkciu NIntegrate. Ak totiž použijeme na výpočet určitého integrálu funkciu Integrate, systém Mathematica počíta určitý integrál ako rozdiel primitívnej funkcie v hornej a dolnej integračnej hranici. Výpočet trvá podstatne dlhšie a ešte sa nám môže stať, že Mathematica aj tak nebude vedieť primitívnu funkciu vypočítať.

Numerický výpočet určitého integrálu

NIntegrate[Sin[Sin[x]],{x,0,1}]

0.430606

Poznámka o numerickom integrovaní so singularitami: Systém Mathematica nám umožní vypočítať numerickú aproximáciu určitého integrálu, ktorý má singularitu, t. j. bod, v ktorom funkcia nie je definovaná alebo má v ňom hodnotu nekonečno.  Ak poznáme bod singularity, použijeme výpočet  určitého integrálu pozdĺž čiary, kde všetky singularity vymenujeme. Nevlastné integrály prvého druhu (ktoré majú jednu alebo obidve integračné hranice +(, resp.-() vie systém Mathematica vypočítať bez problémov.

NIntegrate[x^-2,{x,-1,0,1}]

NIntegrate::slwcon: 

   Numerical integration converging too slowly; suspect one of the following:

     singularity, oscillatory integrand, or insufficient WorkingPrecision.

NIntegrate::ncvb: 

   NIntegrate failed to converge to prescribed accuracy after 7

                                                                              -57
     recursive bisections in x near x = -4.36999 10 
  .

                              3498

1.24065517836 10

NIntegrate[1/Sqrt[Abs[x]],{x,-1, 0, 2}]

4.82843

NIntegrate[Exp[-x^3],{x, 0, Infinity}]

0.89298

Okrem jednoduchého určitého a neurčitého integrálu vie systém Mathematica  počítať aj dvojné, trojné, atď. Integrály. Napr. dvojný integrál neurčitý aj určitý:

Integrate[x^2+y^2, x, y]

 3          3

x  y   x y

---- + ----

 3      3

Integrate[x^2+y^2,{x, 0, 1}, {y, 0, x}]

1

-

3

NIntegrate[x^2+y^2,{x, -1, 1}, {y, -1, 1}]

2.66667

Pri funkciách integrovania všetky premenné, ktoré nie sú explicitne uvedené ako integračné premenné, sú považované za konštanty:


Integrate[a x^n,x]

   1 + n

a x

--------

 1 + n

Integrate[a x^n,x,a]

 2  1 + n

a  x

---------

2 (1 + n)

7.3. Limity

V mnohých prípadoch potrebujeme vypočítať výraz, kde premenná nadobúda určitú hodnotu. V jednoduchších prípadoch použijeme pre premennú transformačné pravidlo použitím dosadzovacieho operátora /.

Cos[x^2]/.x->0

1

V zložitejších prípadoch však už s transformačným pravidlom nevystačíme. Predpokladajme napr., že chceme vypočítať hodnotu 
[image: image80.wmf]x
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 v bode x = 0. Ak jednoducho dosadíme za x hodnotu 0, dostaneme výraz 
[image: image81.wmf]0

0

, ktorý nie je definovaný. 

Sin[x]/x /.x->0

                                            0

Power::infy: Infinite expression - encountered.

                                                  0

Infinity::indet: 

   Indeterminate expression 0 ComplexInfinity encountered.

Indeterminate

V takom prípade používame limity.

Limit[ f(x), x->x0]
limita f(x), keď sa x blíži k x0, t.j. 
[image: image82.wmf])
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Limit[ f(x), x->x0, Direction ->1 ]
 limita f(x), keď sa x blíži k x0 zľava, t. j.
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Limit[ f(x), x->x0, Direction -> -1 ]
 limita f(x), keď sa x blíži k x0 z pravej strany, t. j. 
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Príklady:

Vypočítame  hodnotu 
[image: image85.wmf]x
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x

sin(

 pre x ( 0:

Limit[Sin[x]/x, x->0]

1

Vykreslením funkcie 
[image: image86.wmf]x

)

x

sin(

 na intervale (-1, 1( sa presvedčíme, že to je pravda:

Plot[Sin[x]/x,{x,-1,1}, PlotRange->{0,1}]

[image: image259.png]



Limita 
[image: image87.wmf]2
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 pre x ( 0 neexistuje, pretože limita zľava  sa rovná -( a limita sprava sa rovná +(:

Limit[Sin[x]/x^2,x->0]

Infinity

Limit[Sin[x]/x^2,x->0,Direction->1]

-Infinity

Limit[Sin[x]/x^2,x->0,Direction->-1]

Infinity

Podobne neexistuje 
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:

Limit[1/x,x->0]

Infinity

Limit[1/x,x->0,Direction->1]

-Infinity

Limit[1/x,x->0,Direction->-1]

Infinity

Plot[1/x,{x,-1,1}]
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Ďalším príkladom funkcie, ktorá nemá limitu v x = 0 je funkcia sin(
[image: image89.wmf]x

1

). Táto funkcia osciluje pre x blížiace sa k 0 nekonečne veľa krát medzi +1 a –1. Systém Mathematica vyjadrí túto skutočnosť pomocou funkcie Interval( {-1, 1} ]. Vo všeobecnosti 

Interval( {xmin, xmax} ]
neurčitá hodnota z intervalu (xmin, xmax(
Limit[Sin[1/x],x->0]

Interval[{-1, 1}]

Plot[Sin[1/x],{x,-0.2,0.2}]
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-Graphics-

Systém Mathematica vypočíta aj zložitejšie limity:

Limit[x Log[x], x->0]

0

Opäť sa presvedčíme, že je to pravda. Pretože ln(x) je definovaný len pre kladné čísla, vykreslíme funkciu  x ln(x) na intervale (0, 2(:

Plot[x Log[x],{x,0,2}]
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Limit[(1+2x)^(1/x),x->0]

  2

E

Plot[(1+2x)^(1/x),{x,-0.5,0.5},PlotRange->{0,15}]
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Nakoniec si vypočítame nevlastnú limita 
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7.4. Nekonečné rady

7.4.1. Súčet nekonečného radu, kritériá konvergencie

Na súčet konečnej sumy sa používa v systéme Mathematica príkaz Sum, ktorý sme uviedli v kapitole 1. V prípade, že potrebujeme vypočítať konečný súčet symbolického radu alebo súčet nekonečného radu už implementovaná funkcia Sum nestačí. Vtedy máme dve možnosti. Ak máme číselný rad a stačí nám približná hodnota súčtu, použijeme numerickú aproximáciu sumy – príkaz NSum. Ak však chceme vypočítať súčet nekonečného symbolického radu alebo potrebujeme poznať presný výsledok súčtu nekonečného číselného radu, môžeme použiť rozšírenie príkazu Sum, ktoré sa nachádza v Mathematica packages  v súbore Algebra`SymbolicSum`, ktorý si však pred použitím musíme do jadra systému nahrať príkazom:


<<Algebra`SymbolicSum`
 Potom už môžeme použiť príkaz:

Sum[f(i),  {i, imin, imax} ]
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Príklady:

Výpočet konečnej sumy symbolického radu:

Sum[k^2, {k, 1, n}]

n (1 + n) (1 + 2 n)

-------------------

         6

Výpočet 
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Súčet 
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Sum[x^k/k!,{k,0,Infinity}]

  x

E

Pomocou tohto príkazu môžeme počítať aj dosť komplikované sumy, napr. 
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Sum[x^k/(k!*k),{k,Infinity}]

-EulerGamma + ExpIntegralEi[x] - If[Negative[x], Log[-x], Log[x]]

Teraz si ukážeme vyšetrovanie konvergencie nekonečného radu použitím rozšíreného príkazu Sum a limity.

Príklad:

Máme zistiť, či je konvergentný harmonický rad 
[image: image95.wmf]å
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Najprv vypočítame čiastočný súčet sn a potom jeho limitu pre n ( (.

sn=Sum[1/k,{k, n}]

EulerGamma + PolyGamma[0, 1 + n]

Limit[sn, n->Infinity]

Infinity

Pretože 
[image: image96.wmf]¥
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, harmonický rad je divergentný.

Konvergenciu, resp. divergenciu nekonečného radu môžeme vyšetrovať aj pomocou kritérií konvergencie radu. Ukážeme si, ako môžeme použiť D(Alambertovo a Cauchyho kritérium.

Príklady:

1. Použitím limitného D(Alambertovo kritéria máme zistiť, či konverguje rad 
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D = Limit[Abs((1/(n+1)!)/(1/n!) (,n->Infinity]
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Pretože D je rovné 0 ( 1, rad 
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Sum[1/n!,{n,0,Infinity}]
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2. . Použitím limitného D(Alambertovo kritéria máme zistiť, pre aké reálne číslo x konverguje a pre aké diverguje rad 
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Limit[Abs[(n+1)x^n/(n*x^(n-1))], n->Infinity]

   x

-------

Sign[x]

Vidíme, že pre (x( ( 1 rad konverguje, pre  (x( ( 1 rad diverguje. V prípade x = 1 dostávame aritmetický rad, o ktorom vieme, že je divergentný.  Ak x = -1, dostávame rad so striedavými znamienkami, ktorý tiež diverguje. Teda rad 
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3. Pomocou Cauchyho kritéria máme zistiť, či konverguje rad 
[image: image101.wmf]å
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Ca = Limit[Abs[(2n+5)/(3n+2)],n->Infinity]
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Pretože Ca ( 1, daný rad je konvergentný.

4.3.2. Mocninné rady

Systém Mathematica má implementované funkcie na rozvoj funkcie do mocninného radu:

Series[ f, {x, x0, n} ]
rozvoj do mocninného radu  maximálne n-tého stupňa v bode x = x0 (so zvyškom)

Series[f, {x, x0, n}, {y, y0, n}] 
rozvoj do mocninného radu v bode (x0, y0) najprv podľa y a potom podľa x (so zvyškom)

Normal[ rad ]
rad bez zvyšku

Najčastejšie sa tieto príkazy používajú na rozvoj funkcie do Taylorovho radu. Ukážeme si niekoľko príkladov:

Rozvoj symbolickej funkcie f(x) do Taylorovho radu 5. stupňa v bode x = 0:

Series[f[x],{x,0,5}]

                         f''[0] x2    f ( 3 ) [0] x3    f ( 4 ) [0] x4            f ( 5 ) [0] x5        

f[0] + f'[0] x + --------- + ---------- +    ---------- +       ----------     + 

                             2                6                  24                   120 

O[x] 6
Rozvoj funkcie ex do MacLaurinovho radu 5. stupňa:

Series[Exp[x], {x, 0, 5}]

             x2    x3    x4   x5         6

1 + x + -- + -- + -- + --- + O[x]

             2    6    24   120

Rozvoj funkcie ex do Taylorovho radu 4. stupňa v bode x = 1:

Series[Exp[x], {x, 1, 4}]

                         
               2                 3                   4

                          E (-1 + x)     E (-1 + x)     E (-1 + x)                    5

E + E (-1 + x) + -----------   + -----------     + -----------   + O[-1 + x]  

                      
      2                  6                 24 




Funkciu Series môžeme používať aj na vytvorenie iných mocninných radov, ktoré obsahujú mocniny v tvare zlomku alebo záporné mocniny. 

Napríklad rozvoj funkcie 
[image: image102.wmf]2
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 v bode x = 0 je mocninný rad so zápornou mocninou x:

Series[Exp[x]/x^2, { x, 0, 4}]

                           2     3       4

 -2   1    1   x     x     x       x            5

x   + - + - + - + -- + --- +  --- + O[x]

       x     2   6    24  120   720

Ako ďalší príklad uvedieme rozvoj funkcie 
[image: image103.wmf]x

e

do mocninného radu v bode x = 0:

Series[Exp[Sqrt[x]], {x, 0, 3}]

                              3/2    2      5/2    3

         
        x     x       x       x      x            7/2

1 + Sqrt[x] + - + ---- +  --  + ---- + ---   + O[x]

                      2     6      24    120   720

Je mnoho matematických funkcií, pre ktoré neexistuje štandardný mocninný rad. Systém Mathematica to spozná a vypíše chybové hlásenie. Napríklad funkcia 
[image: image104.wmf]x

1

e

 má singulárny bod v x = 0,  preto nie je možné urobiť jej rozvoj do mocninného radu v x=0.

Series[Exp[1/x],{x,0,2}]

Series::esss: 

                                                                    1          3

   Essential singularity encountered in Exp[ - + O[x] ].

                                                                    x

             1/x

Series[E   , {x, 0, 2}]

Túto funkciu však môžeme bez problémov rozvinúť do mocninného radu pre x = (:

Series[Exp[1/x], {x, Infinity, 3}]
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Keď robíme rozvoj  do mocninného radu podľa premennej x, systém Mathematica predpokladá, že všetky ostatné premenné, ktoré explicitne neobsahujú x sú nezávislé od x. 

Napríklad keď neuvedieme explicitne, že f je funkciou x, bude systém Mathematica považovať f za konštantu vzhľadom na x:

Series[(f+x)^n,{x,0,2}]

                          -2 + n                   2

  n    -1 + n       f           (-1 + n) n x          3

f  + f       n x + ---------------------       + O[x]

                                    2

Teraz uvedieme explicitne, že f je funkciou x, t. j. f(x(: 

Series[(f[x]+x)^n,{x,0,2}]
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Nakoniec si uvedieme Taylorov rozvoj funkcie dvoch premenných:

Series[Exp[x*y],{x,0,3},{y,0,3}]

                                   2                        3

                    4           y          4    2      y           4    3          4

1 + (y + O[y] )  x + ( -- + O[y] )  x  + ( -- + O[y] )  x  + O[x]

                                2                         6

Doteraz sme všetky mocninné rady počítali aj so zvyškom. Keď ich chceme vyjadriť ako normálny výraz (rad bez zvyšku), môžeme použiť príkaz Normal( rad (.

Príklad:

Urobíme MacLaurinov rozvoj funkcie arctg(x) do 8. stupňa:

rad=Series[ArcTan[x], {x, 0, 8}]

     3    5    7

    x    x    x            9

x - -- + -- - -- + O[x]

    3    5    7

Teraz položíme všetky členy od deviatej derivácie za rovné 0, t. j. budeme uvažovať rad bez zvyšku:

Normal[rad]

     3    5    7

    x    x    x

x - -- + -- - --

    3    5    7

7.4.3. Operácie s mocninnými radmi

Mocninné rady môžeme spočítať, násobiť, umocniť, derivovať, integrovať, atď.

Už sme si vytvorili MacLaurinov rad funkcie arctg(x) do 8.stupňa a máme ho uložený v premennej rad. Tento rad môžeme umocniť na druhú, vypočítať z neho prirodzený logaritmus, derivovať a integrovať ho:

rad^2

           4        6          8

 2   2 x    23 x     44 x          10

x  - ---- + -----  -  -----  +  O[x]

      3        45      105

Log[rad]

                2         4           6

              x     13 x    251 x          8

Log[x] - -- +  -----  -  ------  + O[x]

             3      90      2835

D[rad, x]

       2     4    6         8

1 - x  + x  - x  + O[x]

Integrate[rad,x]

 2       4     6      8

x      x      x      x          10

--  -  --  + --  -  --  +  O[x]

2    12    30    56

7.4.4. Výpočet integrálov pomocou mocninných radov

V časti 8.2. sme si hovorili, že primitívna funkcia k spojitej elementárnej funkcii nemusí byť vždy elementárna funkcia. K takémuto typu patria napr. integrály:
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ktoré sú dôležité v technických aplikáciách.

V takýchto prípadoch môžeme postupovať tak, že si funkciu f(x) rozvinieme vhodným spôsobom do Taylorovho, resp. MacLaurinovho radu, ktorý potom integrujeme člen za členom.

Príklad:

Máme vypočítať 
[image: image108.wmf]ò
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x

. Skúsime najprv použiť funkciu Integrate:

Integrate[Exp[-x^2],x]

Sqrt[Pi] Erf[x]

---------------

       2

Ako vidíme, výsledok je v tvare chybovej funkcie Erf(x( a teda moc nám nehovorí. Preto si tento integrál približne vypočítame pomocou mocninného radu:

rad=Series[Exp[-x^2],{x,0,10}]

                4      6      8      10

      2      x      x       x       x           11

1 - x  +  --  -  --  +  --   -  ---  +  O[x]

             2      6     24    120

Integrate[rad,x]

      3     5      7       9       11

     x     x      x       x        x             12

x - -- + --  -  --  +  ---  -  ----  +  O[x]

     3    10   42    216   1320

7.4. Výpočet extrémov funkcie jednej a viac premenných

7.4.1. Výpočet extrémov funkcie jednej premennej

V prípade výpočtu extrémov funkcie jednej premennej je postup jednoduchý – vypočítame stacionárne body xs riešením rovnice f((x) = 0. Tieto dosadíme do druhej derivácie.  Ak bude f(((xs) ( 0, xs je lokálne minimum f(x), ak bude f(((xs) ( 0, xs je lokálne maximum f(x). V prípade f(((xs) musíme použiť definíciu lokálneho extrému.

Príklady:

Máme vypočítať lokálne extrémy funkcie f(x) = x2 (1 – x).

f[x_]:=x^2(1 - x)

sol = Solve[D[f[x], x] == 0, x]

          2

{{x -> 0}, {x -> -- }}

                       3

D[f[x], {x, 2}]/.sol[[1]]

D[f[x], {x, 2}]/.sol[[2]]

2

-2

f[0]

f[2/3]

0

4

--

27

Vidíme, že (0, 0) je lokálne minimum a bod 
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  je lokálne maximum funkcie f(x).

Clear(f(
f[x_]:=x^2/(x - 2)

sol = Solve[D[f[x],x]==0,x]

{{x -> 0}, {x -> 4}}

D[f[x],{x,2}]/.sol[[1]]

D[f[x],{x,2}]/.sol[[2]]

-1

1

f[0]

f[4]

0

8

V tomto prípade je (0, 0) je lokálne maximum a bod (4, 8)  je lokálne minimum funkcie f(x).

7.5.2 Výpočet lokálnych extrémov funkcie viac premenných

Zložitejší je postup pri výpočte lokálnych extrémov funkcie viac premenných. Ukážeme si výpočet extrému bez ohraničenia (voľného extrému) a výpočet viazaného extrému pri ohraničeniach v tvare rovností.

a) Výpočet voľného extrému

V prípade voľných extrémov  je postup nasledovný:

1)  Vypočítame prvé parciálne derivácie účelovej funkcie f podľa všetkých premenných a položíme ich rovné 0. Tým dostaneme systém n algebraických rovníc o n neznámych x1, …, xn.

2)  Riešením systému rovníc vypočítame korene - tzv. stacionárne body. Označme ich x*.

3)  Zostrojíme tzv. Hessovu maticu - maticu druhých parciálnych derivácií:


H(x) = 

.

4)  Do Hessovej matice postupne dosadíme všetky stacionárne body x*. Ak sú všetky hlavné minory H(x*) kladné, potom x* je lokálne minimum. Ak majú hlavné minory matice H(x*) striedavé znamienka, pričom prvý prirodzený minor je záporný, druhý kladný, tretí záporný, atď…, x*  je lokálne maximum. V ostatných prípadoch treba určiť, či je stacionárny bod extrém (alebo aspoň sedlový bod) z definície extrému.

Príkazy na výpočet voľných extrémov v systéme Mathematica nie sú štandardné príkazy, ale sú definované v súbore symbopt.m, ktorý je v podadresári \symbopt a dodáva sa na diskete ako súčasť knihy Varian H. R: Economic and financial modeling with Mathematica, Springer - Verlag (1993). Tento súbor je potrebné pred prvým použitím príkazov nahrať. Potom už môžeme použiť nasledovné príkazy:

Sústavu algebraických rovníc (1. parciálne derivácie = 0) zostrojíme príkazom:


FOC( f(x1, …, xn(, ( x1, …, xn( (
Túto sústavu riešime štandardným príkazom:


NSolve( ( sústava rovníc (,( vektor neznámych ((
resp.


FindRoot( (sústava rovníc (, ( vektor neznámych ((
Hessovu maticu zostrojíme príkazom:


Hessian( f(x1, …, xn(, ( x1, …, xn( (
Hlavné minory vypočítame príkazom:


NaturalMinors(hessova matica v stacionár. bode(.
Príklad 1: 

Máme vypočítať lokálne extrémy a sedlové body nasledujúcej funkcie:


f(x1, x2) = x12 x2 + x23 x1 - x1 x2.

Najprv nahráme súbor na výpočet voľných extrémov:

((SymbOpt`SymbOpt`

Zadefinujeme funkciu f(x1, x2) a vykreslíme ju pomocou príkazov Plot3D (plochu v priestore) a ContourPlot (vrstevnice funkcie f):

f[x1_,x2_]:=x1^2*x2 + x2^3*x1 - x1*x2

Plot3D[f[x1, x2], {x1, -2, 2}, {x2, -2, 2}, AxesLabel({"x1", "x2", "x3"}]

[image: image110.png]



ContourPlot[f[x1, x2], {x1, -1.5, 1.5}, {x2, -2, 2}, Contours(100]
[image: image111.png]



Vypočítame stacionárne body a Hessovu maticu v jednotlivých stacionárnych bodoch:

x = {x1, x2};

sust = FOC[f[x1, x2], x]

                             3                     2           2

{-x2 + 2 x1 x2 + x2  == 0, -x1 + x1  + 3 x1 x2  == 0}

ries = NSolve[sust, x]

{{x1 ( 0., x2 ( -1.}, {x1 ( 0., x2 ( 0.}, {x1 ( 0., x2 ( 1.}, 

{x1 ( 0.4, x2 ( -0.447214}, {x1 ( 0.4, x2 ( 0.447214}, {x1 ( 1., x2 ( 0.}}

(hes = Hessian[f[x1,x2], x])//MatrixForm

                                                              2

2 x2                               -1 + 2 x1 + 3 x2

                        2

-1 + 2 x1 + 3 x2              6 x1 x2

h[i_]:=hes/.ries[[i]]

For[i = 1, i<=6, i++, Print["bod  ",ries[[i]],", Hessian = ",h[i]]]

bod  {x1 ( 0., x2 ( -1.}, Hessian = {{-2., 2.}, {2., 0.}}

bod  {x1 ( 0., x2 ( 0.},  Hessian = {{0., -1.}, {-1., 0.}}

bod  {x1 ( 0., x2 ( 1.},  Hessian = {{2., 2.}, {2., 0.}}

bod  {x1 ( 0.4, x2 ( -0.447214},  Hessian =  {{-0.894427, 0.4}, {0.4, -1.07331}}

bod  {x1 ( 0.4, x2 ( 0.447214},   Hessian =  {{0.894427, 0.4}, {0.4, 1.07331}}

bod  {x1 ( 1., x2 ( 0.},  Hessian = {{0., 1.}, {1., 0.}}

Ďalej vypočítame hlavné minory Hessovej matice pre jednotlivé stacionárne body:

For[i =1, i <=6, i++, Print["bod  ",ries[[i]],", hlavné minory = ", NaturalMinors[h[i]] ] ]

bod  {x1 ( 0., x2 ( -1.}, hlavné minory = {-2., -4.}

bod  {x1 ( 0., x2 ( 0.}, hlavné minory = {0., -1.}

bod  {x1 ( 0., x2 ( 1.}, hlavné minory = {2., -4.}

bod  {x1 ( 0.4, x2 ( -0.447214}, hlavné minory = {-0.894427, 0.8}

bod  {x1 ( 0.4, x2 ( 0.447214}, hlavné minory =  {0.894427, 0.8}

bod  {x1 ( 1., x2 ( 0.}, hlavné minory = {0., -1.}

Vidíme, že bod (0.4, -0.447214) je lokálne maximum, (0.4, 0.447214) je lokálne minimum.

Zistime, či ostatné body sú sedlové body. K tomu vypočítame hodnotu funkcie f v bodoch (0, 0), (h, h), (h, -h) (pre malé kladné h):

f[0, 0]

f[h, h]

f[h, -h]

0

   2     3     4

-h  + h  + h

  2    3    4

h  - h  - h

Hlavné minory pre bod (0,0) sú 0 a -1. Vidíme, že f(0, 0) = 0 a pre malé kladné h je  f(h, h) < 0 a f(h, -h) > 0. Teda bod (0, 0) je sedlový bod. Podobne by sme ukázali, že aj body (1, 0) , (0, 1)  a (0, -1) sú sedlové body (ako to vidno aj z obrázku, kde sú vrstevnice funkcie f nakreslené pomocou príkazu ContourPlot).

Príklad 2:

Baliace oddelenie spoločnosti má navrhnúť pravouhlú krabicu bez vrchu rozdelenú na polovicu zvislou priečkou s objemom 48 dm3. Aké rozmery má mať krabica, ak sa má minimalizovať spotreba materiálu na jej výrobu?

Materiál sa spotrebuje na výrobu dna (x*y), prednej a zadnej steny (2*x*z), bokov a priečky (3*y*z). Má platiť 48 = x*y*z, teda z = 48/(x*y). Účelová funkcia je teda v tvare:

f(x, y) = x*y + 2*x*48/(x*y) + 3*y*48/(x*y) = x*y + +96/y + 144/x

Clear(x, y(
f[x_,y_]:=x*y + 96/y + 144/x

Plot3D[f[x, y], {x,1, 10}, {y, 1, 10}, PlotRange ( {0, 200}, ViewPoint ( {3.002, -0.153, 1.553}]

[image: image112.png]



sol = NSolve[FOC[f[x, y], {x, y}], {x, y}]

{{x ( -3. - 5.19615 I, y ( -2. - 3.4641 I },  {x ( -3. + 5.19615 I, 

y ( -2. + 3.4641 I}, {x ( 6., y ( 4.}}

Vidíme, že jediný reálny koreň je tretí koreň sústavy, preto budeme počítať Hessovu maticu len v tomto bode.

hes = Hessian[f[x, y], {x, y}]/.sol[[ 3 ]]

NaturalMinors[hes]

z = 48/(6*4)

f[6, 4]

{{1.33333, 1}, {1, 3.}}

{1.33333, 3.}

2

72

Minimálne náklady (72 jednotiek) na spotrebu materiálu pri výrobe krabíc budú pri rozmeroch x = 6 dm, y = 4 dm, z = 2 dm.

b) Výpočet viazaných extrémov s ohraničeniami v tvare rovností

V tomto prípade máme vypočítať lokálne extrémy funkcie f(x1, …, xn) za podmienok


g1(x1, …, xn) = b1

g2(x1, …, xn) = b2


.


.


.


gm(x1, …, xn) = bm.

Postup pri výpočte viazaného extrému je v tomto prípade nasledovný:

1)  Vytvoríme pomocou Lagrangeových multiplikátorov (1, (2, …, (m novú funkciu n+m premenných, tzv. Lagrangeovu funkciu:

L(x1,…,xn,(1, …, (m) = f(x1, …, xn) + (1 (g1(x1, …, xn) - b1) +…+ (m (gm(x1, …, xn) - bm)

2)  Vytvoríme systém n + m algebraických rovníc o n + m neznámych x1, …, xn, (1, …, (m tým, že položíme prvé parciálne derivácie funkcie L(x1, …, xn, (1, …, (m) podľa x1, …, xn, (1, …, (m rovné 0 a vyriešime ho. Tým získame stacionárne body s* = (x1*, …, xn*, (1*, …, (m*).

3)  Vytvoríme Hessovu maticu n-tého stupňa z druhých parciálnych derivácií funkcie L(x1, …, xn, (1, …, (m) podľa x1, …, xn pre všetky stacionárne body s*.

4)  Ak sú všetky hlavné minory Hessovej matice pre daný stacionárny bod s* kladné, potom je bod x* = (x1*, …, xn*)  lokálne minimum funkcie f. Ak majú tieto hlavné minory striedavé znamienka, pričom prvý je záporný, druhý kladný atď…, bod x* = (x1*, …, xn*) je lokálne maximum funkcie f. 

Na výpočet viazaného extrému pomocou Lagrangeových multiplikátorov v systéme Mathematica opäť používame tie isté príkazy, ako v predchádzajúcom odseku a pred prvým výpočtom ich musíme nahrať do pamäti príkazom:

((SymbOpt`SymbOpt`

Príklad 3: 

Nájdite minimum funkcie f(x, y) = x2´+ y2  za podmienky:

 x + y = 10.

Najprv zadefinujeme funkciu f a ohraničenie ako funkciu g. Ohraničenie pritom definujeme ako rozdiel ľavej a pravej strany, t. j. x + y - 10. Vykreslíme funkciu f pomocou príkazu Plot3D (premenná gu), ohraničenie pomocou príkazu ParametricPlot3D (premenná go) a potom ich pomocou príkazu Show zobrazíme do jedného obrázku. Pretože nás hlavne zaujíma zobrazenie účelovej funkcie a ohraničenia spolu, graf funkcie ohraničenia len vytvoríme, ale nezobrazíme (použijeme voľbu DisplayFunction(Identity).

Clear( f (
f[x_,y_]:=x^2 + y^2

g[x_,y_]:=x + y - 10

gu = Plot3D[f[x, y], {x, -10, 10}, {y, -10, 10}, BoxRatios ( {1, 1, 1}, PlotRange( {0, 120}]

go = ParametricPlot3D[{u, 10 - u, v}, {u, 0, 10}, {v, 0, 120}, BoxRatios( {1, 1, 1}, DisplayFunction ( Identity]

Show[gu, go, ViewPoint ( {2.5, 0.0, 2}, AxesLabel ( {"x", "y", "z"}]
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Ďalej si vytvoríme Lagrangeovu funkciu a vyriešime sústavu rovníc:

L[x_,y_,lambda_]:= f[x, y] + lambda*g[x, y]

v = {x, y, lambda};

sol = Solve[FOC[L[x, y, lambda], v], v]

{{x ( 5, y ( 5, lambda  ( -10}}

Teraz vytvoríme Hessovu maticu funkcie L pre premenné x, y a vypočítame jej hlavné minory:

hes = Hessian[L[x, y, lambda], {x, y}]

{{2, 0}, {0, 2}}

NaturalMinors[hes]

{2, 4}

Obidva hlavné minory sú kladné, teda bod (2, 4) je lokálne minimum funkcie f(x,y) (z grafu vidíme, že je to aj globálne minimum). Vypočítame ešte hodnotu funkcie f v tomto bode:

f[5, 5]

50

Príklad 4: 

Nájdite maximum funkcie f(x, y) = 25 - x2 - y2  za podmienok

 x + y = 4.

Clear[f, g]

f[x_,y_]:= 25 - x^2 - y^2

g[x_,y_]:= x + y - 4

gu = Plot3D[f[x, y], {x, -10, 10}, {y, -10, 10}, BoxRatios ( {1, 1, 1}, PlotRange ( {-100, 30}]

go = ParametricPlot3D[{u, 4 - u, v}, {u, -10, 10}, {v, -100, 30}, BoxRatios ( {1, 1, 1}, DisplayFunction (Identity]

Show[gu, go, ViewPoint ({2.5, 0.0, 2}, AxesLabel->{"x", "y", "z"}]
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L[x_,y_,lambda_]:= f[x, y] + lambda*g[x, y]

sol = Solve[FOC[L[x, y, lambda], v], v]

{{x ( 2, y ( 2, lambda ( 4}}

hes=Hessian[L[x, y, lambda], {x, y}]

{{-2, 0}, {0, -2}}

NaturalMinors[hes]

{-2, 4}

Pretože hlavné minory majú striedavé znamienka a prvý je záporný, bod (2, 2) je lokálne maximum funkcie f(x, y) (z grafu vidíme, že je to aj globálne maximum). Vypočítame ešte hodnotu funkcie f(x, y) v tomto bode:

f[2, 2]

17
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Úlohy na riešenie:

7.1. a) Nech x = tg(t) a y = cotg(t). Vypočítajte 
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b) Nech y = x2 + 
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 a ukážte, že platí rovnosť:
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c) Nech y = 3e2x cos(2x – 3). Ukážte, že platí rovnosť:
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7.2. a) Rovnica krivky je x y3 + 2x2 y2 + x4 – 1 = 0. Vypočítajte dotyčnicu v bode (1,2) a súradnice bodov, v ktorých táto dotyčnica pretína súradné osi.

b) Ukážte, že bod (1, 1) leží na krivke s rovnicou x3 – y2 + xy – x2 = 0 a vypočítajte hodnoty 
[image: image120.wmf]2
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 v tomto bode.

7.3. Vypočítajte 
[image: image121.wmf]4
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a)   y = ( ln(x) )x     

b) y = x ln(x)
c) y = x3 e –2x ln(x)

d) y=
[image: image122.wmf])
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7.4. Vypočítajte druhé parciálne derivácie funkcie

a) f(x, y) = x2 y3 + 3y + x

b) f(x, y, z) = x y z2 + 3x y – z

7.5. Ukážte, že dotyková rovina ku elipsoidu 2x2 + y2 + z2 = 7 v bode (1, 2, 1) pretína guľu  9x2 + 9y2 + 9z2 + 18x – 54y – 90z + 311 = 0.

7.6. a) Vypočítajte plochu, ohraničenú krivkami y2 = 20x a  x2 = 16y.

b) Plocha je ohraničená krivkou y = 
[image: image123.wmf]2

x
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 a priamkami 

      x = 2 a x = 5. Vypočítajte objem rotačného paraboloidu, ktorý vznikne rotáciou tejto plochy okolo osi x a súradnice jej ťažiska.

c) Vypočítajte objem telesa, ktoré vznikne rotáciou rovinného obrazca okolo osi x, vymedzeného parabolami y = -x2 + 3, y = x2 + 1.

7.7. Vypočítajte

a) 
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b) 
[image: image125.wmf](

)

(

)

(

)

x

g

cot

2

0

x

2

x

tg

3

1

lim

+

®


c) 
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7.8. Zistite, či sú dané funkcie spojité alebo nespojité a nakreslite ich graf, ak:

a) f(x) = 
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b) f(x) = 
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c) f(x) = 
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7.9. Pre každý z nasledujúcich radov vypočítajte súčet prvých n členov radu. Pomocou tohoto čiastočného súčtu zistite, či je rad konvergentný a vypočítajte jeho súčet:

a) 
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b) 
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7.10. Určte, pre aké hodnoty x sú nasledujúce funkcionálne rady konvergentné:

a) 
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b) 
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c) 
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7.11. Urobte MacLaurinov rozvoj funkcie f(x) do 7.stupňa, ak

a) f(x) = ex sin(x)

b) f(x) = ecos(x)
c) f(x) = ln(
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7.12. Vypočítajte Taylorov rozvoj funkcie f(x, y) = sin2(xy) v bode (1, 
[image: image137.wmf]3

p

) pre n = 3.

7.13. Vypočítajte lokálne extrémy funkcie, ak 

a) f(x) = x lnx

b) f(x) = x – arctg x

c) f(x) = 
[image: image138.wmf]2
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7.14. Vypočítajte lokálne extrémy funkcie:

a) f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 + 2x + 4y – 6z

b) f(x, y, z) = x y2 z3 (12 – x – 2y – 3z)

c) f(x, y) = 2
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d) f(x, y) = 2 + 
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7.15. Vypočítajte viazané extrémy funkcie:

a) f(x, y) = x2 + 2y2  za podmienky  x2 – 2x + 2y2 + 4y = 0

b) f(x, y) = 
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c) f(x, y, z) = x – 2y + 2z  za podmienky  x2 + y2 + z2 – 9 = 0

d) f(x, y, z) = x y2 z3  za podmienky x + y + z – 12 = 0, x ( 0, y ( 0, z ( 0.
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V tejto kapitole sme sa naučili:

· derivovať funkciu jednej a viac reálnych premenných

· vypočítať určité a neurčité integrály

· počítať limity vlastné aj nevlastné

· pracovať s nekonečnými radmi

· počítať voľné aj viazané extrémy funkcie jednej a viac premenných.
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8. Aplikácie symbolického a numerického integrovania

8.1. Fourierove rady 

Rozvoje funkcií do Fourierových radov vzhľadom na systémy ortogonálnych funkcií sú jedným z významných nástrojov pri riešení okrajových úloh pre obyčajné a  parciálne diferenciálne rovnice. Výpočet Fourierových koeficientov príslušného radu sa dá veľmi jednoducho previesť vďaka možnostiam symbolických výpočtov v systéme Mathematica. 

Príklad:

Pre párnu, respektíve nepárnu funkciu vyrobíme kosínusový respektíve sínusový rad, pričom nekonečný rad nahradíme konečným súčtom pre dostatočne veľké n. Obrázky dokumentujú postupné približovanie sa radu k rozvíjanej funkcii na príslušnom intervale, na celej reálnej osi Fourierov rad reprezentuje periodické predĺženie danej funkcie.

f[x_]:=-x^2+Pi^2

a[n_]:=(1/Pi)Integrate[f[x]Cos[n x],{x,-Pi,Pi}]

A[k_]:=If[k>0,a[k],(1/2)a[0]]

F[x_,n_]:=Sum[A[k]Cos[k x],{k,0,n}]

F[x,5]

    2

2 Pi                          4 Cos[3 x]   Cos[4 x]

----- + 4 Cos[x] - Cos[2 x] + ---------- - -------- + 

  3                               9           4

 4 Cos[5 x]

 ----------

     25

g[0]=Plot[f[x],{x,-Pi,Pi}, PlotStyle(RGBColor[1,0,0], DisplayFunction(Identity];

Do[g[i]=Plot[Evaluate[F[x,i]],{x,-Pi,Pi}, DisplayFunction(Identity],{i,1,10}]

Show[g[0],g[2], DisplayFunction($DisplayFunction];
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Show[g[0],g[4], DisplayFunction($DisplayFunction];
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Show[g[0],g[10],  DisplayFunction($DisplayFunction];
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gr1=Plot[Evaluate[F[x,4]],{x,-3Pi,3Pi}, PlotRange({{(10,10},{0,10}}, AspectRatio(Automatic];
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f[x_]:=x

B[k_/;k>0]:=(1/Pi)Integrate[f[x]Sin[k x], {x,-Pi, Pi}]

F[x_,n_]:=Sum[B[k]Sin[k x],{k,0,n}]

F[x,5]

                              2 Sin[3 x]    Sin[4 x]   2 Sin[5 x]

2 Sin[x] - Sin[2 x] + ----------   -   --------     + ----------

                                      3              2                5

g[0]=Plot[f[x],{x,-Pi,Pi}, PlotStyle(RGBColor[1,0,0], DisplayFunction(Identity];

Do[g[i]=Plot[Evaluate[F[x,i]],{x,-Pi,Pi}, DisplayFunction(Identity],{i,1,10}]

Show[g[0],g[1],g[3],g[10], DisplayFunction($DisplayFunction];
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V balíku Calculus`FourierTransform` sa nachádzajú viaceré funkcie súvisiace s Fourierovými radmi, ktoré v podstate štandardizujú naše predchádzajúce ilustračné príklady na symbolické výpočty.

FourierExpSeries[expr,{x,xmin,xmax},n] exponenciálny rozvoj rádu n  výrazu expr, ktorý je chápaný ako funkcia premennej x na intervale xmin, xmax

FourierTrigSeries[expr,{x,xmin,xmax},n trigonometrický rozvoj

FourierExpSeriesCoefficient[expr,{x,xmin,xmax},n]       n-tý koeficient  exponenciálneho rozvoja

FourierSinSeriesCoefficient[expr,{x,xmin,xmax},n]        n-tý koeficient v sinusovej časti trigonometrického rozvoja

FourierCosSeriesCoefficient[expr,{x,xmin,xmax},n]       n-tý koeficient v kosinusovej časti trigonometrického rozvoja

Numerické aproximácie Fourierových rozvojov a ich koeficientov sa získajú použitím funkcií: 

NFourierExpSeries[expr,{x,xmin,xmax},n]    

NFourierTrigSeries[expr,{x,xmin,xmax},n]

NFourierExpSeriesCoefficient[expr,{x,xmin,xmax},n]

NFourierSinSeriesCoefficient[expr,{x,xmin,xmax},n]

NFourierCosSeriesCoefficient[expr,{x,xmin,xmax},n]

Príklady:

<<Calculus`FourierTransform` 

fplt=Plot[x-Floor[x],{x,0,3}];
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frad3=FourierTrigSeries[x,{x,0,1},3]
1   Sin[2 Pi x]      Sin[4 Pi x]    Sin[6 Pi x]

- -   -----------     -   -----------   -   -----------

2          Pi                2 Pi               3 Pi

fradplt=Plot[frad3,{x,0,3}];
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Show[fplt,fradplt];
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8.2. Fourierova transformácia

Uvažujme komplexný trigonometrický rozvoj (v predchádzajúcej kapitole ho tiež voláme exponenciálny) funkcie g(x) na intervale (-L, L).  Zväčšujúc tento interval dokážeme zachytiť Fourierovým radom stále väčšiu časť funkcie g. V nasledujúcich príkazoch definujeme Fourierove koeficienty práve v závislosti od dĺžky inetrvalu L. Potom kreslíme tri výsledky s postupne narastajúcim L.

Limitným prechodom pre L idúcim do nekonečna, sa nekonečná suma z trigonometrického rozvoja zmení na integrál a koeficienty a(n) v rozvoji, ktoré boli definované pre diskrétne hodnoty n, teraz reprezentujú reálnu funkciu G(n) - obraz funkcie g pri Fourierovej transformácii. V balíku Calculus`FourierTransform` sa nachádzajú  funkcie zachytávajúce uvedenú problematiku. 

g[x_]:=Exp[-x^2]

a[n_,L_]:=NIntegrate[g[t](Cos[(2 n Pi t)/L] + I* Sin[(2 n Pi t)/L]),{t,-L/2,L/2}]

f[x_,n_,L_]:=Sum[(1/L)a[k,L](Cos[(2 k Pi x)/L] -  I* Sin[(2 k Pi x)/L]),{k,-n,n}]

g1=Plot[g[x],{x,-2,2},  PlotStyle(RGBColor[0,0,1], PlotRange({{-2, 2},{0,1}}, DisplayFunction(Identity];

g2=Plot[Evaluate[f[x,5,1]],{x,-2,2}, PlotStyle(RGBColor[1,0,0], PlotRange({{-2, 2},{0,1}}, DisplayFunction(Identity];

Show[g1,g2, DisplayFunction($DisplayFunction];
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g3=Plot[Evaluate[f[x,5,2]],{x,-2,2}, PlotStyle(RGBColor[1,0,0], PlotRange({{-2, 2},{0,1}}, DisplayFunction(Identity];

Show[g1,g3, DisplayFunction($DisplayFunction];
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g4=Plot[Evaluate[f[x,5,3]],{x,-2,2}, PlotStyle(RGBColor[1,0,0], PlotRange({{-2, 2},{0,1}}, DisplayFunction(Identity];

Show[g1,g4, DisplayFunction($DisplayFunction];
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FourierTransform[expr,t,w]
Fourierova transformácia výrazu expr ako funkcie premennej t

InverseFourierTransform[expr,w,t]   inverzná Fourierova transformácia výrazu expr ako funkcie premennej w

FourierCosTransform[expr,t,w]   kosínusová Fourierova transformácia

FourierSinTransform[expr,t,w] sínusová Fourierova transformácia

NFourierTransform[expr,t,w]       numerická aproximácia Fourierovho integrálu z výrazu expr pre diskrétne numerické hodnoty frekvencií w

Príklad:

FourierTransform[5,t,w]

10 Pi DiracDelta[w]

obraz=FourierTransform[Exp[-a^2 t^2],t,w]

    Sqrt[Pi]

   -----------

         2      2

      w /(4 a  )

a E

vzor=InverseFourierTransform[obraz,w,t]

    2  2

 -(a  t )

E

8.3. Riešenie vlnovej rovnice Fourierovou metódou.

Majme vlnovú rovnicu na intervale [0,L] spolu s podmienkami pre upevnené konce


u(0,t) = 0,  u(L,t) = 0.

Metódou separácie premenných (Fourierovou metódou) získame riešenie tejto úlohy pre ľubovoľnú počiatočnú výchylku a rýchlosť 


u(x,0) = f(x),  du/dt (x,0) = g(x)

v tvare nekonečného súčtu, v ktorom koeficienty sú určené Fourierovým rozvojom funkcií f a g. Nasledujúcimi príkazmi získavame jednotlivé Fourierove koeficienty, ktoré potom použijeme pri definícii riešenia u, v ktorom nekonečnú sumu nahradíme konečným súčtom.

k[n_]:=n Pi/L

kf[n_/;n>0]:=(2/L) Integrate[f[x]Sin[k[n] x], {x, 0, L}]

kg[n_/;n>0]:=(2/L) Integrate[g[x]Sin[k[n] x], {x, 0, L}]

u[x_,t_,nmax_]:= Sum[ Sin[ k[n] x] * ( kf[n]* Cos[k[n] t] + kg[n]/k[n] Sin[k[n] t]),{n,1,nmax}]

Príklad 1:

Definujme konkrétnu dĺžku struny a jej počiatočnú výchylku a rýchlosť. Ak je počiatočná výchylka rovná jednej z vlastných funkcií príslušnej Sturm-Liouvillovej úlohy (ako v tomto príklade), vďaka ortogonálnosti z nekonečnej sumy zostane len jeden člen.

L=1;

f[x_]:=Sin[2 Pi x/L]

g[x_]:=0

sol=u[x,t,5]

Cos[2 Pi t] Sin[2 Pi x]

Nasledujúcim príkazom môžme vyrobiť postupnosť stavov ktorými struna pri svojom periodickom pohybe prechádza. 

Do[Plot[sol,{x,0,L},PlotRange->{-1,1}],{t,0,1,0.05}]
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Skúste vytvoriť animáciu tejto postupnosti.

Príklad 2:

Ďalší príklad je všeobecnejší. Je prirodzenou otázkou, koľko členov nekonečného rozvoja máme zobrať, aby naša aproximácia riešenia bola dostatočná. Ak v ňom vezmeme len konečný počet členov, v čase 0 vlastne uvažujeme namiesto f a g len ich Fourierove priblíženia. Naše približné riešenie potom vlastne zodpovedá správaniu sa struny s počiatočnými parametrami danými nie funkciami f a g ale týmito konečnými radmi. 

V prvom prípade rad len s tromi členmi nie veľmi uspokojivo aproximuje funkciu f, čo je vidno z nasledujúceho obrázka. Ak vezmeme 5 členov, výsledok je lepší, a celkové riešenie budeme považovať za dobrú aproximáciu riešenia pôvodnej úlohy.

f[x_]:=x (x-1/2)(x-3/4)(x-1)

g[x_]:=0

sol=u[x,t,3]

                     2                     2

    192 - 14 Pi     -192 + 26 Pi

2 ( ------------   -   -------------     ) Cos[Pi t] Sin[Pi x] + 

              5                    5

        8 Pi                8 Pi

                       2                   2

       -24 + 7 Pi    -24 + 13 Pi

 2 (   -----------   -   ------------   )   Cos[2 Pi t] Sin[2 Pi x] + 

                 5                 5

          32 Pi          32 Pi

                       2                     2

       64 - 42 Pi     -64 + 78 Pi

 2 (   -----------   -    ------------    )  Cos[3 Pi t] Sin[3 Pi x]

                   5                   5

          648 Pi           648 Pi

Plot[{f[x],sol/.t->0}, {x, 0, L}, PlotRange({-0.03, 0.03},PlotStyle({RGBColor[1,0,0], RGBColor[0, 0,1 ]}];
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sol=u[x,t,5];

Plot[{f[x],sol/.t->0},{x,0,L},PlotRange({-0.03, 0.03},PlotStyle({RGBColor[1,0,0], RGBColor[0,0,1]}];

[image: image280.png]



Opäť si vytvoríme animáciu riešenia po vykonaní tohto príkazu

Do[Plot[sol,{x,0,L},PlotRange({-0.03,0.03}], {t,0,2,0.1}]

Príklad 3:

V nasledujúcom  všeobecnom prípade nájdeme približné riešenie a potom v cykle vykreslíme niekoľko stavov, ktorými struna prechádza.

f[x_]:=-x (x-1)

g[x_]:=3 x

sol=u[x,t,3]

 8 Cos[Pi t]      6 Sin[Pi t]

(  -----------    +  -----------  ) Sin[Pi x] - 

         3                    2

      Pi                   Pi

 3 Sin[2 Pi t] Sin[2 Pi x]

    -------------------------       + 

                   2

             2 Pi

  8 Cos[3 Pi t]      2 Sin[3 Pi t]

 (-------------      +   -------------   ) Sin[3 Pi x]

             3                    2

     27 Pi                3 Pi

Do[Plot[sol,{x,0,L},PlotRange({-1,1}], {t, 0, 1.5, 0.3}]
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8.4. Riešenie difúznych rovníc Fourierovou metódou.

Ak riešime rovnicu difúzie (nestacionárneho vedenia tepla) v intervale [0,L], na koncoch ktorého má byť riešenie nulové a uvažujeme počiatočnú podmienku 



u(x,0) = f(x),

opäť môžme využiť Fourierovu metódu separácie premenných. Teraz riešenie exponenciálne klesá k nule. To ukazujú grafické výstupy uvedené nižšie. 

k[n_]:=n Pi/L

kf[n_/;n>0]:=(2/L) Integrate[f[x]Sin[k[n] x], {x, 0, L}]

u[x_, t_, nmax_] := Sum[ kf[ n ]* Sin[ k[ n ]* x]* Exp[(k[n]^ 2 t], {n,1,nmax}]

f[x_]:=-10 x(x-1)(x-1/2)(x-1/5)

L=1;

sol=u[x,t,5]

                         2                         2

        240 - 16 Pi        -240 + 34 Pi

2 (-(  ------------    )  +   -------------   )  Sin[Pi x]

                5                         5

             Pi                        Pi

      ---------------------------------------------                   + 

                         2

                      Pi   t

                   E

                    2                   2

     60 - 34 Pi      60 - 16 Pi

 2 ( -----------   -    -----------    )  Sin[2 Pi x]

              5                    5

        8 Pi                8 Pi

 -----------------------------------------                 + 

                        2

                  4 Pi  t

                 E

                        2                         2

      -(80 - 48 Pi  )     -80 + 102 Pi

 2 (  --------------    +   -------------    ) Sin[3 Pi x]

                 5                          5

          81 Pi                   81 Pi

 ----------------------------------------------                  + 

                           2

                     9 Pi  t

                    E

                    2                  2

     30 - 68 Pi     30 - 32 Pi

 2 ( -----------   -   -----------   ) Sin[4 Pi x]

                5                   5

      128 Pi           128 Pi

 -----------------------------------------                          + 

                          2

                  16 Pi  t

                 E

                       2                        2

      -(48 - 80 Pi )    -48 + 170 Pi

 2 (  -------------- +     -------------     ) Sin[5 Pi x]

                   5                      5

         625 Pi              625 Pi

 ----------------------------------------------

                            2

                    25 Pi  t

                   E

Do[ FilledPlot[sol, {x, 0, L}, PlotRange({-0.1, 0.35}, Frame(True, Axes(False], {t, 0, 0.02, 0.01}]
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FilledPlot[sol/.t->0.1,{x,0,L},PlotRange({-0.1, 0.35}, Frame(True, Axes(False];
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8.5. Fundamentálne riešenie rovnice vedenia tepla.

Úlohy o vedení tepla na nekonečných oblastiach (napríklad na priamke) sa dajú riešiť s využitím konvolúcie počiatočnej podmienky F(x) s fundamentálnym riešením rovnice  vedenia tepla (Gaussovou funkciou G(x,t)). Tento prístup je možné jednoducho zrealizovať v systéme Mathematica nasledujúcimi definíciami:

F[x_]:=If[Abs[x]<=1,1,0]

G[x_,t_]:=(1/Sqrt[4 Pi t]) Exp[-(x^2)/(4 t)]

u[x_,t_]:=NIntegrate[F[y] G[x-y,t],{y,x-1,x+1}]

Teraz zobrazíme počiatočnú podmienku a tri časové rezy riešenia:

g[0]=Plot[F[x],{x,-2,2},PlotRange({{-2,2},{0,1}}, PlotStyle(RGBColor[1,0,0], DisplayFunction(Identity]

Do[g[i]=Plot[u[x,0.01 i^2], {x,-2,2}, PlotRange( {{-2, 2}, {0,1}}, PlotStyle(RGBColor[0, 0, 1], DisplayFunction(Identity],{i,1,3}]

Show[Table[g[j],{j,0,3}], DisplayFunction($DisplayFunction];
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Úlohy na riešenie

8.1. Rozviňte funkciu f(x) do Fourierovho radu. Vykreslite pôvodnú funkciu a jej aproximáciu Fourierovým radom pre rôzne stupne n: 


a) f(x) = 
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8.2. Predĺžte funkciu f(x) do intervalu  ( -(, 0 ( ako párnu a potom ju rozvinte do Fourierovho radu:

a) f(x) = x,

x ( ( 0, ( (
b) f(x) = x3, 

x ( ( 0, ( (.
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s okrajovými podmienkami u(0, t) = u(1, t) = 0 pre t ( 0 a počiatočnými podmienkami u(x, 0) = 4x (1 – x), 
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s okrajovými podmienkami u(0, t) = u(1, t) = 0 pre t ( 0 a počiatočnými podmienkami u(x, 0) =
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V tejto kapitole sme sa naučili:

· rozvinúť funkciu do Forierovho radu

· používať Fourierovu transformáciu

· riešiť vlnové rovnice Fourierovou metódou

· riešiť difúzne rovnice Fourierovou metódou.

9. Obyčajné diferenciálne rovnice
9.1. Základné príkazy
V tejto časti sa budeme snažiť ukázať použitie systému Mathematica pri riešení systémov obyčajných diferenciálnych rovníc. 

Na samotné riešenie systémov obyčajných diferenciálnych rovníc je v Mathematice len niekoľko zabudovaných funkcií, ktoré pracujú jednak na báze symbolickej a jednak na báze numerickej. Ich vnútorná štruktúra je však natoľko bohatá, že zahŕňajú riešenie ako počiatočných tak i okrajových úloh a rôzne stupne nelinearít. Tieto možnosti nie sú presne špecifikované. Je na vnútorných pravidlách systému Mathematica, či nami zadaný problém zvládne vyriešiť.

DSolve[eqn, y[x], 
rieši diferenciálnu rovnicu pre výraz y[x]    

DSolve[eqn, y, x] 
rieši diferenciálnu rovnicu pre funkciu y premennej x 

DSolve[{eqn1, eqn2, ...}, {y1,y2, ...}, x]


rieši systém dife-renciálnych rovníc pre funkcie y1, y2, ... premennej x

Vysvetlíme rozdiel medzi prvou funkciou a nasledujúcimi dvoma. V prvom prípade  dostávame ako výsledok transformačné pravidlo pre výraz y[x] v druhom prípade dostaneme riešenie y v tvare tzv. „čistej“ funkcie. Prvá funkcia postačuje ak chceme riešenie povedzme len vykresliť, druhý spôsob je vhodnejší, ak potrebujeme riešenie ďalej spracovávať (derivovať, dosadzovať hodnoty a pod). U prvých dvoch funkcií dostávame všeobecné  riešenie, v ktorom vystupujú všeobecné konštanty implicitne značené C[i], ktorých počet závisí od rádu dif. rovnice. V prípade tretej funkcie, riešiacej systém dif. rovníc, môžu rovnosti eqn1, eqn2, ... predstavovať ako diferenciálne rovnice, tak aj počiatočné či okrajové podmienky rôznych typov, ktoré znižujú počet všeobecných konštánt. V prípade komplikovanejších problémov je možné natiahnuť balík Calculus`DSolve`, ktorý neprináša nové funkcie, ale rozširuje možnosti už spomenutých.

Príklady:

<<Calculus`DSolve`
DSolve[{x'[t]== -x[t] -y[t]+t^2,

               y'[t]== -y[t] -z[t] +2t,

               z'[t]== -z[t] +t}, {x[t],y[t],z[t]},t]

                                                        2

                          2   C[1]    t C[2]     t  C[3]

{{x[t] -> 3 - 3 t + t  + ----  +  ------ +  -------    , 

                                   t          t              t

                                E         E          2 E

                C[2]    t C[3]                         C[3]

  y[t] -> t -  ----  -  ------  ,  z[t] -> -1 + t + ----  }}

                    t          t                                 t

                  E        E                                E

x[0]+y[0]+z[0]/.%

{x[0] + y[0] + z[0]}

DSolve[{x'[t]== -x[t] -y[t] +t^2,

               y'[t]== -y[t] -z[t] +2t,

               z'[t]== -z[t] +t}, {x,y,z},t]

                                                                    2

                                         2   C[1]   t C[2]   t  C[3]

{{x -> Function[t, 3 - 3 t + t  + ---- + ------ + -------   ], 

                                                 t          t             t

                                               E        E         2 E

                               C[2]   t C[3]

  y -> Function[t, t - ---- -   ------ ], 

                                    t         t

                                 E        E

                                       C[3]

  z -> Function[t, -1 + t + ----  ] }}

                                           t

                                         E

x[0]+y[0]+z[0]/.%

{2 + C[1] - C[2] + C[3]}

x'[t]+x[t]+y[t]-t^2/.%%

{0}

Na zobrazenie výsledkov vo forme trajektórií využijeme grafické funkcie systému Mathematica určené na kreslenie funkcií zadaných parametricky.

solution=DSolve[{x'[t]== -x[t] -y[t] +t^2,

    y'[t]== -y[t] -z[t] +2t,

    z'[t]== -z[t] + t, x[0]==0, y[0]==0, z[0]==0},  {x[t], y[t], z[t]}, t]

                                          2

                   3             2     t                     t

{{x[t] -> 3 -  --  - 3 t + t  + ----,  y[t] -> t -  --, 

                    t                      t                    t

                  E                  2 E                  E

                     -t

  z[t] -> -1 + E   + t}}

trajectory=Flatten[{x[t],y[t],z[t]}/.solution]

                              2

      3               2    t          t               -t

{3 - --  - 3 t + t  + ----,  t - -- ,  -1 + E   + t}

        t                     t          t

      E                 2 E        E

ParametricPlot3D[trajectory,{t,-2.5,10}, BoxRatios({1,1,1}];


V nasledujúcom príklade nešpecifikujeme číselne konkrétne počiatočné podmienky, ale nájdeme riešenie, v ktorom je  vyjadrená závislosť na nich. Potom môžme jednoducho získať jednotlivé trajektórie. Pre tento príklad vidíme navíjanie riešení na limitné cykly.

generalSolution=DSolve[{x'[t]==y[t] + Sin[t], y'[t]==-x'[t] + Cos[t], x[0]==g, y[0]==h}, {x[t], y[t]}, t]

                  -1 + h

{{x[t] -> g -  ------   + h - Cos[t] + Sin[t], 

                         t

                      E

             -1 + h

  y[t] ->   ------ + Cos[t] }}

                    t

                 E

specialTrajectory.=.Flatten[({x[t],y[t]}/. generalSolution)/. {g(0, h(0}]

   -t                                -t

{E   - Cos[t] + Sin[t],  -E   + Cos[t]}

ParametricPlot[specialTrajectory,{t,0,100}];


specialTrajectory=Flatten[({x[t],y[t]}/.%1)/.{g(-1, h(3}]

        2                             2

{2 -  --  - Cos[t] + Sin[t],  -- + Cos[t] }

         t                              t

       E                             E

ParametricPlot[specialTrajectory,{t,0,100}];


Ďalšie dve funkcie sa týkajú numerického riešenia začiatočných úloh pre obyčajné diferenciálne rovnice. V tomto prípade sa požaduje, aby počiatočné podmienky  úplne určovali riešenie. Výsledkom je potom konkrétna trajektória numericky spočítaná na intervale (xmin,xmax). Jednotlivé funkcie y1, y2, ... obdržíme v tvare špeciálneho objektu typu InterpolatingFunction, s ktorým sa dá následne ďalej pracovať.

NDSolve[{eqn1, eqn2, ...}, y, {x, xmin, xmax}]      nájde numerické riešenie diferenciálnej rovnice s neznámou funkciou y v rozsahu  premennej x od xmin po xmax

NDSolve[{eqn1, eqn2, ...}, {y1,y2, ...}, {x, xmin, xmax}]   nájde numerické riešenie systému dif. rovníc pre neznáme funkcie y1, y2, ... parametra x, v jeho rozsahu xmin,xmax

Predchádzajúce dve funkcie pripúšťajú nasledujúce voľby. Uvádzame ich špecifikáciu, preddefinovanú hodnotu a stručné vysvetlenie.

AccuracyGoal
Automatic
absolútna chyba v riešení, ktorú požadujeme dosiahnuť                

PrecisionGoal
Automatic
relatívna chyba v riešení, ktorú požadujeme dosiahnuť

WorkingPrecision
$MachinePrecision  
počet platných cifier pri vnútorných výpočtoch

MaxSteps              
500    
maximálny počet výpočtových  krokov pri delení rozsahu parametra x

StartingStepSize    
Automatic    
veľkosť štartovacieho kroku

Compiled               
True 

či vyrobiť kompilovanú verziu

Ako príklad uvádzame numerické riešenie Lorentzovho systému diferenciálnych rovníc, ktorého riešenie sa asymptoticky správa ako podivný atraktor.

NDSolve[{x'[t]== -3(x[t] - y[t]),

         y'[t]== -x[t]z[t] + 26.5 x[t] - y[t],

         z'[t]== x[t] y[t] -z[t],

         x[0]==z[0]==0,y[0]==1},

         {x,y,z},{t,0,10},MaxSteps->1000] 

{{x -> InterpolatingFunction[{0., 10.}, <>], 

  y -> InterpolatingFunction[{0., 10.}, <>], 

  z -> InterpolatingFunction[{0., 10.}, <>]}}

ParametricPlot3D[Evaluate[{x[t],y[t],z[t]}/.%], {t,0,10}, PlotPoints(1000];


9.2. Symbolické riešenie okrajových úloh.

Príklad 1:

Uvažujme pružný nosník dĺžky L umiestnený tak, že jeho strednica je totožná s osou x. Predpokladajme, že platí Hookov zákon pre deformáciu v ohybe

                                              M = EJk,

kde M=M(x) je ohybový moment v bode x nosníka, E=E(x) je modul pružnosti v ťahu v bode x, J=J(x) je moment zotrvačnosti prierezu nosníka a k je (malá) deformácia v ohybe. Deformáciu v ťahu v smere x a v skrute neuvažujeme. Ak u(x) označíme priehybovú čiaru nosníka, tak pre malé priehyby, pre ňu dostávame diferenciálnu rovnicu



-E(x)J(x) u'' = M(x),

pre x z intervalu (0,L). V niektorých prípadoch poznáme funkciu M(x) a stačí nám teda riešiť predchádzajúcu dif. rovnicu, ktorú prepíšeme do tvaru



       -u'' = f(x),

spolu s okrajovými podmienkami špecifikujúcimi uchytenie nosníka.

Tieto okrajové podmienky budeme uvažovať v najvšeobecnejšom tvare

a u(0) + b u'(0) =u1,      c u(L) + d u'(L) = u2,

s konštantami a, b, c, d. Napríklad, nosník obojstranne votknutý dostaneme ak položíme a=c=1, b=d=u1=u2=0.

Navrhneme užívateľskú funkciu, ktorá vďaka možnostiam symbolických výpočtov v systéme Mathematica, jednoducho rieši predchádzajúci všeobecný problém. Následne jej volanie s konkrétnymi parametrami i graficky znázorní požadovanú priehybovú čiaru.
Priehyb[L_,a_,b_,u1_,c_,d_,u2_,f_]:= Module[ {sol}, sol = DSolve[ {-u''[x] == f, a*u[0] + b*u'[0]==u1, c*u[L] + d*u'[L]==u2}, u, x]; Plot[ u[x]/.sol, {x, 0, L}, PlotRange ( All, PlotStyle(RGBColor[0,0,1],Frame(True]]

Priehyb[1,1,0,0,1,0,1,3];


Priehyb[1,1,0,0,1,0,1,20*Sin[5*Pi*x/2]];


Príklad 2:

Model, ktorý sme uvažovali vyššie bol značným zjednodušením situácie. Ak nezanedbáme namáhanie nosníka v šmyku, musíme vziať do úvahy vzťah



M''(x) = -f(x),

kde f(x) vyjadruje vonkajšie zaťaženie pôsobiace na nosník. Potom dostávame pre priehybovú čiaru dif. rovnicu štvrtého rádu


            (E(x)J(x) u'')'' = f(x),

pre x z intervalu (0,L). K jednoznačnému určeniu priehybovej čiary musíme predchádzajúcu rovnicu doplniť okrajovými podmienkami, charakterizujucími spôsob uchytenia nosníka na krajoch.

Pre nosník prosto podopretý máme podmienky


u(0)=0, u(L)=0, u''(0)=u1, u''(L)=u2,

kde konštanty u1, u2 udávajú veľkosti ohybových momentov na koncoch nosníka.

Napíšeme procedúru pre prípad keď modul pružnosti a moment zotrvačnosti sú konštanty ( bez ujmy na všeobecnosti ich súčin položíme rovný 1).

NosnikPodoprety[L_,u1_,u2_,f_]:= Module[ {sol},sol=DSolve[{u''''[x]==f,u[0]==0,u''[0]==u1, u[L]==0,u''[L]==u2},u,x];Plot[u[x]/.sol,{x,0,L}, PlotRange(All,PlotStyle(RGBColor[0,0,1], Frame(True]]

NosnikPodoprety[1.5,1,-0.5,x^3];


Pre nosník votknutý na konci x=0 a s voľným koncom v x=L máme podmienky


u(0)=0, u'(0)=0, u''(L)=0, u'''(L)=u3,

kde konštanta u3 reprezentuje veľkosť šmykovej sily na voľnom konci.

NosnikVotknutyJednostranne[L_,u3_,f_]:= Module[ {sol}, sol=DSolve[{u''''[x]==f, u[0]==0, u'[0]==0, u''[L]==0, u'''[L]==u3}, u, x]; Plot[u[x]/. sol, {x,0,L}, PlotRange(All, PlotStyle( RGBColor[0, 0, 1], Frame(True]]

NosnikVotknutyJednostranne[1, -1, -30* Sin[5* Pi*x/2]]


Úlohy na riešenie

9.1. Riešte začiatočné úlohy pre obyčajné diferenciálne rovnice:

a) 4y(( + y = 0,
y((() = 3, y (() = 2

b) y(( - 5y( + 6y  = x + ex, y(0) = 0, y((0) = 1

c) y((( + 2y(( + 2y( + y = x,  y(0) = y((0) = y(((0) = 0

d) y(4) + 4y = 0, y(0) = y((0) = y(((0) = 0, y((((0) = 1.

9.2. Riešte začiatočné úlohy pre systémy obyčajných diferenciálnych rovníc:

a)  x( = y

       y( = -x,

x(0) = 0, y(0) = 1

b) x( = - x – y – 3y2/2

      y( = x + y,

x(-2) = -2, y(-2) = 1

c) x(( = y

      y(( = x,

x(0) = y(0) = 2, x((0) = -2, y((0) = 2.

9.3. Riešte okrajové úlohy pre obyčajné diferenciálne rovnice:

a)  y(( + 5y( + 4y = 1,

y(0) = 0, y(1) = 1

b)  y(( + 5y( + 4y = ex,

y(0) = 0, y(1) = 1

c)  y(( + 5y( + 4y =
[image: image150.wmf]x

1

e

2

2

x

+

+

,
y(0) = 0, y(1) = 1

d)  y(( + (1 + x) y( + (1 + x) y = 1, 
y(0) = 0, y(1) = 1

V tejto kapitole sme sa naučili:

· základné príkazy na symbolické a numerické riešenie začiatočných úloh pre obyčajné diferenciálne rovnice a systémy diferenciálnych rovníc

· symbolické riešenie okrajových úloh pre obyčajné diferenciálne rovnice.

10. Využitie systému Mathematica pri numerickom riešení okrajových úloh 

Numerické riešenie okrajových úloh pre obyčajné alebo parciálne diferenciálne rovnice, či už metódou sietí, konečných prvkov alebo konečných objemov, vedie často v konečnom dôsledku k riešeniu systémov lineárnych rovníc. Matice týchto systémov sú špeciálneho tvaru (pásové, blokovo trojdiagonálne a pod). Nasledujúce tri príklady sú jednoduchou ukážkou, ako k tomuto cieľu využiť zabudované funkcie systému Mathematica týkajúce sa lineárnej algebry. Tu treba poznamenať, že tieto prístupy v žiadnom prípade nemôžu nahradiť komplexné balíky určené na riešenie zložitých úloh matematickej fyziky  na báze metódy konečných prvkov. V jednoduchých prípadoch (predovšetkým oblastí) ich však možno s úspechom využiť. Budeme pritom vytvárať užívateľské procedúry, ktoré v sebe zahrnú riešenie problému i s grafickým vyhodnotením.

 Príklad 1:

Riešme jednodimenzionálnu rovnicu ustáleného vedenia tepla v tvare

                                 -u''  = f

na intervale [i1,i2] s okrajovými podmienkami u(i1)=d1, u(i2)=d2. Po priestorovej diskretizácii intervalu na n častí a nahradení derivácií pomernými diferenciami dostávame systém rovníc s trojdiagonálnou maticou a pravou stranou určenou funkciou f a okrajovými podmienkami. V prvej fáze našej procedúry počítame symbolicky presné riešenie úlohy. Potom naplníme diagonály v matici a vyrobíme pravú stranu r. Na riešenie použijeme balíkovú funkciu TridiagonalSolve. Na záver vykreslíme numerické a  presné riešenie ako aj ich porovnanie. Následne môžme volať procedúru s rôznymi parametrami.

<<LinearAlgebra`Tridiagonal`

RiesenieOkrajUlohy[i1_,i2_,d1_,d2_,f_,n_]:= Module[{s,pres,h,a,b,c,r,sol,xs,ys,z,g1,g2},

 (*vypocet presneho riesenia *)

s=DSolve[{u''[x]+f[x]==0, u[i1]==d1, u[i2]==d2}, u, x]; pres=u[x]/.s;

(* vytvorenie matice a pravej strany *)

h=N[(i2-i1)/n]; a=Table[-1.,{i,1,n-2}]; b=Table[2., {i,1,n-1}]; c=a; r=N[Join[{h^2*f[h] + d1}, Table[h^2*f[i*h], {i,2,n-2}], {h^2*f[(n-1)*h] + d2}]];

(* riesenie sustavy rovnic *)

sol=TridiagonalSolve[N[a],N[b],N[c],N[r]];

(* priprava vystupov z numerickeho riesenia na kreslenie *)

xs=Table[i*h,{i,0,n}]; ys=Flatten[{d1,sol,d2}]; z=Table[{xs[[i]],ys[[i]]},{i,1,n+1}];

(* kreslenie *)

g1=ListPlot[z, PlotRange({{i1 ,i2}, {Floor[ Min[ ys]], Ceiling[Max[ys]]}}, Frame(True, PlotJoined( True, PlotStyle(RGBColor[1,0,0], PlotLabel("Graf numerickeho riesenia"]; g2=Plot[pres,{x,i1,i2},PlotRange({{i1,i2}, {Floor[Min[ys]],Ceiling[Max[ys]]}}, Frame(True, PlotStyle(RGBColor[0,0,1], PlotLabel("Graf presneho riesenia"]; Show[g1,g2,PlotLabel("Graficke porovnanie"] ]

f[x_]:=20*Sin[5*Pi*x/2];

RiesenieOkrajUlohy[0.,1.,0.,1.,f,10]




Príklad 2:

Majme Laplaceovu rovnicu 

-div ( grad u) = 0

na štvorci [i1,i2]x[i1,i2], pre neznámu funkciu u, s Dirichletovými okrajovými podmienkami na hranách uvažovaného štvorca, ktoré sú dané funkciami f1, f2, f3, f4. Metódou sietí riešme numericky túto úlohu. Ak n je počet deliacich bodov oblasti v každom smere, štandardným postupom dôjdeme opäť k systému lineárnych rovníc, ktorého matica je v tomto prípade blokovo trojdiagonálna. Nasledujúca postupnosť príkazom konkretizuje predchádzajúce úvahy. Výsledné riešenie predstavuje hodnoty hľadanej funkcie v diskrétnych sieťových bodoch a môžme si ho zobraziť viacerými grafickými funkciami systému Mathematica.

<<LinearAlgebra`MatrixManipulation`

<<Graphics`Graphics3D`

<<Graphics`Legend`

i1=0.; i2=1.; n=10; h=(i2-i1)/n; f1=0.; f2=N[y^2];

f3=N[4.*(x-0.5)^2]; f4=N[Sin[5.0*Pi*y/2.]];

f0r=Table[f1/.x->(i*h),{i,0,n}];

fns=Table[f2/.y->(i*h),{i,0,n}];

fnr=Table[f3/.x->(i*h),{i,0,n}];

f0s=Table[f4/.y->(i*h),{i,0,n}];

c=Table[Switch[i-j,-1,-1.,0,4.,1,-1.,_,0.],{i,n-1}, {j,n-1}];

id=Table[Switch[i-j,0,1.,_,0.],{i,n-1},{j,n-1}];

nul=Table[0.,{n-1},{n-1}];

a=BlockMatrix[Table[Switch[i - j, -1, -id, 0, c, 1, -id, _, nul], {i, n - 1}, {j, n - 1}]];

b=Flatten[{Take[f0r, {2,n}], Table[0.,{n-1},{n-3}], Take[fnr, {2,n}]}] + Flatten[Table[{f0s[[i]], Table[ 0., {n-3}], fns[[i]]}, {i,2,n}]];

sol=LinearSolve[a,b];

x1=Partition[sol,n-1];

ylist=Partition[Flatten[{f0r,Table[{f0s[[i+1]], x1[[i]], fns[[i+1]]}, {i,1,n-1}],fnr}],n+1];

ShowLegend[ListContourPlot[ylist, FrameTicks( None, ContourSmoothing( Automatic, PlotRange(All, DisplayFunction( Identity],{GrayLevel[1- #]&, 10, "1", "-1", LegendPosition( {1.1, -0.4}}];


ListPlot3D[ylist, ColorFunction->Hue, Ticks( {None,None,Automatic},PlotRange(All, BoxRatios({1,1,1}];


ListShadowPlot3D[ylist,Ticks({None, None, Automatic}, PlotRange(All, ShadowPosition( 1];


Príklad 3:

Majme rovnicu vedenia tepla (difúzie)

                   du/dt = div(grad u) + f,    na intervale [i1, i2]

s Dirichletovými okrajovými podmienkami

                     u(i1,t)=d1,   u(i2,t)=d2

a začiatočnou podmienkou

                             u(x,0)=u0(x).

Úlohu riešime numericky implicitnou schémou vzhľadom na čas. Na každom časovom reze potom riešime systém lineárnych rovníc. 

Definujeme užívateľskú procedúru VedenieTeplaVTyči, v ktorej okrem dát úlohy zadávame  n - počet deliacich bodov intervalu (i1,i2),  g - veľkosť časového kroku a pck - počet časových krokov. 

Po vykonaní procedúry s konkrétnymi vstupmi môžme časovú postupnosť riešení zobraziť do jedného obrázka, alebo môžeme vytvoriť postupnosť obrázkov prislúchajúcich jednotlivým časovým okamihom. Túto sekvenciu môžme následne zanimovať a tak vidieť prechod od počiatočnej podmienky k ustálenému stavu. 

<<LinearAlgebra`Tridiagonal`

(* x-ovy rozsah vypoctov *)

i1=0.; i2=1.;

(* Dirichletove podmienky *)

d1=0.; d2=1.;

(* y-ovy rozsah pre kreslenie *)

y1=-.5; y2=1.1;

(* zadanie pociatocnej podmienky a zdrojoveho clena *)

u0[x_]=0; f[x_]=20*Sin[5*Pi*x/2];

(* kreslenie pociatocnej podmienky *)

g1=Plot[u0[x],{x,i1,i2}, PlotRange({{i1,i2}, {y1, y2}}, Frame(True, PlotStyle( RGBColor[0, 1, 0], DisplayFunction(Identity];

(* vypocet ustaleneho stavu *)

DSolve[{u''[x]+f[x]==0,u[i1]==d1,u[i2]==d2},u,x]

equil=u[x]/.%

                                                                   5 Pi x

                                                        16 Sin[ ------ ]

                                                                      2

{{u -> Function[x, 0. + 0.675772 x + --------------     ] }}

                                                                      2

                                                                5 Pi

                                      5 Pi x

                           16 Sin[ ------ ]

                                         2

{0. + 0.675772 x + --------------   }

                                           2

                                     5 Pi

g2=Plot[equil,{x,i1,i2},PlotRange({{i1,i2}, {y1, y2}}, Frame(True,PlotStyle(RGBColor[0,0,1], DisplayFunction(Identity];

graf[0]=Show[g1,g2, PlotLabel("Pociatocná podmienka a ustálený stav", DisplayFunction( $DisplayFunction];


(*** definicia uzivatelskej funkcie ***)

Difuzia[i1_,i2_,d1_,d2_,f_,u0_,n_,g_,pck_]:=

Module[{h,w,a,b,c,r,sol,xs,ys,z,predch,prcast},

(* vytvorenie matice a pravej strany *)

h=(i2-i1)/n; w=g/h^2; a=Table[-w,{i,1,n-2}]; b=Table[1+2*w,{i,1,n-1}]; c=a; prcast= Join[ {g*f[h] + w*d1}, Table[g*f[i*h], {i, 2, n - 2}], {g*f[(n-1)*h]+w*d2}]; predch= Table[u0[i*h], {i, 1, n-1}]; xs=Table[i*h,{i,0,n}];

(* cyklus Rotheho metody *)

Do[

(* zmena pravej strany *)

r=prcast+predch;

(* riesenie sustavy rovnic *)

sol=TridiagonalSolve[N[a],N[b],N[c],N[r]];

(* priprava vystupov z numerickeho riesenia na kreslenie *)

ys=Flatten[{d1,sol,d2}]; z=Table[{xs[[i]], ys[[i]]}, {i, 1,n+1}];

(* kreslenie *)

gr[j]=ListPlot[z,PlotRange({{i1,i2},{y1,y2}}, Frame(True,PlotJoined(True,PlotStyle( RGBColor[1,0,0],PlotLabel("Vývoj riešenia v case",DisplayFunction(Identity]; predch=sol; graf[j]=Show[gr[j],g2, DisplayFunction(Identity], {j,1,pck}] 

(* koniec cyklu Rotheho metody *)

]

Difuzia[i1,i2,d1,d2,f,u0,10.,0.001,128]

Show[graf[1],graf[2],graf[8],graf[32],graf[128],

graf[0],DisplayFunction($DisplayFunction]


Na získanie postupnosti časových rezov môžme použiť nasledujúci príkaz:

For[l=0,2^l<=128,i++, Show[graf[2^l],DisplayFunction($DisplayFunction]];

a následne využiť animáciu na ilustráciu prechodu riešenia z počiatočného do ustáleného stavu.
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