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Uvod

V priebehu poslednych troch desatroci sa zacali objavovat’ rdozne
nestability na finanénych trhoch. Vyrazne sa zvysili rizika pre investo-
rov, ktoré st prevazne dosledkami fluktuacie cien akcii, indexov, tro-
kovych mier a vymennych kurzov. Z tohto doévodu zacali investori
hladat’ moznosti, ako predchadzat’ moznym stratdm v dosledku spo-
minanych fluktudcii. Praktické potreby investorov podnietili napokon
vznik modernych finan¢nych nastrojov, akymi st rozliéné finanéné de-
rivaty, ktorych hodnota zavisi od prislusnych aktiv. Aktivami moézu byt’
akcie, meny, akciové indexy, trokové sadzby, vymenné kurzy, komo-
dity, drahé kovy a pod. Finan¢né derivaty do zna¢nej miery poskytuji
investorom ochranu vod¢i fluktudcidm cien aktiv. Podcenenie tlohy zais-
tovania investi¢nych portfolii pomocou derivatov moze viest’ k velkym
finanénym stratdm. Na druhej strane, vSak derivéty nie st ,, vSeliekom”
a ich vyuzivanie musi byt’ vykonavané s hlbokou znalostou problema-
tiky, o ¢om sveddi i cely rad derivatovych debaklov medzindrodnych
investiénych spolo¢nosti koncom 90-tych rokov a koncom roku 2008.

Ciel'om tejto knihy je priblizit’ ¢itatelovi zakladné aspekty ocetiova-
nia finanénych derivatov, ich kvalitativnu analyzu a praktické met6dy
ich ocefiovania. K burlivému rozmachu vyuZivania finan¢nych deriva-
tov doslo v poslednych desatroc¢iach najmi vdaka pionierskej préci
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ekonémov M. S. Scholesa, R. C. Mertona a teoretického fyzika F. Blacka,
zo zaliatku sedemdesiatych rokov [8]. V tejto praci bol odvodeny dnes
uz klasicky Black-Scholesov model, za ktory im bola neskor v roku 1997
udelena Nobelova cena za ekonémiu. ! Pristup bol skuto¢ne revolu¢ny
a priniesol metédu uplatnenia parcidlnych diferencidlnych rovnic pri
ocenovani finanénych derivatov. Rozpracovana metodolégia tak umoz-
nuje ocenovat’ derivaty podkladovych aktiv ako funkcie zévisiace od
¢asu do expiracie a ceny samotného podkladového aktiva.

Kniha je tematicky rozdelena do niekolkych celkov. V prvej kapi-
tole sa budeme venovat’ analyze charakteru vyvoja aktiv a cennych
papierov. Predstavime si niektoré zdkladné typy derivatov. Kapitola
nemé matematicky charakter a jej cielom je na verbélnej tirovni pribli-
zit’ vyznam stadia finanénych derivatov. Druha kapitola je zamerana
na $tidium Black-Scholesovho modelu oceriovania derivatov, ktorého
matematickou formulaciou bude parcidlna diferencidlna rovnica. D6-
raz bude kladeny na poloZenie zakladov stochastického diferencidlneho
kalkulu, ktory je vychodiskom k odvodeniu akéhokolvek modelu oce-
novania finan¢nych derivatov. Tretia kapitola sa zameriava na oceiiova-
nie eurépskych call a put opcii. Odvodime explicitny vzorec oceriovania,
ktory je znamy aj ako Black-Scholesova alebo aj Feynman-Kacova for-
mula. Obsahom $tvrtej kapitoly je kvalitativna analyza rizika. Citatelovi
priblizime zdkladné pojmy akymi st historickd a implikovana volati-
lita. Dalej sa ststredime na faktory citlivosti Delta, Gama, Théta, Vega
a Ro, ktoré ndm poskytujti podrobnejsi obraz o zavislosti ceny derivatu
na zmene niektorého z parametrov modelu. Modelovanie transakénych
nékladov arizika je predmetom piatej kapitoly. Okrem Lelandovho mo-
delu sa zameriame aj na niektoré nelinedrne modely, ktoré zovSeobec-
nuja klasickd Black-Scholesovu rovnicu v pripade, Ze je do modelova-
nia potrebné zahrnut’ transakéné néklady na zaistovanie portfélia alebo
riziko plyntice z nezaisteného portfélia. V Siestej kapitole predstavime
zékladné typy exotickych typov derivatov, akymi st napriklad azijské
opcie alebo bariérové opcie a iné. V siedmej kapitole sa budeme veno-
vat’ otdzkam modelovania okamZitej tirokovej miery, ktora predstavuje
podkladové aktivum pre derivaty trokovej miery. V nadvazujicej 6s-
mej kapitole sa budeme venovat’ derivatom tirokovej miery. Priblizime
metodolégiu ocefiovania dlhopisov. Zvlastna pozornost’ je venovana

INobelova cena za ekonémiu sa v skutoénosti neudeluje, nakolko ekonémia nie je
predmetom zévetu Alfreda Nobela. Jedna sa o tzv. Cenu Svédskej banky za ekonémiu na
pamiatku A. Nobela, ktord je povazovana za jej ekvivalent.
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bezarbitrdZznym modelom drokovej miery, akymi je napriklad Vasickov
alebo Cox-Ingersoll-Rossov model. Americké typy derivatov rozobe-
rame v deviatej kapitole. Tieto derivaty st charakterizované moZznostou
predcasného uplatnenia opcie. UkdZeme, Ze problém oceriovania ame-
rickych derivatov sa da previest’ na tlohu o hladani volnej hranice pre
parabolické parcidlne diferencidlne rovnice. Vo finan¢nej terminoldgii
sa tejto volnej hranici hovori hranica pred¢asného uplatnenia opcie.
V zéverec¢nej desiatej kapitole sa budeme bliZsie zaoberat’ numerickymi
metddami na rieSenie Black-Scholesovej parcidlnej diferencidlnej rov-
nice pomocou explicitnych a implicitnych kone¢no-diferenénych me-
téd. Pomocou projektovaného SOR algoritmu ukazeme, ako numericky
efektivne zvladnut’ problém oceriovania americkych typov derivétov.

Text knihy vznikol na zéklade série prednasok a seminarov z te-
6rie ocetiovania finan¢nych derivatov na Fakulte matematiky, fyziky
a informatiky Univerzity Komenského v Bratislave. Autori st vda¢ni
vSetkym, ktori svojimi pripomienkami prispeli ku skvalitneniu obsahu.
Dakujeme A. Zbyiiovskej a M. Strakovi za podrobné zapisky prednasok,
M. Gancarovej, S. Kilianovej, M. Takacovi a Z. Celuchovej za starostlivé
korekttry a pozndmky k textu, ako aj mnohym dalsim kolegom, bez
pomoci a rad ktorych by tento text sotva uzrel svetlo sveta.!

Bratislava januar 2009

Autori

TKniha vznikla aj s pomocou grantov VEGA 1/0381/09 a APVV-0351-07.



Kapitola 1

Zaistovanie financnych aktiv

V sticasnosti sme svedkami prudkého rozmachu akciovych spo-
lo¢nosti - po¢ntc klasickymi , kamennymi” podnikmi a konc¢iac mo-
dernymi technologickymi , Dot.Com” spolo¢nostami. Vlastnictvo akcif
podniku predstavuje jeden zo zakladnych nastrojov, ktoré slizia na
ovplyviiovanie chodu a vyvoja podniku. Zaroven ich vlastnictvo pri-
nasa zisk v podobe dividend vyplacanych drzitelom akcii. Na druhej
strane, z pohladu podniku a emitenta akcif st tieto zdrojom kapitaliza-
cie podniku, a tym padom prileZitostou na ziskanie zdrojov na dalsie
investicie a rozvojové programy. Hoci cena akcie nemusi bezprostredne
odrazat’ hodnotu podniku, je jednym z najlepsich indikatorov jeho
stavu a perspektivy dalsieho rozvoja.

Od c¢ias zrodu finanénych nastrojov, akymi st akcie, sa do popre-
dia zdujmu investorov dostdvala otdzka efektivneho rozloZenia inves-
ti¢cného portfélia medzi akcie a dlhopisy. Akcie prindsaja investorovi
vyssie zisky a naviac moZzu prinasat’ dalsi zisk v podobe dividend. Na

12



1.1. STOCHASTICKY CHARAKTER FINANCNYCH AKTIV 13

druhej strane vsak predstavujd rizikovy typ cennych papierov. Dlhopisy
majii obvykle niZsivynos, ale ajich rizikovost’je nizsia v porovnani s ak-
ciami. Investori preto hladaju optimalne zloZenia svojich investi¢nych
portfolii. Zakladnym nastrojom zabezpecovania investora voci riziku je
tzv. finan¢ny derivat. Zrod jednoduchych finan¢nych derivétov sa d4 da-
tovat” este do 19. storocia a viaZe sa k polnohospodéarskym kontraktom
na nakup plodin. Tieto typy kontraktacie nakupnych cien (napr. obilia)
pocas zimného obdobia déavali polnohospodarom moZnost’ investicii
a odhadu potrebnej vymery osiatej pody. Tento typ obchodovania sa da
prirovnat’ k jednému zo zakladnych finanénych derivatov, akym je tzv.
forward. Od tych ¢ias sa postupne vyvinuli omnoho zlozitejsie finan¢né
derivéty, sliziace na zaistovanie investi¢ného portfélia voci riziku ply-
niicemu z vykyvov cien akcii. Posledné tri desatrocia predstavuji zlom
v obchodovani s finan¢nymi derivatmi. Derivéaty sd najcastejSie vypi-
sované na akcie, vymenné kurzy, komodity. Medzi zakladné typy de-
rivatov radime opcie a derivaty tirokovych mier. Oceriovanie r6znych
druhov opcii je obsahom dalsich kapitol tejto ucebnice.

1.1 Stochasticky charakter finan¢nych aktiv

Pohlad na stranky finan¢nych dennikov a internetovych databédz nam
poskytuje obraz o vyvoji cien aktiv, akymi st napriklad akcie, burzové
indexy, urokové miery a iné obchodovatelné aktiva. Ich ¢asovy vyvoj je
¢asto nestély, vykazujici vacsiu alebo mensiu fluktuaciu. Tieto zmeny
st spdsobené pdsobenim burzového a mimoburzového trhu na cenu ak-
tiva. Ponuka a dopyt po danom aktive formuju jeho ¢asovy priebeh. Pri
analyze ¢asovych dat sa ¢asto stretivame na jednej strane s moznostou
vymedzit’ uréity trend a na druhej strane ur¢it’ fluktuaéna zlozku vy-
voja ceny. Kym prvé zlozka sved¢i o dlhodobom trende ovplyvnenom
najmaé poziciou a stratégiou firmy, fluktuacné zlozka sa da pripisat’ na
konto trhového mechanizmu vyvaZovania ponuky a dopytu, budtcich
ocakdvani a pod. Na obr. 1.1 a 1.2 mdzeme vidiet’ vyvoj ceny akcif
firiem General Motors, Microsoft a IBM za rok 2000 a 2008. Na dal-
Som obrazku 1.3 je zachyteny vyvoj cien burzového indexu Dow—Jones
a celkovy objem transakcii (dole).

Ulohou predoglych prikladov bolo poukazat’ na stochasticky cha-
rakter vyvoja cien réznych akcif a indexov na svetovych burzach. Mo-
delovanim stochastického vyvoja ceny akcie sa budeme podrobnejsie
zaoberat’ v nasledovnej kapitole. Z praktického hl'adiska je potrebné po-
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Obr. 1.1: Casovy vyvoj cien akcii firiem General Motors a IBM v roku 2000.

znamenat, Ze snahou investorov je minimalizovat’ svoje mozné straty
plyntice z prudkého padu cien akcii. Jednym z efektivnych nastrojov
na dosiahnutie tohto ciela je pouZitie zaistovacich néstrojov, akymi st
rozne druhy derivatov aktiv.

1.2 Derivaty ako nastroje zaistovania aktiv

V tejto Casti poukdzZeme na vyznam finanénych a inych derivatov na
zaistovanie stability portfélia voci fluktuacidm vo vyvoji ceny daného
aktiva. Zaoberat’ sa budeme tzv. forwardovymi a opénymi typmi deri-
vatov.

1.2.1 Forwardy

Historicky prvymi nastrojmi na zabezpecovanie sa investorov voci ri-
zikuboli forwardové kontrakty. Forward je dohoda predstavujtica pravo
a sti¢asne povinnost’ realizacie (forwardového) obchodu medzi vypiso-
vatelom forwardu a kupujicim na kutpu, resp. predaj aktiva v presne
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Obr. 1.2: éasovy vyvoj cien akcii firiem Microsoft a IBM v rokoch 2007, 2008
a objem realizovanych obchodov.
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Obr. 1.3: Casovy vyvoj indexu Dow—Jones v rokoch 2000 a 2007-8.

stanovenom expira¢nom case za vopred dohodnutt expira¢ni cenu.
Ako uvidime v kapitole 3, ocefiovanie forwardov je jednoduché a je
zalozené iba na troceni expiracnej ceny kontraktu. Jednoduchost’ je
predovsetkym dosledkom podmienky, Ze forward je pravo a stcasne
povinnost’ realizacie obchodu. Podobnym typom derivétu je futures.
Na rozdiel od mimoburzového forwardu, futurita je burzovy produkt,
ktory je obchodovany na burze.

1.2.2 Opcie

Na rozdiel od forwardovych kontraktov opcie predstavuju typ kon-
traktu, pri ktorom ma ich vlastnik pravo, nie vSak povinnost’ kipit,
resp. predat’ dané aktivum za vopred dohodnutt cenu vo vopred sta-
novenom expira¢nom ¢ase. Opcia teda nema obligatérny charakter, t. j.
déva jej drzitelovi volnost’ pri jej uplatfiovani.

Pre lep$iu nazornost’ si uvedieme jednoduchy priklad vyuzitia tzv.
kiapnej opcie. Predpokladajme, Ze vlastnime kipnu opciu na nakup
akcii firmy IBM za vopred dohodnutt expiraént cenu 60 USD, ktora
je uplatnitelnd v expiracnej lehote o tri mesiace. Nech suc¢asné cena je
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55 USD. Ak sa za tri mesiace doby Zivota opcie cena akcie zvysi na
70 USD, tak nam vlastnictvo tejto opcie prinadsa finan¢ny zisk v podobe
10 USD, ktoré tvoria rozdiel medzi skuto¢nou cenou (70 USD) a expi-
racnou cenou opcie (60 USD). V tejto situécii hovorime, Ze opcia je in
the money, nakolko nam jej uplatnenie prinasa zisk. Na druhej strane,
ak za spominané tri mesiace cena akcie dosiahne iba hodnotu 58 USD,
tak sa pre nas, ako majitela opcie, stava takato opcia bezcennou a nema
zmysel si ju uplatiiovat’. Takej opcii hovorime, Ze je bezcenna, tzv. out
of the money, nakolko ndm jej uplatnenie neprinasa Ziaden zisk. V3im-
nime si, Ze pravo a nie povinnost’ uplatnit’ dant opciu nam prinésa istt
vyhodu oproti tym, ktori takiito moznost’ nemajti. Samotné pravo na
kdpu sa preto stava hodnotou. Tato vyhoda v$ak musi byt’ zaplatena
na zadiatku vypisovania kontraktu. Vypisovatel si od nas vyZiada tzv.
opénu prémiu za to, Ze my, ako drZitel opcie, mame toto pravo na bu-
dtice uplatnenie opcie. Zédkladny problém teérie finanénych derivatov je
otazka, ako ocenit’ toto prévo tak, aby nedoslo k poskodeniu ani jednej
zo stran kontraktu.

Zakladné, tzv. vanilla opcie, predstavuju eurdpske typy kiupnych
opciiaopciina predaj. Kiipna opcia alebo call opcia je kontrakt, v ktorom
majitel opcie ziskava pravo kupit’ akciu v presne uréenom expiratnom
Case t = T za vopred dohodnutd expiraéni cenu E. Predajnd opcia
alebo put opcia je kontrakt, v ktorom majitel ziskava pravo predat’
akciu v presne uréenom expira¢nom case ¢t = 1" za vopred dohodnutu
expiraéni cenu E. Aj v tomto pripade je tlohou ocenit” hodnotu V' put
opcie v ¢ase uzavretia kontraktu ¢ = 0.

Na obrazku 1.4 sti zachytené redlne obchodované stavy cien call
a put opcii na akcie firmy Microsoft zo dria 21. 11. 2008. Napriklad call
opcia s expiraciu diia 19. 12. 2008 a expira¢nou cenu £ = 15 (dolarov)
stala v rozmedzi 5,20 (bid cena - ponuka na ktipu opcie) az 5,30 (ask cena
- ponuka na predaj opcie). Cena akcie bola S = 20, 12. Rozdiel aktualnej
a expiracnej ceny, t. j. S — E bol v tomto pripade 5,12, ¢o znamena, Ze
cena opcie je o nie¢o vdcsia, ako by bola jej hodnota v Case expiracie.
Tento jav sa dé& vysvetlit’ eSte Stvortyzdriovou lehotou do vyprsania,
nakol'ko cena akcie je pocas tohto obdobia e$te vystavena stochastickym
vykyvom a ur¢itému riziku z moZného rastu ceny akcie. Podobne je to
pre put opciu s expira¢nou cenou E = 25, ktora v sti¢asnosti stoji od
4,85-4,95, ¢o je opdt’ hodnota mierne prevysujica rozdiel £ — S5 = 4, 78.

Analyzou cien opcii aj pre expiracné ceny vysSie, resp. niZsie ako
je aktudlna cena akcie vidime, Ze cena opcie sa sklada z tzv. vnutor-
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Microsoft Corporation (MSFT) As41aM E7: 20.12 +0.13 (0.65%)

Options

View By Expiration: Dec 08 | Jan 09 | Apr 09 | Jul 09 | Jan 10 | Jan 11
Options Expiring Fri, Dec 19, 2008

Calls Strike Puts

symbol Llast Change Bid Ask Volume Openint PFi€® Symbol Last Change Bid Ask Volume Open Int
MOFLEX 15.20 0.00 1510 1520 42 34 5.00 MOFXEX N/A  0.00 N/A N/A 0 0
MOFLE.X 10.15 0.00 1010 10.20 74 2,541 10.00 MOFXB.X ©0.03 0.00 0.02 0.04 97 3.473
MOFLM.X  7.20 0.00 715 725 g5 187 13.00 MQFXM.X 0.07 0.00 005 0.07 459 2,994
MOFLN.X  6.15 0.00 B15 B25 55 211 14.00 MOQFXN.X 0.10 0.00 0.07 010 204 2,147
MQFILCX 5.06 +0.11 520 530 11 1,348 15.00 MOFXC.X 0.14 0.00 013 014 5 8,183
MOFLO.X 4.35 0.00 425 435 263 368 16.00 MOFXO.X 0.20 40.02 019 021 2 337
MOFLOX 3.40 0.00 330 340 122 4,157 17.00 MOFX0O.X 0.32 4 0.02 0.33 0.34 11 8,395

MQFLSX 1.83 40.05 189 192 36 7.567 19.00 MQFXS5.X 0.83 +0.06 0.77 0.80 165 31,116
MQFLD.X 1.28 4 0.02 127 129 56 8,886 20.00 MOFXD.X 1.14 40.06 113 116 109 23,562
MOFLUX 0.78 4 0.09 075 078 105 72,937 21.00 MOFXUX 1.83 +0.23 165 168 1 72,472
MSQLNX 040 3 0.04 041 043 350 16,913 22.00 MSQXN.X 2.58 4 0.23 230 236 3 4,495
MSQOLO.X 0.21 40.01 020 022 125 20,801 23.00 MSQXQ X 3.10 0.00 305 315 30 3.B40

MSOLDX 0.09 4 0.02 009 011 92 12,207

I
i
o
=]
=
i
b
=
5

3.80 0.00 395 405 167  3.871

MSQLEX 0.04 4 0.02 004 005 165 14,195 25.00 MSOXEX 4.90 0.00 485 495 157 2,075
MSQILRX ©0.02 0.00 002 003 161 9,359 26.00 MSOXRX 6.15 0.00 585 5095 210 1,795

MSOLSX 0.02 0.00 N/A 003 224 3.643

N
I~
=
(=]
=
o
e
o
e

7.00 0.00 685 695 45 1,156

MSQLT.X  0.02 0.00 NA 002 59 2,938 28.00 MSOXT.X 7.55 0.00 780 795 24 874
MSQLFX 0.01 0.00 HNA 002 10 1,330 30.00 MSQXFX 10.54 0.00 985 1000 26 124

Highlighted options are inthe-money,

Obr. 1.4: Ceny call a put opcii s r6znymi expiraénymi cenami na akcie firmy
Microsoft zo dnia 26. 11. 2008.
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nej hodnoty opcie, ktoré je dana vyrazom max(S — E, 0) v pripade call
opcie, resp. max(E — S,0) (v pripade put opcie) a rizikovej prirazky
k vnitornej hodnote opcie, ktora oceriuje riziko plyntce zo stochastic-
kého charakteru vyvoja podkladového aktiva pocas ostavajticeho ¢asu
do expiracie call resp. put opcie.

1.3 Debakle derivatovych obchodov

Na koniec tejto kapitoly uvedieme niekolko znamych prikladov tzv. de-
rivatovych debaklov, pri ktorych investori stratili vyznamné finan¢né
diastky pri obchodovani s finanénymi derivatmi. Zmyslom uvedenia aj
negativnych prikladov je upozornit’ Citatela na skuto¢nost, Ze nepre-
myslené a nefundované pouzivanie derivatov moéze byt’ v kone¢nom
dosledku riskantnejsie, ako ich nepouzivat’ vobec.

V druhej polovici 90-tych rokov bolo zaznamenanych niekol'ko de-
rivatovych debaklov, ktorych ticastnikmi sa stali popredné svetové in-
Stitucie. Britska spolo¢nost’ Barings stratila stovky miliénov GBP vdaka
riskantnej stratégii svojho obchodnika Nicka Leesona, ktory sa snazil
uplatnenim kombinovanej op¢nej stratégie, zameranej na ocakdvany na-
rast ceny, dosiahntt’ dominantné postavenie na trhu s opciami, a tak sa
stat” dominantnym investorom. Pri realizovani tejto stratégie , pumpo-
val” obrovské finan¢né &iastky s cielom ovladnut’ opény trh a nasledne
diktovat’ ceny. Tato stratégia mu nakoniec nevysla a Barings zazname-
nali vel’ké straty. Americké spolo¢nost’NatWest prisla o stovky miliénov
dolérov vdaka zlému odhadu rizika plynuceho z vyraznych fluktuécii
cien akcii. Svaj¢iarska banka Union Bank of Swiss prigla o stovky mili-
6nov dolarov kvoéli nespravnemu oceneniu komplikovaného derivatu,
ktory predavala na trhu za niZSiu cenu. Derivaty sa viazali na vyvoj cien
dvoch aktiv s réznymi dobami splatnosti. Castym zdrojom omylov pri
ocentovani podobnych komplikovanych finanénych derivatov je pod-
cenenie rizikovych faktorov, variabilnych korel4cii medzi jednotlivymi
aktivami a cely rad dalsich faktorov, ktoré su povacsinou dosledkom
zlej vychodiskovej statistickej analyzy predmetnych dat.

V druhej polovici roku 2008 sa zacala prejavovat’ globalna finan¢na
kriza, ktorej pri¢iny sa hladali predovsetkym v nedostatoé¢nom kontrolo-
vani derivatovych obchodov a ich nedostatoénom kryti. O prehlbujtcej
sa financnej krize v druhej casti roku 2008 sved¢i aj pokles globalnych
indik&torov hodnoét aktiv, akym je napriklad Dow-Jonesov priemyselny
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index. Treba vSak poznamenat’ a dodat, Ze napriek niektorym zlyha-
niam derivatovych obchodov, tieto patria k d6lezitym néstrojom finan¢-
ného obchodovania, pretoZe prindsajia moznost’ rozkladania budticeho
mozného rizika. Derivaty umoziiujt efektivne zaistovat’ finan¢né port-
folia. V neposlednom rade, finanéné derivaty maja vyznamnu infor-
madnt tlohu, kedZe poskytuju pozorovatelom a ucastnikom na trhu
moznost’ odhalovat’ mozné budtice tendencie vyvoja samotnych aktiv,
na ktoré st ako derivéaty nadviazané.



Kapitola 2

Black—Scholesov a Mertonov
model

V tejto kapitole sa budeme zaoberat’ odvodenim diferencialnej rov-
nice opisujlicej vyvoj ceny derivatu v zavislosti od ceny akcie a ¢asu
ostavajticeho do expiracie. V znamom Black-Scholesovom modeli oce-
novania derivétov, centralnu tlohu zohrdva modelovanie stochasticky
sa vyvijajucich aktiv. Zakladnym nastrojom, ako opisat’ takyto na-
hodny vyvoj ceny aktiva, sti tzv. Markovove nahodné procesy. Spome-
dzi velkej 8kaly roznych Markovovych procesov sa pri odvodeni Black—
Scholesovej rovnice vyuZije jeden Specidlny typ Markovovho procesu,
ktory je nazyvany Wienerov proces a jeho zovseobecnenie - Brownov
pohyb. UkaZeme si stochastickd diferencidlnu rovnicu, pomocou ktorej
mozeme modelovat” Wienerov proces a Brownov pohyb. Uvedieme si
zékladny nastroj stochastickej analyzy - tzv. Itéovu lemu, ktord ndm
bude prospesné pri dalsom odvodzovani Black-Scholesovej parabolic-
kej parcialnej diferencialnej rovnice. V tomto kroku sa budeme opierat’

21
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o niektoré ekonomické vychodiskd, akymi sti averzia investora k riziku
a princip nemoZnosti existencie arbitraze pri obchodovani s cennymi pa-
pierami a aktivami. Na zaver kapitoly budeme diskutovat’ r6zne opéné
stratégie pocniic jednoduchymi call a put opciami a kombinovanymi
stratégiami konciac.

2.1 Stochastické procesy

Stochasticky proces je ¢ - parametricky systém nahodnych premennych
{X(t),t € I}, kde I je interval alebo diskrétna mnozZina indexov. Mar-
kovov proces je taky stochasticky proces, pre ktory plati, Ze ak je dana
hodnota X (s), tak budtce hodnoty X () pre t > s moZu zavisiet’ iba od
X (s), nie v8ak od predoslych hodnét X (u) pre u < s. Predpokladanie
markovovského charakteru stochastického vyvoja cien akcii je v stlade
s tzv. slabou formou trhovej efektivnosti, nakol'ko jedine sucasné hodnoty
cien akcii by mali slaZit’ na vytvaranie budtcich hodnot.

2.1.1 Wienerov proces a geometricky Brownov pohyb

Definicia 2.1. Brownov pohyb {X (t),t > 0} je t- parametricky systém nd-
hodnyjch velicin, pricom

i) vsetky prirvastky X (t+ A) — X (t) majii normdlne rozdelenie so strednou
hodnotou pA a disperziou (alebo aj varianciou) oA,

ii) pre kaZdé delenie to = 0 < t1 < ty < t3 < ... < t,, siu prirastky
X (t1)— X (t0), X (t2) — X (t1), ...y X (tn) — X (tn—1) nezdovislé ndhodné
premenné s parametrami podla bodu i),

iii) X(0) = 0.
Brownov pohyb s parametrami p = 0, 0% = 1 nazyvame Wienerov proces. |

Pri $tadiu definicie Brownovho pohybu vzniké prirodzena otazka,
¢i jednotlivé vlastnosti st od seba nezavislé a preco strednd hodnota
a disperzia prirastkov X (¢t + A) — X(t) je proporcionédlna prave A a
nie nejakej inej funkcii od A. Poktsime sa tieto otdzky zodpovedat.

INorbert Wiener, 1884-1964, matematik. Pracoval v matematickej analyze, te6rii prav-
depodobnosti. Poklada sa zakladatela vedného odboru kybernetiky.
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Obr. 2.1: Norbert Wiener (1884-1964) a Robert Brown (1773-1858).

Uvazujme nejaké delenie intervalu [0,¢], t.§. 0 =t < t1 < ... < t, = 1.
Potom zrejme

X(t) - X(0) = ixi ~ X,
i=1

a tym padom stredné hodnoty a disperzie lavej a pravej strany musia
byt’ rovnaké. Pre strednt hodnotu vyrazu X (¢) — X (0) dostavame podla
definicie, Ze plati

E(X(t) = X(0)) = p(t —0) = pt.

Na druhej strane, stredna hodnota ndhodnej premennej > | X; — X,
je dana ako

n n n
E (Z Xz’ — Xi_1> = ZE(Xl — Xi—l) = Z,u(ti - ti—l) = Mt
i=1 i=1

i=1

a teda stredné hodnoty premennych X (¢) — X (0)a >, (X; — X;-1) sa
rovnajd. Uvedomme si, Ze bez predpokladu, ze kazdy prirastok X; —
X,—1 ma strednd hodnotu prave pu(t; — t;—1) by sme tento vysledok
neodvodili. Teraz sa zamerajme na disperzie premennych X (¢) — X (0)
a Y i, (X; — X;_1). Zrejme podla definicie

Var(X(t) — X(0)) = o?(t — 0) = o%t.

Pripomerime, Ze pre nezavislé ndhodné premenné A, B plati: Var(A +
B) = Var(A)+Var(B).KedZe o prirastkoch X; — X;_; predpokladame
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ich nezévislost’ pre rozne i = 1,2, ..., n, plati

n n n
Var <Z Xi - Xi_1> = Z VCL’I“(XZ' — Xi—l) = 20'2@'1‘ — ti_1) = O'ZLL.
i=1 i=1

i=1

Opét’ si uvedomme, Ze bez predpokladu, Ze kazdy prirastok X; — X;_1
ma disperziu prave o (t; —t;,_1), by horeuveden4 rovnost’ disperzif pre
X(t)—X(0)a Y i, (X; — X;_1) neplatila.

Z predchéddzajucej definicie bezprostredne vyplyva, ze ak {w(t),t >
0} je Wienerov proces, tak pre jeho Statistické parametre strednej hod-
noty a disperzie plati:

E(w(t)) =0, Var(w(t)) =t. (2.1)

Naviac, pre distribu¢nti funkciu rozdelenia pravdepodobnosti Wiene-
rovho procesu plati:

1 f e /2t
P(w(t) < z) NoET /_Oo e dg . (2.2)
Prakticka ukazka piatich numerickych realizacii Wienerovho procesu
je uvedend na obr. 2.3. Experimentalne numerické potvrdenie linearnej
zavislosti (2.2) medzi varianciou Var(w(t)) a ¢asom ¢ je uvedené na
obr. 2.4.

Brownov pohyb {X(¢),t > 0} s parametrami x4 a 0 mdZeme ana-
lyzovat’ aj z hladiska jeho prirastkov dX (t) = X(t + dt) — X(¢). Pre
ich strednti hodnotu a disperziu musi podla i) platit: E(dX (t)) = udt
a Var(dX(t)) = o2%dt = 0*Var(dw(t)). To ale znamen4, Ze Brownov
pohyb moéZzeme charakterizovat’ jeho deterministickou a fluktua¢nou
zlozkou a prirastky d.X (t) moZeme vyjadrit’ v tvare totdlneho diferen-
cidlu

dX (t) = pdt + odw(t), (2.3)
kde {w(t),t > 0} je Wienerov proces. Rovnicu (2.3) nazyvame stochas-
tickd diferencidlna rovnica.

Definicia 2.2. Ak {X(t),t > 0} je Brownov pohyb s parametrami j,o a
yo € R, tak systém nahodnych premennych {Y (t),t > 0}

Y(t) = yoeX® >0,

nazyvame geometricky Brownov pohyb.
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Obr. 2.2: Ukazka dvoch vybranych vzoriek Wienerovho procesu.
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Obr. 2.3: Sthrnna ukazka piatich vybranych vzoriek Wienerovho procesu.

Geometricky Brownov pohyb je opdt’ Markovov proces a na zaklade
znalosti rozdelenia pravdepodobnosti Wienerovho procesu (2.2) sa daji
odvodit’ jeho zdkladné Statistické parametre

E(Y () = yoe"™™ 25, Var(Y(t) = g2+ (et — 1), (2.4)

Pre zjednodusSenie odvodenia charakteristik (2.4) ndm sta¢i uvazovat’
pripad, ked yo = 1. Potom pre distribu¢na funkciu G(y,t) = P(Y (t) <
y) geometrického Brownovho pohybu Y () plati, ze G(y,t) = 0 pre
y < 0 (to je dosledok kladnosti ndhodnej premennej Y'(¢)) a pre y > 0
plati:

—pit +1
- u+ny>,
g

G.0) = Pv() <) = P (200
kde Z(t) jendhodné premennd, Z(t) = (—ut+InY (t))/o. Zrejme dZ(t) =
dw(t) ateda Z(t) = Z(0) + w(t) = w(t), nakolko Z(0) = 0. Teda Z(¢) je
vlastne Wienerov proces. Vyuzijtic poznatok o tvare distribu¢nej funkcie
Wienerovho procesu (2.2), dostdvame pre distribu¢na funkciu G(y, t)
nahodnej premennej Y (t) vztah G(y,t) = 0prey < 0a

—pt+lny

=l

G(y,t e €2a¢ prey>0.
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Var(w(t))

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t

Obr. 2.4: Casovy vyvoj disperzie Wienerovho procesu.

Kedze E(Y (1)) = [T yg(y,t)dy a E(Y(t)?) = [0 y*g(y,t) dy, kde

g(y,t) = %G (y,t), vypoctom tychto integralov polahky dostavame, Ze
plati

oo

Brem) - [

— 00

y9(y,1) dy:/ yg(y,t) dy
0

1 /OO _(wtgnyﬂ 1 d
= e 204t —_—
V2t Jo Y ay Y
(€ = (—pt+1ny)/(oV1))

2

t oo t+2-t o0
_ e —%Jra\/ffdg_ el 2 _% dé
= \/7 e = \/7 e

21 J_ 0o 2T — 0

t+e2t
_ utt+ %
=e 2",

Analogickym spdsobom dostaneme aj vztah pre disperziu (2.4).

V dalsom budeme hovorit, Ze ndhodna premenna {Y(¢),t > 0}
je lognormalne rozdelend s parametrami strednej hodnoty a disper-
zie danymi podla (2.4). Wienerov proces budeme oznacovat’ pomocou
{w(t),t > 0} a jeho prirastky za kratky ¢asovy okamih dt oznacime
symbolom dw, t.j. dw(t) = w(t+ dt) —w(t). Na zdklade definicie Wiene-
rovho procesu st pritom prirastky dw(t) navzdjom nekorelované v ¢ase
t, ich stredna hodnota je nulova, t. j. E(dw(t)) = 0 a pre disperziu plati
Var(dw(t)) = dt. Volne povedané, prirastky dw sa daja pisat’

dw=®Vdt, kde® ~ N(0,1),

t.j. ® je normélne rozdelend nahodna premenna.
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Obr. 2.5: Ukazka dvoch vybranych vzoriek geometrického Brownovho pohybu
s kladnym driftom p > 0 (vlavo) a zdpornym driftom p < 0 (vpravo).

2.1.2 Itéova lema

Kl'acovu dlohu v tedrii ocetiovania derivatov zohrava analyza funkcii
(derivétov), ktorych jedna premennd (aktivum) je ndhodnou premen-
nou spliiajicou nejaki stochasticku diferencidlnu rovnicu. Z tohto do-
vodu sa v nasledovnom kroku zameriame na otazku, ¢i je mozné zo-
stavit’ stochasticku diferencialnu rovnicu opisujiicu vyvoj l'ubovolnej
hladkej funkcie f(z,t), pricom premennd z je rieSenim zadanej stochas-
tickej diferenciélnej rovnice. Odpoved’ na tato otazku ndm dava Itéova
lema, ktora je jednym z pilierov analyzy stochastickych diferencidlnych
rovnic. Itéova lema ! je podla Wikipédie ,najsldvnejsou lemou vsetkych
cias”.

Lema 2.1 (Itéova lema). Nech f(x,t) je hladkd funkcia dvoch premennych,
pricom premennd x je riesenim stochastickej diferencidlnej rovnice

dx = p(z,t)dt + o(x, t)dw
kde w je Wienerov proces. Potom prvy diferencidl funkcie f je dany vztahom
5f of 0% f
df = +(8t+ ?(, )(92 dt,

dosledkom coho funkcia f vyhovuje stochastickej diferencidlnej rovnici

of of

B 2
df = ( / + p(z, )% + %U%x,t) 81:f> dt + o(z,t) 3xdw' (2.5)

1Kijosi Ito, 1915- 2008 matematik Pracoval v oblasti teorie pravdepodobnosti a stochas—

kalkulu - Itéovu lemu Drzitel prestiznej Gaussovej ceny z roku 2008.
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Obr. 2.6: Kijosi It6 (1915-2008).

Intuitivny dokaz Itéovej lemy sa dé& previest’ rozvinutim funkcie
f = f(z,t) do Taylorovho radu stupiia 2. Skuto¢ne

of of

9 g+ 9 gy
P TR <

0% f
Ox2

2 2
O gwat+ 2L (ary ) + &vr.

dz)? + 2
(dz)” + 25 5pdwdt + 5

df =

Teraz vdaka vlastnosti dw = ®V/dt, kde ® ~ N(0,1), dostdvame
(dz)? = 0% (dw)? + 2uodw dt + p?(dt)? ~ o?dt + O((dt)*/?) + O((dt)?).

Podobne vyraz dz dt = O((dt)*/?) + O((dt)?), a teda rozvoj diferencialu
df podla prirastkov dt a dz sa da napisat’ v tvare

o 2
df = 3£d +(a‘f+ ?(, )6xf>dt

Vztah (2.5) potom uz vyplyva z vyssie uvedeného vztahu pre df dosa-
denim vyrazu dx = p(z,t)dt + o(z, t)dw pre diferenciél dz.

2.1.3 Itéova lema pre vektorové ndhodné premenné

Predosly postup odvodenia Itéovej lemy pre funkciu skalarneho ar-
gumentu z sa da polahky rozsirit' aj na pripad C? hladkej funkcie
f = f(7t) : R" x R — R vektorového argumentu ¥ = (1,22, ..., z,)".
O premennych z;, i = 1, ..., nbudeme prepokladat’, Ze vyhovuju ststave
stochastickych diferencidlnych rovnic

do; = pi(Z,t)dt + Y o (&, t)dwy,
k=1
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kde @ = (w1, w2, ...,w,)T je vektor Wienerovych procesov, ktoré maja
navzajom nezavislé prirastky, t. j.

E(dw; dw;) =0prei # 5, FE((dw;)?) =dt.
Vektorovo modZeme rovnice pre procesy x; zapisat’ v tvare
di = [i(Z,t)dt + K(Z,t)dw,

kde K je n x n matica

Potom pre prirastok df hladkej funkcie f = f(&,t) mdZeme napisat’
rozvoj do Taylorovho radu stupria 2. Dostavame

af = afdt+v,fdx

ot
L[ o2 of Of y
+3 ((d:c) VifdE+ 2V, 5odTdi + 2o () ) + &,

kde V., f, resp. V2 f predstavuju gradient, resp. Hessovu maticu fun-
kcie f vzhladom na premenné x4, ..., z,,. Podobne ako v odvodeni jed-
norozmerného variantu Itéovej lemy budu ¢leny dZ'dt a (dt)? zaned-
batelné oproti ¢lenu dt. Rozhodujuca teda bude opit” analyza vyrazu
(dB)'Vifdi =3, Bx dx dz; dzj. Na zaklade predpokladu o neza-

vislosti prirastkov dw; a dw; pre i # j dostdvame, Ze plati

do;de; = Y oiojdw; dw; + O((dt)*?) + O((dt)?)
k,l=1

k=1

~ (i aikajk> dt + O((dt)*?) + O((dt)?) .

To ale znamenad, Ze rozvoj diferencialu df podla prirastkov dt, dz sa d&
napisat’ v tvare

df = (af + 2K A fK) dt + V, fd7, (2.6)
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kde vyraz K : V2 fK definujeme ako

K:V 7-K Oik0jk - (2:)
1

0x;0x;
ij=1 """ k=

Vztah (2.6) pre prvy diferencial hladkej funkcie zavislej od vektora sto-
chastickych procesov je obsahom It6ovej lemy pre funkcie vektorového
argumentu. Tento vysledok zohrdva doélezitd tlohu pri analyze viacfak-
torovych modelov oceriovania derivatov trokovej miery.

2.1.4 It6éov integrdl a izometria

DoleZitym technickym néstrojom v analyze stochastickych procesov je
tzv. Itéov integral a izometria. Konstrukcia Itéovho integrélu je velmi
podobna definicii Riemann-Stieltesovmu integralu funkcii relnej pre-
mennej.

V prvom rade si uvedomme, Ze z definicie Wienerovho procesu
{w(t),t > 0} m& nahodné premenna w(¢) normélne rozdelenie so stre-
dom nula a disperziou ¢, t. j. w(t) ~ N(0,t). Tato rovnost’ moéZeme
zapisat’ aj ako

/0 duw(r) = w(t) — w(0) = w(t) ~ N(0, 1).

To ale znamena, Ze pre konstantnt funkciu f(7) = ¢, kde cje konstanta,

plati
i) = e [ du() = cwlt) - wo)
0
= cw(t) ~ N(0,c%) = /f2 )dr).

Tato identita nAm poskytuje ideu, ako zaviest’ tzv. Itéov integral mera-
telnej funkcie f : (0,¢) — R takej, ze [ f2(7)dr < cc.

[ f@ute) = i 3 i) - wr)
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kde v = max(r;,41 —7;) jenormadelenia0 = 70 < 7y < ... < 7, = t inter-
valu (0,¢) a konvergencia sa chape podla pravdepodobnosti. Nech fun-
kcia f je konstantnd na kazdom intervale [7;, 7;41). Potom pre strednt
hodnotu kone¢nej sumy >0 | f(7;)(w(tip1) — w(t;)) zrejme plati

(Zf 7i) (w(Tis1) ) Zf 1) E(w(rit1) — w(r)) =0,

pretoZe prirastky w(7i+1) — w(7;) st normélne rozdelené ndhodné pre-
menné w(7;41) —w(r;) ~ N(0, 7541 — 7;). KedZe tieto prirastky st naviac
ajnezavislé a w(r;11) —w(r) = ®;4/7i41 — 7, kde ®; ~ N(0, 1), tak pre
disperziu sti¢tu nezavislych normalne rozdelenych premennych napo-
kon dostavame

( Zf i) (w(Tit1) — w(r ] ) ZfZ ) E(®) (1541 — 74)

Podobne ako pri zavedeni pojmu Riemann-Stieltesovho integralu te-
raz moZeme prejst’ k limite pre normu delenia v idtcu k nule a po-
stupnosti jednoduchych schodovitych funkcii konvergujtcich bodovo
takmer v8ade k meratelnej funkcii f. Dostdvame tak jeden z fundamen-
talnych vysledkov stochastického kalkulu pre Itéov integral:

n

=Y @) (rie = 7).

i=1

Lema 2.2. Nech pre memtel'nﬁfunkciu f:(0,t) — Rplati fo f2(7)dr < .
Potom existuje Itdov integril fo T)dw(T), ktory predstavuje normdlne roz-

delenti nihodnii premennii s rozdelenim N (0, 0%(t)), kde 0*(t) = [ f(7)%dr
To znamend, Ze platia identity:

B[ iowm) = o
E([/Otfmdw(f)r) _ /Otf(T)sz

Poslednd identita sa nazyjva Itéova izometria.
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Obr. 2.7: Ukézka strednej hodnoty Itéovho integralu [ f()dw(r) (vlavo)

ajeho disperzie spolu s grafom [\ f o J()?dr (vpravo) pre funkciu f(7) = sin(27).
Pocet deleni intervalu je n = 100.

Poznamenajme, Ze [téova izometria plati nielen pre meratelné fun-
kcie f, ale aj pre vSeobecné stochastické procesy, ktoré maja vlastnost’
spojitosti zlava a lokélnej kone¢nosti. Pre taky proces {H,,7 > 0} sa
It6ov integral opat’ definuje ako limita (v zmysle konvergencie podla
pravdepodobnosti) kone¢nych stm

t
/ H,dw(r) := lim ZH w(Tis1) — w(m)).
0 v—0

Potom It6ova izometria mé tvar (pozri Oksendal [50])

E (U; H.,-dw(T):|2> =FE (/Ot H_,Q_dT) : (2.8)

Dalgie podrobnosti o kvalitativnych ako aj kvantitativnych vlastnos-
tiach stochastickych procesov sa &itatel moze viac dozvediet’ v kni-
héch a prehladovych ¢lankoch: Karatzas a Shreve [35], Papanicolaou
[51], Hull [29], Wilmott, Dewynne a Howison [64], Melicher¢ik a kol.
[47, 45, 46], Baxter a Rennie [7].

2.2 Black-Scholesova rovnica

V tejto Casti odvodime model ocefiovania finan¢nych derivatov, akymi
st napriklad opcie. Matematické vyjadrenie tohto modelu je tzv. Black—
Scholesova parcidlna diferencidlna rovnica. Opisuje ¢asovy vyvoj ceny
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derivétu akcie ako funkcie ceny akcie a ¢asu ostavajticeho do expiracie
derivatu.

Odvodenie Black-Scholesovej diferencidlnej rovnice budeme sledo-
vat’ na priklade eurépskej kiipnej opcie. Pripomerime, Ze kiipna opcia
je kontrakt, v ktorom majitel opcie ziskava pravo kupit” akciu v presne
ur¢enom expira¢nom case ¢t = 1" za vopred dohodnutti expira¢nd cenu
E. Zdoraznime, Ze dana strana ziskava pravo, ale nie povinnost’ kipit’
predmetnt akciu. Toto pravo ma teda samo osebe istti hodnotu, a preto
zan treba v Case uzavretia kontraktu ¢ = 0 zaplatit’ istd, tzv. opént
prémiu V. Pre obe strany, t. j. pre vypisovatela opcie ako i pre drzitela
opcie, je zaujimavé vediet, akd je férova hodnota prémie tak, aby ani
jedna zo stran nebola zvyhodnena. Ozna¢me

S - hodnotu (cenu) aktiva,

V - hodnotu derivatu (opcie) na dané aktivum,

T - expira¢ni dobu, t. j. termin vyprsania derivatu.

Casovti premennti ozna&ime ¢ a teda t € [0, T]. Uloha spociva v najdent
matematickej rovnice, ktord by opisovala vztah pre funkciu ceny opcie
V = V(S,t) ako funkcie aktualnej ceny akcie S a ¢asu t. Op¢na prémia
predstavuje potom hodnotu V' (.9, 0) na pociatku uzatvéarania kontraktu,
t.j.vcaset = 0.

Odvodenie rovnice pozostava z dvoch krokov. V prvom z nich ur-
¢ime stochasticku rovnicu, podla ktorej sa sprava I'ubovolna hladké
funkcia V' = V(S,t) od stochasticky meniacej sa ceny akcie S a ¢asu ¢.
Funkcii V' vo vSeobecnosti hovorime finan¢ny derivat. V druhom kroku
zostavime tzv. samofinancujtce sa bezrizikové portfélio vhodnou kom-
binaciou kupy, resp. predaja akcii, opcii a bezrizikovych dlhopisov.

2.2.1 Stochastickd rovnica pre derivat stochastickej ceny
akcie

Ako sme uz spomenuli v predoslej kapitole, na modelovanie nahodného
vyvoja ceny akcie ako funkcie ¢asu S = S(t) pouZijeme stochasticku
diferencidlnu rovnicu reprezentujticu geometricky Brownov pohyb

dS = pSdt + oSdw , (2.9)

kde dS znamend zmenu ceny akcie za ¢asovy okamih dt, i je oakdvany
vynos alebo trend vyvoja akcie, o je volatilita ¢asového vyvoja akcie.
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Znakom dw sme oznacili diferencidl Wienerovho procesu. Pozname-
najme, Ze stochasticka rovnica (2.9) sa da napisat’ aj v tvare
as

gz,udt—i—adw,

pri¢om z tohto zapisu je jasnejsie, Ze v ¢asovej analyze je podstatnou in-
formaciou iba relativna zmena d.S/S a nie absoltitna zmena ceny aktiva
dS. Dovodom je ten fakt, Ze hladany model musi byt’ v konetnom do-
sledku nezavisly od volby jednotiek, teda vysledna ocefiovacia formula
musi mat’ rovnaky tvar nezéavisle od toho, ¢i cenu meriame v eurach
alebo v ich stotinach, t. j. centoch.

V nasledovnom kroku odvodime stochasticki diferencidlnu rovnicu
opisujucu vyvoj lubovolnej hladkej funkcie (derivatu) ceny akcie a Casu.
Ak funkcia V' = V(S,t) je nejaka hladka funkcia dvoch premennych,
pri¢om premenna S je sama osebe funkciou ¢asu S = S(t) a vyhovuje
stochastickej diferencidlnej rovnici (2.9), tak sa pytame: akt stochastick
rovnicu bude spliiat’ funkcia V = V (S, t)? Odpoved’ na tito otdzku ndm
dava hlboky vysledok z teérie ndhodnych procesov —Itéova lema, ktora
bola uvedena v predoslej casti (lema 2.1). V naSom pripade premenna
S vyhovuje stochastickej rovnici (2.9), t. j. dS = pSdt + oSdw, a teda
w(S,t) = uS,0(S,t) = 0S. Na zaklade It6ovej lemy cena derivatu akcie,
teda funkcia V'(S, t) ndhodného procesu S, bude vyhovovat’ stochastic-
kej diferencialnej rovnici

ov 1 0*V

_[(oV 900 ov
dV_(at —l—,uSaS—i-ZUS aS?)dt—l—aSanw. (2.10)

2.2.2 Samofinancovana stratégia tvorby portfélia s nulo-
vym rastom investicii

V tomto kroku sa budeme zaoberat’ vytvaranim portfélia pozostavaju-
ceho z akcif jedného druhu, opcif na tieto akcie a bezrizikovych dlho-
pisov. Myslienka samofinancovanej stratégie tvorby portfélia spociva
v dynamickom predaji, resp. kipe jednotlivych zloZiek portfélia tak,
Ze na udrZanie jeho nulovej rizikovosti nie su potrebné Ziadne dal-
Sie investicie (tzv. podmienka nulovych investicii) a Ze ndkup, resp.
predaj niektorej zo zloZiek portfélia je kompenzovany predajom, resp.
ktapou inej zlozky portfélia (tzv. podmienka samofinancovanosti port-
folia). Tento spdsob odvodenia Black-Scholesovej rovnice nalezi Mer-
tonovi a jeho odlisnost” od odvodenia Blacka a Scholesa spociva prave
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v uvazovani samofinancujiceho sa portfélia s nulovym rastom inves-
ticif. Poznamenajme, Ze predpoklad o snahe dosiahnit’ bezrizikové
portfélio, je zdkladnym pilierom odvodenia Black-Scholesovej rovnice.
Tento predpoklad vychadza z predstavy o snahe investorov dosiahnut’
rizikovo neutrélne stratégie obchodovania s cennymi papiermi. Hoci
dnes uz vieme, Ze predpoklad o konstrukcii bezrizikového portfélia sa
dé z praktického hladiska spochybnit, napriek tomu ho budeme pos-
tulovat’ ako vychodisko pre odvodenie zakladného Black-Scholesovho
modelu. V kapitole 5 sa napokon budeme zaoberat’ aj modifikaciami za-
kladného Black-Scholesovho modelu, ktoré budt zohladtiovat’ okrem
iného realistickejsie predstavy o bezrizikovosti portfélia, o obmedzenej
likvidite trhu alebo o zahrnuti transakénych nakladov do modelu.

V nasledovnom kroku budeme vytvarat’ portfélio pozostavajtice
z uréitého mnoZstva akcii, opcii na tieto akcie a bezrizikovych dlhopisov.
UvaZovat’budeme o tzv. samofinancujiicom sa portféliu, t.j. o portféliu,
v ktorom sa nékup, resp. predaj jednej z uvedenych troch zloziek musi
uhradit’ predajom, resp. nakupom inej zlozky portfélia. Presnejsie, nech
v Case ¢ je portfolio zloZzené z Qg kusov akcif v cene S, Qv kusov opcif
v cene V a petiazného objemu B bezrizikovych dlhopisov nevyplacaji-
cich kupény. Ak si oznaéime Mg = SQs, My = VQy, tak predpoklad
nulovych investicii znamend, Ze musi platit’ Mg + My + B = 0, pre
vsetky casy t € [0,7], t.j.

SQs+VQy +B=0, (2.11)

pret € [0, T]. Mertonovu podmienku samofinancovanosti portfélia mo-
Zeme preto vyjadrit’ v tvare:

SdQs +VdQy +6B =0 (2.12)

pricom dQg, dQv, 0B oznalujui postupne zmeny poctov akcii, opcif
a zmenu objemu bezrizikovych dlhopisov drzanych v portféliu, ktoré
sa pouzili na samofinancovanie ndkupu, resp. predaja akcii a opcif. Pri-
pomerime, Ze pre bezrizikové dlhopisy nevyplacajice kupony plati jed-
noduché ocetiovacia rovnica B(t) = B(0)e™, kde r > 0 je spojita miera
drocenia dlhopisu. Této rovnica sa v diferencialnom tvare dé prepisat’
ako dB = rBdt. Zmena objemu dlhopisov by bola doteraz zavisla iba
na spojitom tiro¢eni istiny B(0). Ked'Ze vak dlhopisy dynamicky pouzi-
vame aj na samofinancovanie portfélia prostrednictvom ich kuapy, resp.
predaja v objeme 0B (vid' (2.12)), celkova zmena periazného objemu
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dlhopisov dB je potom dand vztahom
dB =rBdt+6B. (2.13)

Diferencovanim vztahu (2.11), ndsledne dosadenim (2.13) do (2.12) a vy-
jadrenim ceny B z rovnice (2.11) nakoniec dostaneme, Ze musi platit’

0 = d(SQs+VQy + B)
= SdQs+VdQy + 6B+ QsdS + QvdV + rBdt
= QgdS+ QvdV —r(SQs + VQv)dt,

a teda po vydeleni nenulovou hodnotou Qv poctu opcii v portféliu
napokon ziskavame

AV —rVdt — A(dS —rSdt) =0, kde A= —=<3 (2.14)

Pripomerime, Ze oba nahodné procesy, t. j. cena akcie S, ako i cena opcie
na akciu V, vyhovuju stochastickym diferencidlnym rovniciam

ds = uwSdt + oS dw,
v = (% +uS5% + 52208 ) dt + 0555 dw.

Dosadenim tychto vztahov pre diferencidly dS a dV, po tpravach
dostdvame
<8V ov 1 o*V

+'u58,9+205352 rV AuS+ArS>dt

oS

Cielom investora je teraz skombinovat’ svoje portfolio pozostavajtice
z akcii, opcif a dlhopisov tak, aby neutralizoval vystavenie svojho port-
folia riziku. Takéto spravanie sa investora sa oznacuje ako averzia in-
vestora k riziku. Zrejme jediny rizikovy ¢len vo vyssie uvedenej rovnici
je reprezentovany stochastickym ¢lenom dw Wienerovho ndhodného
procesu. Neutralizovanie vplyvu tohto stochastického, a tym padom
rizikového, ¢lena sa da vyberom pomeru A

_ov
98

+US(8V—A> dw=0.

A (2.15)
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Naslednym dosadenim takéhoto vyberu A do deterministického zvysku
rovnice, dostadvame vyslednt parcidlnu diferencialnu rovnicu

oV 1 4, 0%V ov _
(815 +205 aSz-ﬁ-rSaS rV) dt =0,

a teda
2

%‘; + 50252% + rSg—g —rV =0, (2.16)
ktord je znama ako Black-Scholesova rovnica na oceniovanie derivatov
akcii. Odvodenie tejto rovnice bolo prvykrat uvedené v praci Blacka
a Scholesa [8]. Velmi dobra referencia je aj novsi ¢lanok Dewynne a kol.
[15], kde sa citatel moze oboznamit’s rdznymi aspektami ocefiovania
nielen eurdpskeho typu opcii, ale aj americkych opcii.

Uved'me este jedno uZitoéné zovseobecnenie Black-Scholesovej rov-
nice pre pripad akcie, ktora spojite vyplaca dividendy s ro¢nou divi-
dendovou mierou D > 0. V tomto pripade drZzanim akcie v hodnote S
ziskame za ¢as dt dividendovy podiel DSdt. Vyplatenim dividend vsak
samotnd cena akcie klesd, ¢o sa prejavi na zniZenom trende ceny akcie.
Teda cena akcie bude vyhovovat’ stochastickej rovnici

dS =(u— D)Sdt+oSdw.

Na druhej strane, ziskanim dividend dostdvame nové prostriedky do
nasho samofinancujiceho sa portfélia v celkovom objeme DSQg dt za
¢as dt. Tato sumu by sme mohli ako dodato¢ny prijem priratat’ do
pravej strany rovnice pre zmenu objemu dlhopisov (2.13), t. j. dB =
rBdt + 0B + DSQs dt. Tento doplnok sa prejavi v modifikacii rovnice
(2.14), ktora nadobudne tvar

dV —rVdt — A(dS — (r — D)Sdt) =0.

Opakovanim d’alsieho postupu nakoniec prideme k modifikovanej rov-
nici (2.16) zahrriujtcej dividendovi mieru D

AV 1, RV v B
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musi zaplatit’ uréitt prémiu V vypisovatelovi opcie. Na druhej strane,
americka put opcia je kontrakt, v ktorom majitel ziskava pravo, ale nie
povinnost, predat’ podkladové aktivum (akciu) kedykolvek v ¢asovom
intervale [0, 7] za vopred dohodnutt expira¢nti cenu E. Pre oba typy
americkych derivatov je teda tloha ocenit’ tieto opcie, t. j. najst’ cenu
Vee(S,t) call opcie, resp. cenu VP(S,t) put opcie, v kazdom ¢ase ¢t €
[0, 7.

KedZe americké opcie poskytuju ich drzitelovi vi¢sie prava v po-
rovnani s eurépskymi, musi byt ich cena vyssia alebo rovnajica sa cene
eurépskych opcii, t. j.

V(S t) > V(S t), V(S t) > VP(S,t)

pre kazdy ¢as ¢ € [0,T] a cenu aktiva S > 0. Naviac, cena americkej call,
resp. put opcie musi byt’ vzdy aspon takd, aka je cena opcie v Case jej
povinného vyprsania, t.j.

Vae(S,t) > V(S,T) = max(S — E,0),

Var(s,t) > VP (S, T) = max(E — S,0)

prekazdy ¢ast € [0,7]a S > 0. Skuto¢ne, ak by napriklad cena V*°(S, t)
americkej call opcie v ¢ase ¢t < T pred expiraciou bola povedzme o jed-
notku niz8ia, ako je jej terminalovy pay-off diagram max(S — E,0),
tak kipou takejto opcie a jej okamzitym uplatnenim (to je mozné pre
americké opcie) ziskame od vypisovatela opcie akciu v cene E, ktorej
predajom okamzite ziskame hodnotu S. Takto ziskame, bez zndSania
akéhokolvek rizika, préve tu jednotku ceny, o ktort bola cena call opcie
niz8ia ako jej terminalovy pay-off diagram. Tento postup vedie k ar-
bitraznej prilezitosti, ktort trh v kratkom case odstrani zvySenim ceny
takejto opcie aspori na hodnotu jej pay—off diagramu.

Na obr. 9.1 vlavo vidime, Ze cena eurdpskej call opcie na akciu vy-
placajicu nenulové dividendy D > 0 vzdy pretne termindlovy pay—off
diagram. To sa d4 analyticky dok4zat’ zo vzorca rieSenia eurdpskej call
opcie (3.8), kde sa l'ahko overi, Ze plati

lim VeUs,y)

_ —D(T—t) 1
S—o0 S € <h

a preto V*¢(S,t) < S — E pre dostatocne velké S > Fa0 <t <T.
Podobne pre eurépsku put opciu na akciu (aj neplatiaciu dividendy, t. j.
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Obr. 9.1: Grafy rieSenia eurdpskej call na akciu platiaciu dividendy (vlavo), put
opcie na akciu neplatiaciu dividendy (vpravo) a ich porovnania s terminalovymi
pay—off diagramami.

D > 0) na zaklade (3.14) plati: VP(0,¢) = Ee~"("=Y) < F, a preto riese-
nie V°°(S,t) vzdy pretne pay—off diagram put opcie. Na obr. 9.1 vpravo
vidime graf rieSenia eurépskej put opcie a jeho porovnanie s terminélo-
vym pay-off diagramom.

V pripade americkej call opcie na akciu nevyplacajicu dividendy
(D = 0) je jej ocetiovanie zhodné s oceriovanim prislusnej eurépskej call
opcie, t. j.

ak D = 0. tak V(S,t) = V(S,t) pre kazdé S > 0,t € [0,T]. (9.1)

Doévodom je skutocnost) Ze americkti opciu nie je vyhodné uplatiiovat’
pred ¢asom T, lebo pri pred¢asnom uplatneni v ¢ase ¢t € [0,T) by jej
hodnota okamZite klesla na hodnotu pay-off diagramu max(S — E,0),
t. j. pod hodnotu eurépskej opcie V°°(S,t), ¢o nie je mozné, pretoze
Vee(S,t) > max(S — E, 0) v pripade nulovych dividend D = 0.

ZlozitejSia situacia nastdva v pripade americkej call opcie na akciu
vypléacajicu nenulové dividendy (D > 0). Vtedy sa rieSenie V°¢(S,t)
pretne s pay—off diagramom max(S — E,0), a teda nemdzeme pouzit
podobny argument ako v pripade nulovych dividend D = 0. Naviac,
drzanie americkej call opcie az do expiracie by znamenalo, Ze jej hod-
nota je totozna s hodnotou eur6pskej opcie, ¢o nie je mozné pre velké
hodnoty ceny akcie S, nakolko V¢¢(S,t) < max(S — E,0) pre S > E.
Tym padom cena americkej opcie je vacsia ako cena prislusnej eurépskej
opcie, t. j.

7

ak D > 0, tak V*°(S,t) > V°°(S,t) prekazdé S > 0,t € [0,T). (9.2)
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Obr. 9.2: Porovnanie rieSenia eurépskej a americkej call opcie s vyznaéenim
polohy pred¢asného uplatnenia americkej call opcie S¢(t) pre ¢as 0 <t < T

KedZe graf hodnot (cien) eurépskej put opcie pre nulové ajnenulové
dividendy vZdy pretne svoj pay-off diagram, dostdvame tak, Ze musi
platit” ostrd nerovnost®

ak D > 0,r > 0, tak V*?(S,t) > VP(S,t) pre S > 0,t € [0,T). (9.3)

9.1 Ocenovanie americkych opcii pomocou
uloh s vol'nou hranicou

Analyza vykonana v predchadzajucej ¢asti nés priviedla k tlohe s tzv.
volnou hranicou pre americku call opciu na akciu vyplacajacu divi-
dendy D > 0. Okrem samotného rieSenia V'(S,t) = V*°(S,t) musime
hladat’ aj funkciu Sy (¢) Casut € [0, T] tvoriacu tzv. hranicu pred¢asného
uplatnenia opcie,1 s vlastnostou, Ze ak cena S akcie v ¢ase t € [0, 7] spfﬁa
podmienku:

1. S8 < Sf(t), tak V°(S,t) > max(S — FE,0) a call opciu budeme
nad’alej drzat, nakolko jej hodnota je vyssia ako pay—off diagram
opcie. Na zaistenie portfélia pouZijeme Black-Scholesov model,
atedapre0 <t < TasS < Sf(t) plati Black-Scholesova rovnica.

2.8 > Sf(t), tak V(S,t) = max(S — E,0) a call opciu uplatnime,
nakolko jej hodnota je zhodna s pay—off diagramom.

IEarly exercise boundary v anglickom jazyku.
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Na obr. 9.2 méZeme vidiet’ znazorneny priebeh ceny S — V*¢(S,t)
americkej call opcie v danom ¢ase ¢t € [0,T), jej porovnanie s pay—off
diagramom call opcie S — max (S — E,0) a nizSou hodnotou eurépskej
call opcie na akciu vyplacajicu netrividlne dividendy. Vyznacena je
aj hodnota S¢(t), ktora vymedzuje cenu akcie do dvoch intervalov:
0 < S < S¢(t), v pripade ktorého call opciu nadalej drzime a S > S¢(t),
v pripade ktorého call opciu uplatitujeme v Case ¢.

Mobzeme teda pristtpit’ k matematickej formulacii problému ocerio-
vania americkych call opcii. Ulohou je najst’ funkciu V' = V¢(S, t) spolu
s funkciou Sy : [0,7] — R opisujticu hranicu pred¢asného uplatnenia
call opcie tak, aby boli splnené nasledovné podmienky:

(11loha s vol'nou hranicou pre ocefiovanie americkej call opcie)

1. funkcia V(S,t) je rieSenim Black-Scholesovej parcidlnej diferen-
cidlnej rovnice:

v o 0%V v

na ¢asovo premenlivejoblasti0 <t <T'a 0 < .S < Sf(t);

2. terminalova podmienka pre call opciu:

V(S,T) = max(S — E,0); (9.5)

3. okrajové podmienky pre rieSenie americkej call opcie:

V(0,t) =0, V(S;(t),t) = Ss(t) — E, %(Sf(t),t) —1, (9.6)

pre krajné hodnoty ceny akcie S =0a S = Sy(¢).

Doposial sme nevysvetlili zmysel okrajovej podmienky 2% (S¢(t),t) =
1 v bode pred¢asného uplatnenia call opcie S = S;(t). Poznamenajme,
Ze tato podmienka spolu s podmienkou V' (Sf(t),t) = S¢(t) — E zaru-
¢uja spojitost’ a C! hladkost’ funkcie V¢(S,t) v bode S = Sy(t) na
volnej hranici S = S (t), pre kazdé 0 < t < T Skuto¢ne, hodnota deri-
vatu musi byt’ spojita funkcia, ¢o implikuje prvi podmienku (spojitost)
V(S¢(t),t) = S¢(t) — E na volnej hranici S = S¢(t) v (9.6). Je zrejmé,
Ze stanovenie iba jednej Dirichletovej okrajovej podmienky v pravom
koncovom bode Sf(t) nie je postatujiice pre jednoznacné vyrieSenie
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problému ocenovania americkej call opcie. Staci si uvedomit’ (pozri
napr. Sevéovi¢ [58]), Zze pre I'ubovolnt vopred zadant funkciu Sy (t)
modzeme jednoznacne vyriesit’ tlohu (9.4) so zadanymi dvomi okrajo-
vymi podmienkami V' (0,¢) = 0, V(S (t),t) = S¢(t) — E a termindlovou
podmienkou (9.5).

Zatial nemame ziadnu d’aliu informéciu, na zédklade ktorej by sme
mohli jednoznaéne urcit’ polohu hranice uplatnenia call opcie Sy(t)
pre t € (0,7T). Musime preto odvodit’ dalsiu podmienku, z ktorej by
sme mohli polohu hranice S(t) urcit. Vychodiskom odvodenia bude
finan¢na tivaha pochadzajtica od Mertona (pozri Kwok [40]), na zaklade
ktorej cena americkej opcie musi byt dand ako maximalna hodnota spo-
medzi vSetkych cien call opcii, ktorych hranica pred¢asného uplatnenia
je nejaka spojita funkcia Casu, t. j.

V(S t) = max V (S, t;n),
n

kde maximum teda prebieha cez vsetky mozné kladné spojité funkcie
n:[0,7] — Rt a V(S,t;n) je cena call opcie dana ako rieSenie Black-
Scholesovej rovnice na ¢asovo premenlivej oblasti 0 < ¢t < 7,0 < S <
7(t) splitajice termindlovt podmienku call opcie a okrajové podmienky
V(0,t;m) = 0,V(n(t),t;n) = n(t) — E. Funkcia pred¢asného uplatnenia
call opcie Sy je potom prislusnym argumentom maxima vyssie uvede-
nej varia¢nej tlohy. Jedna sa skuto¢ne o varia¢na dlohu, nakolko nasa
uloha je hladat’ maximum funkcionalu n — V(S,t;n) definovaného
na nekone¢norozmernom priestore vsetkych spojitych funkcii. Nutna
podmienka nadobtidania extrému tohto funkcionalu nam dava, Ze Fré-
chetova derivécia funkcionalu n — V(S,t;n), t. j. linedrny operator
D,V (S,t;m) : C([0,T]) — R, jenulovy v bode n = Sy. Teda

D,V(S,t;S5)§ =0 pre kazdu funkciu ¢ € C([0,T)),

kde C([0,T]) je priestor vetkych spojitych funkcii na intervale [0, 7.
Nech ¢ € [0,T) je pevne zvoleny &as. KedZe pre kazdu funkciu n €
C([0,T7) plati V((n(t),t;n) —n(t) + E = 0, tak derivovanim tejto identity
podla funkcie n v smere £ € C([0,T]) dostaneme pre kazdé t € (0,7):

S (), 5mE() + DyV (o) e — 16(6) =0,

S vyuzitim identity D,V (S,t; S¢)¢ = 0 pre argument maxima n = Sy
potom dostdvame %(Sf (t),t;5¢)&(t) = £(t). Funkcia & € C([0,T]) bola
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lubovolna, a teda musi platit, Ze hranica pred¢asného uplatnenia call
opcie a cena call opcie musia spliiat” hrani¢ntt podmienku

ov
5g (5r():£:5¢) = 1.

Na zéklade obdobnych tvah ako viedli k formulécii tlohy ocetio-
vania americkej call opcie na akciu vyplacajicu dividendy, mdzeme
naformulovat’ aj tilohu pre ocetiovanie americkej put opcie na akciu,
ktord moZe, ale i nemusi vyplécat’ dividendy (t. j. D > 0). Ulohou je
najst’ funkciu V' = V(S,t) spolu s funkciou pred¢asného uplatnenia
put opcie Sy : [0, 7] — R tak, aby boli splnené nasledovné vztahy:

(1iloha s vol'nou hranicou pre oceriovanie americkej put opcie)

1. funkcia V(S5,t) je rieSenim Black-Scholesovej parcialnej diferen-
cilnej rovnice:

oV  a* ,0*V ov
ot oS g (= D)S5e —rV =0 9.7)

na ¢asovo premenlivej oblasti 0 <t < T a S > S¢(t);

2. terminalova podmienka pre put opciu:

V(S,T) = max(E — S,0); (9.8)

3. okrajové podmienky pre rieSenie americkej put opcie:

ov
V(+o0,t) =0, V(Sf(t)’t) :E_Sf(t)v %(Sf(t)at) =-1,
(9.9)
pre krajné hodnoty ceny akcie S = S;(t) a .S = cc.

Nakoniec odvodime niekol'ko uzitotnych poznatkov o polohe hra-
nice pred¢asného uplatnenia americkej opcie. Uvahy budeme najskor
prevadzat’ pre americku call opciu.

V prvom rade je zrejmé, Ze poloha hranice predc¢asného uplatnenia
call opcie musi byt” asponi takd, ako je expira¢na cena E. Nie je totizto
rozumné predcasne uplatnit’ call opciu s expiraénou cenou £ pre cenu
akcie mensiu ako F.
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Obr. 9.3: Znazornenie priebehu hranice pred¢asného uplatnenia call opcie
(vlavo) a put opcie (vpravo).

KedZe funkcia S — V/(S,t) je spojite diferencovatelna podla pre-
mennej S v bode S = Sy(t), tak derivovanim identity V(Sf( ),t) =
Sy(t) — E podla ¢asu t dostaneme ¥ (Sy(t ) 1S4 (t) + P (Sr(t),t) =
S¢(t). Ak vyuZijeme okrajova podmlenku = 1pre S = Sy(t), tak
napokon dostaneme?

av

B (S¢(t),t) =0 prekazdét € (0,7).

Vyuzijac tento vztah a platnost’ Black-Scholesovej rovnice pre 0 < S <
S¢(t) v limite S — S;(t) napokon dostdvame:

DS(t) ~rE = —<r—D>sf(>gg<sf<> )+ TV (S5(0).0)
_ %sf(t) 252 (Sy(t),t) >0, (9.10)

pretoze funkcia S — V(S5,t) ma byt konvexnd pre 0 < S < S¢(t). Tym
padom
S((t) > Emax (% 1) pre kazdé t € [0, 7). (9.11)

Ostava nam ur¢it’ hodnotu S¢(T) v expiracii T. Ak S¢(T) > E, tak
s ohladom na fakt, ze V(S,t) — S — E pre t — T mozeme dedukovat,
Ze druha derivacia 9?V/9S? bude konvergovat’ k nule na nejakom okoli
bodu S = S;(t) > E. Ak zoberieme do tvahy identitu (9.10), tak pre
limitu ¢ — T napokon dostaneme S;(T) = rE/D. To je mozné len

2Poznamenajme, Ze analogickym sposobom sa da dokazat’ vyssie uvedend identita aj
pre put opciu.
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v pripade r > D > 0. Inak plati S¢(T") = E. V kazdom pripade teda
plati podmienka:

S¢(T) = Emax (% 1) . (9.12)

Analogickym postupom sa v pripade americkej put opcie da uka-
zat, ze funkcia Sy(t), ktora definuje hranicu pred¢asného uplatnenia
americkej put opcie, spliia nasledovné vlastnosti:

S¢(T)=E, S¢(t) < E prekazdét € [0,T]. (9.13)

Jeden z déleZitych a zaujimavych problémov v oblasti matematickej
teérie financif je detailnd analyza hranice pred¢asného uplatnenia opcie
S¢(t) a optimalneho ¢asu pre uplatnenie opcie, ktory predstavuje in-
verznu funkciu k S (t). V stucasnosti (rok 2008) nie je zndma explicitna
formula pre polohu volnej hranice - hranice pred¢asného uplatnenia
call alebo put opcie. Ciasto¢né vysledky sa daju najst’' v pracach, ktoré
vysli len nedavno: Barone, Adesi a Whaley [6], Kuske a Keller [39], De-
wynne a kol. [15], Geske a kol. [24, 25], MacMillan [42], Karatzas [34],
Johnson [33], Knessl [36], Myneni [48], Widdicks a kol. [63], Carr a kol.
[10], Evans a kol. [18] (analytické aproximécie), Alobaidi [1], Kwok [40],
Mallier a kol. [43, 44], Sev&ovi¢ [56], Stamicar a kol. [54] (formulacia
a analyza nelinedrnej integralnej rovnice pre funkciu Sy(¢t)). Napokon
v neddvno publikovanom ¢lanku [65] Zhu odvodil explicitnti formulu
pre funkciu S¢(t) v tvare stétu nekoneéného radu. Prehlad modernych
vysledkov o analyze hranice pred¢asného uplatnenia call a put opcii sa
da néjst’ v praci Chadama [30].

Z vyssie uvedenych prameniov plynie, Ze poloha volnej hranice pred-
¢asného uplatnenia call opcie sa d4 priblizne pre ¢asy ¢ blizke k expiracii
T vyjadrit’ ako:

Sp(t) ~ K (1 +0,6380VT — t) , K =FEmax(r/D,1)  (9.14)

pre t — T. Tento priblizny vzorec bol odvodeny v praci Dewynne
a kol. [15] a nezavisle Sev¢ovitom v praci [56], kde sa da naviac najst’
nelinedrna integralna rovnica, ktorej riefenim je volna hranica S (t)
nielen pre casy t blizke expiracii T'.

V pripade hranice pred¢asného uplatnenia americkej put opcie je
situacia o nieco zloZitejsia a volna hranica Sy (t) sa dé vyjadrit’ ako

S;(t) = Be~r=5) (T o /2T=0n(0),
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Pomocna funkcia 7 sa pre ¢asy t — T da aproximovat’ vyrazom

n(t) =~ \/ In [20 2m(T — t)er(T-1) |, (9.15)

Tento vysledok bol dosiahnuty Stamicarom, Chadamom a Sev¢ovicom
a je prebraty z prace [54]. Na obr. 9.3 je zndzorneny priebeh hranice
pred&asného uplatnenia call opcie (vIavo) a put opcie (vpravo) vypodi-
tanych na zéklade pouzitia aproximativnych formul (9.14) a (9.15) pre
parametre 7' =1, E = 80,7 = 0,04,0 = 0,37 a D = 0,02 pre call opciu,
resp. D = 0 pre put opciu.

9.2 Ocenovanie americkych opcii pomocou
linedrnej komplementarity

Cielom tejto Casti je analyzovat’ Black-Scholesovu parcidlnu diferen-
cidlnu rovnicu na celej oblasti cien aktiv, t. j. 0 < S < oco. Uké&Zeme, Ze
pre americké opcie vo vSeobecnosti neplati Black-Scholesova rovnica,
ale len nerovnica. Presnejsie, ukdZeme, Ze pre americkd call, resp. put
opciu plati parcidlna diferencialna nerovnica

oV  o? 282 ov
— 4+ — + — —rV < .
; 52 (r—D)S T 0, (9.16)

a5
prekazdé 0 < § < 00,0 <t <T.

UvaZzujme najskor pripad americkej call opcie. Na zaklade pred-
chadzajucich ¢asti uz vieme, Ze na intervale 0 < S < Sf(t), v ktorom
drzime call opciu, plati Black-Scholesova rovnica, t. j. v nerovnici (9.16)
nastadva rovnost. Zaroven pre tieto hodnoty ceny aktiva S plati ostra
nerovnost’ V(S,t) > max(S — E,0). Na druhej strane, ak S > S(¢),
tak V(S,t) = max(S — E,0) = S — E, pretoZe S¢(t) > E. Ak dosadime
linedrnu funkciu S — E do Black-Scholesovej rovnice, tak dostaneme

ov 02 , 0V ov
o + = 352 + (r— D)S% —rV
= (7”— D)S—r(S—E)=rE—-DS<rE—-DS¢t)<0

pretoze S¢(t) > Emax(f, 1).
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V pripade americkej put opcie je situdcia podobna. Budeme vSak
uvaZovat’ iba pripad, ked pre trokovu a dividendovi mieru plati
0 < D < r. Na intervale S > Sf(t), v ktorom drzime put opciu,
plati Black-Scholesova rovnica, t. j. v nerovnici (9.16) nastava opét’
rovnost” a sicasne plati ostra nerovnost’ V(S,t) > max(E — S,0). Ak
0 <S8 < S¢(t), tak V(S,t) = max(E — S,0) = E — S, pretoze S¢(t) < E.
Dosadenim linedrnej funkcie £ — S do Black-Scholesovej rovnice do-
staneme

ov 0? L0V ov

E + ?S @‘F(T—D)Sﬁ—rv

= —(r—D)S—r(E—-S)=DS—-rE<DS;(t)—rE <0,

pretoze Sy(t) < Ea0 <D <r.
Stdhrnne sme ukézali nasledovnt vlastnost’ rieSenia problému oce-
novania americkej call, resp. put opcie:

Linedrna komplementarita pre americké opcie (9.17)
oV o? L0V ov -
-8 — —_— = < >
BN + 2.5' 8S2+(r D)Sas rV <0, V(S,t) > V(9),
oV o? L0V ov -
(61& + ?S @ + (7‘ — D) Sﬁ — 7“V> (V(S,t) — V(S)) = O,

pre kazdé 0 < S < 00,0 < t < T, kde V oznacuje terminalovy pay—off
diagram, t.j.

max(S — E,0) v pripade call opcie,

Vis) = {max(E -5,0) v pripade put opcie. ©-18)

Uloha ocefiovania americkej call, resp. put opcie pomocou linearnej
komplementarity spociva v néajdeni spojite diferencovatelnej funkcie
V (S, t), ktord je rieSenim tlohy linedrnej komplementarity (9.17) a spitia
terminalové podmienky (9.18).

V zavere tejto Casti ukdZeme, ako je mozné formulovat’ problém
ocenenia americkej call opcie na akciu vyplacajicu spojité dividendy
D > 0, resp. put opcie, pricom 0 < D < r, pomocou rieSenia tzv.
variacnej nerovnosti pre parabolické rovnice. Podobne ako v kapitole 3
pri odvodeni Black-Scholesovej rovnice zavedenim novych nezavislych
premennych (pozri (3.4)):

S=FEe, t=T-r,
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kde z € (0,00), 7 € (0,T') a transformovanej funkcie
V(S,t) = BEe ®* Py (x, 1),
pricom

r—D 1 _r+D o? (r—D)?
o= —F — = ﬂ— 9 +§+T, (919)

po kratkych a zrejmych tpravach ziskame, Ze Black-Scholesovu par-
cidlnu diferencidlnu rovnicu mozeme transformovat’ do tvaru

ou 0% d%u
pre kazdé x € R, € (0,T). KedZe americka call, resp. put opcia musi

spltiat’ podmienku V'(S,t) > V(S), tak pre transformovant funkciu
u musi byt” splnend podmienka

u(z,7) > g(x,7), (9.21)

pre kazdé z € R, 7 € (0,7). Funkcia g je transformovany pay-off dia-
gram call, resp. put opcie, t. j.

g(xz,7) = e P max(e® —1,0) pre call opciu,
g(z,7) = e** P max(1—e”,0) preputopciu, (9.22)

pri¢om pociato¢na podmienka pre funkciu u mé tvar:
u(z,0) = g(x,0) (9.23)
pre kazdé z € R. Okrajové podmienky v pripade call opcie maju tvar:
u(—00,7) = g(—o00,7) =0, mlingc u(z,7)/g(x,7) =1 (9.24)

pre kazdé r € (0,T). V pripade put opcie okrajové podmienky maji
tvar:

lim u(x,7)/g(x,7) =1, u(do0,7) = g(4+00,7) =0 (9.25)

Tr— —00

pre kazdé r € (0, 7).
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Potom problém oceriovania americkej call, resp. put opcie sa da
sthrnne zapisat’ v tvare linedrnej komplementarity ako:

ou % d%u

E - 7@ > 07 u(l‘, T) - g($77—) 2 0’ (926)
ou o2 0%u
(87’ — 23I2) (U(xaT) - 9(5577—)) =0

pre kazdé » € R,0 < 7 < T. Ulohou je najst’ funkciu u : R x (0,7) — R
takd, Ze u je spojite diferencovatelna a plati linedrna komplementarita
(9.26).

Priklady a tilohy na samostatné rieSenie

1. Ukazte, ze hranica Sy (t) pred¢asného uplatnenia americkej call opcie je
klesajuca funkcia v ¢ase t. Naopak, hranica pred¢asného Sy (t) uplatnenia
americkej put opcie je rastaca funkcia v ¢ase ¢.

2. Ukazte, zZe pre americk call a put opciu uz nemusi platit’ put—call parita,
ktoré bola odvodend v kapitole 3 pre eurépske typy opcif.

3. Ako zavisi hranica pred¢asného Sy (t) uplatnenia americkej call opcie na
volatilite podkladového aktiva o? Je to rasttica zavislost?

4. Odvodte call-put symetriu pre ceny americkej call a put opcie. To zna-
mend, Ze ak si ozna¢ime cenu americkej call opcie V*°(S,t; E,r, D, o),
resp. put opcie VP(S,t; E,r, D, o) pre cenu aktiva S, ¢as ¢, expira¢nu
cenu E, trokovi mieru r a dividendovt mieru D, tak ukaZzte, Ze plati
identita:

V*(S,t; E,r,D,0) = V*(E,t;S,D,r,0).

5. Odvodte call-put symetriu pre ceny eurdpskej call a put opcie pomocou
explicitnych vzorcov rieSenia z kapitoly 3.

6. Na zaklade aproximativnych formul pre odhad polohy hranice predcas-
ného uplatnenia americkej call, resp. put opcie ukaZzte, Ze casova derivacia
funkcie S (T) = —oo pre call opciua Sy (T) = +oo. Vysvetlite, ¢o sa deje
na finan¢nom trhu s call, resp. put opciou tesne pred expiraénym ¢asom
T a ako vplyvaja malé zmeny ceny aktiva na spravnu dobu uplatnenia
opcie.



Kapitola 10

Numerické metédy oceriovania
derivdtov

Na zaver tejto knihy rozoberieme numerické met6édy oceriovania
niektorych vybranych typov derivatov. Ststredime sa na oceriovanie
eurépskych a americkych call, resp. put opcii. Prislusné numerické po-
stupy a techniky sa vSak daja rozsirit” aj na iné typy derivatov. Na za-
¢iatku kapitoly rozoberieme explicitné a implicitné schémy na rieSenie
eurépskych typov derivatov. Hoci v tomto pripade existuji explicitné
vzorce rieSenia (pozri kapitolu 3), vyznam pouzitia numerickych metéd
tkvie v tom, Ze ndm poskytujt lepsiu predstavu o ich moZnostiach a pre-
dovsetkym o ich presnosti. Tato informécia moze byt’ uzito¢na vtedy, ak
sa budeme snazit’ rozsirit’ zaber numerickych met6d aj na derivaty, kde
analytické rieSenie nie je zndme. Takym pripadom st prave americké
typy derivatov, ktoré podrobne rozoberame v druhej ¢asti tejto kapitoly.
Vzhladom na potrebu numerického riesenia sustav linedrnych rovnic
a ulohy o linearnej komplementarite uvadzame aj prehlad efektivnych
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numerickych algoritmov na zvladnutie tychto problémov.

10.1 Explicitnd schéma na rieSenie
Black-Scholesovej rovnice

Cielom tejto ¢asti je numerickd aproximécia riesenia Black-Scholesovej
parciédlnej diferencialnej rovnice pre ocefiovanie eurépskych typov deri-
vatov. Rozoberieme metédu konecnych diferencii. Tato metdda slizi na
aproximadciu jednotlivych parcidlnych derivacii. Hoci je pre eurépske
typy derivatov zndme explicitné rieSenie, zmysel tejto casti je porov-
nat’ presné a pribliZzné rieSenie tak, aby sme sa na zédklade uspokojivych
numerickych vysledkov mohli spolahntt’ na numerické metody aj v pri-
padoch, kde presné rieSenie nie je zndme. Takym prikladom sti americké
opcie, resp. niektoré exotické typy derivatov.

Na tivod tejto Casti pripomenieme transforméciu Black-Scholesovej
rovnice na zakladny tvar parabolickej rovnice. Tento tvar potom bude
vychodiskom pre konstrukciu ¢asovo explicitnych a neskor aj implicit-
nych numerickych schém zaloZenych na metdde konecnych diferencii.

Pripomenime, Ze zavedenim nezavislych premennych z,7 a trans-
formovanej funkcie u (pozri (3.4), resp. (9.20)):

r=1In(S/E) € (0,00), T=T —t € (0,T), V(S,t) = Be > FTu(x,71),

2

2
kde o = T;D -1 pg=nB4 <+ (T;fz) , sa Black-Scholesova

parcidlna diferencidlna rovnica

transformuje na zakladny tvar parabolickej rovnice

ou 0% d%u

— = . 10.1

or 2 0x? (10-1)
Pociato¢na podmienka pre transformovand funkciu v zavisi od termi-
nalového pay-off diagramu zvoleného typu derivatu. Pre jednoduché
call, resp. put opcie mé tvar:

e*” max(e” —1,0) pre call opciu,

u(@,0) = {e‘” max(l —e®,0) pre putopciu. (10.2)
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V nasledovnych riadkoch si ukdZeme hlavné myslienky aproxi-
maécie parcidlnej diferencialnej rovnice (10.1) pomocou metédy kone¢-
nych diferencii. TaAto numerickd metéda spoc¢iva v uvazovani diskrétnej
siete mreZovych bodov v priestore nezavislych premennych (z,7) €
R x (0,7) a v ndhrade hl'adaného rieSenia u a jeho derivacii diferen-
ciami v jednotlivych uzlovych bodoch siete.

Zvolme si priestorovy krok h > 0 a ¢asovy krok k > 0 tak, ze k =
T/m, kde m € N je pocet ¢asovych deleni intervalu (0,T). V priestore
nezédvislych premennych (z,7) € R x (0,7) uvaZujme siet’ mrezovych
bodov

z; =ih, i=..,-2,-1,0,1,2,..., 75, j=0,1,..,m

Aproximaciu hladaného riesenia v mreZovom bode (x;,7;) ozna¢me
ako u], t.j. _
ul &~ u(z,, 7j).
Odvodenie kone¢no-diferen¢nej schémy aproximécie rovnice (10.1) vy-
chddza z nahradenia parcidlnych derivacii koneénymi diferenciami,
ktoré je mozné vypocitat’ rozvinutim funkcie do Taylorovho radu. V
sietovom bode (z;, 7;) uvazujme Taylorov rozvoj funkcie v do radu 3.
KedZe x;41 — 2; = hax; — 2;_1 = h, tak dostaneme
ou 1 0%u 1 0% 4
’LL(.’L'7;+1,’Tj) ~ ’LL(LL'i,’Tj) o h"‘gﬁh +§ﬁh y (103)
Ou 1% o, 1% 4
w(xi—1, 1)~ u(,Ty) — o —h+ 31 a2 h” — ga—h (10.4)
pri¢om chyba, ktorej sa dopustame, je radu O(h*) pre h — 0. Od&itanim
(10.4) od (10.3) a zanedbanim ¢lena O(h?) dostaneme aproximéciu prvej
parciélnej derivécie u podla z pomocou tzv. centralnej diferencie

du “j+1 —uj_,
i G NP 8 St e 10.
ax(quJ) oh (10.5)
s chybou radu O(h?) pre malé hodnoty h. S¢itanim (10.3) a (10.4) dosta-
neme aproximaciu druhej parcialnej derivacie funkcie u podla premen-
nej
0?u wly —2u! +ul_
3z @in i) = +1 = ! (10.6)

s chybou v druhej derivacii radu O(h?).
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Analogicky pre ¢asovt derivaciu 9% z Taylorovho rozvoja v bode

(z;,7;) podla premennej T dostdvame aproximaciu
ou
w(xs, Tj1) = ulz, ;) + Ek
s chybou rddu O(k?) pre k — 0. Na zéklade tohto rozvoja dostdvame
doprednti aproximdciu parcidlnej derivécie v tvare
ou wltt — !
g(ﬂ%ﬁj) N ’ : (10.7)
s chybou v prvej derivécii podla 7 radu O(k). Ak teraz dosadime ap-
roximdcie jednotlivych parcidlnych derivacii v mreZzovom bode (z;, ;)
do parabolickej parcidlnej diferencidlnej rovnice (10.1), tak dostavame,
Ze aproximdcia rieSenia u] v (z;, 7;) vyhovuje rovnici
ugﬂ _ uz _ gjugﬂ — 2uf + uLl
k 2 h? ’
s chybou v rovnici rddu O(k + h?) pre k, h — 0. To znamen4, Ze hodnota
u/ ™! na novej ¢asovej vrstve j 4 1 sa da nasledovne explicitne vyjadrit’
pomocou hodnoét rieSenia v starej casovej vrstve j

(10.8)

W =qul (1= 2)u] 4yl kde v= 2 (10.9)
prei=..,-2,-1,0,1,2,..,a5=0,1,....m— 1.

Zvolme N € N tak velké, Ze interval priestorovej diskretizacie
(=L,L) = (z_n+1,2N-1) je dostatocne velky na to, aby sme mohli
krajné hodnoty riesenia u’ y,, resp. u), aproximovat’ pomocou okrajo-
vych podmienok. Z praktického hladiska sta¢i volit' L ~ 1,2, pretoze
to znamen4, Ze redlna finan¢na premenna S potom patri do dostatocne
girokého intervalu (Ee~%, Eel') = (0,3E, 3, 32F).

Pre eurépsku call opciu plati V(0,¢) = 0a V(S,t) — Se=PT=*) pre
S — oo. Pre eurépsku put opciu, naopak, plati V(0,t) = Ee "(T—9
aV(S,t) — 0pre S — oco. To znamena, Ze ak N je dostatocne velké, tak
hodnoty rieSenia méZeme aproximovat” hrani¢nymi podmienkami:

0, pre euro-call opciu,
wly = ¢ = LaNhi(5-r)jk ;
- e~ oNh+(B=r)jk " pre euro-put opciu,
j W = elaFUNh+(B=D)jk - pre euro-call opciu,
0, pre euro-put opciu.

(10.10)
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Ak ozna¢ime symbolom v/ rieSenie v asovej vrstve 7;, t. j.
J— (f J J o J n
' = (ul g ul g g, ug, e uy ) €RT

kde n = 2N — 1, tak potom moZeme explicitnd schému (10.9) zapisat’
vo vektorovom zapise

Wt = Auw +b, pre j=0,1,..,m—1, (10.11)

kde A je trojdiagonalna matica

1-2y ~ 0 .- 0 V¢
. 0
¥ 1—-2v v : ‘
A=1| o0 : . 0 , V=
: v 1=-2v ~ 0
0 0 v 1—2y I

Vyhodou vektorového zapisu je moZznost’ analyzovat’stabilitné a kon-
vergencné vlastnosti explicitnej schémy (10.11) pomocou skiimania vlast-
nosti matice A. Za predpokladu, Ze je splnend tzv. Courant-Lewy—
Fridrichsova (CLF) podmienka stability pre numericka diskretizaciu
parabolickej rovnice

2
ok . (10.12)

0<y< 72 S

.t

DN =

tak explicitnd numericka schéma (10.11) je stabilna. To znamena, Ze plati
limita

lim  agp(z, 7) = ulz,7), (10.13)

h o
0%k < h?

kde u(x,T) je rieSenie parabolickej rovnice (10.1) a @y, je po Castiach
linedrna aproximacia funkcie s hodnotami iy, , (2, 7j) = u} v mrezovych
bodoch (z;,7;). Limitu uvazujeme pre parametre h, k spitajuce CLF
podmienku (10.12).

Itera¢nd matica A vstupujtica do rekurentného vztahu (10.11) ma pre
parameter + spitiajici CLF podmienku (10.12) jednu délezitt vlastnost,
a to, Ze jej maximova L, norma je nanajvys rovna jednotke. Najskor si
vsimnime, Ze koeficienty v matici A stinezaporné, t.j.y > 0,1—2y > 0.
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Obr. 10.1: Riesenie S — V (S, t) pre cenu eurdpskej call opcie ziskané pomocou
metédy binomického stromu s v = 1/2 (vlavo) a porovnanie s presnym rie-
Senim (bodky). Numericky oscilujtice rieSenie S +— V(5,t) nekonvergujtice k
presnému rieSeniu pre v = 0,56 > 1/2, kde v > 1/2 nesplita CLF podmienku.

Ak u € R", tak pre i-tu sdradnicu vektora (Auw); plati (Au); = yu;—1 +
(1 = 27)u; + yuit1 a teda [(Au)i| < ylui—1] + (1 = 29)[us] + Y]uiga| <
v+ 1 =29) + ) |u)lo = |t|loo, kde ||u]|co = max; |u;] je tzv. maximova
alebo L., norma vektora u. Tym padom

|Aulloo < |lullss  pre kazdy u € R™. (10.14)

Plati, ze ak ozna¢ime m; = min; u;, M; = max;u]

maximum vektora v/, tak pre 0 < v < 1/2 dostdvame

minimum, resp.

Mt <max(M7, ¢7,47),  m/Th > min(m/, ¢7, ) (10.15)

prej =0,1,...,m—1.Skuto¢ne, pre vnitornéindexy i = —N+2,..., N—2
plati uf“ = Wuf-;l + (1 - 27)145 + *yugﬂ < M. Pre hrani¢né indexy
i = —N+1a N — 1 musime este zobrat’ do tvahy okrajové podmienky
¢; a1p;. Systému nerovnosti (10.15) hovorime diskrétny princip maxima
(minima), ktory je diskrétnym vyjadrenim principu maxima platného
pre rieSenia parabolickych parcialnych diferencidlnych rovnic.
Numerické rieSenie oceriovania eurdpskej call opcie pomocou ex-
plicitnej metddy je zndzornené na obr. 10.1. Parametre vypoctu sa na-
chadzaja vo vypise programu pre explicitni metddu rieSenia problému
oceniovania eurépskej call opcie (pozri tab. 10.1). Dolezité je pozname-
nat, Ze explicitnd metéda pracuje spravne len v pripade, ak je splnena
CLF podmienka v < 1/2 (pozri obr. 10.1 vlavo). Naopak, ak nie je spl-
nend podmienka v < 1/2, tak numerické rieSenie nemusi konvergovat’
k presnému analytickému rieSeniu. M6Ze dokonca oscilovat; ako je to
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Tabulka 10.1: Vypis programu Mathematica pre explicitni metdédu oceriovania
eur6pskej call opcie.

/Z:;ma = 0.4; r =0.04; g=0.12; 4‘\\

T =1; X = 50;

alfa = (r - q)/sigma"2 - 1/2;
beta (r + g)/2 + sigma”2/8 + (r — q) "2/ (2sigma”2);

NN = 100; n = 2 NN - 1;
m = 20;

k = T/m;
gama = 0.5;
h = sigma Sqrt([k/ (2 gam)];

A=Table[Table[If[i==], 1 - 2gama,
If[i==3-1, gama, If[i==j+1, gama, 0 117,
{j, 1, n}l, {i, 1, n}l;

u0 = Table[Explalfa i h] Max[Exp[i h] - 1, 0],
{i, -NN + 1, NN - 1}];

phif[j_] := 0.;

psil[j_] := Exp[(alfa + 1)NN h + (beta - gq)j kI];

ustare = ul;
For[j =0, j<=m-1, 1,
{

b = Table[If[i == -NN + 1, gam phi[3j],
If[i == NN - 1, gam psi[j], O0]],
{i, -NN + 1, NN - 1}171;

unove = A.ustare + b;

ustare = unove;

Vnove Table [

{X Exp[i h],
X Exp[-alfa i h - beta J k] unove[[i+NN]]
o

{i,-NN+1, NN-1}];

J++;

11

\iiftPlot[Vnove}; 4///
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Obr. 10.2: Binomicky strom znézoriiujuci rieSenie parabolickej rovnice expli-
citnou schémou s 2y = o*k/h* = 1.

zretelné z obr. 10.1 vpravo, ktory bol vypocitany pre hodnotu para-
metra v = 0,56 > 1/2. V tomto pripade nie je splneny ani diskrétny
princip maxima.

10.1.1 Binomicky a trinomicky strom

V tejto Casti sa stistredime na Specidlny pripad explicitnej numerickej
schémy (10.9). Ak vo vztahu (10.9) zvolime pomer medzi priestorovym
a ¢asovym krokom tak, Ze plati

h=oVk, (10.16)
t.j. v = 1/2, tak dochadza k vynulovaniu koeficientu 1 — 2~ nésobiaceho
¢len . Numericka explicitnd schéma ma potom jednoduchsi tvar:

, 1, 1,
wlt = 5“?—1 + iugﬂ. (10.17)

To znamend, Ze rieSenie uZ ty novej casovej vrstve 7,1 je aritmetic-
kym priemerom hodnot rieSenia v/ , a uf 41 V starej Casovej vrstve 7;.
Grafické znazornenie vypoctu riesenia vidime na obr. 10.2. Vzhladom
na podobnost’ met6dy s binomickym stromom nazyvame ttto metédu
vypoctu hodnoty opcif aj metéda binomického stromu. Vo vSeobecnosti,
ked 0 < v < 1, tak metéde vypoctu hodnoty opcie hovorime metéda
trinomického stromu.
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Rizikovo neutralne pravdepodobnosti a metéda binomického stromu

Na zéver diskusie o metéde binomickych stromov uvedme jej stavis
s diskrétnym binomickych modelom oceriovania opcii odvodenym Cox,
Rossom a Rubinsteinom v roku 1979 v ¢lanku [14] (pozri aj Melichercik
a kol. [47, 45, 46]). Zakladna myslienka binomického modelu spociva
v hl'adani rizikovo neutralnej ceny opcie V7! v ¢ase tj 11 = T — 7,41 na
zaklade informacie o cene akcie a opcie v ¢ase t; = T' — 7;. Predpokla-
dajme, Ze cena akcie v Case ¢, je S a s pravdepodobnostou p € (0,1)
nadobudne v ¢ase ¢; vy$$iu hodnotu S, > S a s doplnkovou pravdepo-
dobnostou 1 — p € (0,1) nadobudne v &ase ¢; niz8iu hodnotu S_ < S.
Ozna¢me dalej V resp. V_ ceny opcie, ktoré zodpovedajti scendru s na-
rastom ceny akcie, resp. s poklesom ceny akcie. Skonstruujme teraz port-
folio zloZené z jednej opcie v dlhej (drZanej) pozicii a § akcii v kratkej
(dlhovanej) pozicii. Princip neexistencie arbitraznych prilezitosti nam
hovori, Ze jeho hodnota v ¢ase t;; < t; diskontovana tirokovou mie-
rou r bezrizikového dlhopisu za ¢asovy interval dizky k sa musi rovnat’
hodnote portfélia v case ¢, t.j.

PV —68)=V_ 65 =V, —4S,.
Teda
V-V
TS, S

a cena opcie V' sa tym padom da vyjadrit’ vztahom

5

Se'k — S

V=e¢""(qsVy+q-V), kdeqy = 5, -5

g- =1—¢q+ (10.18)

(pozri [40, Kapitola 2.1]). Opét'na zaklade principu neexistencie arbit-
raznych prilezitosti musi platit’ S_ < Se"™® < S_+. To znamena, Ze
g+ > 0,ateda gy, ¢g— modZeme interpretovat” ako tzv. rizikovo neutralne
pravdepodobnosti. VSimnime si aj dolezity fakt, Ze oceniovaci vzorec
(10.18) neobsahuje redlne pravdepodobnosti p a 1 — p pre narast ceny
akcie z S do hodnoty Sy, resp. z S do hodnoty S_. To je v stlade
s faktom, Ze cena opcie nezavisi od driftu ceny samotného aktiva (po-
zri kapitolu 3). Na obr. 10.3 je schematicky zndzorneny vypocet ceny
opcie pomocou binomického modelu. Tento binomicky model potom
moZzeme rekurzivne aplikovat’ pre Casy tg = T, ...,t, = 0 na vypocet
hodnoty ceny opcie v ¢ase uzatvarania kontraktu ¢,,, = 0. Pripomerime,
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Obr. 10.3: Binomicky strom znézoriiujici riesenie parabolickej rovnice expli-
citnou schémou s 2y = o*k/h* = 1.

Ze v expira¢nom Case to = 1T pozndme hodnotu opcie na zéklade termi-
nalového pay—off diagramu.

Binomicky model sa vSak da odvodit’ aj pomocou numerickej schémy
(10.17). Ozna¢me

V/ = V(S;,T —7;), kdeS;= Ee" = Ee'

Potom, ak zohladnime transforméciu V(S,t) = Ee™** FTy(z,t), tak
dostavame V; = Ee~*"~Fi%]. Numericka schéma (10.17) sa v povod-
nych premennych V;/ da vyjadrit’ ako

, . . 1
VI = e (VL Hai V) kdegs = Stk (10.9)

KedZe plati 0%k /(2h?) = v = 1/2, tak s vyuZitim vztahov pre konstanty
a, 3 dostavame

L h2 (B )k = <J2a2—(ﬂ—r)> k=0.

To znamen4, Ze pre malé hodnoty ¢asového kroku £ plati

eFeh=(B=mk 1+ ah — (6 — r)k + O‘;hQ +O0(k2) =1+ ah+O(k?),
prek — 0ah =oVk — 0. Teda

1+ ah 1—ah
h=—F " ¢-=—5 q- +q+ =1 (10.20)

PretoZe plati g_ + ¢4+ = 1, g+ > 0, tak tymto konstantam opat” hovorime
rizikovo neutrdlne pravdepodobnosti.
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10.2 Implicitna schéma na rieSenie
Black-Scholesovej rovnice

V minulej casti sme ukézali explicitnd numerick schému na rieSenie
Black-Scholesovej rovnice, ktora bola zaloZena na aproximdcii parcial-
nych derivécii pomocou metédy koneénych diferencii. V tejto Casti sa
zameriame na ¢asovo implicitnt aproximdciu transformovanej Black—
Scholesovej rovnice. Zakladom implicitnej schémy je aproximécia par-
cidlnej derivécie du/dr v mrezovom bode 27 pomocou spitnej Easovej
diferencie, t. j.
ou wl —ul !

5 () = = (10.21)

Dostavame tak, Ze aproximacia rieenia u] v (z;,7;) vyhovuje rovnici

u —ulTt o2 ul, = 2ul 4l
- =5 +l = L (10.22)

Tym padom sa hodnoty u/_,, u{ , uf 41 hanovej Casovej vrstve j daji na-
sledovnym implicitnym sposobom vyjadrit’ pomocou hodnoty riesenia
v starej casovej vrstve j — 1

. . . . 2L
—yul_y A+ (L4 29)u] —yul,, =l kde y=2—  (10.23)

2h2
pre i = ..,—2,-1,0,1,2,..., a j = 1,...,m. V pripade, Ze sa obme-
dzime na konec¢ny interval priestorovych mreZzovych bodov z;,i =
-N+1,..,-1,0,1,..., N — 1, tak potom modzeme implicitnd schému

rieSenia (10.23) zapisat’ v maticovom tvare
At = + 0 pre j=0,2,...,m—1, (10.24)
kde A je trojdiagonédlna matica rozmerun x n,n = 2N — 1,
1+2y —v 0 0 oIt

—y 142y —v : ,
. . 0 , V=

: - 1+2y —vy 0
0 e 0 -y 142y Aapd L
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kde v = 02k/(2h?). Na obr. 10.4 je zachyteny priebeh riesenia S
V(S,t) eurépskej call opcie pre parametre 0 = 0,4,r = 0,04,D =
0,12,7 —t = 1, E = 50. Na obrazku je zachytené rieSenie zodpove-
dajtice parametru v = 1/2 a na obrazku vpravo pre rddovo vac¢siu hod-
notu tohto parametra v = 20. Obidva numerické vysledky sa takmer
presne zhodujd s analytickym rieSenim, ktoré v pripade eur6pskych
opcii mame k dispozicii. Stru¢ny vypis programu na implicitnd me-
todu rieSenia problému ocenovania eurdpskej call opcie sa nachadza
v tab. 10.2.
Poznamenajme, Ze vyhoda implicitnej numerickej schémy spociva
v odstraneni restriktivneho predpokladu o?k/(2h?) = v < 1/2, ktory
v pripade explicitnej schémy prili§ zvdzuje ¢asovy k a priestorovy krok
h. Da sa ukazat’ (pozri Vitasek [62] alebo Faddejev [19]), Ze implicitna
numerickd schéma (10.24) je bezpodmienecne stabilna. To znamena, ze
plati limita
lim @y p(z,7) = u(z, 7), (10.25)

k—0
h—0

kde po Castiach linedrna funkcia iy, ,(z, 7) ma ten isty vyznam ako pri
explicitnej schéme (10.11). Tym padom médZeme pomocou implicitnej
kom k, pri zachovani malého priestorového kroku h, ktory je potrebny
na jemné zachytenie priestorového rozliSenia v cene aktiva. Tato vy-
hoda je vSak ¢iasto¢ne kompenzovana nutnostou riesit” sistavy linear-
nych rovnic. Ako vSak ukdZeme v nasledovnej ¢asti venovanej metédam
rieSenia sdstav linedrnych rovnic, existujti viaceré numericky efektivne
metody rieSenia trojdiagondlnych matic. Medzi ne sa radia: metéda LU
rozkladu a itera¢na Gauss-Seidelova metéda. Na rozdiel od metédy
Gaussovej elimindcie, tieto met6dy maja nizke paméatové naroky a st
rychlejsie ako elimina¢néd metéda.

Podobne ako pre explicitnti schému (10.11), tak aj pre implicitnt
schému (10.24) sa dajui odvodit’ uzito¢né vlastnosti, z ktorych uz plynie
bezpodmienec¢na stabilita implicitnej numerickej schémy. Ttto schému
moZeme pomocou inverznej matice A ! prepisat’ v tvare

Wt = A 4+ AT

Najskor ukaZzeme, Ze inverznd matica A~! m& maximovd L., normu
| A~ s ohranitent jednotkou, nezévisle od hodnoty parametra y > 0.
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Tabul'ka 10.2: Vypis programu Mathematica pre implicitni metédu ocetiova-
nia eurdpskej call opcie.

-

~

\iiftPlot[VnoveJ;

= 0.4; r =0.04; g=20,12; T = 1; X = 50;
alfa = (r - gq)/sigma™2 - 1/2;
beta = (r + q)/2 + sigma”2/8 + (r - q) "2/ (2sigma”2);
NN = 100; n = 2 NN - 1;
m = 20;
k = T/m;
gam = 20;
h = sigma Sqrt[k/ (2 gam)];
A = Table[Table[ If[i == j, 1 + 2gam,
If(i == 3j -1, -gam, If[i == j + 1, -gam, 0 111,
{3, 1, n}l, {i, 1, n}l;
u0 = Table[Explalfa i h] Max[Exp[i h] - 1, 0],
{i, -NN+1, NN-11}];
phi[J_]1:=0.; psi[j_]l:=Exp[(alfa + 1)NN h + (beta-q) Jj k];
ustare = ul;
For[j =0, j <= m-1, 1,
{
b = Table[If[i == -NN + 1, gam phi[j+1],
If[i==NN-1, gam psil[3+1], 011, {i,-NN+1, NN-1}];
unove = LinearSolvel[A, ustare + bl;
ustare = unove;
Vnove = Table[{ X Exp[i h],
X Exp[-alfa i h -beta j k] unove[[i+NN]]},
{i, -NN+1, NN-1}];
J++;
11

/
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Obr. 10.4: Riesenie S — V (S, t) pre cenu eurdpskej call opcie ziskané pomocou
implicitnej metody koneénych diferencii s v = 1/2 (vlavo) a porovnanie s pres-
nym rieSenim (bodky). Numericka schéma vykazuje stabilitu aj pre hodnotu
parametra v = 20 > 1/2 nespliiajucu CLF podmienku.

Skutoé¢ne, nech Au = b, t.j. u = A~1b. Oznaéme M = max; |u;|. KedZe
—yui-1+ (14 27)u; — Yuiv1 = bi,
tak potom dostavame
(L4 29)|wil = [bi = yui—1 — yuita| < [bs] + 2vM.

Teda (1 + 2v)M = (1 + 2v) max; |u;| < max; [b;]| +2yM < ||b]|co + 27M,
z &oho uz polahky dostavame, Ze plati M < ||b||~. To ale znamena, Ze

A7) 0o < |00 pre kazdé b € R". (10.26)

Ak opit’ ozna¢ime m; = min; v}, M; = max; u; minimum, resp. ma-
ximum vektora u/, tak pre l'ubovolni hodnotu parametra v > 0 dosta-
vame

Mt <max(M7, ¢7,47),  m/Th > min(m/, ¢7, ) (10.27)

prej = 0,1,...,m—1.Skuto¢ne, nech sa maximum M’*! nadobuda v in-
dexei,, t.j. MI*! = u{:rl. Potom,ak= —N+2 < i, < N —2je vnutorny
index, tak plati (1 +27)M7+! = (1 +27)ul ! = w! +yul ™) +ult], <
M7 42y M7+ ateda M7 +! < M. Prehrani¢néindexyi = —N+laN—1
musime eSte zobrat’ do tivahy okrajové podmienky ¢; a ;. Systému
nerovnosti (10.15) opat” hovorime diskrétny princip maxima (minima)
pre implicitni numerickti schému rieSenia parabolickych parcidlnych
diferencialnych rovnic.
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10.3 Metddy rieSenia ststav linearnych rovnic

Cielom tejto Casti je poskytnut’ ¢itatelovi prehlad zakladnych nume-
rickych met6éd pre rieSenie tloh linedrnej algebry. Stistredime sa na
problém numerického rieSenia stistavy linedrnych rovnic

Au =0, (10.28)

kde A je stvorcova n x n matica redlnych ¢isel, b € R” je dany vektor
pravej strany a u € R" je hladané rieSenie sustavy (10.28). Podrobny
opis met6d na numerické rieSenie uloh linearnej algebry moze &itatel
néjst’ v knihach Faddejeva [19], Vitaska [62] alebo Fiedlera [20].

10.3.1 Metéda LU rozkladu

Metéda LU rozkladu spociva v tom, Ze maticu A rozloZime na stcin
dvoch trojuholnikovych matic, t. j. A = L.U, kde L je dolné trojuhol-
nikova matica, t. j. L;; = 0 pre ¢ < j, a kde U je horna trojuholnikova
matica, t. j. U;; = 0 pre i > j. Uloha (10.28) sa dé prepisat’ v tvare
LUu = b. Tym padom hladany vektor © mdZeme ziskat’ pomocou rie-
Senia dvoch dolnych, resp. hornych trojuholnikovych problémov

Ly=b a Uu=y.

Poznamenajme, Ze linedrnu tlohu s hornou, resp. dolnou trojuholniko-
vou maticou vieme polahky vyrie$it’ postupnym dosadzovanim zloZiek
hl'adaného riesenia. Metéda LU rozkladu je vhodna pre lineérne prob-
lémy, v ktorych je matica A trojdiagonalna, t. j. ma tvar:

P2 2 V2 :
A=|o0 - . 0 , (10.29)
. ° Bn—l Qp—1 Tn—1
1 0 0 - 0 d m 0 -+ 0
lg 1 . 0 d2 Y2 ‘
L= . - . 0|, u=|o - . 0
0 dnfl ’Ynfl
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Ak trojdiagonédlna matica A je diagonalne dominantna, t. j. spliia
podmienku

a; > |Bi| + |vi| prekazdé i =1,2,..,n, (10.30)

tak potom pre taktto maticu existuje jednozna¢ny LU rozklad s mati-
cami L a U, pricom prvky matic L a U sa dajt vyjadrit’ vztahmi:

_ Yi-15i [ — ﬂ

dion 7 dia
Da sa ukazat, Ze podmienka diagonélnej dominancie (10.30) ndm za-
ru¢i nenulovost” diagonalnych prvkov di, ds, ..., d,,. RieSenie y ststavy
linedrnych rovnic: Ly = b s dolnou trojuholnikovou maticou L potom
dostaneme vyjadrené v explicitnom tvare

dlzal, di:ai pre2§z§n

y1=">b1; yi=bi—liyi1 prei=2,.,n
Nakoniec, rieSenie linedrnej stistavy Uu = y dostaneme v tvare

_ Yn, W — Yi — Yilli+1
dn7 ’ dz

U, pre i=n—1,...,1.

10.3.2 Gauss-Seidelova relaxaénad SOR metdda

Metéda LU rozkladu opisanéd v predoslej ¢asti ndm poskytuje presné
rieSenie linedrnej ststavy rovnic. Niekedy vsak nie je potrebné presné
rieSenie, ale postacuje aj priblizné rieSenie. Tato situdcia obvykle na-
stava vtedy, ked’ rieSenie ststavy linedrnych rovnic je sti¢astou celého
cyklu numerickych rieSeni. V takych pripadoch vysta¢ime aj s pribliz-
nym rieSenim sustavy linedrnych rovnic, pretoZze nema velky zmysel
vyrieSit’ jeden podproblém (ststavu linedrnych rovnic) presne, pricom
inej, obvykle va&sej chyby sa dopustame d'alsimi numerickymi aproxi-
maéciami.

Gauss—Seidelova relaxa¢nd SOR metdda je populdrna metéda rie-
Senia linedrnych sustav rovnic. Jej podstata spoé¢iva v hladani rieSenia
ststavy linedrnych rovnic pomocou iterativne skonstruovanej postup-
nosti pribliZznych rieSeni. V nasledovnych riadkoch si objasnime pod-
statu relaxovaného variantu povodnej Gauss'-Seidelovej itera¢nej me-
tody. Tato metéda ma nazov SOR metdda (Successive Over Relaxation).

IKarl Friedrich Gauss, 1777-1855, matematik, fyzik, geofyzik a astroném. Pracoval
najmd v oblasti matematickej analyzy, diferencidlnej geometrie, teérie pravdepodobnosti
(Gaussova krivka), teérii chyb (Gaussova metéda najmensich stvorcov). Vypracoval jednu
z prvych tedrif elektromagnetizmu. Zaviedol absolttnu ststavu fyzikalnych jednotiek.



10.3. METODY RIESENIA SUSTAV LINEARNYCH ROVNIC 179

Maticu A rozpiSme na stcet jej poddiagonalnej, diagonalnej a nad-
diagonalnej casti, t. j.
A=L+D+0T,
kde o
Lij = Aij preg <zu, inak Lij =0,
Dl‘j = Aij prej =1, inak Dij =0,
Uij = Aij prej > 1, inak Uij =0.

O diagonélnej matici D budeme predpokladat, Ze je invertovatelna, t. j.
Ay #0,prei = 1,...,n. Nech w > 0 je zvoleny relaxa¢ny parameter.
RieSenie tilohy Au = bje potom ekvivalentné s rieSenim tlohy

Du = Du+ w(b — Au).

Ak vyuzijemerozklad A = L+D+TU, tak po kratkej tiprave dostaneme,
Ze u je rieSenim linedrnej dlohy

(D +wL)u = (1 —w)Du+ w(b — Uu). (10.31)

Matica D + wL je invertovatelna vdaka tomu, Ze plati 4;; # 0. To
znamena, Ze u je rieSenie linedrnej tlohy

u=Tyu+c,  kde T,=(D+wL)™((1-w)Du-wU) (10.32)

a ¢, = w(D + wL)~'h. Pomocou operatora T, definujme rekurentnt
postupnost” aproximativnych rieSeni tlohy Au = b:

u® =0, uPtt =T uP +¢, pre p=1,2,.. (10.33)

Poznamenajme, Ze po¢iato¢na podmienka u” moZe byt’ vybrana aj inak,
podla charakteru ulohy, ktoru riesime. Zrejme, ak postupnost’ vektorov
aproximativnych rieseni u? konverguje (v R") k vektoru v pre p — oo,
tak, s ohladom na spojitost’ linedrneho operatora T, dostavame, Ze u =
T, u+c., €0 znamen4, Ze vektor u je rieSenie pdvodnej linedrnej ststavy
Au = b. Na druhej strane, podmienka na normu matice (linedrneho
operatora) T,

[Tof <1 (10.34)

nam zabezpedi, Zze zobrazenie R” > u — T,u + ¢, € R” je kontrak-
tivne. Potom podla Banachovej vety o pevnom bode —pozri napr. [11]),
postupnost’ vektorov u? skuto¢ne konverguje k vektoru u pre p — oo.
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Obr. 10.5: Graf spektralnej normy operatora ||'T. || ako funkcie parametra w.

Na zaklade (10.31) mozeme postupnost’ definovani rekurentnym
sposobom (10.33) algoritmicky pocitat’ nasledovnym jednoduchym spo-
sobom. Prep =1,2,...ai=1,2,...,n plati

uerl = w
K3
Aii

bi— > Ajultt =" AP | + (1w, (10.35)

j<i i>i

Na koniec tejto Casti rozoberieme optimélnu volbu relaxainého para-
metra w # 0. Vzhladom na konvergen¢né vlastnosti postupnosti defi-
novanych rekurentnym predpisom (10.33) je ddlezZité spravnou volbou
parametra w dosiahnut’ ¢o mozno najmensiu hodnotu normy ||T,||
linearneho operatora T,,. Ako jeho normu moézZeme napriklad uvazo-
vat’ Frobeniovu normu matice: |B|| = (327, ij)% alebo spektralnu
normu ||B|| = maxye¢q(p) |A|, kde 0(B) je mnozina vlastnych hodnot ma-
tice B. Na obr. 10.5 je zndzorneny priebeh spektralnej normy operétora
T, pre rdzne hodnoty parametra w. Ako maticu A sme uvazovali troj-
diagonalnu maticu v tvare (10.29), kde o; = 2,6, = v, = —1 an = 10.
Z obrazka je zéroven vidno, Ze existuje optimalna volba relaxaéného
parametra w ~ 1,5 pre nami uvazovand maticu A tak, Ze norma ope-
ratora T, je minimalna. Vo vSeobecnosti plati, Ze pre trojdiagonalne
diagonalne dominantné matice existuje optimalna hodnota parametra

w e (1,2),

pre ktord je norma ||T,| minimalna, pri¢om plati
Vitasek [62]).

T,|| < 1 (pozri
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10.4 Met6dy rieSenia alohy o linedrnej
komplementarite

Cielom tejto sekcie je pribliZit’ ¢itatelovi metddu rieSenia talohy o linear-
nej komplementarite. Ako sme uZ spomenuli v predoslych ¢astiach, rie-
Senie tlohy o linearnej komplementarite je vychodiskom pre numerické
zvladnutie problému oceriovania americkych typov derivatov. V prvej
¢asti ukaZeme jednoduchti modifikaciu SOR relaxa¢nej met6dy, ktort
budeme moct’ pouZit’ na rieSenie tilohy o linedrnej komplementarite.
V druhej ¢asti na probléme prekézky ukézeme praktické vyuzitie nu-
merickej metddy na rieSenie tilohy o linedrnej komplementarite.

Nasim cielom je numericky zvladnut’ nasledovnt tlohu o lineérnej
komplementarite:

Au>b, u > g, (10.36)
(Au—10)i(u; —g;) = 0 prei=1,..,n.

Zapisy Au > b, resp. u > g znamenaju, Ze prisludné nerovnosti st spl-
nené pre vetky suradnice vektorov na lavej i pravej strane nerovnosti.
Budeme predpokladat), 7e matica A je diagonalne dominantn4, t.j. spltia
podmienku (10.30).

10.4.1 Projektovanid SOR metéda

Vychodiskom pre efektivnu numerickti metédu na rieSenie tilohy (10.36)
je modifikovand Gauss—Seidelova SOR metéda. V kazdom itera¢nom
kroku p pozmenime nové aproximativne rieSenie u? ! tak, aby vyhovo-
valo podmienke u > g. Napokon ukaZeme, Ze limita tychto aproxima-
tivnych rieSent je skuto¢ne rieSenim tlohy o linearnej komplementarite
(10.36).

Definujme rekurentnt postupnost’ aproximativnych rieseni dlohy
o linearnej komplementarite:

u® =0, uPt! = max (T uf +c,, g) pre p=1,2,..., (10.37)
pricom maximum sa berie po jednotlivych zlozkach, t. .

ultt = max((Tou? + ¢,)i, 9;) prekazdé i =1,2,..,n.
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Predpokladajme na okamih, Ze mame zarucenti konvergenciu po-
stupnosti vektorov u? k vektoru u € R™ pre p — oo. KedZe u? > g, tak
aj u = lim,_. . u? > ¢. Na zdklade vztahu (10.35) dostdvame

ultt —max( X:Al]up's'1 ZAUu +(1-w)u?, gi) (10.38)

7<i J>i

7

pre kazdé i = 1,2, ...,n. To znamen4, Ze v limite p — oo plati nerovnost

> ZAZJUJ ZAWUJ (1 —w)u;.

7<t >t

Vdaka diagonalnej dominancii plati A;; > 0. To znamena

Agug > w(bl — ZAijuj — ZAIJUJ) + (1 — w)Aiiui.

j<i j>i

KedZe w > 0, tak napokon po kratkej aprave dostdvame platnost’ ne-
rovnosti
(Au); > b; prekazdé i=1,2,...,n

Nakoniec, ak pre nejaky index ¢ plati ostra nerovnost’ u; > g;, tak potom
pre vietky dostato¢ne vel'ké hodnoty iteraéného indexu p plati u?** >
¢i- Z definicie postupnosti vektorov u? potom nevyhnutne plyrue

uf“ ( ZAwup+1 ZAZJu ) (1—w)u?

g<i J>i

pre vietky dostatocne velké indexy p. Prechodom k limite p — oo
dostdvame, ze pre index ¢ plati rovnost’ (Au); = b;. To znamena, Ze
(Au — b);(u; — g;) = 0, a teda vektor u je skutotne rieSenim tlohy
o linedrnej komplementarite (10.36).

Na zéver rozoberieme otazku konvergencie postupnosti definovanej
rekurentnym predpisom (10.37). Ozna¢me

F(u) = max (T uP + ¢y, g) -

Zrejme I : R™ — R" je nelinearne zobrazenie. UkdZeme, Ze je kontrak-
tivne, a teda na zaklade Banachovej vety o pevnom bode postupnost’ u?
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konverguje v R™. Pre l'ubovolné dva vektory u,v € R™ plati

i — Vi, ak @i, > gi,

03 ak QSZ?wl é 9i,
bi — Gis ak ¢; > gi, v < gi,
9i — Vi, ak ¢; < gi, Vi > i,

kde ¢ = Tou + ¢, = Tyv +c,. V pripade ¢; > ¢; a ¥; < g;
dostavame 0 < ¢; —g; < ¢; —1);. Analogicky, pre v; > g; a ¢; < g; mdme
0 < ¢ —gi < ¥ — ¢ V kazdom pripade vSak pre vSetky ¢ = 1,...,n
plati

F(u); — F(v); =

|F(u); — F ()] < |¢i — il < [(Tou)i — (Touv)il.

Teda || F(u) = F(v)|| < [ Twu = Tov || = [[To(u = v)| < [ITo|llu - ol
Tym padom sme ukazali, Ze

ak | T, || < 1= F je kontraktivne na R",
postupnost” u? konverguje k u pre p — oo, (10.39)
vektor u € R" je rieSenim tlohy (10.36).

Itera¢na metdda rieSenia tilohy (10.36) opisana rekurentnym predpi-
som (10.37), resp. (10.38) sa nazyva projektovana SOR metdda (PSOR).
V kontexte rieSenia varia¢nych nerovnic bola navrhnuté a analyzovana
Elliottom a Ockendonom v [17].

10.4.2 Numerické rieSenie problému prekazky

V tejto Casti sa pokusime vysvetlit’ zakladny princip rieenia tloh s vol-
nou hranicou, medzi ktoré patri aj tloha na ocefiovanie americkej call
alebo put opcie. Problémy s volnou hranicou majui svoj vyznam aj
v inych oblastiach, najmé vo fyzike a mechanike. Jednym z najjedno-
duchsich prikladov je tzv. problém prekazky, ktory priamo stvisi s oce-
novanim americkych opcii ¢i inych derivatov s pred¢asnou moznostou
uplatnenia.

Na intervale [0, 1] uvaZujme elastickd strunu (alebo tenky nosnik),
na ktort posobi zadana sila s velkostou b. Ak ozna¢ime funkciou u :
[0,1] — R vychylku struny pevne votknutej v bodoch = = 0,1, tak
z tedrie pruznosti a pevnosti je zndme, Ze v zjednodusenom pripade ma
rovnica opisujtca ttto vychylku tvar:

—u"(z) = b(z), prex € (0,1), u(0)=wu(l)=0.
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Obr. 10.6: VIavo je plnou &arou zobrazené riegenie @ ulohy —a”(z) =
b(x),@(0) = (1) = 0 bez obmedzenia a prerusovanou ¢iarou prekazka g(x).
Vpravo je zndzornené rieSenie u tlohy s prekazkou.

V teérii pruZnosti a pevnosti sa odvodzuje tato rovnica ako rieSenie
varia¢nej dlohy, v ktorej sa minimalizuje celkové energia struny dané
ako rozdiel integralov celkovej napatosti a potencidlnej energie: ®(u) =
z fol U, |2 dx — fol bu dz. Numerické rieSenie okrajovej tilohy sa da jedno-
ducho ziskat” diskretizaciou. Ak ozna¢ime z; = i/n,i = 0,1, ...,n body
delenia intervalu [0,1] na n rovnakych &asti a vychylku u(x;) v bode
x; oznacime ako u;, tak potom numerické rieSenie moze byt ziskané
rieSenim sustavy linearnych rovnic

U1 — 2ui + Ui
12

=b prei=1,..,n-1,

kde h = 1/n,b; = b(x;) a druht derivaciu v’(z) v bode z; sme ap-
roximovali pomocou metédy konecnych diferencii. Poznamenajme, Ze
ug = 0 = u,,. Této ststava rovnic sa d4 zapisat’ v maticovom tvare

Au =0,

pricom matica A jen — 1 x n — 1 trojdiagonalna matica v tvare (10.29)
s prvkami o; = 2/h?,3; = v; = —1/h?. Graf parabolického rieSenia
tejto rovnice pre konstantnd silu b = —1 je zndzorneny plnou ¢iarou na
obr. 10.6 vlavo hore.

UvaZzujme teraz, Ze na intervale [0, 1] mame naviac zadant prekazku
definovanu funkciou g, pricom poZadujeme, aby rieSenie bolo aspori
také, ako je dand prekazka, t. .

u(z) > g(z), prez € (0,1).
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Ak je struna nad prekdzkou v bode z, t. j. ak u(z) > g(x), tak pozadu-
jeme, aby bola splnena diferencidlna rovnica —u” (z) = b(x). V kazdom
pripade (t.j. aj pre u(z) = g(z)) vSak poZadujeme splnenie diferencidlnej
nerovnice —u”(z) > b(z). Da sa odvodit, Ze tdto nerovnica je dosledkom
nutnej podmienky nadobddania minima funkcionalu & na mnoZine
{u € CH0,1),u(z) > g(x) pre x € (0,1)}. Ak ozna&ime g; = g(z;), tak
v diskrétnom tvare modZeme reprezentovat’ rieSenie problému prekazky
pomocou riesenia tlohy o linedrnej komplementarite (10.36), t. j.

Au>b, u>g, (Au—>);(u;—gi)=0prei=1,..,n

Ukazka rieSenia tohto problému ziskaného Projektovanou SOR met6-
dou je na obr. 10.6. Poznamenajme, Ze rieSenie problému prekéazky je
spojite diferencovatelné v bode ,nalepenia” sa struny na prekazku.
Této vlastnost’ rieSenia problému prekéazky je analogickéd s poZadova-
nou vlastnostou rieSenia tlohy na oceniovanie americkej call alebo put
opcie.

10.5 Numerické metédy ocetniovania
americkych typov opcii

Numerickt schému pre problém ur¢enia ceny americkych opcii budeme
prezentovat’ pre formulaciu v tvare linedrnej komplementarity. Vyuzi-
jeme pri tom vlastnosti PSOR (Projektovaného SOR) algoritmu, ktory
bol analyzovany v predoslej ¢asti. Na zaklade poznatkov z kapitoly 9 sa
da problém oceriovania americkej call, resp. put opcie stthrnne zapisat’
v tvare linearnej komplementarity (9.26), t.j.
ou 02 0%u
(5~ 5 58 ) o) = glar)) = o
ou 0% 0%u

5*3@207 u(z,7) —g(x,7) > 0

pre kazdé x € R,0 < 7 < T. Nasou tlohou je pritom néjst” spojite dife-
rencovatelna funkciu v : R x (0,7) — R taku, Ze plati vy3sie uvedend
linearna komplementarita. Pripomeiime, Ze funkcia g(z, 7) reprezentuje
transformovany pay-off diagram prislusného typu opcie,

glz,7) = e** P max(e” —1,0) pre call opciu,

g(z,7) = e** P max(1—e”,0) preputopciu,
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_r=D 1 _ r+D | o> | (r—D)? v e w2 .
kdea = —= -3, B="5"+% + 5,z Poctiatotna podmienka pre

funkciu v m4 tvar:
u(z,0) = g(x,0), prekazdéz e R.

Teraz pristapime k diskretizacii problému linedrnej komplementa-
rity. Symbolmi w’ a ¢’ ozna¢me aproximdcie rieSenia a transformova-
ného pay-off diagramu v ¢asovej vrstve 7;, t. j.

Py (u{NH, ...,u{l,ué,u{,...7u§\,71) € R,

gj = (g]—NJ,-l?"'7gj—1agg)ag{7"'7g?\/'—1) GRna
kde n = 2N — 1. Zvolme N € N tak velké, Ze interval priestorovej
diskretizécie (z_n+1,2n-1) je dostato¢ne velky na to, aby sme mohli
krajné hodnoty rieSenia v’ y;, resp. v}, aproximovat’ pomocou okrajo-
vych podmienok. Vzhladom na okrajové podmienky (9.24), resp. (9.25)
vystupujlce v spojitej formulacii dlohy pre americka call, resp. put
opciu mdzeme okrajové podmienky pre diskretizované rieSenie zvolit’
nasledovne:

uj_N = ¢j = g(x—N7Tj)7 u?\/ = W = g(xN’Tj)' (10.40)

Potom moézeme problém linearnej komplementarity zapisat’ v diskrét-
nom vektorovom tvare

Aw™h Z ol +b, W > gt pre j=0,1,.,m -1,
(AW — o — ), (W H — g7t =0 prekazdéi,  (10.41)

pricom u® = ¢° Matica A je ta istd trojdiagonédlna matica rozmeru

n x n,n = 2N — 1 ako v pripade implicitnej schémy pre eurépske typy
opcii, t.j.

142y —y 0 -+ 0 vt
0
-y 142y —v : . .
A = 0 . . 0 , Y = : ,
: - 1+2v —y 0
0 0 -y 1+ 2y it

kde opdt’ v = o2k/(2h?). Diskrétny problém linedrnej komplementa-
rity méZeme numericky vyriesit’ pouZitim PSOR (Projektovanej SOR)
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30 40 50 60 70 80 10 20 30 40 50 60 70
s s
Obr. 10.7: RieSenie S +— V(S, t) pre cenu americkej call opcie (vIavo) a put opcie
(vpravo) ziskané pomocou implicitnej metédy kone¢nych diferencii a Projekto-
vaného SOR algoritmu na rieSenie prislusnej tlohy o linearnej komplementarite.
Bodkami je vyznacené rieSenie eurépskeho typu prislusnej opcie.

metddy diskutovanej v ¢asti 10.4.1. Na obr. 10.7 je zachyteny priebeh rie-
Senia S — V(S,t) pre ocetlovanie americkej call a put opcie. Finan¢né
parametre vypoctu boli zvolené nasledovne: o = 0,4, = 0,04,D =
0,12, 7 —t =1, E = 50 v pripade call opciea ¢ = 0,6,7 = 0,08, D =
0,7 —t = 1,E = 50 pre put opciu. V oboch ukadzkach sme pouzili
numerické parametre N = 100,m = 20, pric¢om o%k/(2h?) = v = 1.
Na kaZdej ¢asovej vrstve sme pouzili 20 iteracii PSOR algoritmu s re-
laxaénym parametrom w = 1,7. Struény vypis programu v systéme
Mathematica pre rieSenie problému ocetiovania americkej call opcie sa
nachédza v tab. 10.3.

10.5.1 Identifikacia hranice predc¢asného uplatnenia
americkej opcie

Zamerom tejto Casti je identifikacia polohy volnej hranice pred¢asného
uplatnenia americkej call alebo put opcie. Projektovany SOR algoritmus
na rieSenie problému oceriovania americkych opcii bezprostredne nepo-
nuika informdciu o hodnote funkcie S (t). Na druhej strane je zrejmé, Ze
tato hodnotu mo6zeme neskér dodatocne vypocitat” pomocou znalosti
priebehu funkcie V' (S, t). Ak teda v danom ¢ase ¢ € [0, 7] pozndme rie-
Senie V (S, t), tak poloha hranice pred¢asného uplatnenia opcie je dana

min (S >0, V(5,t) =5 — E) pre call opciu,

Sy(t) = {max (S>0,V(S,t)y=FE—-25) pre put opciu. (10.42)
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Tabul'ka 10.3: Vypis programu Mathematica pre PSOR met6du ocefiovania
americkej call opcie.

/;:éma = 0.4; r =0.04; g=0.12; T = 1; X = 50; ‘\\

alfa (r = g)/sigma"2 - 1/2;
beta = (r + q)/2 + sigma”2/8 + (r - q) "2/ (2sigma”2);

NN=100; n=2 NN-1; m=20; MaxSORiter = 20; omega = 1.7;
gam = 1; k = T/m; h = sigma Sqrt[k/ (2 gam)];

A = Table[Table[ If[i == j, 1 + 2gam,
If(i == j-1, -gam, If[i == j+1, -gam, 0 111,
{3, 1, n}l, {i, 1, n}l;

glx_, tau_] := Explalfa x + beta tau] Max[Exp[x]-1, 0];
ustare = Table[g[i h, 0], {i, -NN + 1, NN - 1}7];
phi[J_] g[-NN h, J kI;

psi[j_] := g[NN h, 3 KkJ;

For[j =1, J <=m, 1,
{
b = Table[If[i == -NN + 1, gam phi[3j],
If(i == NN - 1, gam psi[j], O]],
{i, -NN + 1, NN - 1}];
gvec = Table[g[i h, J k], {i, -NN 4+ 1, NN - 1}1;
unove = ustare;
For[p = 1, p <= MaxSORiter, 1,
{

For[ii =1, ii <= n, 1,
{
upom = (1 - omega) unovel[[i1i]]
+ (omega/A[[ii1, 1i]])*(b[[ii]] + ustare[[i1i1]]
- If[(ii > 1, A[[ii, i1 - 1]]*unove[[ii - 1117, ]
- If[ii < n, A[[ii, i1 + 1]]*unove[[ii1i + 111, 01 );
unove=ReplacePart [unove, Max|[upom, gvec[[ii]] ], iil;
ii++;13];
p++; 11
ustare = unove;

Vnove = Table]

{X Exp[i h], X Exp[-alfa i h -beta j k] unove[[i+NN]]},
{i, -NN+1, NN-1}];

J++i 115

\iiftPlot[VnoveJ; Al//
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Obr. 10.8: Porovnanie vypocitanej hranice pred¢asného uplatnenia call opcie
s analytickou aproximaciou z kapitoly 9 (prerusovana ¢iara).

Pouzitim numerickej aproximacie médme k dispozicii iba priblizné rie-
Senie dané v mrezovych bodoch (S;, T —7;), kde S; = Ee a 7; = jk.To
znamen4, Ze aproximéciu polohy hranice pred¢asného uplatnenia opcie
modzeme ziskat’ nasledovnym algoritmom

min(Si > 0, |V(Si,T—Tj)—(Si—E)‘ <E)
pre call opciu,
S¢(T —15) = (10.43)
maX(Si >0, |V(SZ‘,T7TJ')7(E75¢)‘ <€)
pre put opciu,

kde O < ¢ <« 1 je vopred zvolena tolerancia. Pre praktické vypocty,
v ktorych E ~ 10, stadi uvazovat’ e ~ 1075.

Na obr. 10.8 je zndzornené hranica predcasného uplatnenia call opcie
ajej porovnanie s analytickou aproximéciu z kapitoly 9. Vypocet bol rea-
lizovany pre finan¢né parametrec = 0,2,7 =0,1,¢ = 0,05, £ = 10,T =
1.Hodnota S;(0) = 22, 3893 polohy hranice pred¢asného uplatnenia call
opcie na pociatku ¢t = 0 je s presnostou na dve desatinné miesta zhodna
s hodnotou vypoéitanou v ¢lanku Seveovita [56] pomocou rieSenia ne-
linearnej integrélnej rovnice pre polohu volnej hranice. Na obr. 10.9 je
zachyteny graf rieSenia (S,t) — V/(S,t) pre cenu americkej call opcie.
Zachytena je aj poloha hranice pred¢asného uplatnenia call opcie. Tento
vypocet bol realizovany pre 0 = 0,6,r =0,1,¢ = 0,09, £ = 10,7 = 1.

Na zaver tejto casti uvddzame aj priklad vypoctu ocefiovania ame-
rického typu binarnej opcie. Tento druh opcii bol z pohladu eur6pskych
typov derivatov analyzovany v kapitole 6, ¢ast’ 6.4. Pripomerime, Ze
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0 s

Obr. 10.9: Dva pohlady na 3D graf riesenia (5, t) — V (S, t) pre cenu americkej
call opcie. Pat’ vybranych profilov rieSenia je porovnanych s plochou pay-off
diagramu. Znazornen4 je poloha hranice pred¢asného uplatnenia call opcie.

pay-off diagram bindrnej opcie ma tvar

bin _[1, ak Se[Ey, By,
VIS T) = {O inak,
kde 0 < Ey < Es. Vzorec ocetiovania eurdpskeho typu bindrnej opcie
v &ase t € [0,T] ma tvar V¥"(S t) = e "(T=(N(df*) — N(dF?)). Ak
budeme uvazovat’ transformovany pay-off diagram

g((E, 7_) _ eaw-&-ﬁTvbin(s’ T),

kde S = e” a pouzijeme Projektovany SOR algoritmus na vypocet ame-
rického typu binarnej opcie, tak dostaneme vysledok zndzorneny na
obr. 10.10. VSimnime si, Ze v porovnani s eur6pskym typom binarnej
opcie je hodnota americkej bindrnej opcie stale vacsia alebo rovna ako
je jej pay—off diagram.

10.5.2 Implikovana volatilita americkej opcie

Podobne ako v Casti 4.2 moZeme aj v pripade americkych opcii hla-
dat’ taka hodnotu parametra volatility o > 0, pre ktorti sa vypocitana
hodnota americkej opcie zhoduje s redlnou trhovou hodnotou opcie.
Implikovana volatilita ¢, > 0 je taka hodnota parametra volatility,
pre ktora teoretickd cena americkej call (put) opcie V (S, ¢; o) je vdanom
Case t a pre dand hodnotu ceny aktiva S = Sy¢q(t) zhodnd s redlnou
hodnotou ceny americkej opcie V;.cq:(t). Najst’ implikovani volatilitu
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Obr. 10.10: Porovnanie rieSenia amerického a eurépskeho (prerusovand ¢iara)
typu bindrnej opcie pre tie isté finan¢né parametre: £y = 10, F» = 20,7 =
0,04,¢ = 0,02, 7 —t = 1.

0impl Pre dant opciu (s danou splatnostou 7' a expira¢nou cenou £ )
teda spociva v rieSeni implicitnej rovnice

Vreal(t) = V(S,-eal (t), t; O’impg). (10.44)

Na vypocet ceny americkej opcie V(Syeq(t),t;0) pre zndme hodnoty
ceny aktiva Syeqi(t) a opcie Vieqi(t) v Case t € [0,T) pouzijeme Projek-
tovany SOR algoritmus, pricom hodnotu ceny opcie linearne interpo-
lujeme z vypocitanych hodnét pre ceny S; < Syeqi(t) < Sit1. KedZe aj
cena americkej opcieje rasttica funkcia od parametra volatility ¢ > 0, tak
vypocet ceny opcie opakovane realizujeme pre dostatocne jemnu dis-
krétnu mnozinu volatilit 0 < o; < 02 < ... < op. Hodnotu o, pre ktort
je chyba Vieai(t) = V(Srea(t),t; 0p) minimalna, potom prehlasime za
implikovanu volatilitu ¢, americkej opcie.

10.5.3 Zdrojové programy numerickych algoritmov

Zdrojové programy vSetkych numerickych algoritmov, ktoré sa nachéa-
dzaju v tejto knihe, ako aj mnoho d'alsich numerickych kédov a ukazok
metdd ocetiovania finanénych derivétov si ¢itatel moZe bezplatne stiah-
nut’ z internetovej adresy:

www.iam.fmph.uniba.sk/institute/sevcovic/derivaty.

Ako prihlasovacie meno treba vlozit* derivaty a ako heslo: opcie.
V archive si je potom moZné stiahnut’ funkéné vzorky numerickych
kédov v programovacich jazykoch Mathematica a Matlab.
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Priklady a tilohy na samostatné rieSenie

1. Vypocitajte hodnotu americkej call opcie na akciu platiacu dividendy

s mierou D = 5% p.a. O akcii je zndme, Ze jej historickd volatilita je o =
20% p.a. a urokova miera dlhopisu je r = 10% p.a. Call opcia je vypisana
na expira¢ni cenu £ = 10 v expira¢nej dobe T' = 1 (jeden rok). Vypocet
realizujte pre hodnoty ceny akcie S = 24,5 = 23,5 = 21,5 = 20,5 = 18.
Na zéklade vypo&tov odhadnite polohu volnej hranice, t. j. ceny akcie,
pri ktorej treba uz uplatnit’ opciu.

. Vypocitajte hodnotu stratégie bought straddle, t. j. kiipa call a put opcie

s expira¢nou cenou E pre a) eurépske typy call a put opcii; b) americké
typy call a put opcii. Vypocet ceny stratégie realizujte pre zname trhové
data: cena akcie neplatiacej dividendy je S = 55, volatilita akcie o =
0,4, arok bezrizikového dlhopisu r = 0,05, miera spojite vyplacanych
dividend je D = 0,03, expira¢nad doba splatnosti opcif je 3 mesiace (t. j.
T = 0,25 roku), expira¢nd cena E = 60.

. Sticasnd trhova cena akcie firmy IBM je 118,86 USD. Stredna hodnota

(priemer medzi bid a ask cenou) eurépskej Put opcie s expira¢nou ce-
nou 120 USD s dobou splatnosti 2 mesiace je 5,5 USD. Urokova miera
bezrizikového dlhopisu je 5% p.a. Miera spojite vyplacanej dividendy
je D = 2% p.a. Vypotitajte implikovanu volatilitu o ceny akcie na za-
klade prepokladu o tom, Ze danéa opcia je eurépskeho typu. Odhadnite
implikovant volatilitu v pripade, Ze sa jedna o americky typ derivatu.
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