Parciálne diferenciálne rovnice a numerické metódy vo finančnej matematike

Karol Mikula, KMaDG SvF STU Bratislava

1.  Úvod

Európska call opcia (kúpna opcia) je kontrakt, ktorým jedna strana získava právo, ale nie povinnosť kúpiť od druhej strany v určenom čase (expirácie) za vopred stanovenú (expirač-nú) cenu určitý počet a druh akcií. 
Ako uvidíme, toto právo má potenciálnu hodnotu a preto zaň treba v čase uzavretia kontraktu zaplatiť (prémiu). Pre obe strany - vypisovateľa opcie (writera) a jej budúceho držiteľa (holde-ra) - vstupujúce do kontraktu, je prirodzenou a naliehavou otázkou, koľko treba zaplatiť. Obe strany majú záujem zistiť "optimálnu” hodnotu európskej call opcie, "optimálnu" v takom zmysle, že v čase uzatvárania kontraktu ani jedna zo strán nie je dopredu zvýhodnená. Je zrej-mé, že takáto analýza bude musieť rešpektovať určité "zákony rovnováhy", reprezentované vo finančníctve takzvaným argumentom “arbitrage". Takto stanovená hodnota finančného práva či záväzku sa môže potom stať rozumným východiskom pri stanovovaní prémie. 

Arbitrage argument hovorí, že bezrizikový zisk je možný len vo výnimočných prípadoch a v krátkom čase. Jednoduchým dôvodom je to, že po objavení sa takejto možnosti, snažia sa ju využiť všetci potenciálni účastníci trhu a tým ju prakticky likvidujú.

Príklad 1. (na ilustráciu argumentu arbitrage)
Uvažujme nasledujúcu situáciu:

cena akcie na burze v New Yorku je 172 dolárov,

cena akcie na burze v Londýne je 
100 libier,

kurz je 1 libra = 1.75 dolára.

Arbitrager - subjekt, ktorý si všimne túto situáciu - súčasne kupuje akcie v New Yorku a predá-va v Londýne. Jeho profit (neuvažujúc prevody) z tejto operácie je 3 doláre. Takáto situácia ne-môže trvať dlho. Keďže arbitrageri nakupujú v New Yorku a predávajú v Londýne, cena dolára stúpa a cena libry klesá a tak po veľmi krátkom čase dôjde k vyrovnaniu kurzu a koncu profitu. 

Označme  
S     -
cenu akcie (stock price),

            Vec  -
optimálnu hodnotu (fair value) európskej call opcie,


E     -   expiračnú cena (exercise price)

         

T     -
čas expirácie (expiration date),

 t     -
čas,  t ( (0, T(.

Problém ocenenia európskej call opcie môžeme formulovať ako úlohu určiť funkciu Vec=Vec(S,t) v ľubovoľnom časovom okamihu t ( (0, T( a pri ľubovoľnej cene akcie S ( 0. Vyriešiť túto úlohu pomôžu metódy stochastického diferenciálneho počtu a techniky riešenia parciálnych diferen-ciálnych rovníc.
Pre modelovanie vývoja cien akcií v čase sa pomerne úspešne používa stochastická diferen-ciálna rovnica


dS = ( S dt + ( S dw,




(1)

pričom v čase t = 0 je cena akcie S = S0 a význam ďalších členov je nasledujúci


dS   je zmena ceny akcie za malý časový interval dt, 


w     je štandardný Wienerov proces, 


(     očakávaná návratnosť akcie a 


(     je volatilita ceny akcie.

Vysvetlíme si podrobnejšie zmysel (1) a význam jednotlivých členov v nej vystupujúcich.

Štandardný Wienerov proces je parametrický systém náhodných veličín ( w(t), t ( 0 (, pre ktoré platí:

1. w(0) = 0,

2. dw = (
[image: image1.wmf]dt

, kde dw je prírastok w za malý časový interval dt a ( je náhodná premenná s normálnym rozdelením pravdepodobnosti so strednou hodnotou 0 a rozptylom 1, t.j. ((N(0,1),

3. prírastky dw pre rôzne malé (po sebe nasledujúce) časové intervaly dt sú nezávislé.

Na ilustráciu predchádzajúcej definície uvádzame niekoľko simulácií štandardného Wienerovho procesu získaných systémom Mathematica. Používame pri tom balík diffuse.m dodávaný spolu s knihou [Varian]. Volíme dt=0.01 respektíve 0.001 a počet simulačných krokov je 100 respek-tíve 1000:

<<diffuse\diffuse.m

WeinerProcessMake[W]

DiffusionPrint[W]

W  = Wiener Process with scale 1

   t

simulacia1=DiffusionSimulate[W,100,0.01];

ListPlot[simulacia1,PlotJoined->True,PlotRange->All];

simulacia2=DiffusionSimulate[W,100,0.01];

ListPlot[simulacia2,PlotJoined->True,PlotRange->All];
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simulacia3=DiffusionSimulate[W,1000,0.01];

ListPlot[simulacia3,PlotJoined->True,PlotRange->All];

simulacia4=DiffusionSimulate[W,1000,0.001];

ListPlot[simulacia4,PlotJoined->True,PlotRange->All];
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Vráťme sa k rovnici (1). Vidíme, že prírastok ceny akcie závisí (deterministicky) od očakáva-nej návratnosti, jej momentálnej hodnoty a veľkosti časového intervalu. Zároveň je ovplyvňo-vaný stochastickým procesom w. K deterministickému prírastku sa pripočíta (respektíve odčíta) náhodná hodnota závislá od volatility, momentálnej ceny akcie a konkrétnej realizácie štandar-dného Wienerovho procesu.

Bez stochastickej časti (Sdw v rovnici (1) by sme pre vývoj ceny akcie dostali obyčajnú dife-renciálnu rovnicu s počiatočnou podmienkou
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(2)

ktorej riešením je




Sdet(t) = S0 e( t .




(3)

Riešenie stochastickej diferenciálnej rovnice (1), t.j. možný časový priebeh ceny akcie, môže-me ilustrovať nasledujúcim obrázkom:






         S(t) - možný priebeh

                                    S





[image: image7.wmf]t

Odchýlka možného časového vývoja ceny akcie S(t) od deterministického priebehu je daná veľ-kosťou volatility (. Ukážeme si niekoľko simulácií S(t) ) získaných systémom Mathematica pri rôznych parametroch rovnice (1):

mi=0.1;

sigma=0.04;

s0=100;

Clear[S];

grdet=Plot[s0*Exp[mi*t],{t,0,1},PlotRange->All, DisplayFunction->Identity];

DiffusionMake[S,W,mi S,sigma S,s0]

DiffusionPrint[S]

dS  = 0.1 S  dt + 0.04 S  dW   ; s  = 100

    t             t                  t       t      0

simulacia=DiffusionSimulate[S,100,0.01];

grdiff=ListPlot[simulacia,PlotJoined->True,PlotRange->All,

       DisplayFunction->Identity];

Show[grdet,grdiff,DisplayFunction->$DisplayFunction];
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Zmenšime, resp. zväčšime volatilitu a čas:

mi=0.1;

sigma=0.01;

s0=100;

Clear[S];

grdet=Plot[s0*Exp[mi*t],{t,0,1},PlotRange->All, DisplayFunction->Identity];

DiffusionMake[S,W,mi S,sigma S,s0]

DiffusionPrint[S]

dS  = 0.1 S  dt + 0.01 S  dW   ; s  = 100

    t             t                  t       t      0

simulacia=DiffusionSimulate[S,100,0.01];

grdiff=ListPlot[simulacia,PlotJoined->True,PlotRange->All,

       DisplayFunction->Identity];

Show[grdet,grdiff,DisplayFunction->$DisplayFunction];
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Na rozdiel od predchádzajúceho príkladu uvidíme, že pri pomerne veľkej volatilite (20 %) je "deterministická" exponenciála len veľmi slabým orientačným bodom. V čase expirácie môže byť teda cena akcie oveľa vyššia alebo nižšia ako predpokladaná hodnota. To je jeden z motí-vov, prečo môže byť výhodné vlastniť call opciu - zisk je teoreticky neohraničený, strata je limitovaná prémiou (v prípade, že trhová cena akcie v čase expirácie je nižšia ako dohodnutá expiračná cena E, právo na kúpu sa neuplatní).

mi=0.1;

sigma=0.2;

s0=100;

Clear[S];

grdet=Plot[s0*Exp[mi*t],{t,0,10},PlotRange->All, DisplayFunction->Identity];

DiffusionMake[S,W,mi S,sigma S,s0]

DiffusionPrint[S]

dS  = 0.1 S  dt + 0.2 S  dW   ; s  = 100

    t             t                t      t      0

simulacia=DiffusionSimulate[S,1000,0.01];

grdiff=ListPlot[simulacia,PlotJoined->True,PlotRange->All,

       DisplayFunction->Identity];

Show[grdet,grdiff,DisplayFunction->$DisplayFunction];
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Ďalším motívom obchodovania s finančnými derivátmi je vytváranie bezrizikových portfólií a teda snaha o odstraňovanie trhového rizika. S týmito otázkami sa stretneme v nasledujúcej časti, už teraz však uvedieme typický príklad.

Európska put opcia (predajná opcia) je kontrakt, ktorým jedna strana získava právo, ale nie povinnosť predať druhej strane v určenom čase (expirácie) za vopred stanovenú (expiračnú) cenu určitý počet a druh akcií. 
Je zrejmé, že so znižovaním ceny akcie stúpa hodnota put opcie na túto akciu. Rozumná kom-binácia vlastníctva akcií a put opcií môže umožniť elimináciu rizika vyplývajúceho z možného poklesu ceny akcie.

Zatiaľ sme sa venovali dôvodom obchodovania s finančnými derivátmi z hľadiska ich držiteľa (holdera). Na trhu sa vždy vyskytujú subjekty predpokladajúce nárast ceny akcií (potenciálni holderi call opcií a writeri put opcií), ako aj takí, ktorí predpokladajú ich pokles (potenciálni wri-teri call opcií a holderi put opcií). Je to tak preto, lebo ak by všetci predpokladali rovnakú ten-denciu vývoja ceny akcie, už teraz by jej hodnota bola nižšia, resp. vyššia. Writer call opcie, očakávajúci cenový pokles akcie pod dohodnutú expiračnú cenu, počíta s tým, že získa prémiu. Je zrejmé, že holder nebude chcieť v čase expirácie od neho kúpiť akcie za cenu vyššiu ako je trhová. To ale znamená, že ak je jeho očakávanie správne, akcie na ktoré call opciu vypisuje nemusí vôbec vlastniť - takejto situácii sa hovorí "short selling". To, že je prípustná na mno-hých burzách, je tiež jedným z motívov vypisovania opcií (samozrejme, že writer musí splniť is-té podmienky burzy, aby bolo zaručené, že bude schopný splniť svoj záväzok v prípade vystú-pania ceny akcie nad dohodnutú expiračnú cenu). Prémia je teda získaná teoreticky bez akej-koľvek počiatočnej investície.

Zopakujme faktory, ktoré majú zrejme vplyv na určenie optimálnej hodnoty opcie:

· stochastičnosť pohybu ceny akcií a s ňou súvisiaca

· veľkosť volatility (,

· dĺžka času do expirácie ( = T- t, 

· momentálna trhová cena akcie S a dohodnutá expiračná cena E,

· možnosť bezrizikového zúročenia prémie na bankovom účte daná

· veľkosťou spojitého bezrizikového úroku r.  
Skutočne, všetky tieto intuitívne vyšpecifikované faktory budú vystupovať vo všeobecne použí-vaných vzťahoch oceňovania opcií získaných Blackovou-Scholesovou analýzou. Predpokladá-me pritom, že E, T, (, r sa v čase od uzavretia kontraktu po jeho vypršanie nemenia. Mení sa však t a S. Preto budeme hľadať hodnotu finančného derivátu pre ľubovoľné S ( 0 a t ( (0, T(.

Vráťme sa opäť k stochastickému diferenciálnemu počtu. Náhodný proces definovaný rovnicou (1) sa nazýva difúzny proces alebo geometrický Brownov pohyb. 
Vo všeobecnosti, stochastický proces (x(t), t ( 0( sa nazýva Itôov proces, ak


dx = ((x, t) dt + ( (x, t) dw,




(4)

kde ( (x,t) - drift, ((x,t) - disperzia sú spojité funkcie. V difúznom procese sú teda drift ((x,t)=( x  aj disperzný koeficient ( (x,t) = ( x lineárne funkcie.  

Nech x je Itôov proces daný vzťahom (4) a f=f(x,t) je funkcia dvoch premenných. Skúsme nájsť (nepôjdeme však pri tom do všetkých detailov) ako vyzerá jej prvý diferenciál. Z Taylo-rovho rozvoja dostaneme pre prírastok  (f = f(x,t) - f(a,b) funkcie f v okolí bodu (a,b) postupne vzťahy:
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(5)

kde o(dt) je výraz, pre ktorý platí 
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 Každý výraz typu (dt)1+(, kde ( ( 0 je pevné číslo, je výrazom typu o(dt).
Analyzujme jednotlivé členy rovnosti (5). Keďže dw = ( 
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  výrazom typu o(dt). Ďalej vo výraze
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(6)

potrebujeme zistiť, čomu sa rovná (dw)2. Vieme, že dw = 
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»

. Pretože pre stredné hodnoty a rozptyl náhodných premenných platí E((2) - (E(()(2 = Var(() =1 a E(() = 0, dostaneme že E((2) =  1 a E((2 dt) = dt. Odtiaľ a z vlastnosti Var((2dt) = (dt)2 Var((2) = o(dt) dostaneme, že pre dt dostatočne malé je (dw)2 = (2dt procesom nadobúdajúcim svoju strednú hodnotu dt. Takže platí

(dw)2 =dt + o(dt).

Vzťah (6) sa tak redukuje na 
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Uvažujúc dt dostatočne malé, dosta-neme potom z (5) pre prvý diferenciál funkcie f(x,t) nasledujúce tvrdenie.

Itôova veta: 

Nech f(x, t) je hladká funkcia premenných x a t, pričom

dx = ((x, t) dt + ((x, t) dw

je Itôov proces. Potom prvý diferenciál funkcie f je daný vzťahom
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Z predchádzajúcej vety teda vyplýva, že prírastok funkcie f za dostatočne malý časový interval dt je daný nasledovne:
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   (7)

kde ((x, t) = ( x, ((x, t) = ( x. Takže samotné f, napríklad hodnota opcie, je  tiež Itôovým proce-som (f(t), t ( 0( s driftom a disperzným koeficientom získaným pomocou Itôovej vety a neurči-tosťou toho istého typu ako stochastický proces x (reprezentujúci napríklad cenu akcie). V nasledujúcej kapitole uvidíme, ako sa dá tento fakt využiť na elimináciu neurčitosti.

2. BlackOVA - Scholesova parciálna diferenciálna rovnica

Nech S je difúzny proces daný rovnicou



dS = ( S dt + ( S dw





(8)

reprezentujúcou časový vývoj ceny akcie s návratnosťou ( a volatilitou (. 

Nech V(S, t) je optimálna hodnota finančného derivátu súvisiaceho s akciou S. Nebudeme špe-cifikovať akého konkrétne (čitateľ môže ako príklad uvažovať európsku call opciu diskutovanú v predchádzajúcej kapitole), pretože analýza, ktorá bude nasledovať, má všeobecný charakter. Jednotlivé typy derivátov (call, put opcie atď.) budú spĺňať tú istú parciálnu diferenciálnu rov-nicu, rozlíšené budú prostredníctvom expiračnej podmienky, čiže svojej hodnoty v čase expirácie.

Z Itôovej vety vyplýva, že V je tiež difúznym procesom a zo vzťahu (7) dostaneme


dV = 
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(9)

Stratégia Blacka a Scholesa je nasledovná: skombinovať dva náhodné procesy (8) a (9) tak, aby sa podarilo vytvoriť bezrizikové portfólio (hedging). Uvažujme portfólio P, ktoré obsahuje jeden derivát a ( akcií. Ich počet ( je kontrolovaný držiteľom portfólia - hedgerom. Tento postup sa volá spojitý  (-hedging. Poznamenajme, že ( bude v prípade call a put opcií reálne číslo (s absolútnou hodnotou ležiacou medzi 0 a 1) vyjadrujúce pomer počtu akcií k poč-tu opcií v portfóliu. Hodnota portfólia je teda daná vzťahom:




P = V + (  S.





(10)

Zmena hodnoty portfólia za dostatočne malý časový interval dt (( je konštantné počas dt) sa rovná



dP = dV + ( dS.




(11)

Ak skombinujeme (8), (9) a (11), dostaneme pre nárast hodnoty portfólia vzťah
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(12)

Hedger môže eliminovať stochastickú časť výberom



( = 
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(13)

Potom  je zmena hodnoty portfólia na malom časovom intervale dt deterministická a rovná sa




dP = 
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(14)

Na druhej strane arbitrage argument spôsobí, že táto bezriziková zmena dP musí sa rovnať prírastku, ktorý sa dosiahne zúročením hodnoty P v bankovom depozite za čas dt, t.j. 

dP = r P dt,

kde r je spojitý bezrizikový bankový úrok (konštantný počas časového intervalu dt). Platí teda


r P dt = 
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(15)

Z (10), (13) a (15) potom dostaneme pre neznámu funkciu V(S, t) Blackovu – Scholesovu parciálnu diferenciálnu rovnicu
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(16)

Teraz uvedieme jedno dôležité zovšeobecnenie predchádzajúcej analýzy.

Nech sú akcionárom vyplácané spojité dividendy. Akcionár za malý časový interval dt získa hodnotu D S dt, kde D je konštantný dividendový úrok. Takže, ak vlastníme ( akcií v portfóliu P, dostaneme za dt aj hodnotu ( D S dt, t. j.  rovnica (11) sa zmení na

dP = dV + ( dS + ( D S dt.

Rovnakým eliminovaním neurčitosti dostaneme vzťah

dP = 
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Použitím “arbitrage argument” získame rovnosť
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Modifikovaná Blackova - Scholesova parciálna diferenciálna rovnica na určenie optimál-nej hodnoty finančného derivátu na akciu vyplácajúcu spojité dividendy má teda tvar
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(17)

Poznámka: 

Rovnica (17), a samozrejme i jej špeciálny prípad rovnica (16), sa z matematického hľadiska radí medzi difúzne parciálne diferenciálne rovnice. Hľadáme jej riešenie V(S, t) pre S ( 0 a t ( [0, T]. K tomu, aby sme ho našli jednoznačne, musíme pridať začiatočnú pod-mienku a okrajové podmienky. Zmysel začiatočnej podmienky poznáme už z predchádzajúcej kapitoly o obyčajných diferenciálnych rovniciach. Zadaním bodu stavového priestoru, ktorým má proces prechádzať v čase t (väčšinou to bol čas 0), sme získali jeho jednoznačný priebeh - konkrétnu trajektóriu. Teraz je situácia o niečo zložitejšia. Stavovým priestorom sú všetky možné dostatočne hladké funkcie V premennej S. Na určenie jednej z trajektórií - napríklad časového vývoja ceny opcie, musíme teda analogicky zadať tvar funkcie V pre nejaké konkrétne t. My tak urobíme pre t = T, t.j zadáme hodnotu finančného derivátu v čase jeho ex-pirácie. Preto rešpektujúc tento finančný kontext budeme hovoriť o expiračnej podmienke. Poznamenajme, že ak obrátime čas a do T umiestnime 0, pôjde o skutočnú začiatočnú pod-mienku. Pri takejto transformácii sa zmení znamienko pri časovej derivácii v (17) a dosta-neme tak klasickú doprednú difúznu rovnicu. Tú vieme riešiť smerom do budúcnosti (difúzia je polodeterministický proces - má zhladzujúci efekt). V originálnej formulácii je Blackova – Scholesova rovnica spätnou difúznou rovnicou. Ak pre ňu teda zadáme koncovú podmien-ku, je všetko v poriadku, úloha je dobre postavená a má jediné riešenie. 

Okrajové podmienky pre PDR mávajú rôzny tvar, v našom prípade určíme hodnoty V pre S=0 a S nadobúdajúce veľké hodnoty.
Expiračná a okrajové podmienky pre európsku call opciu:

Je zrejmé, že platí:

ak S ( E v čase expirácie ( Vec(S,T) = 0

ak S ( E v čase expirácie ( Vec(S,T) = S - E.

Takže expiračnú podmienku môžme zapísať v tvare

                                               Vec(S, T) = max(0, S - E). 



(18)

Funkcia Vec(S, T) daná vzťahom (18) sa nazýva vnútornou hodnotou opcie (intrinsic value) alebo call-payoff diagram.

  Vec






t = T


                    

    45o



   E



     S

Okrajové podmienky:

Ak S = 0, tak z rovnice (8) vyplýva, že S = 0 aj v ďalšom časovom priebehu a teda opcia je nevyhnutne bezcenná. Takže

      Vec(0,t) = 0 pre všetky t ( (0, T(.



(19)

Ak S ( (, t.j. cena akcie stúpa nad všetky ohraničenia, potom cena opcie sa rovná cene akcie zredukovanej o príjmy z dividend (až do času expirácie akciu nevlastníme), t.j.

         Vec(S, t) ( S e-D(T - t)   pre S ( (, pre všetky t ( (0, T(


(20)

Rovnica (17) spolu s podmienkami (18) - (20) sa dá explicitne riešiť ([WD], [Š]). Jej rie-šenie má tvar :

    Vec(S, t) = e -D( T - t) S N(d1) - E e -r ( T - t) N(d2),  


(21)

kde
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je distribučná funkcia normálneho rozdelenia pravdepodobnosti N(0,1). Riešenie (21) pri D=0 je známe ako Blackova - Scholesova formula (funkcia) oceňovania opcií.

Príklad 2. 

Nájdime optimálnu hodnotu európskej call opcie na akciu spoločnosti DEC ak

expiračná cena E = $60,

momentálna trhová cena S = $58.5,

čas do expirácie ( = T - t = 0.3 roka,

volatilita akcie ( =  0.29  (29 %),

bezriziková úroková miera r = 0.04  (4 %).

Na riešenie využijeme balík optvalue.m dodávaný k systému Mathematica spolu s knihou [Va-rian]. Vypočítaná hodnota opcie je $3.34886. Získame ju volaním funkcie

(
BlackScholes[S, E, (, r, (], 

ktorá sa nachádza v spomínanom balíku a predstavuje  vlastne imple-mentáciu vzťahu (21) pre D = 0. Ďalej nakreslíme payoff diagram, niekoľko časových rezov (skúste ich zanimovať) a 3D graf Blackovej - Scholesovej formule ako funkcie ceny akcie S a času do expirácie (.

<<options\optvalue.m

BlackScholes[58.5,60,0.29,0.04,0.3]

3.34886

Plot[CallPayoff[S,60],{S,0,120},PlotStyle->Thickness[0.01]];
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Do[Plot[BlackScholes[S,60,0.29,0.04,tau],{S,40,80},PlotRange->{{40,80},{0,20}}, 

PlotStyle(Thickness[0.01]],{tau,0.9,0.1,-0.2}]
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Plot[Evaluate[Flatten[{ CallPayoff[S, 60], Table[ BlackScholes[S, 60, 0.29, 0.04, tau], {tau, 0.9, 0.1, -0.2}]}]], {S, 40, 80}, PlotRange->{{40, 80}, {0, 20}},PlotStyle->Thickness[0.005]];
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Obr. 1

Plot3D[BlackScholes[S,60,0.29,0.04,tau],{S,40,80},{tau,0.001,0.5}];

[image: image42.png]



Expiračná podmienka a okrajové podmienky pre európsku put opciu:

Je zrejmé, že platí:

ak S ( E v čase expirácie ( Vep(S,T) = E - S,

ak S ( E v čase expirácie ( Vep(S,T) = 0.

Takže expiračnú podmienku môžme zapísať v tvare




Vep(S, T) = max(E - S, 0).  



(22)

Funkcia Vep(S, T) daná vzťahom (22) sa nazýva vnútornou hodnotou put opcie alebo put-payoff diagram.


  Vep





t = T


                 
45o
       

     0

          E

             S

Nech D = 0, potom  okrajové podmienky pre put opciu vyzerajú nasledovne:

Vep(0, t) = Ee –r (T - t)
Vep(S, t) ( 0 pre S ( (.

Explicitné riešenie sa dá nájsť v tvare




 Vep(S, t) = Vec(S, t) - S + E e –r (T - t)​



(23)

Využije sa pri tom princíp nazývaný put - call parita:
Majme portfólio P v ktorom sa nachádza:

1 akcia, 1  put opcia, 1 vypísaná call opcia

(long one asset, long one put, short one call)

Hodnota portfólia P(t) v čase t pri cene akcie S sa potom rovná 




P(t) = S + Vep(S,t) - Vec(S,t).



(24)

Payoff  diagram portfólia P v čase expirácie sa rovná 

P(T) = S + max(E - S, 0) - max(S - E, 0),

t.j.

P(T) = S + E - S - 0  = E
pre S ( E

P(T) = S + 0 - (S - E) = E
pre S ( E.

Takže za každých okolností (pri ľubovoľnej cene akcie) je v čase T zaručené, že hodnota port-fólia bude rovná E. Jeho hodnota v čase t musí teda byť

                 P(t) = Ee-r(T-t),




(25)

čo je hodnota, ktorá pri bezrizikovom úrokovaní narastie za čas T-t na hodnotu E, pretože

P(t) e r (T - t) = E e –r (T - t) e r (T - t) = E.

Porovnaním vzťahov (24) a (25) dostaneme (23).

Nadefinujme v systéme Mathematica novú funkciu na výpočet hodnoty európskej put opcie a vypočítajme jej hodnotu pri parametroch z príkladu 2.


EuropeanPut[S_,E_,sigma_,r_,tau_]:=BlackScholes[S,E,sigma,r,tau] - S + 






   E*Exp[-r*tau]

EuropeanPut[58.5,60,0.29,0.04,0.3]

4.13317

Nakreslime 3D grafy (pri rôznych parametroch ( a r) a niekoľko časových rezov funkcie Vep(S,t):

Plot3D[EuropeanPut[S,60.,0.29,0.04,tau], {S,20,100}, {tau,0.001,1}];

[image: image43.png]



Plot3D[EuropeanPut[S,60.,0.4,0.15,tau], {S,20,100}, {tau,0.001,1}];

[image: image44.png]



Do[Plot[{PutPayoff[S,60], EuropeanPut[S,60,0.4,0.15,tau]},{S,20,100},

PlotRange->{{20,100},{0,40}}, PlotStyle->Thickness[0.01]],{tau,1.1,0.2,-0.3}]
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Obr. 2
Z obrázka 2 je vidieť, že v každom časovom reze t pred expiráciou existuje cena akcie Sp, pri ktorej graf  funkcie Vep pre S(Sp nadobúda menšie hodnoty ako put-payoff diagram. Tohto faktu sa bližšie dotkneme o chvíľlu pri diskusii o amerických opciach.

Zadefinujme teraz vlastnú užívateľskú funkciu EuropeanCall počítajúcu hodnotu európskej call opcie na akciu vyplácajúcu spojité dividendy - vzorec (21) prenesieme do jazyka systému Mathematica. Využijeme pritom vyjadrenie pre (kumulatívnu) distribučnú funkciu normálneho rozdelenia pravdepodobnosti N(0,1) pomocou takzvanej error function, nachádzajúcej sa v jadre systému Mathematica.

<<statisti\continuo.m

??CDF

CDF[distribution, x]    gives the cumulative distribution function of distribution at the point x, defined as the integral of the probability density of the distribution from the lowest value in the domain to x.

CDF[NormalDistribution[0,1],u]

                 u

1 + Erf [-----------]

              Sqrt[2]

------------------------

           2

Takže teraz zadefinujeme funkciu N zo vzťahu (21); dáme jej meno NormalCDF. Potom pomocou nej definujeme funkciu na výpočet V​ec so zahrnutím dividendového úroku D. Ove-ríme, či naša definícia súhlasí s pôvodnou Blackovou-Scholesovou funkciou pri D = 0:

NormalCDF[u_]:=0.5+0.5*Erf[u/Sqrt[2]]

EuropeanCall[S_,E_,sigma_,r_,D_,tau_]:=Module[{d1,d2},

d1=(Log[S/E]+(r-D+sigma^2/2)*tau)/(sigma*Sqrt[tau]);

d2=d1-sigma*Sqrt[tau];

Return[Exp[-D*tau]*S*NormalCDF[d1]-E*Exp[-r*tau]*NormalCDF[d2]]]

EuropeanCall[58.5,60,0.29,0.04,0,0.3]

3.34886

Je zrejmé, že hodnota call opcie s nenulovým dividendovým úrokom (10%) je nižšia:

EuropeanCall[58.5,60,0.29,0.04,0.1,0.3]

2.55205
Nakreslime niekoľko časových rezov riešenia spolu s call-payoff diagramom:

Do[Plot[{CallPayoff[S,60], EuropeanCall[S,60,0.4,0.04,0.2,tau]},{S,20,100},

PlotRange->{{20,100},{0,40}}, PlotStyle->Thickness[0.01]],{tau,1.1,0.2,-0.3}]
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Obrázok 3
Opäť si všimnime na obrázku 3, že v každom časovom reze t pred expiráciou existuje cena akcie Sp, pri ktorej graf  funkcie Vec pre S(Sp nadobúda menšie hodnoty ako call-payoff diag-ram. To podobne ako v prípade put opcíí indikuje, že môže nastať okamih (samozrejme súvi-siaci s cenou akcie S), keď hodnota opcie klesne pod svoju expiračnú hodnotu. Pre držiteľa opcie by teda bolo výhodné opciu uplatniť práve v tomto okamihu, nemá zmysel ju naďalej vlastniť a znižovať tak jej hodnotu. Takáto možnosť sa ponúka v prípade tzv. amerických opcií. 

Americké opcie - či už call alebo put, sa od európskych líšia tým, že expirácia je možná v ľu-bovoľnom čase t ( (0, T(. Je zrejmé, že tým dávajú ich držiteľovi väčšie práva a teda ich cena by mala byť vyššia nanajvýš rovná hodnote európskych opcií. Je to skutočne tak a navyše sta-noviť ich optimálnu hodnotu súvisiacu samozrejme s optimálnym časom uplatnenia je oveľa komplikovanejší problém, ako v prípade európskych opcií. Explicitné riešenia nie sú známe. Je nevyhnutné preto použiť približné - numerické metódy.

V prípade americkej call opcie na akciu nevyplácajúcu dividendy (D = 0) je však situácia jedno-duchá. Z obrázka 1. vidno, že

Vec(S, t) ( Vec(S, T) = max(S - E, 0) 
( t ( (0, T).

Opciu nie je teda výhodné uplatňovať, lebo pri expirácii je jej hodnota daná payoff diagramom nižšia ako hodnota Vec držanej opcie. Je teda prirodzené pre vlastníka ju buď držať do expi-rácie, alebo predať za cenu Vec(S,t). Takže v tomto prípade Vac = Vec a hodnota Vac americkej call opcie sa počíta pomocou Blackovej-Scholesovej formuly.
Ako je to v ostatných dvoch prípadoch, ktoré sme študovali? Uvažujme americkú call opciu na akciu vyplácajúcu dividendy (D(0) a americkú put opciu. 

V každom čase t ( [0,T) existuje Sp také, že pre S ( Sp je Vecd(S, t) ( max(S - E, 0) . Nech by napriek tomu platilo Vacd = Vecd . Potom kúpme opciu za Vacd(S, t) ( S - E a okamžite ju uplatnime, t.j. kúpime akciu za E a hneď ju predáme za S. Čo získame, resp. stratíme na tejto operácii?

S - E - Vacd ( 0

Nepodstúpili sme pritom žiadne riziko a máme nenulový zisk. Arbitrage argument spôsobí jeho elimináciu a zdvihne tak hodnotu Vacd až na úroveň call-payoff diagramu, t.j. musí byť nutne splnená podmienka




Vacd(S, t) ( max(S - E, 0)   ( t ( [0,T].


(26)

Podobne dostaneme pre americkú put opciu podmienku




Vap(S, t) ( max(E - S, 0)   ( t ( [0,T].



(27)

Tieto úvahy nás doviedli k nasledujúcej úlohe s voľnou hranicou pre americkú call opciu na akciu vyplácajúcu dividendy - v každom čase t existuje cena akcie Sf(t) - nie je to však Sp(t) – tvoriaca hranicu medzi dvoma oblasťami - situáciami:

1.  S(t) (  Sf(t)  - opciu je výhodné držať, pretože jej hodnota je vyššia ako payoff 
diagram. Vacd pritom spĺňa Blackovu-Scholesovu PDR, pretože až do okamihu expirácie je na jej výpočet uplatňovaný (-hedging.

2.  S(t) (  Sf(t)  - opcia je uplatnená a Vacd má predpísané hodnoty dané payoff diagramom.

Sf(t) je teda krivka v časopriestore reprezentujúca optimálnu expiračnú cenu v každom časo-vom okamihu t ( [0, T]. Nie je daná vopred (a-priori), t. j. nevieme kde Vacd(S,t) spĺňa parciálnu diferenciálnu rovnicu (17) a kde algebraickú podmienku Vacd(S,t) = S - E. Iný pohľad na problematiku je taký, že keďže čas expirácie nie je vopred daný, nevieme a-priori, v ktorom časovom okamihu predpísať riešeniu Blackovej-Scholesovej PDR splnenie expiračnej podmienky. 

Matematická formulácia predchádzajúcej úlohy s voľnou hranicou pre americkú call opciu na akciu vyplácajúcu spojité dividendy znie nasledovne:

Nájsť spojitú funkciu Vacd(S, t), S ( 0, t ( [0, T] so spojitou parciálnou deriváciou 
[image: image53.wmf]S
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Modifikovaná Blackova-Scholesova parciálna diferenciálna rovnica:
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pre S ( Sf(t),

Algebraická rovnica:

Vacd(S, t) = S - E
pre S ( Sf(t),

Okrajová podmienka:

Vacd(0, t) = 0,


Expiračná podmienka:

Vacd(S,T)=max(S - E, 0)

Dve podmienky na voľnej hranici:

Vacd(Sf(t), t) = Sf(t) - E,
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Podobne problém určenia optimálnej hodnoty americkej put opcie môžme vyjadriť v tvare úlohy s voľnou hranicou:

Nájsť spojitú funkciu Vap(S, t), S ( 0, t ( [0, T] so spojitou parciálnou deriváciou 
[image: image56.wmf]¶
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 a krivku Sf : [0, T]( R tak, aby platilo:

Blackova-Scholesova parciálna diferenciálna rovnica:
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pre S ( Sf(t),

Algebraická rovnica:

Vap(S, t) = E - S
pre S ( Sf(t),

Okrajová podmienka:

Vap(S,t) ( 0
pre S((,


Expiračná podmienka:

Vap(S,T)=max(E - S, 0),

Dve podmienky na voľnej hranici:

Vap(Sf(t), t) = E - Sf(t),

    
[image: image58.wmf]¶

¶

V

S

t

t

S

ap

f

(

(

),

)

=

-

1

.

3.4. Numerické riešenie difúznych rovníc VO FINANČnej MATEMATIKE

Viaceré javy z oblasti financií sú modelované parciálnymi diferenciálnymi rovnicami difúzneho typu. V predchádzajúcich kapitolách sme sa stretli s problémami oceňovania finančných práv a záväzkov, k podobným úlohám vedú tiež niektoré úlohy stochastického optimálneho riadenia.

Myšlienky numerického riešenia difúznych rovníc si vysvetlíme na jednoduchom príklade parciálnej diferenciálnej rovnice pre neznámu funkciu u(x, t) takú, že platí
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s okrajovými podmienkami

u(0, t) = a(t),              u(1, t)  = b(t)
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a začiatočnou podmienkou

         u(x, 0) = u0(x).




(30)

Na numerické riešenie použijeme  metódu konečných diferencií (finite difference method), nazývanú tiež metóda sietí, v ktorej sú parciálne derivácie aproximované konečnými diferenciami.

Rozdeľme interval  (0, 1( pomocou uzlov x0, x1, …, xn na n podintervalov dĺžky h=1/n. 

       0






     1











         x0       x1





  x8 = xn, n = 8 ( h = 1/8.

Uvažujme uzly xi-1, xi , xi+1 delenia a rozviňme funkciu u(x,t) do Taylorovho radu v okolí bodu (xi,t) pre pevné t.
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    xi-1             xi
  xi+1 

Dostaneme
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Takže
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Podobne
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Aproximácia (centrálna) 1. parciálnej derivácie (s chybou rádu h2):
Odčítajme rovnice (31) a (32). Postupne dostaneme
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pričom O(s) reprezentuje výraz, pre ktorý platí 
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Aproximácia 2. parciálnej derivácie (s chybou rádu h2):
Sčítajme rovnice (31) a (32). Postupne dostaneme
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Z rovníc (28) - (30) vyplýva, že v bodoch (x0, t), (xi, t), i = 1,…, n - 1, (xn, t) pre t ( 0 platí

u(x0, t) = a(t),   u(xn, t) = b(t),
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Aproximujme 2. parciálnu deriváciu v predchádzajúcom vzťahu diferenčným podielom (34). Dostaneme
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Označme ui(t) := u(xi, t), fi (t) := f(xi, t), i = 0, 1, …, n.

(0, 0)




       (1, 0)







x0

. . . . .   xi    . . . .              xn-1 xn
x


t


(0, T)




        (1, T)

Dostaneme tak systém obyčajných diferenciálnych rovníc pre n - 1 neznámych funkcií jednej premennej u1(t), u2(t), …, un-1(t):
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u0(t) = a(t), 
un(t)  = b(t)



(36)

so začiatočnými podmienkami

ui (0) = ui0 = u0(xi), 
i =  1, …, n - 1.


(37)

Tento systém môžeme prepísať do maticového tvaru
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kde 

u(t) = 
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g(t) = ( g1(t), g2(t), …, gn-1(t) )T =
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a môžeme ho riešiť niektorou z techník pre numerické riešenie systémov obyčajných diferen-ciálnych rovníc (pozri napríklad 2. kapitolu). Predchádzajúci postup sa nazýva semidiskretizá-cia v priestore.

Úplná diskretizácia - explicitná v čase :

Rozdeľme uzlovými bodmi nielen priestorový, ale aj časový interval (0, T(. Nech t0, t1, …, tm sú uzlové body a 
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Vráťme sa k úlohe (28) - (30). Označme

uij  = u(xi, tj), i = 0, 1, …, n,  j = 0, 1, …, m.

Hodnoty uij v bodoch vyznačených na obrázku pomocou krížika sú dané pomocou okrajových a začiatočnej podmienky. V ostatných bodoch siete sú hodnoty uij neznáme. Ako ich získať?

Rozviňme funkciu u(x,t) do Taylorovho radu v okolí bodu (x, tj), j = 0, 1, …, m, x((0,1(. Dosta-neme
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Aproximácia (dopredná) 1. parciálnej derivácie (s chybou rádu k):
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Aproximujeme diferenciálnu rovnicu (28) vo vnútorných uzlových bodoch (xi, tj) diferenčnými podielmi (34) a (39). Dostaneme
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Postupnosť nasledujúcich krokov - explicitná schéma:
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nám umožní vypočítať približné hodnoty neznámej funkcie u vo všetkých uzloch siete.

Úplná diskretizácia - implicitná v čase:

Opäť rozdelíme uzlovými bodmi nielen priestorový, ale aj časový interval (0, T(. Nech t0, t1,…,tm sú uzlové body a 
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Časovú deriváciu v rovnici (28) aproximujeme (s chybou rádu k) spätnou diferenciou :
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Použime diferenčné podiely (34) a (41) vo vnútorných uzlových bodoch (xi, tj), i = 1,…, n -1, j = 1, …, m.  Dostaneme
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Získali sme tak systém diferenčných rovníc:
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i = 1, …, n –1, j = 1, …, m.

Ak vyjadríme hodnoty 
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 sú známe zo začiatočnej podmienky), môžeme predchádzajúci systém rovníc zapísať v maticovom tvare:

A u j = d j , 
j = 1, …, m,
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kde 

u j = 
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A je trojdiagonálna matica koeficientov sústavy rovníc, rozmeru (n-1) x (n-1),  pričom ak označíme a = - k / h2, b= 1 + 2 k/ h2, c=a, potom

A = 
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c

a

b

c

a

b

c

a

b

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú


Je to symetrická, diagonálne dominantná a pozitívne definitná matica, takže riešenie príslušnej sústavy rovníc vždy existuje a je jediné. Získame tak postupne aproximácie riešenia u na jed-notlivých časových vrstvách. Takýto algoritmus sa nazýva implicitná schéma alebo spätná (backward) Eulerova metóda.

Príklady: 

Na ilustráciu predchádzajúcich myšlienok uvedieme algoritmy na  numerické riešenie Blacko-vej-Scholesovej parciálnej diferenciálnej rovnice. Výsledky získané numerickou metódou bude-me môcť porovnať so známym  presným riešením. Samozrejme naozajstná sila numerických metód spočíva v hľadaní riešení rovníc, ktorých riešenia nevieme nájsť v explicitnom tvare ma-tematickej formulky.

Pred tým, ako začneme robiť aproximáciu Black-Scholesovej PDR, pretransformu-jeme ju nasledujúcim spôsobom. Zavedieme novú premennú x vzťahom 

x = ln S
(potom samozrejme S = e x )
a definujeme novú funkciu 

u(x, () = V(S, T- t).

Potom pre členy vystupujúce v Black-Scholesovej rovnici platí
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Po dosadení do rovnice (16) dostaneme transformovanú Blackovej-Scholesovu rovnicu pre neznámu funkciu u. Je to dopredná difúzna rovnica s konštantnými koeficientami - tým je vý-hodnejšia oproti originálnej formulácii:




[image: image105.wmf]¶

¶t

s

¶

¶

s

¶

¶

u

u

x

r

u

x

ru

=

+

-

æ

è

ç

ç

ö

ø

÷

÷

-

2

2

2

2

2

2

.
[image: image106.wmf]


(43)

Samozrejme musíme pretransformovať aj expiračnú podmienku (18). Dostaneme tak začiatočnú podmienku pre funkciu u:







    0,
    pre x ( ln E,



u(x, 0) =






(44)







    ex - E   pre x ( ln E.

Okrajové podmienky (19) - (20) pre Blackovu-Scholesovu PDR majú špeciálny tvar - jedna z nich hovorí o asymptotickom správaní sa riešenia pre S spejúce do nekonečna. Pri numeric-kom riešení by sme museli túto podmienku uvažovať v nejakom veľkom ale konečnom čísle Slarge a riešiť tak difúznu rovnicu na intervale [Ssmall,Slarge].  Tejto problematike sa budeme po-drobne venovať o chvíľu pri aplikácii implicitnej schémy. Teraz vyrobíme explicitnú schému v špeciálnom tvare (okrajové podmienky nebudeme potrebovať) na výpočet hodnoty európskej call opcie pri zadanej cene akcie a danom čase do expirácie. Ak chceme zistiť hodnotu nezná-mej funkcie v určitom čase len v jednom bode, môžme algoritmus (40) použiť len na trojuhol-níkovej časti siete (pozri nasledujúci obrázok). Na výpočet požadovanej hodnoty tak použijeme trinomický strom (trinomial tree).

Aplikáciou metódy konečných diferencií s priestorovým krokom h a časovým krokom k = (/m dostaneme diskretizáciou rovnice (43) explicitný iteračný predpis:
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j = 0, 1, ..., m,

ktorý využijeme na výpočet hľadanej hodnoty u0m.
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Môžme ho implementovať napríklad nasledujúcim spôsobom:

NumericalEuropeanCall[S_,E_,sigma_,r_,tau_,m_,h_]:=

Module[{k,a,b,c},

k=N[tau/m];

TransfCallPayoff[x_]:=N[If[x<=Log[E],0.,Exp[x]-E]];

(*pociatocna podmienka*)

Do[u[i,0]=TransfCallPayoff[Log[S]+i*h],{i,-m,m}];

(*vypocet koeficientov*)

a=N[k*(sigma^2/(2*h^2)+sigma^2/(4*h)-r/(2*h))];

b=N[1-k*sigma^2/h^2];

c=N[k*(sigma^2/(2*h^2)-sigma^2/(4*h)+r/(2*h))];

(*algoritmus explicitnej schemy*)

Do[Do[u[i,j+1]=(a*u[i-1,j]+b*u[i,j]+c*u[i+1,j])/(1.+r*k),

     {i,-m+j+1,m-j-1}],{j,0,m-1}];

(*vypis vysledku*)

Print["Priblizna cena call opcie = ",u[0,m]]]

Na porovnanie presného a približného riešenia uvádzame niekoľko výsledkov. Najskôr vypočí-tame presnú hodnotu opcie a potom jej približnú hodnotu pre m = 10, t. j. k = 0.3/10 = 0.03, a h= 0.1:

Print["Presna cena call opcie = ",BlackScholes[58.5,60.,0.29,0.04,0.3]]

NumericalEuropeanCall[58.5,60,0.29,0.04,0.3,10,0.1]

Presna cena call opcie = 3.34886

Priblizna cena call opcie = 3.3475

Môžeme sledovať konvergenciu k presnému riešeniu so zmenšovaním časového kroku – zväč-šovaním hĺbky stromu, t.j. pre m=1, 2, …, 10:

Print["Presna cena call opcie = ", BlackScholes[58.5,60.,0.29,0.04,0.3]]

Print[" "]

Do[NumericalEuropeanCall[58.5,60,0.29,0.04,0.3,m,0.1],{m,1,10}]

Presna cena call opcie = 3.34886

Priblizna cena call opcie = 5.7854

Priblizna cena call opcie = 2.96722

Priblizna cena call opcie = 3.50221

Priblizna cena call opcie = 3.41637

Priblizna cena call opcie = 3.39373

Priblizna cena call opcie = 3.37835

Priblizna cena call opcie = 3.36734

Priblizna cena call opcie = 3.35908

Priblizna cena call opcie = 3.35265

Priblizna cena call opcie = 3.3475

Iný výpočet:

Print["Presna cena call opcie = ", BlackScholes[55,60.,0.29,0.04,0.5]]

NumericalEuropeanCall[55,60,0.29,0.04,0.5,5,0.1]

Presna cena call opcie = 2.98621

Priblizna cena call opcie = 2.9851

Nie vždy nám však explicitná schéma dá rozumný výsledok. Pri nevhodnom pomere priestoro-vého a časového kroku môže dôjsť k nestabilite algoritmu, ktorá sa prejaví v divergencii rieše-nia:

Print["Presna cena call opcie = ",BlackScholes[55,60.,0.29,0.04,0.5]]

NumericalEuropeanCall[55,60,0.29,0.04,0.5,30,0.01]

Presna cena call opcie = 2.98621

                                                            39

Priblizna cena call opcie = 1.62573 10

Takisto je zrejmé, že na to, aby približné riešenie konvergovalo k presnému, je nevyhnutné zmenšovať spolu s časovým krokom aj krok priestorový. Treba pri tom dodržať isté ohraničenia (súvisiace s koeficientami rovnice, nebudeme však presne špecifikovať ako) pre pomer 
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. Jeden zo zaujímavých výberov priestorového kroku h (pri zadanej hĺbke stromu m) nielenže podporuje stabilitu výpočtového procesu, ale prináša aj jeho podstatné zjednodušenie a má veľký význam pre finančnú prax. Ide o binomický strom.

Binomický strom.

Všimnime si, že ak vo vzťahu (45) zvolíme h = (
[image: image116.wmf]k

, vynuluje sa stredný koeficient na pravej strane. To ale znamená, že na výpočet novej hodnoty funkcie u potrebujeme poznať jej hod-noty v dvoch okolitých bodoch na predchádzajúcej časovej vrstve (bližšie k času expirácie). Te-raz jeden krok iteračného predpisu vyzerá nasledovne



(1+r k) uij+1 = a uji-1 + c uji+1,




(46)
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. Keďže platí a + c = 1, koeficienty a, c sa vo finančnej praxi interpretujú ako pravdepodobnosti poklesu ceny akcie o Sdown= e-h, resp. jej nárastu o Sup= eh za časový interval dt=k. Ak vlastník opcie hedguje a zvyšuje tak svoje imanie úmerne bezrizikovému úroku r, tak ľavá strana rovnice (46) predstavuje bezrizikový nárast hodnoty opcie, pri cene akcie S​i, za časový interval dĺžky dt=k. Ide pritom o bezrizikový prírastok ceny opcie od času (j+1)*k do expirácie po čas j*k do expirácie. Táto nová hodnota by teda mala byť rovná očakávanej (strednej) hodnote ceny opcie v čase j*k. A tá sa rovná pravej strane výrazu (46). 

Tento hlboký zmysel rovnice (46) je vlastne opäť len odrazom fundamentálnosti Itôovej vety, dávajúcej do súvisu stochastickosť a difúzne parciálne diferenciálne rovnice. Poznamenajme, že k vzťahom korešpondujúcim (46) a určujúcim tak proces vyčíslovania binomického stromu sa dá prísť aj inými cestami. Vždy však treba mať na pamäti, že súčet koeficientov a + c = 1, a teda ich možno interpretovať ako pravdepodobnosti, a súčiniteľ na ľavej strane reprezentuje aproximáciu exponenciálneho nárastu (u nás je to lineárna časť Taylorovho rozvoja exponenciálnej funkcie reprezentujúcej spojité úrokovanie).

Algoritmus výpočtu hodnoty európskej call opcie pomocou binomického stromu môžme implementovať napríklad nasledujúcim spôsobom:

BinomialEuropeanCall[S_,E_,sigma_,r_,tau_,m_]:=

Module[{k,h,a,c},

k=N[tau/m];

h=sigma*Sqrt[k];

Print["hlbka stromu = ",m];

Print["casovy krok = ",k];

Print["priestorovy krok = ",h];

TransfCallPayoff[x_]:=N[If[x<=Log[E],0.,Exp[x]-E]];

(*pociatocna podmienka*)

Do[u[i,0]=TransfCallPayoff[Log[S]+i*h],{i,-m,m}];

(*vypocet koeficientov*)

a=N[1/2 + sigma*Sqrt[k]/4 - r*Sqrt[k]/(2*sigma)];

c=N[1/2 - sigma*Sqrt[k]/4 + r*Sqrt[k]/(2*sigma)];

(*algoritmus explicitnej schemy*)

Do[Do[u[i,j+1]=(a*u[i-1,j]+c*u[i+1,j])/(1.+r*k),

{i,-m+j+1,m-j-1,2}],{j,0,m-1}];

(*vypis vysledku*)

Print["Priblizna cena call opcie = ",u[0,m]]]

Print["Presna cena call opcie = ",BlackScholes[58.5,60.,0.29,0.04,0.3]]

Print[" "]

Do[BinomialEuropeanCall[58.5,60,0.29,0.04,0.3,ii*30];Print[" "],{ii,1,5}]

Presna cena call opcie = 3.34886

hlbka stromu = 30

casovy krok = 0.01

priestorovy krok = 0.029

Priblizna cena call opcie = 3.37802

hlbka stromu = 60

casovy krok = 0.005

priestorovy krok = 0.0205061

Priblizna cena call opcie = 3.36229

hlbka stromu = 90

casovy krok = 0.00333333

priestorovy krok = 0.0167432

Priblizna cena call opcie = 3.35354

hlbka stromu = 120

casovy krok = 0.0025

priestorovy krok = 0.0145

Priblizna cena call opcie = 3.34782

hlbka stromu = 150

casovy krok = 0.002

priestorovy krok = 0.0129692

Priblizna cena call opcie = 3.34369

Ak chceme predchádzajúci postup upraviť na výpočet hodnoty európskej put opcie, stačí ak zmeníme počiatočnú (expiračnú) podmienku. Ak poznáte aj iné druhy opcií, s iným payoff diagramom, skúste numerický algoritmus upraviť aj na ne. 

BinomialEuropeanPut[S_,E_,sigma_,r_,tau_,m_]:=

Module[{k,h,a,c},

k=N[tau/m];

h=sigma*Sqrt[k];

Print["hlbka stromu = ",m];

Print["casovy krok = ",k];

Print["priestorovy krok = ",h];

TransfPutPayoff[x_]:=N[If[x<=Log[E],E-Exp[x],0.]];

(*pociatocna podmienka*)

Do[u[i,0]=TransfPutPayoff[Log[S]+i*h],{i,-m,m}];

(*vypocet koeficientov*)

a=N[1/2 + sigma*Sqrt[k]/4 - r*Sqrt[k]/(2*sigma)];

c=N[1/2 - sigma*Sqrt[k]/4 + r*Sqrt[k]/(2*sigma)];

 (*algoritmus explicitnej schemy*)

Do[Do[u[i,j+1]=(a*u[i-1,j]+c*u[i+1,j])/(1.+r*k),

{i,-m+j+1,m-j-1,2}],{j,0,m-1}];

(*vypis vysledku*)

Print["Priblizna cena put opcie = ",u[0,m]]]

Print["Presna cena put opcie = ", EuropeanPut[58.5,60.,0.29,0.04,0.3]]

Print[" "]

Do[BinomialEuropeanPut[58.5,60,0.29,0.04,0.3,ii*30]; Print[" "],{ii,1,5}]

Presna cena put opcie = 4.13317

hlbka stromu = 30

casovy krok = 0.01

priestorovy krok = 0.029

Priblizna cena put opcie = 4.16242

hlbka stromu = 60

casovy krok = 0.005

priestorovy krok = 0.0205061

Priblizna cena put opcie = 4.14664

hlbka stromu = 90

casovy krok = 0.00333333

priestorovy krok = 0.0167432

Priblizna cena put opcie = 4.13788

hlbka stromu = 120

casovy krok = 0.0025

priestorovy krok = 0.0145

Priblizna cena put opcie = 4.13214

hlbka stromu = 150

casovy krok = 0.002

priestorovy krok = 0.0129692

Priblizna cena put opcie = 4.12801

Iný príklad:

Print["Presna cena put opcie = ", EuropeanPut[5.,10.,0.5,0.12,1.]]

Print[" "]

Do[BinomialEuropeanPut[5.,10.,0.5,0.12,1.,2^ii]; Print[" "],{ii,4,7}]

Presna cena put opcie = 4.07326

hlbka stromu = 16

casovy krok = 0.0625

priestorovy krok = 0.125

Priblizna cena put opcie = 4.0722

hlbka stromu = 32

casovy krok = 0.03125

priestorovy krok = 0.0883883

Priblizna cena put opcie = 4.06798

hlbka stromu = 64

casovy krok = 0.015625

priestorovy krok = 0.0625

Priblizna cena put opcie = 4.07418

hlbka stromu = 128

casovy krok = 0.0078125

priestorovy krok = 0.0441942

Priblizna cena put opcie = 4.07256

Nie je ťažké zmodifikovať predchádzajúci algoritmus na výpočet hodnôt amerických opcií pomocou binomického stromu. Musíme do postupu zakomponovať podmienku (27) hovo-riacu na základe arbitrage argumentu, že hodnota americkej opcie nemôže klesnúť pod payoff diagram.

BinomialAmericanPut[S_,E_,sigma_,r_,tau_,m_]:=

Module[{k,h,a,c},

k=N[tau/m];

h=sigma*Sqrt[k];

Print["hlbka stromu = ",m];

Print["casovy krok = ",k];

Print["priestorovy krok = ",h];

TransfPutPayoff[x_]:=N[If[x<=Log[E],E-Exp[x],0.]];

(*pociatocna podmienka*)

Do[u[i,0]=TransfPutPayoff[Log[S]+i*h],{i,-m,m}];

(*vypocet koeficientov*)

a=N[1/2 + sigma*Sqrt[k]/4 - r*Sqrt[k]/(2*sigma)];

c=N[1/2 - sigma*Sqrt[k]/4 + r*Sqrt[k]/(2*sigma)];

 (*algoritmus explicitnej schemy*)

Do[Do[u[i,j+1]=Max[TransfPutPayoff[Log[S]+i*h],

               (a*u[i-1,j]+c*u[i+1,j])/(1.+r*k)],

{i,-m+j+1,m-j-1,2}],{j,0,m-1}];

(*vypis vysledku*)

Print["Priblizna cena americkej put opcie = ",u[0,m]]]

Teraz už nemáme s čím numerické riešenie porovnať, pretože presné riešenie problému oce-ňovania amerických put opcií nepoznáme. Konvergencia približných hodnôt indikuje správnosť výsledkov.

Do[BinomialAmericanPut[9.,10.,0.5,0.12,1.,2^ii];

Print[" "],{ii,4,8}]

hlbka stromu = 16

casovy krok = 0.0625

priestorovy krok = 0.125

Priblizna cena americkej put opcie = 1.92614

hlbka stromu = 32

casovy krok = 0.03125

priestorovy krok = 0.0883883

Priblizna cena americkej put opcie = 1.91475

hlbka stromu = 64

casovy krok = 0.015625

priestorovy krok = 0.0625

Priblizna cena americkej put opcie = 1.90778

 hlbka stromu = 128

casovy krok = 0.0078125

priestorovy krok = 0.0441942

Priblizna cena americkej put opcie = 1.90886

hlbka stromu = 256

casovy krok = 0.00390625

priestorovy krok = 0.03125

Priblizna cena americkej put opcie = 1.90858

Poznamenajme, že nie je ťažké zovšeobecniť predchádzajúci postup na ocenenie finančných derivátov súvisiacich s akciami vyplácajúcimi dividendy v spojitej či diskrétnej forme, ako aj na rôzne iné "exotické" opcie.

Teraz prejdeme k implementácii implicitnej schémy pre Blackovu-Scholesovu rovnicu. Je podstatne presnejšia, stabilná pri akejkoľvek voľbe diskrétneho časového a priestorového kroku, a preto v praxi používaná. Je užitočná predovšetkým keď chceme nájsť riešenie úlohy pre celý rozsah cien akcií v každom diskrétnom výpočtovom časovom okamihu. Existujú veľmi rýchle riešiče trojdiagonálnych sústav rovníc, takže algoritmus (42) sa dá veľmi efektívne zrealizovať. Numericky riešime transformovanú rovnicu (43) s počiatočnou podmienkou (44). To musíme mať na pamäti pri zobrazení riešenia. Úlohu počítame na intervale [1,Slarge], kde Slarge je veľké číslo. Uvažujeme pritom okrajové podmienky v tvare

Vec(1,t) = 0, 
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ktoré postačujúcim spôsobom nahrádzajú (19) - (20). Rovnicu (43) potom riešime na intervale (xleft, xright) = (0, ln Slarge). V druhej okrajovej podmienke nahradíme deriváciu centrál-nou diferenciou (nesmieme pri tom zabudnúť na transformáciu priestorovej súradnice), dosta-neme tak postupnosť trojdiagonálnych systémov pre n neznámych hodnôt na každom časovom reze. Po ich vyriešení urobíme grafické porovnania s Blackovou-Scholesovou formulou (plné čiary na nasledujúcich obrázkoch). Riešenie získané implicitnou schémou (diskrétne body) je veľmi presné na celom uvažovanom intervale a na každom z časových rezov.

<<linearal\tridiago.m

NumericalImplicitEuropeanCall[E_,sigma_,r_,tau_,m_,n_,Slarge_]:=

Module[{h,k,a,b,c,xleft,xright,ps,ddiag,diag,hdiag,riesenie,xs,ys},

k=N[tau/m];xleft=0;xright=Log[Slarge];

h=N[(xright-xleft)/n];

TransfCallPayoff[x_]:=N[If[x<=Log[E],0.,Exp[x]-E]];

Do[u[i,0]=TransfCallPayoff[i*h],{i,0,n}];

a=N[-k*sigma^2/(2*h^2)-k*sigma^2/(4*h)+k*r/(2*h)];

b=N[1+k*sigma^2/h^2+r*k];

c=N[-k*sigma^2/(2*h^2)+k*sigma^2/(4*h)-k*r/(2*h)];

Do[

ps=Join[Table[u[i,j-1],{i,1,n-1}],{u[n,j-1]-2*(Exp[n*h]-Exp[(n-1)*h])*c}];

hdiag=Table[c,{n-1}];

diag=Table[b,{n}];

ddiag=Join[Table[a,{n-2}],{a+c}];

riesenie=TridiagonalSolve[N[ddiag],N[diag],N[hdiag],N[ps]];

u[0,j]=0;Do[u[i,j]=riesenie[[i]],{i,1,n}];

xs=Table[Exp[i*h],{i,0,n}];

ys=Join[{u[0,j]},Table[u[i,j],{i,1,n}]];

graf[j]=Table[{xs[[i]],ys[[i]]},{i,1,n+1}],

{j,1,m}]

]

Porovnáme presné a numerické riešenie v dvoch časových rezoch:

NumericalImplicitEuropeanCall[60.,0.29,0.04,0.3,3,100,100]

g1=Plot[BlackScholes[S,60,0.29,0.04,0.3],{S,1,100},PlotRange->All,        

      DisplayFunction->Identity];

g2=ListPlot[graf[3],PlotRange->All, PlotStyle->{PointSize[0.01],RGBColor[1,0,1]},

      DisplayFunction->Identity];

Show[g1,g2,DisplayFunction->$DisplayFunction]
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g1=Plot[BlackScholes[S,60,0.29,0.04,0.1],{S,1,100},PlotRange->All, 

      DisplayFunction->Identity];

g2=ListPlot[graf[1],PlotRange->All,PlotStyle->{PointSize[0.01],RGBColor[1,0,1]},

      DisplayFunction->Identity];

Show[g1,g2,DisplayFunction->$DisplayFunction]
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Iný príklad s dlhším časom do expirácie (zobrazíme porovnanie presného a približného riešenia vo viacerých časových rezoch pomocou cyklu):

NumericalImplicitEuropeanCall[65,0.3,0.1,1.0,10,100,100]

Do[ g1=Plot[BlackScholes[S,65,0.3,0.1,j*0.1],{S,1,100},PlotRange->All, 

      DisplayFunction->Identity];

      g2=ListPlot[graf[j],PlotRange->All,PlotStyle->{PointSize[0.01],RGBColor[1,0,1]},

      DisplayFunction->Identity];

      Show[g1,g2,DisplayFunction->$DisplayFunction], {j,1,10,3}]
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Diskusiu o numerických metódach zakončíme poznámkou, že riešenie úloh súvisiacich s oce-ňovaním amerických opcií s využitím implicitných schém je veľmi zaujímavou a atraktívnou témou. Podobne ako v binomickom strome, musí sa do riešenia zahrnúť splnenie podmienok (27) respektíve (28). To vedie k riešeniu variačných nerovníc. Optimálna expiračná cena je  potom tiež implicitne získaná na každom časovom reze. Tieto otázky sú však už mimo rozsahu tohoto článku.

Sdet(t)= S0 e( t











S0





funkcia ui(t) vyjadruje časový priebeh riešenia v bode xi
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