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Definicia vlastnych Cisiel a vektorov

e Nech A je matica radu n x n. Potom ) je vlastné Cislo
matice A, ak existuje nenulovy vektor x taky, Ze plati:

Ax=Xx < (A-X)x=0.

Mnozina vlastnych Cisiel sa nazyva spektrum matice A.
Vektor x # 0 sa nazyva (pravy) vlastny vektor matice A
prisluchajuci k vlastnému Cislu .

Vektor y # 0, ktory vyhovuje rovnici

yTA — )\yT
sa nazyva lavy vlastny vektor matice A prislichajuci k
vlastnému Cislu .
e Homogénny systém rovnic (A — A/)x = 0 ma nenulové
rieSenie prave vtedy, ak

det(A — \l) = 0.
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Zakladné fakty - 1

e Polynébm premennej A\ definovany ako
Py = det(A— )

ma stupen n a nazyva sa charakteristicky polyném matice
A. Takze vlastné Cisla matice A su korene jej
charakteristického polynomu.

e Regularna matica A ma nenulové vlastné Cisla.
Ak (A, x) je vlastny par regularnej matice A, potom (1/X, x)
je kore$pondujuci vlastny par matice A=, (A — o, x) je
vlastny par matice A— o/ a (X, x) je vlastny par matice A.
e Vlastné Cisla trojuholnikovej matice su jej diagonalne prvky.
o Nech T je regularna matica. Potom matice Aa TAT ' maju
rovnaké vlastné &isla (matica TAT ' je podobna matici A).
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Zakladné fakty - 2

¢ Vlastné vektory prisluchajuce navzéjom ré6znym vlastnym
Cislam su linearne nezavislé.

e Matica A je podobna diagonalnej matici D prave vtedy, ked
ma uplnt mnozinu n linedrne nezavislych vektorov.

» Nech A je hermitovska matica, t.j. A= A", v redlnom
pripade A = AT (symetricka). Potom plati:

@ Existuje unitarna matica U tak, ze U"AU = D, kde D je
diagonalna matica. Prvky D su vlastné &isla a stipce U su
vlastné vektory matice A.

@® Vlastné ¢isla matice A su realne. Ak je navySe matica A
pozitivne definitna, potom vlastné ¢isla su kladné.

® Vlastné vektory matice A st ortonormalne.
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Lokalizacia - Gerdgorinove disky

¢ V niektorych aplikaciach (napr. stabilita dynamickych
systémov, konvergencia iteracnych metéd a pod.) nie su
dolezité hodnoty vlastnych Cisiel, ale ich lokalizacia v
komplexnej rovine (Re(\) < 0, |A| < 1).
e Gersgorin (1931): Nech A je matica radu n. PoloZme
n
= > lal, i=12,....n
j=1i#i

Potom kazdé vlastné &islo \ spifia aspor jednu z
nasledujucich nerovnosti:

AN—ai| <n, i=1,2,...,n,

t.j. spektrum matice A lezi v zjednoteni n Ger8gorinovych
diskov{zeC:|A—aj| <nr}, i=1,2,...,n
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Disjunktné Gersgorinove disky

e Nech r Ger8gorinovych diskov je disjunktnych vzhfadom
na zostavajucich n — r diskov (r < n). Potom zjednotenie
tychto r diskov obsahuje presne r vlastnych &isiel matice

A.
1 01 02
A=102 4 03].
04 05 8

e Priklad:
Gersgorinove disky: D1 = {z:|z—1| < 0.3}, D, = {z:
|z—4| <05}, D3={z:|z—8| <0.9}.
V8etky 3 disky su navzajom disjunkiné, takze kazdy z nich

obsahuje prave jedno vlastné Cislo
(A = 0.9834, \, = 3.9671, \3 = 8.0495).
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Mocninova metdda (MM)

e Je vela aplik&cii, kde potrebujeme poznat iba niekofko
vybranych vlastnych Cisiel a vektorov. Mocninova metéda
je uréena na vypodet dominantného VC a VV.

o Nech Ama VC: [\¢| > |Aa| > |Ag|--- > |\n| @ nech v4 je VV
prislichajuci k A\1. Nech je A diagonalizovatelna.

1. Zvol xg # 0, tol, m = 0.

2.do {

3. m=m-+1;

4. j\(m = AXm,1 ;

5 Najdi am tak, ze: |am| = maxq<j<p{|Xh|};

(definujme: am = max(Xmn);)
6. Xm = (am)™" - Xm;
7. Xm = Xm/||Xm||; //normovanie
8. 'm = AXm — amXm;
9. } while (||| >= tol);
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MM - konvergencia - 1/3

Konvergencia: am — A1 @ Xx;m — ¢vy, kde ¢ je kon$tanta.
Dokaz:
A je diagonalizovatelnd = xo = Y., Biv;, ||vi|| = 1, vektory v;

sU VV matice A a tvoria bazu R". Potom x,, = %, kde:

n n
ATxg = A" (Z ﬁi%‘) => B
i= i=

= AT[51V1+52<;?> V2+-~+ﬁn<;\\:> Vn]>

: DV L AN\
max(A"x) = AT [ﬂ1 V" + Ba (;) Vet B (;) vl]m] :
1 1

vim = komponenta j, vektora v;.

G. Oksa: Vlastné Cisla a vektory 9/33



MM - konvergencia - 2/3

o (M\/A)™— 0, |VL| <1 = existuje my tak, ze Ym > mg:

Ao\ A
maX(AmXO) = )\qn |:/81 V.Ie =+ /82 <)\?> V2€ 4o 4 ﬁn <)\:’>

kde |vi| = maxs<x<n{|Vf]}.
e Potom Vm > my:

A [ﬂ1V1 + B2 (f) Vo + -+ B (’A\:’)mvn]

Xm = _ .
AT [ﬁwhrﬂz <72) v£+---+ﬁn(§—1”> v,‘;]

takze X — (Vi)' vy = wy.
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MM - konvergencia - 3/3

e Vieme: Xy = AXm_1/am — wy, takze aj x,,_1 — wy, ateda
AXp_1 — Awy = \qywy. Nech ay — «o. Potom:

AXp_ A — Q)W
Xm— Wy = m1_W1_>w:0’
m (6]
takze o = A1, ateda a;, — M. O

e Rychlost konvergencie: je dana podielom |\x|/|\1], ktory
moze byt blizky k 1 = pomala konvergencia.

e Pouzitie posuvu o: MM sa aplikuje na A — o/, ktora ma
dominantné VC \; — o a rovnaké VV ako A. Potom
rychlost konvergencie je dané podielom |\ — o|/|A\1 — o],
¢o mdze byt podstatne menSie ako |\o|/|\], takze sa
docieli podstatne rychlejSia konvergencia. Pre volbu
vhodného posuvu o je dblezitd informacia
o lokalizacii Ay a \» = pouzitie GerSgorinovych diskov.
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MM aplikovana na A~

AK [Aq] > [A2| > [Aa| > - > [An_1] > [An| > O, potom A~
ma VC 1/); a plati:

1
An

1
An—1

>

> .0 >

>

> 0,

An—2 x
tj. 1/\, je dominantné VC matice A~". Vlastné vektory
matice A~! s rovnaké ako VV matice A.

Takze MM aplikovana na A~ vypocita viastny par

(1/An, X), Cize ziskame odhad najmensieho VC A\, matice
A spolu s VV.

Kroky €. 4 a 8: vektory X, = A~ xy_1 resp. ym = A~ 'xp
ziskame rieSenim rovnic AXm = Xm_1 resp. Aym = Xm
(priama alebo iteracna metoda).
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Metdda inverznych iteracii (MIl)

« Ak je k dispozicii kvalitna aproximacia o dominantného VC
A1, potom MII efektivne pocita prislichajuci VV (velfmi
rychla konvergencia).

Kvalitna aproximacia: |\ — o| < |A\j — o, Vi # 1. Presnost
pocitaca: konstanta e; pri dvojitej presnosti je
e~1.11 x 1078,

1. 2Zvol xp #0, 0, m=0.

2. do {

3. m=m+1,

4 Najdi X, vyrieSenim sustavy: (A — o)Xm = Xm_1;
5 am = max(Xm);

6. Xm = (Oém)_1 - Xm;

7. Xm = Xm/||Xm||; //normovanie
8.

9.

]

I'm = AXm — 0Xm;
} while (||7m|[oc >= [|Allo €);
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MII - poznamky - 1/2

MII je vlastne mocninova metdda aplikovana na maticu

(A— o)1, pricom je k dispozicii kvalitna aproximacia o
VC Ay, ktora sa podas iteracii nement.

RieSenie LS (A — o/)Xm = Xm_1: Gaussova eliminacia s
parcialnou pivotaciou, t.j. na zaciatku: P(A—ol) = LU,

kde P je permutaénd matica (P~ = PT), L je dolnd a U
horna troj., a potom 3 kroky:
Zm—1 = PXm—1, Lym = Zm_1, USm = ¥m.

Konvergencia: postupnost {xn,} konverguje k nasobku VV
prisluchajucemu k VC \1, pretoZze:

A —o\”
Xm = ﬂ1V1+ﬂ2<)\2_0> [z

+ﬁn <i:,:3> Vn:| .
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MII - poznamky - 2/2

o Volba x; (Wilkinson 1965): Nech e = (1,1,...,1)" a
P(A—ol) = LU. Potom zvol:

Xo = PT Le.

e Ina moznost: Vypocitat M iteracii pomocou MM, a potom
vziat aproximacie xp = Xy a o = ayy ako vstupy do MII.
Toto je kombinacia MM a MII, kde MII slUzi na spresnenie
odhadu VV. Obvykle totiz MM dava omnoho presnejsi
odhad VC nez korespondujliceho VV.

e Potencial Mll: Ak mame k dispozicii kvalitny odhad o
fubovolného VC \; (tj. |\ — o| < | Ak — o], Yk # j), potom
MII spravidla vefmi rychlo konverguje k VV
prisluchajucemu k ;.
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Rayleighov kvocient
Nech A je symetrickd matica, A= AT. Nech vektor x je kvalitna
aproximacia VV matice A. Potom tzv. Rayleighov kvocient
xTAx
=———=min|[(A—ul
=" 1, =min (A x|

je dobra aproximacia VC prislugného k VV x.
Dokaz: A je symetrickd = ma ON systém vlastnych vektorov
{v;}. Potom x = Y"1, c;v; a nech x dobre aproximuje vy, t.j.
c1 > ¢, Vj # 1. Potom Ax = Y"1, Aiciv; a
xTAX  MCE+ XG5+ -+ AnCh
x'™x B+ +--+0h

o () (&) () (&)
2 2
(8 v (e)
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Metdda Rayleighovych iteracii (MRI)

Je to kombinacia Rayleighovho kvocientu a metddy inverznych
iteracii.

1. Zvol xg # 0, ||Xo|| = 1, tol, m = —1, maxiter.
2.do {
3. m=m-+1;

4.  opm = x] Axm; //Rayleighov kvocient
5. I'm = AXm — omXm;

6 if (||rm|| < tol) exit;

7. N&di Xmet: (A= omDRmit = Xm;

8 amit = Max(Xmy1);

9. Xm+1 = (Oém-|—1)71 - Xma;

10. Xm+1 = Xm+1/||Xm+1]|; //normovanie
11. } while (m < maxiter);
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MRI - poznamky

e V kazdom iteratnom kroku sa riesi LS s r6znou maticou
sustavy (o, sa menil). Preto je tato metéda je naroc¢na,
pokial sa predtym symetricka matica A nezredukuje na
sym. trojdiagonélnu: T = QTAQ, kde Q je OG
(Householderove reflexie). Potom T ma rovnaké VC ako A;
ak y je VV matice T, potom x = Qy je VV matice A.

LU faktorizacia matice T v 7. kroku MRl je rychla, oba
faktory su bidiagonalne (pozri D-Lanczosov algoritmus pre
LS) a pre 7. krok MRI treba iba 4n — 4 aritmetickych
operacii.

o Konvergencia MRI je kubicka - t.j. poCet presnych ¢islic v
rieSeni sa strojnasobi v kazdej itercii.

e Vyber xp: odporuca sa absolvovat niekolko iteracii MM a
vystup pouzit ako vstup do MRI.
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Princip deflacie - 1/3

o Deflacia je metoda na vypocet subdominantného
vlastného cisla (VC) a vlastného vektora (VV):

[A1] > [A2] > |Ag| > -+ > |\n|. Pritom sa predpokladd, ze k

dispozicii je kvalitny odhad dominantného péaru (Ay, x1).

e Householderova matica H (elementarna reflexia): Nech
e1 =(1,0,---,0)T anech x = (xy, X, -, Xn)| # aey.
Potom existuje vektor v,

U= x+ sgn(x) |||z e

tak, ze
;
uu
H=1- 2m7 Hx = —sgn(x1) [|x[[2 1.
H je symetricka, ortogonélna, H> = |, H=' = H.
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Princip deflacie - 2/3

e Nech (A1, v1) je dominantny vlastny par matice A a nech H
je taka HM, ze Hvy = aey. Potom

g1 N N )\1 CT
A =H AH-HAH-(0 A

kde A, je radu n — 1 a ma tie isté vlastné Cisla ako A

okrem Aq.

Dokaz: Avy = \ivqy = HAvy = \{Hvy = HAHHv; = \{Hv,

(lebo H? = |), takze:

HAH(aer) = A\ (aey) = HAHey = \eq, Cize prvy stipec

matice HAH je (\1,0,---,0)7.

Druhé tvrdenie: det(HAH — Al) = (A1 — A)det(Ax — Al). O
e Akteda |A| > [A\2| > |Ag] > -+ > |An|, potom po deflacnom

kroku Ay = HAH je A, dominantné VC matice A,.
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Princip deflacie - 3/3

Na vypodet niekotkych najvagsich resp. najmensich vlastnych
parov matice A sa pouziva nasledujuca kombinacia MM, MIl a
deflacie:
© Pouzi mocninova metédu aplikovanu na A (resp.
mocninovl metddu aplikovant na A—') na vypocet dobrej
aproximacie v absolltnej hodnote najvacsieho (resp.
najmensieho) VC a prislusného VV.
® Aplikuj metédu inverznych iteracii s aproximovanym VC
(zostava nemenné) a s aproximovanym VV z kroku 1 ako
pociatocnym vektorom. Takto sa ziska spravidla vefmi
spresneny odhad VV.
® Aplikuj deflaciu na vypocet d'alSieho vlastného paru.
@ Opakuj kroky 1-3 pre pozadovany pocet vlastnych parov.
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Metdda QR iteracii (MQRI)

Je uréena na vypocet VC obecnej, hustej matice A. Patri v
sUcasnosti k najCastejSie pouzivanym metédam.

Je zaloZena na Specialnych unitarnych resp.
ortogonalnych podobnostnych transformaciach originalne;j
matice A, ktoré konverguju k hornej trojuholnikovej resp. k
hornej kvazi-trojuholnikovej matici (tzv. Schurova
triangularizacia).

Schurova triangularizacia: Ak A je matica radu n, potom
existuje unitarna matica U tak, 2e UMAU = T, kde T je
horna trojuholnikova. VC matice T st rovnaké ako VC
matice A a sU umiestnené na diagonale matice T.

Aj ked je Arealna, matice U a T su obecne komplexné! Je
to preto, Zze VC realnej matice méze byt komplexne. Ak
A € C je VC matice A, potom aj A je v spektre A.
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MQRI - realna Schurova forma (RSF)

e Nech A je realna matica. Potom existuje ortogonalna
matica Q tak, ze

Ri1 Ri2 -+ Rk
OTAQ = B = 0 AR -+ R
0 0 - Ry

kde kazdé R;; je bud skalar alebo blok radu 2 x 2. Skalarne
diagonalne prvky odpovedaji realnym VC a bloky 2 x 2 na
diagonale odpovedaji parom komplexne zdruzenych VC.

o Dolezité: pri podobnostnej transformécii Q" AQ sa
nevyzaduje komplexna aritmetika. PoCet blokov radu 2 x 2
na diagonale definuje potet komplexne zdruzenych parov
VC matice A. Komplexna aritmetika nastupuje az pri
vypocte korenov charakteristickych polynémov tychto
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MQRI - RSF - bloky 2 x 2

o Diagonalne bloky maju Specialne charakteristické
polynémy p(\):

p(\) = det<r11>\ Iz

N2 — (i1 + Pp)X + 11 Iop — T2 Py
Na druhej strane:

p(A) = (A = A)(A - 5\l) =22 - (N + 5\,’))\ + )\,‘5\,‘,
takze:

1+ rez

1 rog — M2 o
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MQRI - zakladna forma

MQRI je definovana postupnostou dvoch zakladnych
krokov: QR rozklad a sucin faktorov v opacnom poradi.
© Poloz Ay = A a vypocitaj QR rozklad: Ay = QyRy.
® Zamen poradie faktorov a vypocitaj: Ay = RyQy.

® Vypocitaj QR rozklad: A; = Q;R; a nasledne: A, = Ry Q.

0 Krok k: Ak = R,HO;H = QkF?k.
Takto vznikne postupnost matic { A}, ktoré su
ortogonalne podobné matici A:
Ak =Rk 1Qu1 = Qf Ak 1Quy =
(Q)_1Q] o) Ak2(Qk2Qu1) = =
(QoQ1 -+ Q1) T Ag(Qo Qs - -+ Qu_1).
TakZe kazda A, ma rovnaké VC ako A.
Ak by postupnost {Ax} konvergovala k trojuholnikovej
matici resp. k RSF, potom by sme dospeli ku véetkym VC
matice A.
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MQRI - konvergencia - 1/3

e Wilkinson, 1965: Nech je matica A diagonalizovatelna:
X7TAX = A = diag(\1, ..., \n), kde [Aq| > [Aa]| > -+ > |Ap]
a nech existuje LU dekompozicia matice X~ . Potom
postupnost {Ax} konverguje k hornej trojuholnikove;j
matici.

e Z3akladna verzia MQRI je prilis nakladnd, pretoze v kazdom
kroku sa musi pocitat QR rozklad plnej matice Ak, ¢o je
radovo n® operacii.

G. Oks$a: Vlastné cisla a vektory 26/33



MQRI - konvergencia - 2/3

e Trik: Ag sa zredukuje ortogonalnou podobnostnou
transformaciou na horni Hessenbergovu (pomocou
Householderovych matic).

Potom sa vypocita jej QR rozklad (rddovo n® operécii)
pomocou Givensovych rotacii: QJ Ay = Ro, kde:

Ql =G(n—1,n,0,_1)---G(2,3,02) G(1,2,64).

e Matica Qq je horna Hessenbergova (lebo G(i,i + 1,6;) ma
nenulové mimodiag. prvky iba na poziciach (i + 1,/) a
(i,i+ 1)) a matica Ry je horna trojuholnikova =
A1 = RyQp je horna Hessenbergova.

e Matematickou indukciou dokédzeme, ze vSetky matice Ax

su horné Hessenbergove - tzv. Hessenbergova forma QR
iteracii.
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MQRI - konvergencia - 3/3

e Nech A je redukovand na hornu Hessenbergovu maticu:
H = PT AP, kde P je suéin Householderovych reflexii.
Potom QR iteracie produkuju postupnost Hy
Hessenbergovych matic. Nech [A\{| > [A2] > -+ > |Aql.

e Rychlost konvergencie: Prvok h,(lf)_1 matice Hy konverguje

k nule rychlostou danou geometrickou postupnostou

K
‘ A" o moze byt velmi pomalé, ak A\j &~ Aj_1.

Aid
« Trik = posuv: Nech J; je aproximacia VC ;. Potom MQRI
sa aplikuje na H — \;/, takze geometricka postupnost ma

< 1k
A=

tvar ’#
A=A

Priklad: ); = 0.99, \;_¢ = 1.1, 5 = 1.0. Potom
IAill/IAiz1] = 0.9, ale [\ — il /IAior — Xj| = 0.1
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MQRI - jednoduchy posuv

« V praxi nie je odhad ); na zagiatku iteracii k dispozicii =
berie sa hﬁ,?]) (prvok (n, n) matice H = Hp). Tento posun sa
obnovuje v kazdom "dvojkroku" MQRI.

1. Transformuj OG podobnostnou transformaciou A na
hornt Hessenbergovu maticu: H = PT AP.

2. Hy = H; m=0;

3.do {

4. He— 1= QR

5. Hiet = ReQi+ %,

6. }While (hpn—1 #0);

e Kedy je h")  ~ 0? Beresford Parlett (USA) navrhuije:

n,n—1
4 < tol- (1A + 110y ).
kde tol < 1.
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MQRI - dvojity posuv

« Jednoduchy posuv funguje dobre, ak ma matica Aiba
realne VC. Ak ma v8ak realna matica A aj komplexné VC
(vo forme komplexne zdruzenych parov), potom:

© Od urgitého stadia MQRI bude jasné, e napr. h\)_,
nekonverguje k nule, ale spodny blok o rozmere 2 x 2
koreSponduje komplexne zdruZzenému paru.

® V takom pripade realny prvok h,(ff) nemdze byt kvalitnou
aproximaciou komplexného VC.

@® Potom je prirodzené pouzit obe VC spodného 2 x 2 bloku
ako posuv = MQRI s dvojitym posuvom.

 Nech ki a k, = ki st komplexne zdruzené VC spodného
2 x 2 bloku. Potom jeden iteracny krok MQRI s dvojitym
posuvom ma tvar:
Hs — kil = QsRs;  Hsy1 = RsQs + k1
Hsi1 — kol = Qs 1Rsy1;  Hsi2 = Rsy1Qsi1 + Kol
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Dvojity posuv s redlnou aritmetikou 1/3

e PretoZe kq a ko sU komplexné Cisla, implementéacia
dvojitého posuvu by vyZzadovala komplexnu aritmetiku aj
pre realnu vychodziu maticu (a nasledné matice Hy by uz
boli komplexné!). Da sa to obist, t.j. pracovat stale s
realnou aritmetikou.

o PretoZe ky = ko, je matica N = (Hs — kal)(Hs — kil) =
= Hg — (k1 + kg)Hs + kikol redlna.

e (QsQs11)(Rsi1Rs) je QR faktorizacia matice N:

N = (Hs — kal)(Hs — k11) = (Hs — k2/)QsRs

= Qsogl(Hs - k2/) QsRs = Qs (QQ’Hst - kzl) Rs

= Qs [(Rs + k1 QL) Qs — ko] Rs

= Qs [Hs+1 — kil + kil — K2l] Rs = (QsQs-1)(Rs+1 As).
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Dvojity posuv s reélnou aritmetikou 2/3

e PretoZe N je redlna, (QsQs..1) je tiez redlna a ortogonalna.
e DalSi krok: Hs 2 je OG podobna k Hs prave cez (QsQs.1):

Hsiz = Rsi1Qspt+ kel = Q1 (Hs1 — kal)Qsy1 + kol
= QL [RsQs + (ki — ko)l] Qi1 + kol
= QU4 [Q(Hs — kil) Qs + (ki — ko)/] Qsy1 + k!
= Qg’+1 QgHSQstH = (Qsos+1)THs(Qsas+1).
Matice (QsQs.1) a Hs su redlne = Hg o je redlna a
"preskoCili" sme Hg 1!
o Nakoniec: Pri formovani N = H2 — (ky + ko)Hs + kikal

netreba pocitat komplexné korene ky, k», lebo
potrebujeme iba realne Cisla:

t = ki + ko = trace(2 x 2 bloku) = hgsj1,n—1 + hﬁf%,
d = kikp = det(2 x 2 bloku) = A, hi%) — A hL

nn—1"n—-1.n"
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Dvojity posuv s reélnou aritmetikou 3/3

e Konec¢na podoba jedného iteracného kroku MQRI s
dvojitym posuvom v realnej aritmetike:

hgs—)unq + h/("lsl)v d= hﬁs—)17n—1 h,(f% - hffr)7—1 hﬁf—)mr

= H2 — tHs + dI;  // N nie je horna Hessenbergoval!
3. N=QR;

4. Hs,» = Q"HsQ.

¢ Toto sa nazyva explicitna QR iter4cia s dvojitym posuvom v
realnej aritmetike, pretoze sa explicitne pocita matica N a
jej QR rozklad = jeden iteragny krok vyZaduje radove n®
aritmetickych operacii.

e Existuje aj implicitna QR iteracia s dvojitym posuvom v
realnej aritmetike, kde sa pouziva iba prvy stipec matice N
= jeden iteratny krok vyzaduje radove n? aritmetickych
operacii.

1.t
2.
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