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VSeobecna projekéna metdda

« Uloha: najst rieSenie sustavy linearnych rovnic:
Ax=b, AcC™" x, beC™

e V/Seobecna projekéna metdda hfada aproximaciu x z
afinného podpriestoru xg + K s dimenziou m (xg je
fubovolny pociato¢ny odhad), pricom ma byt spinena
Petrovova-Galerkinova podmienka

b— A% L L,

kde L je dalSi tzv. testovaci podpriestor s dimenziou m.
e Nechx =xp+4, d € K,ar=b— Axg (poCiatocné
reziduum). Potom Petrovova-Galerkinova podmienka ma
tvar:
(h—As,w)=0 VweL,
kde hew = o — Ad je nové reziduum. Toto je zakladny
projekény krok.
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VSeobecna projekéna metdda

Maticova reprezentacia: Nech V = [v4,..., vy je bdza K a
W=1[w,...,wy] jebaza L. Potomx =xp+ Vy ayje
rieSenie rovnice WTAVy = WTr,.
Nech A je SPD a £ = K. Potom vektor X je vysledkom
ortogonalnej projekcie na K s pociatoénym vektorom xg
prave vtedy, ak

E(X)= min E(x), E(X)=(A(X —x), % —x)"/2,

XEXg+K

kde x, je rieSenie sustavy Ax = b.
Nech A je regularna a £ = AK. Potom vektor X je
vysledkom Sikmej projekcie na K ortogonalne vzhfadom
na L s pociato¢nym vektorom xg prave vtedy, ak

R(x) = i R(x), R(x)=||b— Ax|.
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g

Orthogonal projector P and oblique projector Q on subspace K

Figure: Ortogonalny (P) a Sikmy (Q) projektor na podpriestor K s
vyuzitim podpriestoru L.



Krylovov podpriestor

¢ Krylovov podpriestor:
Km = Km(A, rp) = span{ry, Arg, Ary, ..., A" 1y}, kde
n = b— AXO.

o Vyber Li: Lm = Km(A, 1), Lm = ACm(A, 1y), alebo
Lm= ’Cm(ATa rO)-

e Jeden iteraény krok znamena narast dimenzie K, 0
jednotku.

e Pre vSeobecné v je prislusny Krylovov podpriestor:
Km(A, v) = span{v, Av, A%v,..., A" v}

e Km je podpriestor vektorov x, ktoré sa daju vyjadrit v tvare
x = g(A)v, kde q je polyndm, deg(q) < m— 1.
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Arnoldiho metéda
Arnoldiho met6da je algoritmus na zostavenie ortonormalnej

béazy Krylovovho podpriestoru IC,,; matica A je vSeobecna a
reguléarna.

1. Vyber vektor v; s jednotkovou normou.
2.for(j=1,j<=m—-1; j++){

3. w; = Av;;

//modifikovana Gramm-Schmidtova ortogonalizacia

4 for(i=1;i<=j,i++){

5 h,j = M/jTV,';

6. w; = w; — hyv;;

7

8. hj1j=lwll; if (hj+1; == 0) return;
9. Vip1 =wW/hj

10. }

Iné varianty ortogonalizacie: klasicky GS, iterovany CGS,
IMGS, Householder G. Oksa: Krylovove podpriestory pre LS
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Arnoldiho metdéda

 Maticova forma Arnoldiho algoritmu:
Ak Vi = [vy, Vo, ..., Vm] @ Hp = (hy) je (m+ 1) x mhorna
Hessenbergova matica a Hy, sa ziska z Hpm vynechanim jej
posledného riadku, potom:
AVm = Vimy1Hm = ViHm + Bt mVimg 9;7; VrZAVm =
Hm.

e “Lucky breakdown”: Ak v j-tom kroku Arnoldiho algoritmu
hi+1,; = 0, potom projekcna metdda na podpriestor ; je
presna - t.j. naslo sa presné rieSenie rovnice Ax = b.
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Generalized Minimum Residual
Method (GMRES)

e GMRES je projekéna metéda s K = Knn(ro, A) a
L = AKm(ry, A), ktora minimalizuje normu rezidua nad
vSetkymi vektormi z afinného podpriestoru xg + Kp - t.j.
minimalizuje funkciondl
R(y) = |[b— Ax|| = [lb — A(x0 + Vimy)ll.

e Ak 5 = ||rp]|, potom:

b—Ax = rg—AVmy = Bvi — Vimiq I:Imy = Vn1(Be —Fle)a

takze R(y) = |61 — Hmy||-
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Algoritmus pre GMRES

1. Zvol m, xo a vypocitaj: o = b — Axg, B = ||nll, vi = ro/p-
2. Definuj (m+ 1) x m maticu Hp = (hy); poloz Hp, = 0.

3. Vypocitaj Vi, a Hm pomocou Arnoldiho metddy.

4. Vypocitaj ym minimalizaciou ||fe — Flmy||.

5. Vypocitaj aproximaciu rieSenia: xn = xo + Vinym.

Minimalizcia ||3es — Hmy|| (krok &. 4):
Rm

|. Vypotitaj QR dekompoziciu: Hm = Qm..1 < 0

>, kde R je
radu m, Q.1 je ortogonalna rddu m+ 1.

Litai- 3 _ AT _( 9
IIl. VypoCitaj: gm = Q,,,(3e1) = <7mi1>'
Il Vypo&itaj: ym = Rap'gm, | fmll = [1b = Axmll = [Yms1].
Konvergenciu mozno testovat’ podfa normy rezidua, t.j. podla
[Ymy1]-
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Symetrickd Lanczosova metdda

Arnoldiho proceddra: Hy, = VL AV, Hpy je horna
Hessenbergova matica. Ak A je symetricka, potom Hy, je tiez
symetricka, a teda je trojdiagonalna.

. Zvol m, xp a vypocitaj: rp = b— Axo; B1 = ||nll; vi = n/p;

1
2.for(j=1,j<=m; j++){

3 Wj:AVj;

4. W= 1) w=w— Gy
5. aj:WjTVj;

6. w=w -y

7
8

By = Iwl;
- (B = 0) Vipr = W)/ Bjp1;
9. if (8j+1 == 0)j=m; } //[*lucky breakdown”

10. Poloz: T, = trldlag(ﬂ,, aj, Biv1)a Vm=[vi,..., Vn].
11. Vypotitaj: ym = Ty (B1€1) @ Xim = Xo + VinYm-
12. Reziduum: ||rm|| = Bmy1l€hym| (ako GMRES).
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Direct Lanczos - priama forma - 1

e Priama forma: postupne sa pocita LU dekompozicia
symetrickej, trojdiagonalnej matice Tp,: Ty = LyUp,
kde L, je dolna bidiagonélna s jednotkami na diagonale a
Unm je horna bidiagonalna matica. Pre m = 4:

ay fo 1 m B
fo a2 3 _ [ e T y n2 3
B3 a3z [ Az 1 3 Ba
Ba a4 Ao 1 14

e Z3akladné vztahy:
Prvok sucinu (k,k — 1), k > 2: Bk = A\cnk—1-
Prvok sucinu (k, k), k > 1: ak = Mk + Mk
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D-Lanczos - priama forma - 2

Priblizné riesenie:

Xm = Xo+ VimYm = Xo+Vm Ty (B€1) = Xo+ VmUn' L' (Be1).

Polozme P, = VinUn' @ zm = L' (Beq); potom:
Xm = Xg + PmZm.

PmUm = Vi = posledny stipec: pm = nm' [V — BmPm_1]-

Om je z Lanczosovho algoritmu a n, je z m-tého kroku
Gaussovej eliminacie trojdiagonalnej matice:

Am = Bm/Mm=1; Mm = am — AmBm.

(aem je diagonalny prvok Ty, pred redukciou).

Zm_
Lmzm = Be1 = zm = ( Igm1> y Cm = —AmCm-1-

Takze: Xm = Xo + (Pm_1, Pm) <Z’£"1> =
m

X0 + Pm—1Zm—1 + CmPm = Xm—1 + CmPm-
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D-Lanczos - priama forma - 3

1. Zvol xp, tol.

2. rp=b— Axo; 41 = |Inol

; CGo= 061 vi=1/b;

3M=0;,p0=0;, vy=0;, m=0;

4. do {

5. m=m-+1;

6. W= AVm — BmVm—1; am = W' Vp;
7. if (m>1){

8. Am = ﬁm/nm—ﬁ

9. Cm = —AmCm—1; }

10. Im = C0&m — AmBm;

1. pm:nr_rz1(vm—ﬁmpm—1);

12. Xm = Xm—1 + CmPm;

13. W=W-—amnVmn,

14. Bmt = W, Vg1 = W/Bmya;

15. } while (||b — Axp|| >= tol);
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Metdda konjugovanych gradientov
(CG) - 1

e Matica A je symetricka, pozitivne definitna (SPD) a
K =L=Kmn(n,A).

e Pomocné vektory p;, produkované D-Lanzcosovym
algoritmom, su A-ortogonalne, t.j. konjugované:
(Api, pj) =0 Vi #J.

Dékaz:

PIAPy, = Uy, VIAV, UL = Uyn " TUn' = Uy "L,
€o je dolna trojuholnikova, symetricka matica = je
diagonalna.

e Pretoze ry = —Bmi1(€Ym)Vmy1, reziduélne vektory su
vzajomne ortogonalne: (r;, r;) = 0 Vi # J.
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CG-2

e Hfadajme: X1 = Xm + wmPm = 1 = I'm — wmAPm.
e Ortogonalita rezidui:
(Fms1,Im) = 0= wm = (rm, rm)/(APm, I'm)-
o NOVY SMer: P 1 = i1 + dmPrm,
takze: (Apm, rm) = (APm, Pm — ém—1Pm—-1) = (APm; Pm),
¢ize: wm = (rm, rm)/(APm, Pm)-
e Konjugovanost smerov:
0 = (APm; Pm+1) = (APm, I'm+1) + ém(APm, Pm) =
¢m = —(APm, Im-+1)/(APm, Pm)-
e Konecna forma pre ¢m:
Imy1 = I'm — wmAPm = APm = _W;71(rm+1 —I'm) =
Om = (Im+1, Im+1 — I'm)/[wm(APm, Pm)]
= (fm+1: rm+1)/(Fm, I'm).
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CG-3

1. Zvol xp, tol.

2. o—b Axo; Po = fo; B = [|nll; m=0;

3. do {

4 m=m-+1;

S. wm-1 = (rm=1, 'm-1)/(APm-1, Pm—1);

6. Xm = Xm—1 + Wm—1Pm—1;

7 Im = m-1 — wm_1APm—1; /* novy gradient x/

8 Sm—1 = (Fms rm)/(Fm=1, rm—-1);

9.  Pm="Im+bém_1Pm-1; /* novy smerovy vektor x/
10. } while (||rm||/3 >= tol);
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CG - konvergencia

e Nech xp, je priblizné rieSenie v m-tom kroku CG a nech x,
je presné rieSenie. Potom chyba priblizného rieSenia je
definovana ako:

em = Xy — Xm.

e Pre SPD maticu A definujme Cislo podmienenosti x(A) a
A-normu lubovofného vektora z:

_ Amax(A)
K(A) = N (A)’

|2]|a = (Az,2)"/2.
e Potom:

k(A) —1 "

X, — X <2
[ X« — Xmlla < A 11

X« — Xol|a

Pri k(A) > 1 je konvergencia velmi pomala.

G. Oksa: Krylovove podpriestory pre LS

18/25



Tri druhy predpodmienenia

Ugel: zvysit rychlost konvergencie iteraénej metédy tak, ze
sa rieSi nahradny LS, kde nova matica sustavy ma nizsiu
hodnotu ~ ako originalna matica.

Originalny linearny systém: Ax = b.

Lavé predpodmienenie: M regularna, M—1Ax = M~p.
Pravé predpodmienenie: M regularna,

AM~'u=b, x=M"u.

Predpodmienenie &tiepenim: Aa M st SPD, M = LLT
(Choleskyho rozklad). Potom nova sustava ma tvar:

L"AL Tu=L"p, x=L""Tu.

Tato transformacia LS zachovava symetriu matice sustavy.
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PCG - favé predpodmienenie (1)

e Nie sl nutné separatne faktory L=' a L~7, aby sa
zachovala symetria. SPD matica M definuje tzv.
M-skalarny sucin: (x, )y = (Mx,y) = (x, My).

o (M7'Ax,y)u = (AX,y) = (X, Ay) = (x, M(M~' A)y) =
(Mx, M~"Ay) = (x, M~ Ay)m,

t.j. matica M—'A je samoadjungovana vzhfadom na
M-skalarny sucin.

e Algoritmus CG sa prepise pre LS M~'Ax = M~'b s novym
M-skalarnym sa¢inom pomocou novej premennej
zi=M""r;= M~1(b— Ax;):

5. wm1 = (Zm-1,Zm—1)m/(M7 App_1, Pm—1)mi

6. Xm = Xm—1 + Wm—1Pm-1;

7. I'm="Im-1—wn_1APm_1; /* novy gradient x/
7A.  Zp=M"'r,; /x pomocna premennd x/

8. Om—1=(Zm Zm)m/(Zm-1, Zm—1)m;

9' pm - Zm + ¢m_1 pm_1 ! G. Oks$a: Krylovove podpriestory pre LS 20/25



PCG - favé predpodmienenie (2)

o Ale: (z,z)m = (1. Z) a (M~ Ap;. py)m = (Ap;. ).

e Potom s pociato¢nymi hodnotami:
n = b— AXo; 20 = M_1f0; Po = 2o;
ma vnutorny cyklus zlava predpodmieneného algoritmu
CG tvar:
5 wm-1=rm=1,Zm-1)/(APm=1, Pm-1);
6. Xm = Xm—1 +Wm—1Pm-1;
7. I'm="Im-1—wn_1APm_1; /+ novy gradient x/
7A.  Zp=M"'ry /+ pomocna premenna x/
8. ém—1 = (rm, Zm)/(Fm=1, Zm-1);
9. Pm = Zm + ®m—1Pm-1;

o Krok 7A:ak M = LLT, potom z,, ziskame v dvoch krokoch:
Mzp=rm< L(LTzpn) =t e Lup = rm, LTzn = upn.
To isté plati aj pre zy: Luy = ry, L7z = wp.
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Neuplna Choleskyho faktorizacia

o Aje SPD = Choleskyho faktorizacia: A= LDL", L je dolna
trojuhol. s jednotkami na diagonale a D je diagonalna.

e Problém: L je spravidla ovefa menej riedka ako A. Preto sa
pocita neuplna Choleskyho faktorizacia v tvare:
A=LDL" + W, W + 0 (W sa nepodita).

1. diy = ays;

2.for (i=2;,i<=n; j++){

3. for(j=1,j<=i-1;j++){

4. if(aj==0)0;=0;

5. elsel;= (3/'/ — Y0 ik G f/k) /dji )

6.l =1, dj=a;— > 2 g}

Potom M = LDLT a krok 7A (pozri predo$lt stranu) sa riesi
na tri etapy: Lum = rm; Dwp = Um; LTz = win.
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Direct Lanczos, matrix bcsstk15.mtx (SPD), n=3948, ep=1.e-03
T
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Figure: Priamy Lanczos, x(A) = 8  10°, nnz(A) = 60882, relativna
norma chyby. Na konvergenciu bolo potrebnych 395 iteracii, ale
kvalita rieSenia je slaba.



CG, matrix besstk15.mtx (SPD), n=3948, ep=1.e-03 NONCONV.
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Figure: CG, x(A) = 8 x 10°, nnz(A) = 60882, norma rezidua. Ten isty
trend m4 reziduum pre priameho Lanczosa.



PCG, matrix bcsstk15.mtx (SPD), n=3948, ep=1.e-03
T T
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Figure: PCG, x(A) = 8 x 10°, nnz(A) = 60882, norma rezidua. Na
konvergenciu bolo potrebnych 593 iteracii.
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