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VSeobecny algoritmus
« Uloha: najst rieSenie ststavy linearnych rovnic:
Ax=b, AeC™" x beC™

o V8eobecny algoritmus iteraCnej metddy:
© Zvol podiatonu aproximaciu xg € C™ 1.
® Pre k=0, 1, 2,... opakuj az po konvergenciu:

Xk+1 = Skxk + Vib,

kde matice Sk a Vi zavisia od iteratnej metédy a mdzu
zavisiet od iteracného kroku k.

e Rezidualny vektor: ry = b — Ax. lteratna metdda
skonvergovala v k-tom kroku, ak:

IIrkl]l < tol, 0 < tol <1,

kde tol je dand konstanta.
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Xk11 = Skxk + Vb

Zakladny rozklad matice A:
A=L+D+ U,

kde D je diagonala A, L je dolny trojuholnik matice A (bez
diagonaly) a U je horny trojuholnik matice A (bez
diagonaly).

Iny typ rozkladu (tzv. ‘splitting’):

A=M—-N, napr. M=D,N=—(L+U).

G. Oksa: Iteratné metddy pre LS 4/20



Zakladné metody

Zakladné iteratné metody:
@ Jacobiho metéda: Sy = —D~'(L+ U), V; =D~".
® Gaussova-Seidelova metoda:
Sos = —(D+L)"'U, Vgs=(D+L)".
©® Metdda SOR (‘Successive Over Relaxation’):
Ssor = (D + wL)_1 [(1 — w)D — wU], Vsor = w(D + wL)_1,
kde w je reélna konstanta (tzv. relaxaény parameter).
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Rozklad: A=M - N

e Jacobiho a Gaussova-Seidelova metéda sa daju vyjadrit v
tvare:
Mxy 1 = Nxx+ b, kde A=M— N.

e Metdda SOR suvisi so Specialnym rozkladom:

wA=(D+wl)+ [wU— (1 —w)D].
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Jacobi po zlozkach

e Nech x = (ﬂgk),ﬂék)a s Hug'lk)) and b = (ﬁ17ﬁ23 s 75”)'
e Jacobiho metdda: vypocita i-tu zloZku novej iteracie tak,
ze vynuluje i-tu zlozku nového rezidua:

n
(b— Axki1)i =0 <~ a,-,-u,(-k+1) + Z a,-,-uj(-k) = Bi,
J=1,#i
a teda:

n
(k+1) 1 K .
Hi aﬁ(ﬂi § aijﬂ/(‘)>a’172,---,n-

j=1,
V maticovom zapise:

Xkr1=—D"Y L+ U)xx+ D 'b.
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Gauss-Seidel po zloZzkach

e Gaussova-Seidelova metoda: tiez vypocita i-tu zlozku
novej iteracie tak, ze vynuluje i-tu zloZzku nového rezidua v
poradii=1,2,...,n, ale tentokrat sa zloZky novej iteracie
pouZiju ihned’ potom, ako su vypocitané:

(k+1) k+1)
Za/]ll“’tj a’l/j/l Z aljluj 7
j=1 j=i+1

ateda(prei=1,2,...,n):

n
(k+1) (ﬁ/ Zaljﬂ(k—H Z aij:u]('k) ‘ (1)

j=i+1
V maticovom zapise: b — Lxx1 — Dxx 1 — Uxx = 0,
a teda:

Xke1 = —(L+ D) "Uxg + (L+ D)~ 'b.
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SOR po zlozkach

e Metéda SOR je zalozena na rozklade:
wA=(D+wl)+[wU-(1-w)D].
e Rekurzia SOR:
(D4 wlh)xk11 =[(1 —w)D — wU]xx + wb.
e Po zloZzkach:
(k+1)

1 :u),u,c’s+(‘|—w),u,(-k),i:1,2,...,rl7

kde pS je prava strana rovnice (1).

SOR je teda korigovany Gauss-Seidel (pre w = 1 obe
metddy splyvaju).
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Konvergencia

e Zakladné otazky:
© Ak iteracie konvergujd, je limita rieSenim SLR?
@® Za akych podmienok iteracie konverguji?
® Ak iteracie konverguiju, ako rychlo?
¢ VSeobecny iteracny proces (VIP): xx1 = Gxx + f.
Ak konverguje, potom v limite kK — oo plati:
X, =Gx. +f,tj., (I - G)x.=1T.
TakZe pre chybu rieSenia v (k + 1). kroku plati:
Xkp1 — X = G(xk — X)) = G?(Xk_1 — X)) = - ...
= G (% — x).

Veta 8.1 Nech p(G) je spektralny polomer matice G a nech
p(G) < 1. Potom (I — G) je regularna a VIP konverguje pre
fubovolny pociato¢ny vektor xp. A naopak: ak VIP
konverguje pre fubovolné xp, potom p(G) < 1. [J
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Rozklad A=M — N

e Ak A= M — N, potom VIP ma tvar:

Xk41 = M7 TNxx + M=o, tj. G=M"'Naf=M"b.
¢ Ak tento proces konverguje, potom:

X, = M~'Nx, + M~1b, &o je ekvivalentné k:

(M — N)x, = b, tj. x, je rieSenim SLR Ax = b.

e Rychlost konvergencie: meria sa veli¢inou
¢ =—Inp(G) = —Inp(M~'N).
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Jacobi a Gauss-Seidel

e Definicia 8.2 Matica A radu n je diagonalne silne
dominantna (SDD), ak

n

lail > Y layl, i=1.2,....n
=15

e Veta 8.3 Ak je matica A SDD, potom Jacobiho i
Gaussova-Seidelova metoda konverguju pre fubovolny
pociato¢ny vektor xp, pricom Gaussova-Seidelova metéda
konverguje rychlejSie. [

e Veta 8.4 Ak je matica A symetricka a pozitivne definitna
(SPD) (t.j. A= AT a xT Ax > 0 pre v8etky x # 0), potom
Gaussova-Seidelova metdda konverguje pre fubovolny
pociato¢ny vektor xg. [
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SOR = korigovany Gauss-Seidel

e Veta 8.5 (Kahan) Metéda SOR nem6ze konvergovat pre
fubovolny pociatoCny vektor xg, ak w lezi zvonka intervalu
(0,2). O

e Veta 8.6 (Ostrowski-Reich) Nech matica A je SPD a nech
0 < w < 2. Potom metéda SOR konverguje pre fubovolny
pociato¢ny vektor xg. [
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Vyber parametra w

e Doteraz nie je znama metéda pre vyber optimalne;j
hodnoty w pre f'ubovolnu maticu A. Ale takéto kritérium je
zname pre dolezitu triedu matic.

e Definicia 8.7 Matica A= L + D + U je konzistentne
usporiadana, ak vlastné ¢isla matice

Cu) = —D‘1(;L+uU)

nezavisia od realneho parametra n # 0.
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2-cyklické matice

Definicia 8.8 Matica A je 2-cyklicka, ak existuje
permuta¢na matica P taka, ze

A A
PAPT — 11 12> 7
(A21 Az

kde A1 a As» su diagonalne matice.
Ak Aq1 a Ass su blokovo diagonélne, A sa nazyva blokovo
2-cyklicka.
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Optimalna hodnota parametra w

e Veta 8.9 (Young) Nech A je konzistentne usporiadané a 2-
cyklicka matica s nenulovymi diagonalnymi prvkami.
Potom

p(Sas) = p(S)).

Ak su vlastné Cisla matice Sy realne a p(Sy) < 1, potom
optimalna hodnota woy, ktoré zaru€uje najmensi spektralny
polomer pre metddu SOR, je dana vztahom

2
Wo _= 5
H 1 p(S)?

priéom p(SSOR) = Wopt — 1.0
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Porovnanie konvergencie: GS vs. SOR

e Veta 8.10 (Young) Nech A je konzistentne usporiadand
matica s nenulovymi diagonalnymi prvkami. Nech su
vSetky vlastné Cisla matice Sy Jacobiho iteracnej metédy
reélne a nech p(Sy) < 1. Nech Rgs a Rsor znacia
asymptotické rychlosti konvergencie metédy GS a SOR s
optimalnou hodnotou relaxa¢ného parametra wqp.. Potom

2 p(S1) RUZ < Rsor < Ras + 2 RYZ,

pricom nerovnost vpravo plati, ak Rgs < 3. [
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Priklad: Blokovo trojdiagonalna matica

e Dvojrozmerna Poissonova PDR na Q = (0,1) x (0,1) s
okrajovymi podmienkami:
PFu , Pu_
ox2  9y?
o Diskretizacia na sieti s krokom h=1/(n+ 1) v oboch
smeroch vedie na LS s maticou sUstavy A radu n?, ktora je
blokovo trojdiag., sym. a diag. dom.:

f(x.y), u(x,y) =9(x,y) na 9.

Bn _In 0 0
—ln Bn —In 0

A=|0 . . . 0],
0 o . . =l

0O 0 0 - By
kde By, = tridiag(—1,4, —1) je radu n a SPD.
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Priklad: Blokovo trojdiagonalna matica

e Doélezité: Kazda blokovo trojdiagonalna matica s
nesingularnymi diagonalnymi blokmi je konzistentne
usporiadand a 2-cyklicka.

« Jacobiho metoda: p(S;) = cos(7h) a p(Sgs) = p(Sy)?,
takze:

T2 h?
Ras = —2In[cos(rh)] = 2=~ + O(h*) = 72h? + O(h%).
Ak je h malé, Rgs je malé a (Veta 8.10) dava

Rsor ~ 2R2}é2 = 2nh,

takze RSOR/RGS N 2/(71'/7)
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Programové vybavenie

e Adresar: datta_CPP.
e Moduly:

@ VyLinearAlgebra.h - projekty funkcii;

® MyJacobi.cpp - Jacobiho metdda;

® MyGaussSeidel.cpp - Gaussova-Seidelova metdda;

O MySOR. cpp - metdda SOR;

@® MyPoisson2DMatrix.cpp - generovanie blokovo
trojdiagonalnej matice, ktora vznikne diskretizaciou
Poissonovej PDR na $tvorci [0, 1] x [0, 1];

@ MyTestIterativeLinSys.cpp - interfejs na testovanie
horeuvedenych iteratnych metéd;

e Preklad: g++ -c modul.cpp Vystup: modul.o

¢ Linkovanie:
g+t+ —-o meno modull.o modul2.o0 ... -1m
Vystup: meno
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