RieSenie sustavy linearnych rovnic.
Priame metddy.

Ing. Gabriel OkS$a, CSc.

Matematicky ustav
Slovenska akadémia vied
Bratislava

Stavebna fakulta STU

G. Ok$a: Priame met6dy

116



Obsah

@ Zzaklady

@ Systémy s trojuholnikovou maticou
@® Pouzitie Gaussovej eliminacie

@ Pouzitie QR faktorizacie

@ Specialne matice ststavy

@ Cvicenie

G. Ok$a: Priame met6dy

2/16



Zaklady

e NechAe R™" xeR"abeR™ b+#0.Potom lin.
systém rovnic Ax = b je konzistentny, ak existuje vektor x*
taky, ze Ax* = b. V opa¢nom pripade je nekonzistentny.

o Veta: Existencia a jednoznac¢nost’ rieSenia

© Systém Ax = b je konzistentny prave vtedy, ked
b € range(A), t.j. hod(A) = hod((A, b)).

® Ak je systém konzistenty a stipce A s linearne nezavislé,
potom rieSenie je jediné.

® Ak je systém konzistenty a stipce A st linearne zavislé,
potom Ax = b ma nekonecne vela rieSeni.

@ Ked je Aregularna (t.j. m = na det(A) # 0), potom je
systém konzistentny pre fubovolné b a ma jediné
rieSenie. O

e Homogénny systém Ax = 0 ma netrivialne rieSenie x # 0
prave vtedy, ak su stipce A lin. zavislé. Ak ma Ax =0
netriv. ries., potom ma nekonecne vela rieSeni. Prim = n

to nastane pre singularnu A.
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Systémy s trojuholnikovou maticou

Nech L € R™" je dolna trojuholnikova a regularna. Potom
systém Ly = b sa riesi tzv. eliminaciou vpred (‘forward
elimination’):

1.for (k=0; k<n k++){

2. it (k == 0) y[k] = bIK]/L[K][K];

3. else y[k] = (blK] - X345 LIKIL] « yI7) /LIKIIK]: }

Nech U € R"™" je horna trojuholnikova a regularna. Potom
systém Ux = b sa rieSi tzv. spatnou substituciou (‘backward
substitution’):

1.for(k=n—-1, k>=0; k——) {

2. if (k ==n—1) x[k] = blk]/U[K][K];

3. else x[k] = (bIK] — X271 UIKIN = x1j) /UIKIIKL: }
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Pouzitie Gaussovej eliminacie (GE)
bez pivotizacie

Ak A = LU je LU faktorizacia A, potom sustava Ax = b ma tvar
LUx = b a substiticia Ux = y vedie na rieSenie pévodnej
sustavy v troch “makro”-krokoch:

1. Vypocitaj LU fakt. matice A pomocou GE.
2. VyrieS: Ly = b, kde L je dolnd trojuholnikova matica.
3. Vyries: Ux = y, kde U je hornd trojuholnikova matica.

Vypoétova zlozitost: n/3 + n? flops.
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Pouzitie GE s CiastoCnou pivotizaciou
(GEPP) - 1/2

Klasicky pristup: Najprv LU fakt. A s Ciast. pivot., a potom
rieSenie dvoch troj. systémov.

EfektivnejSi postup: Pracovat' s rozSirenou maticou sustavy
(A, b) a aplikovat GEPP naraz na A aj b.

1.for (k=0; k < n—1; k++) {// cyklus cez stipce
2. Néjdi: a, x = max{|ak|: k <i<n};
// Vymena riadkov - CiastoCna pivotizacia

3. for(j=k;j<n j++)ay— a,
4. by < by;
/I Vypocet Cinitelov
5. for(i=k+1;i<n;, i++)mg=—ai/ak;

G. Ok$a: Priame met6dy

6/16



GEPP - 2/2

// Update Aa b
6. for(i=k+1;i<n i++){
7. bi = bj + mj * by;
8 for(j=k+1;j<n j++)aj=a;+ mixay }
9. } // koniec cyklu cez k

Po (n — 1) krokoch dostaneme sustavu Ux = b("~") s hornou
trojuholnikovou maticou, ktoru vyrieSime spatnou substitlciou.

Stabilita: Nech X je vypocitané rieSenie linearneho systému
Ax = b pomocou GE. Potom X je presnym rieSenim lin.
systému s perturbovanou maticou sustavy: (A+ E)X = b, kde:

I1Elloe < €(m® +512) p[|Allo s

kde p je faktor rastu (rézny pre rézne varianty GE), ¢ je mala
konstanta a p je jednotka zaokruhlenia (‘round-off unit’).
Vyp. zlozitost s GEPP: n®/3 flops a O(n?) porovnani.
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Pouzitie QR faktorizacie - 1/2

Riesenie Ax = b s pouzitim QR faktorizacie matice sustavy A:

1. Vypocitaj QR fakt. matice A pomocou HT alebo GT:
Q"A=R.

2. Sformuj: b = Q7 b.

3. Vyrie$: Rx = b’ pomocou spatnej substitlcie.

Na sformovanie b’ nepotrebujeme QT explicitne - sta&i nam
faktorizovana forma Q'. Ak napr. pouzijeme Householderove
reflexie, potom:

Q" = Hp_1Hpz - Hj

a b’ = Q"b mdzme formovat rekurzivne:

vi=b; Yipqr=Hy, 1<i<n—1, b/ =y

NavySe, vektory u; pre jednotlivé H; nemusime ukladat,
pretoze H; mézme aplikovat stéasne na A) aj y;;

CiZe pracujeme s rozSirenou maticou (A, b).
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Pouzitie QR faktorizacie - 2/2

Stabilita (Lawson a Hanson, 1974): Nech X je vypocitané
rieSenie lin. systému Ax = b s pouzitim Householderovej QR
faktorizacie. Potom X je presnym rieSenim lin. systému:

(A+ E)Xx = b+ db,
kde:

IEIle < (3n° +41n)[|Allr o+ O(u),
lobll < (317 +40n)[|b] 1 + O(k®).

Metdda je teda spatne stabilna.

Vypoétova zlozitost s HT: 2n%/3 flops a n odmocnin.
Vypoétova zlozitost s GT: 4n°/3 flops a n?/2 odmocnin.
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Symetricka a pozitivne definitna matica
-1/3

e Veta: Nech A je SPD radu n. Potom existuje jednoznacna
tzv. Choleskyho faktorizacia matice Av tvare: A= HH',
kde H je dolnd trojuholnikova s kladnymi diagonalnymi
prvkami. Faktor H je explicitne dany ako H = L D'/2, kde L
je dolna troj. matica s jednotkami na diagonale z LU
faktorizacie matice A s pouzitim GE bez pivotizacie a
D= diag(u111/2, u;f, e u,1,,/,2) (uji su diagonalne prvky
matice U). O

e Faktor rastu pri GE bez pivotizacie je p = 1. TakZze GE bez
pivotizacie je pre SPD matice stabilna.
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SPD matica - 2/3

Vypocet Choleskyho faktorizacie: V praxi sa Choleskyho
faktorizacie sa nepocCita pomocou Gaussovej eliminacie, ale
takto:

1.for (k=0 k<n k++4){
2. for (iZO; i < Kk; i++) hxi = (aki—Z};g) h,‘j*hk/’> /h,',';

3. Ik =/akk — Z,’:& hi/; }

V tomto algoritme 3,",() = 0 a hog = +/@so.
Potom systém Ax = b sa rieSi v dvoch krokoch:

1. Hy = b (dolna trojuholnikovéd matica);
2. H™ x = y (horné trojuholnikové matica).
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SPD matica - 3/3

Stabilita: Nech X je vypocitané rieSenie linearneho systému
Ax = b pomocou Choleskyho faktorizacie SPD matice A.
Potom X je presnym rieSenim lin. systému s perturbovanou
maticou sUstavy: (A + E)X = b, kde:

I1Ell2 < c1(n) [|All2 p,
a ¢y(n) je pomaly rasttica funkcia n.

Relativna chyba riesenia:

kde x(A) = ||A|| ||A~"| je &islo podmienenosti matice A.

Vypoétova zlozitost’: n/6 + n? flops a n odmocnin.
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Diagonalne dominantna matica

« Definicia: Matica A = (a;) radu n je stipcovo diagonalne
dominantna, ak:

n

|akk| > Z laix| Vk=1,2,...,n.
i=1 itk

Podobne je A riadkovo diagonalne dominantna, ak:

n

|akk]> Z |ak,-| Vk=1,2,...,n.
i=1,i#k

« Stabilita: Faktor rastu pre GE bez pivotizacie stipcovo
resp. riadkovo diagonalne dominantnych matic je p < 2.
Takze tento algoritmus je pre tieto matice stabilny, nie je
nutna Ziadna pivotizacia. O
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Trojdiagonalna matica - 1/2

Trojdiagondlna matica T mé LU dekompoziciu v Specidlnom
tvare, kde oba faktory su bidiagonalne matice; pre L treba
vypocitat' iba dolnu subdiagonalu a pre U iba diagonalu:

a b1
T2 - -
e bpg
Cn an
1 U4 b1
lo '
. bnf1
En 1 Un
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Trojdiagonalna matica - 2/2

Algoritmus pre vypocet LU fakt. trojdiagonalnej matice:

1. Uy = ay;
2.for(i=2;i<=n; i++){
3. li=ci/uix;

4. u,-:a,-—ﬁ,-*b,-_1;}

Potom systém Tx = b rieSime v dvoch krokoch: Ly = b a
Ux=y.

Stabilita: Ak T je zaroven SPD, potom tento postup je stabilny
a ma prednost pred Choleskyho faktorizaciou, pretoze
nepouziva vypocet odmocnin.

Ak T nie je SPD, potom tato faktorizacia méze byt nestabilna a
treba pouzit GE s Ciastocnou pivotizaciou, pre ktoru je faktor
rastu p < 2.

Vypoctova zlozitost': 4n flops s pouzitim horeuvedeného
algori’[mu LU fakt. G. Oksa: Priame metody 15/16



CviCenie

© Naprogramujte v jazyku C eliminaciu vpred a spatnu
substittciu pre nahodné trojuholnikové matice a ndhodné
pravé strany.

® Naprogramujte v C rieSenie Ax = b pre nahodné Aa b's
vyuzitim QR faktorizacie matice A pomocou
Householderovych reflexii.

©® Naprogramujte v C rieSenie Ax = b pre nahodné Aa b's
vyuzitim LU faktorizacie matice A pomocou Gaussovej
eliminacie s CiastoCnou pivotizaciou.
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