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Elementarne matice

e Definicia: Elementarna matica je dolna trojuholnikova
matica E radu n s jednotkami na diagondle, ktorej vSetky
nenulové mimodiagonalne prvky lezia prave v jednom

stipci pod diagonalou. O
e Ak je to napr. k-ty stlpec, potom ma tvar:
T_
ek +(0,0,...0,0, M1k, Misoky--, Mpk)' = €+ Mg

(vektor ex ma k-tu zlozku 1, ostatné su nuly).
Takze: E = |+ my e/, a zaroven: el my=0pre 1 <i < k.
e Nech x = (X1, X2,...,Xn)7, x; # 0. Potom existuje
elementdrna matica E taka, ze Ex je nasobok ey (t.j. Ex
ma nenulovu jedine prvu zlozku, ostatné zlozky su nulové).
E je dana prvym stipcom:
(1, =X2/X1, =Xa /X1, ..., —Xn/X1)T.
e Cisla mjy = —x;/x1, 2 < i < n, sa nazyvaju Cinitele
(‘multipliers’). Elementarne matice nie su ani symetrické
ani ortogonalne!
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Gaussova eliminacia bez pivotizacie -
1/2

Postup: Nech je dana matica A € R™". Potom konstruujeme
elementarne matice Eq, Eo, ..., E,_4 tak, aby:
E,_1En_»...Ef A= U bola horné trojuholnikova matica.

© E; nuluje prvy stipec matice A pod ay1, vznikne A"
Cinitele su:
mjy = —aj1/an, 2<i<n.

® E, nuluje druhy stipec matice A(") pod agz), vznikne A(®).
Cinitele su:
Mjo = —a,(-;)/agz), 3<i<n.

n—1 Atd, az v kroku n— 1 elem. matica E,_1 nuluje stl'pec n—1

matice A(™2) pod ag”_fgq a vznikne A" = U. Cinitel je
jeden:

(n 2)/an12)
n—

Mnp—1 = —8p 4 n—1-
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Gaussova eliminacia bez pivotizacie -
2/2

e Matica Ly = E,_1 E,_» ... E; je dolna trojuholnikova s
jednotkami na diagonale (lebo je to sucin dolnych troj. s 1
na diag.). Pritom plati:

LiA=U,takze A= L' U= LU,

pricom L1‘1 je opat dolna trojuholnikova matica. Takze
Gaussova eliminacia pocita LU faktorizaciu (rozklad)
matice A.

e Veta: Nech A € R™" m4 vSetky veduce hlavné minory
nenulové. Potom A ma jedina LU faktorizaciu: A= LU,
kde L je dolna trojuholnikova matica s jednotkami na
diagonale a U je horna trojuholnikova matica. O]

e Ak diagonalne prvky L nie su Specifikované, potom LU
rozklad nie je jednoznacny.
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Explicitna forma faktora L

o Kedze E; = |+ mje], kde
m; =(0,0,...,0,miyq,..., mn7,')T, inverzia elementarnej
matice ma jednoduchy tvar: E-' =/ —m e].

e Potom L= E;'E;"--- E,, je tieZ jednoducha:

1 0 0

—Mo 1 0 0

L = —Ms3q —Ms32 1 0
; : : 0

—Mp1 —Mp2 -+ —Mpp_1 1

5

T.j. L-faktor sa da najst bez explicitnej inverzie matice.
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Vlastny algoritmus
Néasobenie Ex A*~1) meni iba riadky (k + 1) az n matice A:

1. Vstup: U=A; L=,

2.for (k=0 k<n—1; k++){

8. for(j=k+1;j<n j++){

4. Uk = Uk/Ukk;

5. Ukn=Un—Lix* Ugkn; }

6. }.

Matica Ex pre k-ty krok sa nikdy neformuje explicitne -
staci poznat' vektor my. Jeho nenulové zlozky

Mik+1.k, - - -, Mpk S@ zapiSu s opacnym znamienkom pod
diagonalu do k-teho stipca L.

Matice U a L (bez jednotiek na diagondle) mozno ukladat
do horného a dolného trojuholnika matice A; teda maticu A
nakoniec prepiseme.

Vypodtova zlozitost: 2 n®/3 + O(n?) flops.
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Problém eliminacie bez pivotizacie
0.1x10°3% 1
1 1
ochrannej Cislice:
moq = —1/10_4 = —104;

-3
U:Am:(o-“”o 1 >(u22:1—1o4~—1o4);

0 104
1 0\
L:<1o4 1)’

-3
Ale: LU = (0'1 X11° é) £ Akvoli apy!

Problém: velmi maly pivot.
Ked' sa vymenia riadky, problém zmizne:

1 1 1 1 1 0
[ . _ . _ .
A_<0.1><103 1>’ U_(O 1>’L_<0.1><104 1)’
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Ciasto¢na pivotizacia - 1/4

o Ciel: Zamedzit velky rast prvkov v redukovanych
maticiach AX), pretoze tento rast mdze viest k
"numerickému zanedbaniu" pévodnych malych prvkov, a
tym ku znacnej nepresnosti (nestabilite) vypoctu.

e Princip Ciasto¢nej pivotizacie: Pred vypoctom Cinitelov v
kazdom kroku najst v prave redukovanom stipci maximalny
prvok (v absolutnej hodnote) a ten pouzit ako pivot.

o Ale v kroku k treba pivot dostat’ do pozicie (k, k) = treba
zamenit riadky k a rg, kde rg je taky index, pre ktory:

(k=1), _ (k—1)
EMPRIES kmgiagxn{’ai’k 1}

Vymena riadkov k a ry je ekvivalentna ndsobeniu

P, A1) kde Py je permutaéna matica, ktora vznikne z

identity /, zamenou riadkov k a ry.
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Ciasto¢na pivotizacia - 2/4
Po najdeni pivota a vymene riadkov algoritmus pokracuje ako v
pripade bez pivotiz4cie - t.j. najdu sa Cinitele my 1 k,..., My
tak, aby po vynasobeni My Py A=) vznikla matica A¥), ktora
ma v k-tom stlpci pod diagonalou nuly.

© N4jdi premutéciu Py tak, aby P; A mala na pozicii (1,1)
prvok a, 1 z prvého stipca s najvaésou absoltnou
hodnotou. N4jdi elementarnu maticu E; tak, aby
E; (Py A) = A(") mala nuly v prvom stipci pod diagonélou.
Uloz index ry a Cinitele moq, ..., mMpy.

©® Najdi premutaciu P, tak, aby P, A(") mala na pozicii (2, 2)
prvok a;, » z druhého stipca s najvacsou absoldtnou
hodnotou. Najdi elementarnu maticu E; tak, aby
E> (P> AM) = A mala nuly v druhom stipci pod
diagonalou. UlozZ index r» a Cinitele mso, ..., Mpo.
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Ciastoéna pivotizacia - 3/4

n—1 Atd, az v kroku n — 1 N4jdi premutaciu P,_1 tak, aby

P,_1 A"-2) mala na pozicii (n—1,n— 1) prvok 32:22:—1 z0

stipca (n — 1) s najvaé$ou absolitnou hodnotou.

Najdi elementarnu maticu E,_1 tak, aby

En 1 (Py_1 A"2) = A1) — (J mala nuly v stipci (n — 1)
pod diagonalou. Uloz index r,_1 a Cinitel my, ,_.

Permutacné matice Py netreba explicitne pocitat - staci do
pomocného vektora ukladat za sebou indexy rk, ktoré
identifikuju vymenu riakov k a r, v k-tom kroku algoritmu.
Na konci vypoctu mame:

En1Pp_1...EsPLA=U.

Da sa ukazat, Ze toto je v podstate LU faktorizacia
permutovanej matice PA: PA= LU,
kde:P=P,_1Pp_o...PialL= (En—1 Pn_q... E P1)71.
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Ciastoéna pivotizacia - 4/4

Algoritmus pre CiastoCnu pivotizaciu:

1. Vstup: U = A; L = I; pomocny vektor p;
2.for (k=0 k<n—-1; k++4){
Vyber i, k < i < ntak, aby |uj| bolo maximalne;
Uk k:n < Ui ks // vymen riadky k a i matice U
plk] = i; /l zapi$ index aktualnej permutéacie
for(j=k+1;j<n j++){

Ui = U/ Ukk;
8. Ui k:n = Ujk:n — Ljk * Uk k:ni )
Matice U a L (bez jednotiek na diagonale) mozno ukladat do
horného a dolného trojuholnika matice A; teda maticu A
nakoniec prepiSeme.

No ok
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UplIna pivotizacia
o V kroku k sa pivot (t.j. prvok s najva¢sou abs. hodnotou)

hfada v celej podmatici matice A~ pod prvymi k — 1

riadkami. Ak je tento pivot a%‘_”, potom sa do pozicie

(k, k) dostane zdmenou riadkov k a r a zamenou stipcov k
as.

e Prechod (k — 1) — k: AK) = E, (P AK=1) Qy), kde Py je
permutacia riadkov, Qx je permutacia stipcov a E je
elementarna matica, ktora nuluje prvky Px A= Qv
stipci k pod diagonalou.

¢ Na konci vypoctu mame:

E, 1Py 1...E{P{AQy...Q,_1 = U. Da sa ukazat, ze
toto je v podstate LU faktorizacia permutovanej matice
PAQ:

PAQ=LU,kde: P= Pn_1 Pn_2 ...P1,

Q=Q1Q ...Q,_1alL= (En_1 Pn_q...E P1)_1.
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Stabilita Gaussovej eliminacie - 1/2

Stabilita sa v tomto pripade “meria” rastom prvkov v
redukovanych maticiach A,

Faktor rastu p je pomer najvacsieho prvku (v abs. hodnote)
matic A, AV, ..., A"=1) k najva&siemu prvku (v abs.
hodnote) matice A.

Aj ked' pivotizacia zabezpeci, ze Cinitele su v abs. hodnote
< 1, to nevyluéuije rast prvkov v A1

Veta: Pre Gaussovu eliminaciu s uplnou pivotizaciou plati:

p<{n-2'.31/2.413. .. pgt/(n=1)11/2. (1)

a pre Giastoénu pivotizaciu je p < 271, O
Pre Gaussovu eliminaciu bez pivotizacie méze byt faktor
rastu fubovolne velky okrem Specialnych pripadov (napr.
symetrické pozitivne definitné matice).
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Stabilita Gaussovej eliminacie - 2/2

e Pravé strana v (1) je pomaly rastuca funkcia n a v praxi sa
dosiahnutie tejto hornej hranice nikdy nepozorovalo. Preto
sa Gaussova eliminacia (GE) s Uplnou pivotizaciou
povazuje za stabilny algoritmus. Ale v praxi sa pouziva
zriedkavo, pretoze je naro¢ny na hfadanie pivotov.

e Pre CiastoCnu pivotizaciu sa daju skonstruovat matice, pre
ktoré sa dosiahne faktor rastu 2"~'. Napr., Wilkinson
(1965): aj =1prej=1i, n, a;=—1prej<i;inak a; = 0.
Tieto pripady su v praxi velmi zriedkavé, a preto sa v praxi
povazuje GE s CiastoCnou pivotizaciou za stabilny
algoritmus. Je to najCastejSie pouzivany variant GE v praxi.

e GE bez pivotizacie je pre vSeobecnu maticu A nestabilny
algoritmus. Pouziva sa napr. pre symetrické pozitivhe
definitné matice.
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CviCenie

© Naprogramujte v jazyku C LU faktorizaciu matice A
pomocou Gaussovej eliminacie bez pivotizacie.

® Naprogramujte v jazyku C LU faktorizaciu matice A
pomocou Gaussovej eliminacie s Ciasto¢nou pivotizaciou.
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