Ortogonalne vektory a matice.
QR faktorizacia matice.

Ing. Gabriel Oksa, CSc.

Matematicky Ustav
Slovenska akadémia vied
Bratislava

Stavebna fakulta STU

G. Oks$a: QR faktorizacia

117



Obsah

@ Ortogonalne matice a vektory

@® Gramm-Schmidtov ortogonalizaény proces

@® Householderova a Givensova ortogonalna transformacia
@ QR faktorizacia matice A

@ Cvicenie

G. Oks$a: QR faktorizacia

217



Ortogonalne matice a vektory

e Nech x, y € C" st dva nenulové vektory a nech je na C”
definovany skalarny stcin (x,y) = y*x = >_I, yi x;. Potom
vektor x je ortogonalny na vektor y, ak (x, y) = 0;
hovorime, Ze x je kolmy na y: x L y.

e AK je k vektorov xy, Xo, ..., Xx havzajom ortogonélnych
(t.j., kazda dvoijica je ortogonalna), potom su linearne
nezavislé. Naopak to neplati!

e Ak x1 L xo a z&roven ||xq|| = || xz|| = 1, potom sa takéto
vektory nazyvaju ortonormalne.

e Matica Q € C™ " je unitarna, ak Q@* Q=QQ* =1
(Q* = (Q)7). Unitarna redlna matica sa nazyva
ortogonalna. Ortogonalna matica, ktorej vietky stipce
maju jednotkovu normu, sa nazyva ortonormalna.

e Unitarne matice su regularne a ich inverzia je jednoducha:
Q' = @*. Sugin dvoch unitarnych matic je unitarna
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Klasicka Grammova-Schmidtova
ortogonalizacia (CGS)

Nech je danych k LN vektorov xq, Xo, ..., Xx € R". Potom CGS
je algoritmus, ktory z tychto k LN vektorov vypocita k
vzajomne ortonormalnych vektorov g1, go, . . ., Qk-

1.for(j=1, <=k, j++){
2. for(i=1,i<=j—1;i++) aj=q/x;
3. q=x—YI q;
4. B=|qlh

9 =q/8 }
CGS je numericky nestabilny: vypocitané vektory g; nemusia
byt presne ortonormalne.

o
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Modifikovana Grammova-Schmidtova
ortogonalizacia (MGS)

Vstup: xq, X2, ..., Xk, LN.
Vystup: g1, G, ..., gk, ON.

1.for(j=1;,j<=k; j++){

2 g=x

3. for(i=1,i<=j—-1,i++){
4. a=9/g;

5 9 =q —ajgi }

6. 5=lgl:

7. q=q/8 }

Téato modifikacia (pouZitie a; okamzZite po vypocte) vedie k
lepSim numerickym vlastnostiam MGS oproti CGS.
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CGS versus MGS: numerika

e Zoberme iba dva vektory xy, xo € R” a nech || x| =1,
takze g; = xy (t.j. g sa nevypocita). Potom CGS sa
redukuje na:
a1z = f(q] X2); Go = fi(x> — (12 g1)) (neuvazujeme
normalizaciu o).

o Bjorck (1994) ukazal: |q{ go| < 1.06 (2n + 3) ||x2|| em-
Takze pri CGS nemusi byt vypocitany vektor g» OG ku gy
(ak je napr. || x| > 1).

e MGS: Nech Q = (G1, @2, - - -, Qx) SU vypoCitané vektory.
Potom Bjérck (1994) ukazal, ze strata ortogonality zavisi
od Cisla podmienenosti matice X = (xq, X2, . .., Xk):

AT ~ c1 K(X) pim
I-QTQ| < /A
H I= 1= ¢ k(X) pm
kde c1 a ¢, s malé konstanty. Takze pre x(X) > 1 méze
byt strata ortogonality neprijatefna.
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Householderova transformacia (HT)

Nech je dany vektor u € R", u # 0. Potom matica

2uu’
ulu

sa nazyva Householderova matica (tiez elementarna
reflexia). Pomenované podfa amerického numerika
Alstona Householdera (1904 - 1993).
Je to symetricka a ortogonalna matica:
HT =H, HTH=HHT = H?> = I.
Posobenie H na vektor x € R™: y = Hx = x — 24Xy =
reflexia vektora x v rovine kolmej na u a prechadzajlcej
bodom 0. Pritom ||Hx||> = ||x||2 (OGT nemeni dizku vek.).
Nech su dané dva nenulové vektory x, y € R" s rovnakou
Euklidovou normou: ||x||2 = ||y||2. Nech
u=(x—y)/|Ix — yl|l2. Potom H=1-2uu’ je reflexia x na
y anaopak: Hx = y, Hy = x.

H=1-
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Nulovanie zloziek vektora pomocou HT

Nech je dany vektor x = (X1, Xo, ..., X,)". Hfadame vektor u
tak, aby Hx bol nasobok vektora e; = (1,0,0,...,0)7.
Da sa ukazat, ze:

u=x +sign(x) |||}z €1; Hx = (—sign(x:)||x||,0,0,...,0)".

Vstup: vektor x = (xy, X2, ..., Xn).
Vystup: vektor u a skalar o také, ze:
Hx = (I —2uu’ /(u"u))x = (0,0,...,0)7
1. m=max(|xl), i=1,2,...,n
2.for(i=1;i<=n; i++4) up=x;/m,
3. 0 =sign(uy) /L U

4. Uy = Uy +o;

5.0 =—-—mo;
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Nasobenie B=HA

e Householderova matica je definovana Householderovym
vektorom u. Pri nasobeni B= HA, kde H e R™™ a
A e R™" m > n, netreba sformovat H explicitne - staci
poznat’ vektor u.

« Oznaéme matice po stipcoch: A = (a1, a, ..., an),
B=HA=(by, bo,...,by). Potom maticu B vypocCitame
v cykle po stipcoch:

2uu’ 2u’ g .
o= (1-Ti) a=a-Sgfe 1<icn

Takze v cykle stadi poditat skalarne suginy u’ a;.
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Givensova transformacia (GT)

Nech st dané dve reélne &isla ¢, s, kde ¢ + s =1 —1tj.,
¢ = cosf, s = sinf pre nejaky uhol . Potom Givensova
matica G(i,j,0) = (gx) s i < j radu n je matica, ktora sa od
identity /, liSi iba v prvkoch:

gi = gj = C, gj =S, gj = —S. Nazvana je podla
amerického numerika Wallacea Givensa (1910 - 1993).
Givensova matica nie je symetricka, ale je ortogonalna:
G(i,j,0) G(i,j,0)" = G(i,},0)" G(i,},0) = I.

Geometricka interpretacia: G(i, j,0) rotuje vSetky vektory v
rovine (i, f) o uhol (—6) (t.j. vsmere hodinovych ruciCiek) —
preto sa G(i,j,0) nazyva aj elementarna rotacia.

Operacia G(/,/,0) x ma vplyv iba na zlozky x; a x; vektora
x; ostatné zlozky zostanu nezmenené. TakZe:

Xj = CXj+SXj, X{ = —SX;j+ CXj, Xj =X pre K # I,].
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Nulovanie zloziek vektora pomocou GT

o Nech x = (x1,x2)7, xo # 0. Potom G(1,2,6), kde:
C=Xi/\/X2 + X3, §=Xo/\/X? + X&;
nuluje druhd zloZku vektora x:

cozar- (5 (9 ;)

e Stabilny vypoCet parametrov s, t:
1.0f (|x2| > |x1])

2. t:X1/X2;S:1/\/1-|—t2;C:St;
3. else if (|x2| < |x1])
4, t:XQ/X1;C:1/\/1+t2;S:Ct;

« Zovdeobecnenie: vo vek. x = (X1, X2,...,X)" nulujeme
jeho k-tu zloZzku xx pomocou nasobenia G(i, k, 9) x, kde
i < k. Najprv najdeme 2 x 2 rotaciu (t.j. ¢ a s) tak, aby:

C S\ (Xi)\_(* a potom “vnorime” ca sdo /
e e X ={o) p n-
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Nasobenie G(i,j,0) A

» Nasobenie G(/,,0) A meni iba riadky / a j matice A = (a;):
1.for(k=1, k<=n k++){
2. a= ag; b:ajk
3. ak=ac+bs; ax =—as+ bc; }
Délezité: matica G(/,/, 0) nie je sformovana explicitne!

e GT sa pouziva aj na nulovanie daného prvku v matici.
Napr. chceme pomocou G(/,/,9), i < j, vynulovat' prvok aj;
(v dolnom trojuholniku A):

1. N4jdi ¢, s tak, ze:
c S aji\ _ (*
-s ¢/ \ai) \0)
2. Vypocitaj G(i, j,0) A pomocou predoslého algoritmu.

e Matica G(i,j,#) opat nie je sformované explicitne!
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QRF pomocou HT - 1/2

Veta: Nech je dand matica A € R™*" m > n. Potom existuje
ortogonalna matica Q € R™*™ a horna trojuholnikova matica
R € R™" tak, Ze:

A=Q <'g> =(Qy, Q) ('g) = Q4 R, kde 0 € R(M="x7 jg
nulovy blok a Q; méa iba n ON stipcov. O

Vypocet QR pomocou HT: Nech s = min{m —1,n} (pre m>n
je s=n—1 alebo s = n). Potom algoritmus pocita s

“vnorenymi” Householderovymi maticami H1,H2,.. HS tak,
aby: o
HsHs 1---HoHiA=QT A= (RT,0T)T.

TakzZe: H1 nuluje prvy stipec matice A pod aj1, vznikne A(").

F, nuluje druhy stipec matice A™M pod &'}, vznikne A®).

22
Atd, az Hs nuluje stipec s matice A~ pod & "

(RT,0M)T.

, vznikne
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QRF pomocou HT - 2/2

e Matica Hy, 1 < k < s, je vnorend HT: Hy = <Iko1 /S)
k

kde Hk = Im—ki1 — 2Um—ks1U]_jep 1/l Um—ks1]12.

« Vnorenie zaruduje, Ze pri nasobeni Hy A*-1) zostane
prvych k — 1 riadkov a prvych k — 1 stipcov matice A
bez zmeny. V praxi sa nikdy neformuji Hy ani Hx
explicitne - pracuje sa iba s vektormi uy,_g1.

e Spatna stabilita QRF(HT) (Wilkinson, 1965):
Nech R je vypocitany R-faktor pomocou HT v pohyblive;j
radovej Ciarke s jednotkou zaokruhlenia u. Potom existuje
presne ortogonalna matica Q taka, ze:

~ (R
A+E=0 (). 1Ele < o(m 1Al i

kde ®(m) je pomaly rastuca funkcia m.
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QRF pomocou GT

Postup je rovnaky ako pri HT (aj tu je s = min{m — 1, n}):

© Najdeme OG maticu:
Q =G(1,m0)G(1,m—-1,0)---G(1,3,0)G(1,2,0) tak,
aby AM = Q; Amala nuly v 1. stipci pod al!).

® Q= G2 m,0) G2, m—1,0)---G(2,3,0) tak, aby
A® — @y A") mala nuly v 2. stipci pod al2.

s. Atd., az v kroku s najdeme OG maticu:
Qs = G(s,m,0) G(s,m—1,0)---G(s,s + 1,0) tak, aby

Al = Q; As=1) = R mala nuly v stipci s pod at5).
Potom A= Q <O> kde R=A®a QT =QsQs 1 Qo Q4.

Porovnanie vypoctovej zlozitosti pre maticu A € R™" m > n:
QR(HT): n? (m — n/3) flops (‘floating point operations’) - bez
explicitnej formacie Q;

QR(GT) 2n2 (m - n/S) ﬂOpS - bez Q G. Oks$a: QR faktorizacia 15117




Jednoznacnost QRF

Veta: Nech A € R™" m > n, m4 linearne nezavislé stipce (t..
hodnost' A je n). Potom existuje prave jedna matica Q € R™*"

s n ortonormalnymi stipcami a préave jedna horn4 trojuholnikova
matica s kladnymi diagondlnymi prvkami tak, ze A= QR. O

To znamena, ze dve QR faktorizacie takejto matice A,
vypocitané dvomi réznymi spésobmi (napr. HT a GT), sa mézu
liSit v znamienkach riadkov R a prislusnych stlpcov Q.
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CviCenie

© Naprogramujte v C++ QR faktorizaciu pomocou
Householderovej OG transformacie pre Vami zadanu
maticu A.

® Naprogramujte v C++ QR faktorizaciu pomocou
Householderovej OG transformacie pre Vami zadanu
maticu A.
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