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Vektorové normy

Norma n-rozmerného vektora je funkcia || - || : C" — R,

ktora spifia nasledujlce tri podmienky pre véetky vektory x
ay askalary a € C:

© ||x]| >0, a| x| =0 prave vtedy, ak x = 0;

® |x+y| <|x|[+ |ly| (trojuholnikova nerovnost);

O Jax| = laf|x]|.
Najdolezitejsie normy: || x|y = 74 |xil,

1/2

IXll2 = (274 bal2)® = VXX, [xlc = Maxs<icn Xl

. , 1
Trieda p-noriem pre 1 < p < co: [|x|lp = (371 [XiP) /P,
Vazena p-norma: Nech W = diag(wy, ..., wy) je
diagonalna matica reélnych vah. Potom:

1/p

Ixllw = (S wixl?) ™.
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Maticové normy - 1/3

e Indukovana maticova norma: Kazda matica A € C™*"
reprezentuje linearne zobrazenie A: C" — C™, t.j. zo
svojho defini¢ného oboru do oboru hodnét. Nech st v C" a
C™ dané vektorové normy || - || @ || - [|(m). Potom
indukovana maticova norma || A, ) je najmensie Cislo C
take, Ze pre vSetky x € C" plati: [|Ax||(my < C|x]|(n)-

e Vdaka vlastnosti €. 3 v definicii vektorovej normy je akcia
A na lubovolny vektor uréena jej akciou na jednotkové
vektory. Preto:

Alimn = sup 12D _ e A,
xecnxz20 Xl xeC, xjm=1
Priklad: ||Al|y = maxi<j<n >/ |aj| ... max. stipcova
suma;
|A]loo = Maxi<j<m . |&j] ... max. riadkova suma.
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Maticové normy - 2/3

e ||A|| nemusi byt indukovana vektorovou normou, t.j. akciou
matice na jednotkové vektory. Maticova norma je funkcia
| -] : C™" — R, ktora spifia nasledovné axiémy pre
vSetky matice A, B a skalary a € C:
© |A| >0, a|A| =0 prave vtedy, ak A= 0;
® |A+ B| < ||A|| + ||B]| (trojuholnikova nerovnost);
O (Al = |af [IA];
O |AB| < [IAlB]
e Priklad: Frobeniova norma matice nie je indukovana
vektorovou normou:

m n 1/2

1A= DD layl?

i=1 j=1
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Maticové normy - 3/3

e Zakladné vlastnosti vektorovych a maticovych noriem
(AeCm™n xeCn):

X'yl < |xlzllyllz (Cauchy — Schwartz);
o < [Ixlz

Xl < VAlXlo:

Al < VnlAlz;

JAle < VAl

o ||All2 = sup|x|,—1 [ Ax|2 je tzv. 2-norma (tiez spektraina
norma) matice A. Nie je to Frobeniova norma, pretoze je to
vektorovo indukovana norma! Pre symetrické matice je
|All2 = |Amax|, kde |Amax| je najvacsie vlastné Cislo matice
A v absolutnej hodnote.
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Podmienenost’ problému

e Problém, ktory treba vyriesit, moZzno modelovat’ ako
vektorovu funkciu f : X — Y z normovaného vektorového
priestoru vstupnych dat X do normovaného vektorového
priestoru rieSeni Y. Obvykle je f nelinearna funkcia, ale je
Casto aspon spoijita.

e Skiimame chovanie f v danom datovom vektore x € X
vzhfadom na malé zmeny (perturbacie) bodu x. Ked
urobim malt zmenu v x, ako sa tato perturbacia prenesie
na rieSenie f(x) v Y?
e Dobre podmieneny problém ma tu vlastnost, ze
v8etky malé perturbécie bodu x vedu iba k malym zmenam f(x).

Zle podmieneny problém:
niektoré malé perturbacie bodu x vedu k velkym zmenam f(x).
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Absolltne a relativne Cislo
podmienenosti - 1/3

e Nech dx je malé perturbacia x a 6f = f(x + dx) — f(x).
Absolutne c¢islo podmienenosti & = #(x) problému f v bode
X je definované ako:

up ‘|‘5 |||| pri dx — 0.

e Relativne Cislo podmienenosti x = x(x) problému f v bode
x je definované ako:

sup<“5f“ WX”) i dx 0.

IFCAll /- i
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kak-2/3

¢ Ak je f diferencovatelna, definujme Jakobian J(x) funkcie f
v bode x ako maticu, ktorej prvok (i, j) je parcialna
derivacia 0f;/0x; vypocitana v bode x. Potom:

o= I,
R
IFCOI/IXT

kde maticova norma ||J(x)| je indukovana vektorovymi
normamina XaY.

e « (rel.) je vhodnejSie ako & (abs.), pretoze pocitanie v
pohyblivej radovej Ciarke vnasa do vypoctu relativne chyby
(nie absolutne).

Dobre podmienena tloha: x = 1, 10, 102.
Zle podmienend dloha: x = 108, 10'2.
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kark-3/3
Priklad 1: Je dana funkcia f : R? — R, f(x) = Xy — Xo, kde
X =(x,x).
Cislo podmienenosti x s pouziim co-normy v R? i v R:

Jakobian: J(x) = | 25 S| = [1, ~1], ti. V0Ol =2
R /7% 2
0 oo /X = Pl max{lil, el

TakZe « je velké, ak |xy — xo| = 0, t.j. problém je zle

podmieneny, ak x; ~ x» (“katastrofické odCitanie” dvoch Cisiel).

Priklad 2: Nech x > 0 a f(x) = \/x. Zistite &.

Jakobian: J(x) = f'(x) = 1/(2v/x) = [|J(X)]|so-

Dalej: ||f(X)loo = VX, ||X]loc = X (lebo x > 0).

Takze:

K= ||f()|(|)J||(:O)/||“";||OC = 1{52;\/5) = 2, t.j. problém vypoctu v/x je
dobre podmieneny pre vSetky x > 0.
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Problém versus algoritmus

e Zopakujme, Ze matematicky problém je zobrazenie
f. X — Y z vektorového priestoru dat X do vektorového
priestoru rieSeni Y.

e Algoritmus na rieSenie f mozno chapat ako iné zobrazenie
f: X — Y medzi tymi istymi vektorovymi priestormi.

e Spresnenie definicie algoritmu: Nech je pevne dany
problém f, pocita¢ s floating-point aritmetikou podla IEEE
FPS (1985), algoritmus pre rieSenie problému f a
implementacia tohto algoritmu vo forme programu na
danom pocitaci. Zoberme vstupné data (vektor) x € X,
vlozme ich do pocitaca ako vstup pre program (t.j. v tom
momente ich zaokruhlime: fi(x;) = x;(1 + €;), |ei| < p).
Potom vykonajme program v pocitaci. Vysledkom je
mnozina vypocitanych floating-point Cisiel z Y, ktord

ozna&ime f(x).
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Presnost algoritmu

e Na vystup algoritmu ?(x) vplyvaju minimalne
zaokruhlovacie chyby pocas behu programu, ktory
implementuje dany algoritmus. Dokonca na dvoch réznych
pocitacoch a na rovnakych vstupnych datach méze ten isty
algoritmus (program) dat' rézne vysledky.

e Dobry algoritmus pre problém f by mal dat’ “presny”
vysledok.

Absoliitna chyba vypoctu: ||f(x) — f(x)| by mala byt mala
pre kazdé x € X.

Relativna chyba vypoctu: W by mala byt mala pre
kazdé x € X, t.j. = O(u) (“radovo 1”), kde p je jednotka
zaokruhlovania.

e Pre zle podmienené problémy je tato poziadavka
prilis silna. UZ samotné zaokruhlenie vstupnych dat méze
podstatne zmenit vysledok. G. Oksa: Podmienenost a stabilita 1219




Stabilita algoritmu

Namiesto poziadavky na vysoku relativnu presnost vypoctu
nastupuje poziadavka na stabilitu algoritmu.

Algoritmus je stabilny, ak pre kazdy vstup x € X plati

17(x) — £(3%)]
119 = O _ o
171 )
pre nejaké x relativne blizke k x:
1% x|
= O(p).
W - oW

Slovne: Stabilny algoritmus dava takmer spravny vysledok pre
takmer spravne vstupné data.
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Spatna stabilita algoritmu

Mnohé algoritmy v NLA spifiaju podmienku, ktora je silnejsia a

jednoduch$ia ako stabilita.

Algoritmus f pre problém f je spatne stabilny (‘backward
stable’), ak pre kazdy vstup x € X plati:

Slovne: Spatne stabilny algoritmus dava presne spravny
vysledok pre takmer spravne vstupné data.
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Zmysel symbolu O(u) - 1/2

e Oznacenie
o(t) = O(¥ (1))
znamena, ze existuje konstanta C > 0 tak, ze pre t
dostatocne blizko ku stanovenej limite (napr. t — 0 alebo
t — oo) plati: |¢(t)] < Cy(1).
Priklad: sin? t = O(#2) pri t — 0 znamen4, Ze existuje
C > 0 tak, Ze pre dostatoéne malé t je |sin®t| < Ct°.
e Iny druh oznacenia: ¢(s, t) = O(y(t)) rovhomerne
vzhfadom na s.
Znamena to, ze konstanta C > 0 nezavisi od s.

Priklad: (sin? t) (sin® s) = O(t?) rovnomerne vzhladom na
sprit— 0.
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Zmysel symbolu O(u) - 2/2

TakZe v NLA tvrdenie: ||computed| = O(u) znamena tri
Veci:
© ||computed|| reprezentuje normu vypocitaného vysledku pri
pouziti algoritmu f na problém f, pricom vysledok zavisi od
vstupnych déat x € X a od p.
® Implicitny limitny proces je u — 0. To znamena, Ze ak by
algoritmus bezal na viacerych pocitacoch s hodnotou p
klesajucou k nule, potom ||computed|| musi klesat
proporcionalne s u (alebo rychlejsie).
©® Oznacenie O(-) plati rovnomerne vzhladom na x € X.
Priklad: Nech vypocitané rieSenie x lin. sistavy Ax =b's

regularnou maticou A radu m ma relativnu chybu:

Pl = O(k(A) ), kde k(A) = [|A[| A~ je tzv. &islo
podmienenosti matice A. Konstanta C > 0 nezavisi od A a
b, ale zavisi od m, pretoze zmena m znamena zmenu
dimenzie priestoru vstupov X a priestoru rieSeni Y!
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Presnost’ versus spatna stabilita

e Je spatne stabilny algoritmus aj presny? Zavisi to od Cisla
podmienenosti x(x) problému.

e Veta: Nech je na rieSenie problému f: X — Y s Cislom
podmienenosti k(x) pouzity spatne stabilny algoritmus
f: X — Y, ktory je implementovany na pogitagi
spifajicom IEEE Floating Point Standard (1985). Potom
relativna chyba vypoctu je:

11(x) = fl
IOl

o TakZe ak je x(x) malé, potom vysledok vypoctu bude
presny v relativnom zmysle. Ak je x(x) velké, potom
relativna presnost vysledku méze byt nizka (t.j.
nemame zarucenu vysoku relativnu presnost).

= O(k(x) p)-
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Priklady

1. Spatna stabilita od¢itania dvoch floating-point Cisiel:
(x1,%) = Xy — Xo : C2 — C, takze algoritmus pre f je

(x1, X2) = fi[fi(x1) — fi(x2)];

fi(x1) = x1 (1 +€1), i(x2) = x2 (1 +€2), lei| < p;

f[fi(x1) — A(x2)] = [x1 (1 +e1) =% (1 + )] (1 + €3) =
x1(1+e)(T+e) =X (1+e)(1+e)=

X1 (1+ €1 +e3+ere3) = Xo (1 4 €2 + €3 + €2€3) =

X1 (1+e4) —x2(1+es5), eal,|es| < 20+ O(p?).

Takze f(xy, x2) sa presne rovnd rozdielu X; — X», kde:
[X1—x| _ O(n), [Xo—x| _ O(n),

[x1] B

!
7

a akékolvek C > 2 je pouzitelné vnutri “O(-)” symbolov. Potom
pre euklidovskdi normu na C2:
IX=x|l _ O(1).

K3l
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Priklady

2. Je pravda alebo nie?

n' = 0O((n/e)") pre n — 4o0;
e) S = O(V?/3) pre V — +o0, kde S je plocha a V je objem
gule.

3. Nech pre x € R sa sUcet 1 + x pocita pomocou algoritmu
f(x) = fi(1 + fi(x)) (t.j. Cislo 1 je v pocitali reprezentované
presne). Ukazte, ze pre tento algoritmus je absolutna chyba
O(), ale algoritmus nie je spatne stabilny. (Navod: uvazujte
pripad |x| =~ 0).
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