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Predmet NLA

e Numericka linearna algebra sa zaobera navrhom
algoritmov a analyzou ich vlastnosti pre problémy spojitej
(klasickej) matematiky, priCom sa pouzivaju nastroje
linearnej algebry (L. Trefethen, Oxford, 1997).

e Algoritmus: Navod, ako zo vstupnych Udajov (mnoziny
Cisiel) dospiet’ k vystupnym udajom (ind mnozina Cisiel).
Algoritmus méze byt konecny (napr. QR rozklad matice)
alebo nekonec¢ny (napr. vypocet vlastnych Cisiel matice
radu n pre n > 5).

e Analyza vlastnosti: presnost, stabilita, robustnost, ...
e Spojita matematika: Problém je formulovany pomocou
realnych alebo komplexnych premennych. Opakom je

diskrétna matematika (napr. tedria grafov), kde vystupuju
celociselné premenné.
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Floating-Point Number System - 1/4

e Kazdy pocita¢ méa ohrani¢enu paméat = niektoré reélne
Cisla nemo6Zzu byt reprezentované v pocitaci presne.

e |EEE Floating-Point Standard (1985): Cislicovy systém s
pohyblivou radovou Ciarkou je definovany pomocou
usporiadnej Stvorice celych Cisiel (53, t, L, U), kde:

0 je zaklad (baza, radix), t je presnost, L je dolna hranica
exponentu, U je horna hranica exponentu.

e Nenulové normalizované ¢&islo v systeme (53, t, L, U) m&
tvar:

+.d1ds-- - di x 3¢ = £(dh B +dzﬂ_2+"'+dtﬂ_t),@e,
kde + je znamienko,

.d1d2d3---dtje mantisa(1 < d1 Sﬁ— 1, 0< d,-gﬁ—1
pre 2 <i<t),

e je exponent (L < e < U).
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Floating-Point Number System - 2/4

e Priklad: 6 =2, L =—-126, U =127, t = 24 (aj sO
znamienkom) ... jednoduché presnost (IEEE);
g=2,L=-1022, U= 1023, t = 53 (aj so znamienkom)
... dvojita presnost’ (IEEE).

e |[EEE FPS poZaduje, aby exponent mal k dispozicii eSte
dve skryté hodnoty:

L — 1: pouziva sa na kédovanie +0 a denormalizovanych
Cisiel s dy # 1 (pri g = 2).

U + 1: pouziva sa na kédovanie vysledku, ktory sa v
Ciselnom systéme pocitaca neda zobrazit (tzv. NaN = ‘Not
a Number’, tiez sa oznacuje ako +o0).

e Normalizované binarne Cisla (5 = 2): v pocitaci sa uklada
mantisa (t bitov), znamienko a exponent s posunom tak,
aby exponent bol vzdy nezaporny (t.j. pric¢ita sa |L| + 1).
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Floating-Point Number System - 3/4

e Priklad: jednoducha presnost': Cislo je reprezentované 32
bitmi (1 bit na znamienko, 8 bitov na exponent, 23 bitov na
mantisu);
dvojité presnost’: potrebujeme 64 bitov (1 bit na
znamienko, 11 bitov na exponent, 52 bitov na mantisu).

e Oznacme F; mnozinu normalizovanych Cisiel s pohyblivou
radovou Ciarkou s presnostou t. Potom F; nie je uzavreta
vzhfadom na zakladné aritmetické operacie: sCitanie,
odcitanie, nasobenie a delenie.

e Priklad: 5 =10,t=3, L= -1, U=2;dané
a=0.112x10%, b=0.113 x 10". Potom
c=axb=0.12656 x 102 nie je v F; (mantisa obsahuje
viac ako t = 3 ¢islice).
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Floating-Point Number System - 4/4

¢ Vypocitané Cislo nemusi byt v F;, pretoze:

© Exponent padne mimo interval [L, U] = podtecenie
(underflow) resp. pretecenie (overflow).
Pretecenie: toto je obvykle vazny problém pre vacsinu
pocitacov. Vysledkom pretecenia je NaN (‘Not a Number’).
Niektoré programovacie jazyky (napr. C++) umoznuji
programatorovi “odchytit” prete¢enie a definovat d'alsi
postup.
PodteCenie: menej vazne ako preteCenie. Vysledkom je
bud' nula, denormalizované ¢islo alebo +2°.

® Mantisa vysledku obsahuje viac ako t ¢islic = nutna je
nejakd forma zaokruhlenia vysledku - t.j. vysledok sa
nasledne upravi do normalizovaného tvaru.

¢ PreteCeniu a podtecCeniu sa niekedy d& zabranit
reorganizaciou vypoctu. Napr. ||x|| = /X2 + - -+ + x3:
1. m=max(|xq|, - ,|Xnl), 2. ¥i = Xx;/m,

2 2
3. |Ix[| =m Yy +-t+Yn. G. Oksa: Redlne &isla v positadi 716



Zaokruhlovacie chyby - 1/3

¢ Ak mantisa vysledku aritmetickej operacie obsahuje viac
ako t Cislic, potom sa da upravit do tvaru
reprezentovatelného v pocitaci dvomi spdsobmi:

@ Odtrhnutie (‘chopping’): Gislice za d; sa jednoducho
“zahodia”.

@® Zaokruhlenie (‘rounding’): Cislica d; sa zaokruhli nahor (ak
diy1 > 3/2) alebo nadol (ak d; 1 < 3/2), a Cislice za d; sa
“zahodia”.

e Oba postupy aproximuju vypocitané Cislo. Aproximacia
nesie so sebou vzdy chybu. Nech X je aproximacia Cisla x.
Potom:
|X — x| je absolutna chyba aproximacie;
|X—x|

[x]

Relativna chyba berie do uvahy velkost aproximovaného
Cisla x a dava informaciu o pocte signifikantnych Cislic v
aproximacii.

je relativna chyba aproximacie.
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Zaokruhlovacie chyby - 2/3

Definicia: Hovorime, Ze X aproximuje x na s
signifikantnych Cislic, ak je s je najvacsie nezaporné Cislo,
pre ktoré je relativna chyba aproximécie

|X — x|/|x| <5x1075.

Veta 1: Nech fl(x) oznaCuje reprezentéciu Cisla x v
pohyblivej radovej Ciarke. Potom:

fi(x) — x|
|X]

<, (1)

kde 1 = 0.5 x '~ pre ‘rounding’, resp. u = 3~ pre
‘chopping’.

Definicia: Cislo 1 sa nazyva jednotka zaokriihlovania
(‘unit roundoff’) a uy = 2u je presnost’ stroja (‘machine
precission’).
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Zaokruhlovacie chyby - 3/3

e Presnost stroja iy je najmenSie kladné Cislo v pohyblivej
radovej Ciarke také, ze fI(1 + up) > 1.

e Veta 1 hovori, Ze pre dostatoCne velké t je mnozina F;
(‘floating-point numbers’) dostato¢ne “husta”. Napr. pre
dvojnasobnu presnost s t = 53 je
p=2"S~111x10"16,

o Napriek tejto “hustote” je F; vzdy diskrétna mnozina. Napr.
pre dvojnasobnu presnost s t = 53 :

Interval [1,2] = v F; su Cisla:

1,142% 1 42x2% 143x25% . . 2 (medzera
o1t _ 2—52)

Interval [2,4] = v F; su Cisla:

2,24251 242x25% 243%x27% ... 4. (medzera
22—1‘ — 2—51)

Interval [2/, 2/+1]: zober [1,2] a vynasob 2/. (medzera
oj+1-t ) G. Ok&a: Redlne &isla v pogitadi 1016



Strukttra mnoziny F;

e Takze medzi susednymi Cislami v F; absolutna medzera
rastie s mocninou 2, ale relativna medzera
nie je nikdy vadsia ako 2752 = 2y = uy ~ 2.22 x 1016,

o Rozsah y ¢ F; (normalizované): gt < |y| < gY(1 — 371).

o Najmensie normalizované kladné &islov Frje A = g--1. Vv
intervale (0, \] lezia denormalizované Cisla s dy = 0.
Najmensie kladné denormalizované Cislo je
7 = Bt = X\ uy. Absolutna medzera v intervale (0, \] je
Bt = A
Denormalizované Cisla nepatria do F; (maju menej ako t
signifikantnych Cislic), ale rozSiruju F;.

o Absolutna medzera v intervale (/ ), 3+ )] je g+~ pre
j=0,1,...,—L—1.

o Absolitna medzera v intervale (31, 1] je 37! = un/B.
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‘Floating-point’ aritmetika - 1/2

e Nerovnost (1) znamena, ze pre kazdé x € R existuje
X € Fitaké, ze |X — x| < u|x]|.

e ESte inak: Nech fl : R — F; je zobrazenie, ktoré kazdému
pomocou zaokruhfovania. Potom pre kazdé x € R existuje
€, le| < u, ze

fi(x) = x(1 +¢). (2)

e Zakladny axiom floating-point aritmetiky splnujicej IEEE
Standard: Nech {+, —, x, /} su zakladné aritmetické
operacie nad redlnymi ¢islami. Nech oznacenie fl pred
niektorou z tychto operacii znamena, Ze je to binarna
operacia nad dvomi Cislami v F; a vysledok je opat v F;.
Potom pre kazdé x, y € F; existuje ¢, |e| < utak, ze

filx+y) = (x*y)(1 +e), (3)
kde x je jedna z operacii {+, —

X
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‘Floating-point’ aritmetika - 2/2

« Nech dany poéita& spifia IEEE Floating-Point Standard
(1985). Potom rovnica (2) hovori o zobrazeni Cisla x s
relativnou presnostou e, zatial¢o rovnica (3) hovori o
vykonani lubovolnej aritmetickej operacie s relativnou
presnostou e. V oboch pripadoch je € “malé”, maximalne
sa rovnd jednotke zaokrdhlovania: |¢| < p.

e Zakladny axiém floating-point aritmetiky treba chapat’ ako
poziadavku na poéitag, ak chce spifiat IEEE Standard.
Tyka sa to hardveéru i firmvéru, ktory ma na starosti
vypocCet aritmetickych operacii. Niekedy (a Coraz CastejSie)
je podobna relativna presnost garantovana aj pre vypocet
druhej odmocniny (Co je unarna operacia):

x € Fr,x >0 = fi(vx) = vVx(1+¢), || < p.
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Ochranna Cislica (‘Guard Digit’)

¢ Relativna chyba 4 aritmetickych operacii ma byt najviac .
Pokial sa v§ak scitanie alebo odCitanie robi bez tzv.
ochrannej &islice, potom vysledok nemusi spifhat uvedent
presnost.

¢ Definicia: Ochranna Cislica je jedna Cislica na mieste d;. 1,
ktorej tlohou je zachytit najmensiu mocninu zakladu pri
zarovnani operandov, ktora by sa inak stratila.

e Priklad: g = 10, t = 3, = 0.005. Uloha: fi(x + y) pre
x=0.101 x 102, y = —0.994 x 10'.

Vypocet s ochrannou ¢islicou:

fi(x +y) = (0.1010 — 0.0994) x 10> = 0.0016 x 10% =
0.160 x 109 = (x + y)(1 + ¢1), kde ¢; = 0.
Vypocet bez ochrannej Cislice:

fi(x +y) = (0.101 — 0.099) x 102 = 0.002 x 10% =
0.200 x 109 = (x + y)(1 + €2), kde ez = 0.25 = 50p.
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Priklady

1. Suma n floating-point Cisiel: Je danych n Cisiel

X1, X2 ..., Xn. Odhadnite chybu suétu s, = >-7_, x; v pohyblivej
radovej Ciarke.

S = (X1 + x2) = (X1 + X2)(1 + 02), [02| < p &

S2 — (X1 + X2) = (X1 + X2) 02;

Krok i: sjpq = fi(sj + Xj11), i =2,3,...,n—1;

sz =1fl(s2 + x3) = (S2 + X3)(1 + d3) = [(x1 + x2)(1 + d2) +
X3](1 + 53) = (X1 + X2)(1 + o + 53 + (5253) + X3 + X353 ~~

Xq +X2+X3—|—(X1 +X2)52+(X1 +X2+X3)53 =

S3 — (X1 + Xo 4 X3) ~ (X1 + X2) 0o + (X1 + Xo + X3) (53; atd’;

Az nakoniec:

Sn— (X1 + X2+ + Xp) =

(X1 +X2) 02+ (X + X0+ X3) 03+ -+ (X1 + X2 + - - - + Xpn) In,
takze:

A(x1 + X+ +Xn) = (X1 +Xo+ -+ Xn) & X1 (62 + 03+ - +6n)
Xo(02 + 03+ -+ +6n) + Xa(d3 + -+ +0n) + -+ Xpdp,  |§] <
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Priklady

Ked je n Cisiel zoradenych vzostupne (t.j.

[x1] < |x2| < --- < |Xn|), potom s najmensimi Cislami je spojena
najvacsia chyba = celkova chyba suctu bude najmensia.

2. Sucin n floating-point €isiel: Nech je danych n realnych
nenulovych Cisiel x1, xo ..., x,. Ukazte, Ze:

A(TTiZ4 x;) = (1 +€) TTiLq X, kde

1 —|-6:(1 —1—52)(1 —1—53)(1 —|—5,,)a|5,-\ < u, 2<i<n.

3. Predpokladajme Zze (n— 1) u < 0.1. Uk&zte, ze v Priklade 2
je e < 1.06 (n— 1) u (e je relativna chyba vypoctu sucinu).

4. Skalarny sucin dvoch vektorov: Nech x a y st dva
n-rozmerné vektory. Ukazte, ze:

fi(xTy) = >y xyi (1 +¢), kde

T+e=0+0)+n0)(1 +ni1) - (14 nn) @ldi], [ni] < p.
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