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Uvod

Zakladnou ulohou prenosu tepla je stanovenie teplotného pola 7 = T(x, y, z, t)

v bodoch sledovanej oblasti [2]. Prenos tepla je sprostredkovany r6znymi nosi¢mi a réznymi
fyzikélnymi mechanizmami. Formy prenosu energie sa vzdjomne znacne liSia, preto sa riadia
1 r6znymi zakonitostami.

Vedenie je proces v prostredi, ktorého Castice sa v smere tepelného toku nepohybuj.
Nevyhnutnou podmienkou pre existenciu vedenia tepla je existencia teplotného spadu AT. Pri
vedeni tepla Castice latky v oblasti s vysSou strednou kinetickou energiou predavaju ¢ast’
svojej pohybovej energie prostrednictvom vzajomnych zrazok ¢astic v oblasti s nizSou
strednou kinetickou energiou. Castice sa pritom nepremiestiuji, ale len kmitaja okolo svojich
rovnovaznych poloh. Bez vonkajsich i vntutornych vplyvov (dodatocné ohrievanie, resp.
ochladzovanie) je vysledkom vedenia tepla rovnovaha, pri ktorej ma kazda Cast’ telesa
rovnaku teplotu [3].

V minulosti sa prenos tepla riesil analyticky. V sucasnej dobe sa v tejto oblasti
pouzivaji hlavne numerické metody s ktorych najznamejSou je metéda kone¢nych prvkov.
Najznamejsim programom kde je tato metdda spravovana je program ANSYS. Pri
jednoduchych elementoch zavisi presnost’ rieSenia od hustoty delenia na elementy

V sucasnosti sa vyvijaju nove konecné prvky ktorych presnost’ nezdvisi od hustoty delenia.

Ciel’ prace

Ciel'om tejto prace je zvladnutie teoretického zakladu metédy konecnych prvkov
(MKP) a ziskanie zékladnych poznatkov o funkcionalne gradovanych materialoch. Poznatky
sa nasledne pouziju pri rieSeni stacionarnej ulohy vedenia tepla v 1D pratovom prvku z
funkcionalne gradovanych materidlov. Na zaver prace bude potrebné numerickymi
experimentmi overit’, ¢i vytvoreny program dava dostato¢ne presné vysledky v porovnani

z programom ANSYS.



1. Rovnice MKP pre prutové konec¢né prvky teplotného pola.

1.1 Odvodenie diferencialnej rovnice

Odvodime diferencialnu rovnicu vedenia tepla , ktorej rieSenie umoZziuje stanovit’
teplotné pole 7' = T(x, y, z, 7).

Predpokladajme, Ze teleso je tuhého skupenstva, jeho fyzikalne parametre 4 - koefi-
cient tepelnej vodivosti, ¢ — tepelné kapacita, p - hustota su zavisle od teploty. Vyty¢ime si
v priestore elementarny objem dV a uvazujeme teplo ktoré vznika pdsobenim vnutornych

zdrojov ¢ [W m™]. V oblasti dV vznikne za as dr mnoZstvo tepla

dQ, =q dV dr [J] (1.01)
a z bilan¢nej rovnice musi platit’

dQ, =dQ,, +dQ, [1] (1.02)
Vyjadrime ¢leny rovnice pri uvazovani casového intervalu dr.

Teplo dQ,. vypocitame z oteplenia d7 objemu dV, pri¢om oteplenie za ¢as dr mozno vyjadrit’

dQ,, =c dm dVd—sz' =pc dVd—Tdr (1.03)
dr dr
Ak reSpektujeme predpoklad ze 4, ¢, p st zavislé od teploty, musime dQ;. zapisat’
dipcT
do, = e, (1.04)
dt
Teplo odvedené vedenim z povrchu dA4 za Cas dr vyjadrime pomocou Furieroveho zdkona
q=—-Agrad T (1.05)
dQ,, =q dAddr=—-A grad T dA dr (1.06)
po dosadeni do vychodiskovej rovnice (1.02) dostaneme
| d(pcT)
g dV dr = dVd—dz'—/l grad T dA dt (1.07)
T
Rovnicu (1.07) zintegrujeme
dipcT
[¢arar=| dpeD . dv - [ 4 grad T d dA (1.08)
14 Vv dT A
Plo$ny integral na pravej strane premenime na objemovy pomocou Gaussovej vety
j A grad T dr dA = j div (A grad T) dr dV (1.09)
A vV



Po dosadeni do (1.08) st vSetky integraly rovnaké (objemové), mozno rovnicu derivovat

a vydelit’ dV a dr. Dostaneme diferencidlnu rovnicu vedenia tepla

. d(pcT)

q —div (A grad T)

dr

Ak 4, ¢, p st konstanty, potom
T
g=pc d——/i div grad T
dr

Pretoze:

o*T o*T o°T
2

div grad T = +
£ ox* oyt oz’

Mozno diferencidlnu rovnicu (1.10) zapisat’ v tvare

o'T o'T o°T) . dT
A —t—+t—|*+4q
ox~ oy~ Oz

V pripade stacionarnej Glohy sa prava strana rovna nule, ¢im sa jej rieSenie vyrazne
zjednodusi, priCom tato rovnica ma tvar

o’T o0°T o°T) .
A —+t—+—|+tq=0
ox~ oy~ Oz

Ak je vnutorny zdroj tepla nulovy, t.j. ¢ =0, potom méme

o’T 0T 0O°T
A ~+—+— (=0
ox~ oy oz

¢o predstavuje Poissonovu parcialnu diferencidlnu rovnicu.
Pre jednoznacnost’ rieSenia potrebujeme poznat’:
- geometrické podmienky — udavaju geometricky tvar telesa,
- fyzikélne podmienky — udavaju fyzikélne parametre 4, ¢, p a pripadne d’alsie,
- pociatocne podmienky - udavaji rozloZenie teplot v telese na zaciatku deja,
cize T(x,y,z, 1) =To(x,y,z) pret=0na V'
- okrajové podmienky — udavaju podmienky na povrchu telesa
Tie mozu byt
1.druhu — je zadana teplota na povrchu telesa,
T(x,y,z 1) =Ty pret>0na4,
2.druhu — tepelny tok do vnutra telesa vedenim cez plochu A4,
A a—Tl +1 a—Tl + 4 a—Tl +q=0
tox Y oyt oz

kde [, [,, I. sit smerové kosinusy vonkajSej normaly.
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Vel'mi Casto je zadané ¢ =0.
3.druh — tepelny tok do vnutra telesa pradenim cez plochu 43 kde 7, predstavuje teplotu

okolia a & predstavuje koeficient prestupu tepla konvekciou
oT oT oT

A—I1 +A —I1 +A. —I. +WT-T)=0 1.19
xaxx yayy ZaZ z ( oc) ( )

1.2 Analyvza MKP

Pri odvodzovani rovnic MKP budeme vychadzat’ z rovnice (1.13) pre vedenie tepla.
Rovnica (1.13) je rovnicou druhého radu a preto budeme uvazovat’ 2 okrajové podmienky.
Pripustné podmienky:

- akje dane teplota na povrchu telesa (1.17) ,

- akje dany tepelny tok (1.18),

- ak uvazujeme konvekciu na povrchu telesa (1.19).

Pre jednoznacnost’ rieSenia potrebujeme poznat’ eSte poc¢iato¢ni podmienku (1.16)

Samotna analyza MKP sa d& zahrntt’ do tychto 6smich krokov:

Krok 1- Diskretizdcia redlnej konstrukcie resp. telesa

Diskretizacia pozostava z rozdelenia telesa (konstrukcie) na prvky. Teleso s objemom
V je potrebné rozdelit’ na £ pocet konecnych prvkov a p pocet uzlovych bodov.

Existuje velké mnozstvo prvkov, ktoré mozno pouzit. Pouzitie konkrétneho prvku
zavisi od typu analyzy a vlastnosti telesa. Na obrazku Obr.01 s uvedené len zakladné prvky.

Pratovy prvok sa pouziva pre prutové a priehradové konstrukcie. Rovinné telesové
prvky su vhodné pre ulohy, v ktorych vsetky fyzikdlne veliCiny si obmedzené na jednu
rovinu [3]. Priestorové telesové prvky sa pouzivaju na modelovanie priestorovych telesovych

mechanickych prvkov a sustav.

(1) Pratovy prvok

(2) Rovinny trojuholnikovy prvok (3) Rovinny stvoruholnikovy prvok

Obr.01 Zakladné typy prvkov
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Krok 2 - Identifikacia primarnych neznamych a vhodné interpolaéné (tvarové) funkcie

Vyber primarnych neznamych zévisi od druhu problému, ktory rieSime a meni sa od
pripadu k pripadu. Napr. posunutia su primarnymi neznamymi v analyze napétia, teplota pre
vedenie tepla a rychlost’ pre pradenie tekutin.

Ak sme urobili identifikaciu primarnych neznamych 7', potom diskretizacia pokraduje
vyberom vhodnych interpola¢nych (tvarovych) funkcii. Predpokladdme, ze teplota

v 'ubovol'nom bode prvku je funkciou polohy tohto bodu a teplét v uzlovych bodoch, potom

o (e)
vyjadrime teplotne pole T, )V elemente e ako

ozt
T =N ] T (1.20)
kde [N(x,y,z)]: [Nl(x,y,z)’N2(x,y,z)"'Np(x,y,z)]
()"
a T = L@ (1.21)
T,(7)

pricom 7 (7) reprezentuje teplotu vuzleia N tvarovu funkciu koreSpondujucu s uzlom

i(x,,2)

i elementu e.

Pre jednoduchost’ uvazujeme linearny prutovy prvok. Funkcia 7 (x) je definovana:
TY(x)=a, +a,x (1.22)
kde a,, a, sunezname parametre.

Z uvazovanej linearnej ndhrady odvodime tvarové (interpolacne) funkcie:

TOM =a, +ax =l x] Fl } (1.23)
@,

Pre jednotlivé uzly musi platit’

T9%) =a, +a,x
l(e)( ) 1 27V (124)
T (x)=a, +a,x,

Pri¢om x;, x; st stradnice uzlovych bodov i,j

Rovnice (1.24) mozno zapisat’ v maticovom tvare

)]



Z maticového poctu vieme, Ze plati

T, x, 17 ]
det det| |
T; x; T x;, =T, x, : lTj T —-T
a, = = , O, =—rF == (1.25)
1 x, X, =X 1l x, X, =X,
det det
1l x; _1 X |
Po dosadeni vzt'ahov (1.25) do rovnice (1.22) dostaneme
T x -T9 x. 1@ _T1© X —X —x
T(e) (x) — i J J i + J i ¥ = T;(e) J + T](e) X xl (1'26)
X; =X, X; =X, X, —X, X, =X,

. ry (e) . « . . , , .,
kde x; —x, predstavuje dlzku 2" a aproximacne funkcie pre linearny pritovy element maj

tvar :

[Nm]{xj LR } (127)

h(e)

h(e)

1_

Obr.02 Graf funkcie Ny

Krok 3 - Definovanie vztahov medzi akciami a reakciami

Fyzikalne zakony zvyc¢ajne urcuju vzt'ah medzi akciami, ktoré na telesom posobia,
a reakciami, ktoré vznikaju v samostatnom telese vplyvom ich pésobenia. Nasledujtica

tabul'ka akcie a reakcie pre niektoré typy inZinierskych analyz [3].

Akcie Reakcie

posunutia u

Analyza napati sily pretvorenie e
napitia o

Vedenie tepla tepelne toky O teplota T

Prudenie tekutin tlak p rychlost’ v

Pre tepelné sily O a teploty T je uréujuci Furierov zakon (1.05).



Krok 4 - Odvodenie prvkovych rovnic

Prvkové rovnice opisuju vztah medzi reakciami, ktoré su urcené ako funkcie
primarnych neznamych, a akciami v danom prvku. VSeobecne existuju dve zakladné metody
pouzivané v MKP na odvodenie tychto rovnic:

- Varia¢na (Rayleigova-Ritzova) metoda;
- Metoda vazenych rezidui (Galerkinova) [3].
Pri variaénom vyjadreni problému hl'addme rozloZenie teploty 7(x, y, z, 7) v telese

minimalizovanim integralu

1 oTY orY orY (. dT
I_Ew [z{gj My(EJ +(/1287j —2(q—pc Ej T] AV (1.28)

so zohl'adnenim pociato¢nych a okrajovych podmienok. Zohl'adnenie okrajovych podmienok

(1.18 - 1.19) moZzno urobit’ pripoc€itanim ¢lena

q T dA 1L WT-T,)*dA (1.29)
[ arat 3] :

A

do rovnice (1.28). Vysledny funkcional ma tvar

2 2 2
1=ljjj zxa—T Ay N z,z‘a—T —Z(Q—pcd—TjT dv +
29 Ox oy Oz dr

(1.30)
1
+[[ ¢ Tad, +~[[ WT-T,)d4,
4, 2 Ay
Funkciondl popisujici prenos tepla cez oblast’ moézeme vyjadrit’ v tvare
E
1=>1° (1.31)
é=1
Pri¢om plati Ze:
1 or®Y (et (. er@Y dT*
1(6>=_m A, +4, +| A, “2g-pc ——T9|dv+
27 ox oy 0z dr
(1.32)
1
+ T dd,+ —|| W(T-T,)*dA
[[r ans 5[ ras
kde T je nezname teplotné pole na elemente e.
Pre minimalizaciu funkcionélu 7 je potrebné dodrzat’ podmienku
E_ A7)
ﬂ: o =0 i=12,....M (1.33)
oT, & o,

kde M je pocet uzlov z nezndmou teplotou.



Nasledujuci vztah predstavuje minimalizujuci funkcional:

or® oT® o or® oT® o or® oT® o or'®
=”I A, +/1y + 4, +
o7, 5 ox OT, ox oy oI, oy 0z 0T, Oz
. dT'@ \or'® aT<e>
+[q—pc r } i g

h(T(” T.)
T 3
Poznamenéavame, ze ploSne integraly sa v tomto vzt'ahu budu vyskytovat’, ak sa uzol

(1.34)

1

i nachadza na A, alebo A;. Derivécie v rovnici (1.34) vyjadrime zo vztahu (1.20) takto

or'> [eN, 6N, ON, | -
= 1 s : EXRRT) £ T(E) (135)
ox ox Ox ox
T ) 0N,
0 [T | _ON; (1.36)
oT, | ox ox
(e)
0" _n (1.37)
or,
(e) -
ar— _ [N] T© (1.38)
dr
kde N = [Nl,Nz,...,NpJ je matica tvarovych funkcii a
on )"
or
~ o7,
T =15, (1.49)
8T
or
je Casova zmena teplotného pola v uzlovych bodoch.
Pouzitim vzt'ahov (1.35 - 1.38) prejde rovnica (1.34) od tvaru
a[(E) e 7 (e Dle e T (e e T (e
= [k©] 79— PO+ [k©] 7@ + K] T =0 (1.40)

kde jednotlivé prvky matic K, K{”,K!? a vektora P'“sii dané tymito vzt'ahmi:
- matica tepelnej vodivosti

[K(e)]v—m[ (a E J”y[%a;vyj)”{%agjﬂ v (14
X X z Z

y©

- matica konvekcie

k] = [[n N, N, a4, (1.42)

(e)
A4°



- matica tepelnej kapacity

k@], = [[[pen N, ar (1.43)

48]

- vektor tepelnych tokov od vnutorného zdroja, vedenia a konvekcie

[Pe], :lﬁq N, dV+;1[£q N, dd, +;f(_[h T. N, dA, (1.44)

Rovnica (1.40) predstavuje prvkovu rovnicu pre vedenie tepla [2].

Krok 5 - Odvodenie rovnic celého telesa

Pre minimum funkciondlu pre cele teleso plati

A I S e] 7o po k] 7 k] 7)-0 (145)
e=1 i e=1

1

kde

N N

~
Il

- vektor neznamych teplot v celom telese (1.46)

Rovnicu (1.40) mozno prepisat’ do tvaru
[k, T7+[k]| =P (1.47)

kde:
[K]=Y [k
[k]- i([Kf”]Jr k) (1.48)
[Pl-3

Podobny rozpis uvedieme v neskorsej kapitole len pre prutovy prvok [2].

Krok 6 - RieSenie rovnic pre primarne nezname

Rovnica (1.47) predstavuje diferencidlnu rovnicu prvého radu ktorej vyrieSenim
dostaneme teploty vo vSetkych uzlovych bodoch. V zavislosti od stupiia a symetrie matice [K]

pouzivame na rieSenie uvedeného systému rovnic Gaussovu elimina¢nu metodu a jej

modifikacie [3].



Krok 7 - Vypodet sekundarnych neznamych

Ak st vypocitane primarne nezname , potom pouzitim pripustnych fyzikalnych

vzt'ahov vieme vypocitat’ sekundarne nezname, v naSom pripade tepelne toky.

Krok 8 - Interpretacia vysledkov

Vysledny ktoré dostaneme z programu MKP su vo forme vysledného vektora ktory sa
d’alej spracovava do vhodnej grafickej podoby. Ulohou riesitel’a je tieto vysledky klasifikovat

a vyuzit’ ich na optimalizaciu rieSenia problému [3].

2. Rozdelenie kompozitnych a funkcionalne gradovanvyvch materialov.

Sposob naméhania, tvar a konStrukcia dielca a predkladana technolédgia jeho vyroby
kladu na material rad poziadaviek. Casto ide o protichodne a nesplnitel'né poziadavky jedného
materidlu. VolI'ba materialu znamena kompromis, ktory vychédza z prvoradej vlastnosti
a nedostatok ostatnych vlastnosti riesi napr. zmena prierezu. Kvalitativhu zmenu v rieSeni
protire¢enia medzi pozadovanymi vlastnostiach rieSia zdruZene materidly, ¢ize kompozity,
ktoré boli vytvorené spojenim dvoch jednoduchych materidlov, ktoré plnia jednotlivé,

v jednom materiali nezlucite'né poziadavky. NajCastejSie sa chape ako kompozit len latka,
ktora spliia tieto podmienky:

- bola vytvorena umelo,

- sklada sa najmenej z dvoch, chemicky vyrazné odlisnych zloziek,

- zlozky maji z makroskopického hl'adiska rovnomerné podloZenie v celom objeme,

- vysledne vlastnosti kompozitom sa odliSuju od vlastnosti zloziek.

Tieto podmienky vylucuju zdruZene prirodné materidly (napr. drevo), platované materialy

aifll.

2.1 Kompozity zakladne poznatky

Kompozity su materialy, ktoré vznikli fyzikalnou kombinaciou existujicich
jednoduchych materiadlov. Zakladna hmota, ¢iZze matrica (A), ma funkciu spojiva. Druha
zlozka, vlozend faza (B), plni funkciu vystuze. Na vlastnosti kompozitu maji vplyv najmé
tieto parametre:

- objemovy podiel zloziek Va, Vg;
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- geometria systém, ktord méze byt’ charakteristicka:
- jednorozmernou kontinualnou fazou (vlakno, ty¢inka),
- dvojrozmernou kontinualnou fazou (doska, lamela),
- trojrozmernou kontinualnou fazou (priestorova siet),

- stupen kontinuity (od uplnej kontinuity po diskrétne Castice),

- usporiadanie faz (extrémami su usporiadania paralelne a sériové).

I~
: R
]
|
: -
B 14 g ||
y _ 1 e )
- P B geometira
e e’ P — ‘A systému
A
| == |~ | A~
| | |
I l l
Bt | =
e f A
//|= P /)_ T T T /)_ .

-, -, -, stupen
- M’ i P -7 N’ Lo
= o “ kontinuity

I
A A
£ i
B < B —>
usporiadanie
sériové ‘l’ F paralelné

Obr.03 Charakteristické parametre kompozitov
Vlastnosti kompozitu moézeme povazovat’ za priblizne aditivne a daji sa odvodit’ od
vlastnosti vychodiskovych zloziek (pozri kap 2.21). Mechanické vlastnosti kompozitu vSak

vyrazne ovplyviiuje usporiadanie faz [1].

2.2 Funkcionalne stupfiované materialy

Materidly novej generacie kompozitnych materialov, funkcionalne stupfiované
materialy (FGM) su charakterizované priestorovou zmenou mikrostruktury. Tieto materialy
maju premenlivé materidlové vlastnosti v zavislosti od zmeny mikrostruktiry, ¢ize zmeny
hustoty premieSania mikrociastociek s matricou. Vlastnosti sa zimerne menia vo viacerych

smeroch. Na vyrobu takychto materidlov sa pouzivaji r6zne procesy. Vo vSeobecnosti mozno

11



vyrobne procesy klasifikovat’ do troch faz: plynovy, kvapalny, tuhy. Medzi najvyznamnejsie
vyrobne procesy patri: plazmové nastriekanie, praskova metalurgia, samo Siriaca vysoko
tepelna syntéza, reaktivna infiltracia, elektromagnetické separacnd metoda. V poslednej dobe
je snaha hl'adat’ aj iné metoédy resp. zdokonal'ovat’ a aplikovat’ aj iné vyrobne procesy pri

vyrobe tychto materialov [4].

2.3 Materialy a geometrické vlastnosti exaktnych koneé¢nvch prvkov

MKP analyzy st exaktne na zéklade urcitych predpokladov. Predpoklady sa tykaju
materidlovych a geometrickych vlastnosti. Aby bolo rieSenie pomocou danych prvkov MKP
exaktne i v poli prvku, musi byt’ splnené:

- lokélna geometria je na arovni 1D, to znamena ze kone¢ny prvok je len funkciou x.

- geometrické a materidlové vlastnosti st popisané pomocou Maclorenovho radu [1].

2.3.1 Metoda zmie$avacieho pravidla

Zmiesavacie pravidlo je jednou z metdod mikromechanického modelovania materialov.
Mikroskopické modelovanie vyjadruje vzajomny vztah medzi vlastnost'ami zloziek
kompozitu a priemernymi vlastnostami kompozitu. V pripade FGM je to vzdjomny vzt'ah
medzi vlastnostami zloziek a efektivnymi vlastnostami FGM.

Nizsie st uvedené zakladné vzt'ahy metody zmieSavacieho pravidla. Uvazujeme
kompozit, ktory obsahuje dve zlozky: ¢astice a matricu. Tieto zlozky st charakterizovane
svojimi objemovymi v a hmotnostnymi m podielmi. Objemové a hmotnostne podiely st

uréené vzt'ahmi

Va Vb
Va = 7 Vb = 7
¢ ¢ (2.01)
Ma Mb
ma = mb =
M. M.
kde ¥V [m’] a M [kg] st objem a hmotnost a indexy ,,a%, ,,b“ a ,,c* reprezentuju &astice,
matricu. Ked’Ze plati
V.=V, +V, M, =M,+M, (2.02)
potom
v,*v, =1 m,+m, =1 (2.03)
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Medzi objemovymi a hmotnostnymi podielmi existuji nasledujuce vzt'ahy:

vy =Py v, = Pe m, (2.04)

a a

pa pb
kde ,.p.%, ,,pp" @ ,,p." je hustota Castice, matrice [kg.m'3 ].
Pri celkovom kompozite zloZenom z Castic a matrice sa objemové podiely vyjadruju

vzhl'adom na objemové podiely Castic a teda [1]

v, = v,=1-v, (2.05)

Efektivna materidlova vlastnost’ X je pomocou jednotlivych zloZiek vyjadrena nasledovne[1]:

X=Xy, +X,v,=Xv,+X,(1-v,) (2.06)

3. Odvodenie vodivostného vzt'ahu pratového prvku.

3.01 Odvodenie vzt'ahov pre homogénny material

Pre pratovy prvok sa ndm zjednodusia vztahy odvodené v predchadzajiacich
kapitolach. Uvazujeme pre jednoduchost’ dvojuzlovy ¢iarovy konec¢ny prvok (Obr.04) vedenia
teplotného pol'a dizky jeden meter. Vo vodiéi sa generuje Jouleovo teplo (uvazujeme

vnutorny zdroj). Priemer kruhového elementu je d [2].

Obr.04 Ciarovy dvojuzlovy prvok

Teplota v mieste x je vyjadrena:

T,
T =[N, ()] M (3.01)

J

ktort po uvédzovani interpolacnych funkcii zo vzt'ahu (1.27) mozno napisat’:
1-x x| | T,
T, =|—— 3.02
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Matica tepelnej vodivosti (1.41) bude mat’ rozmer 2 x 2 a ur¢ime ju pre 1D, tj:

], =[]

s

e

1
L

()2 )

)

dx
ol o\ ox o Ox (1) (1) (1
1\ L) \L L)\L)]

ON, 1 ON, . e

Kde sme vyuzili, ze — =——, = — a po integracii (3.03) dostaneme
ox L ox L

ko], =22 T
L
-1 1

Matica konvekcie (1.42), prechaddzajtca cez valcovy povrch vodi¢a, bude mat’ tvar:

LN, N, N, N,

k] = [[n N, N, a4, _/mdjNN dx = hﬂdj

dx
A( e) é N N

N; N,

Po dosadeni tvarovych funkcii a po integracii dostaneme

=)

7))
7))

kﬁh:hndj

1)

dc=hrxrd L

A= W]~

W= |

(3.03)

(3.04)

(3.05)

(3.06)

Vektor tepelného toku transformovany do uzlovych bodov ur¢ime zo vztahu (1.44) ktory pre

nas pripad bude mat’ tvar

[P(”],_quv dV+”hTNdA z—j{ }dx+hTw7rdﬂxjdx

AR 1
—qﬁd—£ +hTw7rd—
4 211 21

Rovnice pratového prvku maju tvar:

(k] +[e0]) {T" } - [i

T

J

|

Po dosadeni za jednotlivé matice prejde rovnica (3.08) do tvaru [2]

A A

X

L

I -1

+hrxmdlL
1

-1

Wl— N~
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3.02 Odvodenie vzt'ahov pre funkcionalne gradovany material

Uvazujeme funkcionalne gradovany prutovy prvok (FGM) s premenlivou

materialovou vlastnostou A(x) a vnutornym zdrojom ¢ . Uvazujeme pre jednoduchost’ dvoj

uzlovy &iarovy kone¢ny prvok Obr.04 dizky L = 1. Priemer kruhového elementu je d.

Predpokladom pre riesenie je, ze materialova vlastnost’ je zadand v tvare
Alx) =4, ~(1+Z§Mka (3.10)
k

Zavedieme si pomocnu funkciu ktord je definovana

1

by(x) = o (3.11)
[1 + Z ¢ Mxk ]
k
Prenosové funkcia pre vSeobecnu premennu x je definovana
by (x) = [b; (x) dx (3.12)

Potom integral s konkrétnymi hranicami od 0 do L definujeme ako prenosovu konstantu

L
b, :J.b;(x) dx (3.13)
0
Tvarové funkcie prejda do tvaru
Vo ]=|1- ) 5 () (3.14)
bZ b2

Matica tepelnej vodivosti (3.04) bude mat’ s pouzitim tvarovych funkcii (3.14) tvar

(- -
L b, b, b, \ b,
K]y =24 dx (3.15)

) el
L b, b, b, b, i

a po integracii (3.15) dostaneme [6]

AAc| 1 -1

[k], = b

(3.16)
-1 1

Matica konvekcie (3.06), bude mat’ po upraveni tvar:
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' 2
(l_bzoc)J [l_b (x >j [b (x)j
L b. b,
k] =hzd | ’ s (3.17)
o| () (|2 £
\ b
Vektor tepelného toku uré¢ime zo vzt'ahu (3.07), bude mat’ tvar
_by(x) b0
© . 2 L b, b,
Poli=gz S| dc+hT, ;zdj dx (3.18)
43 b 0| by(x)
b, b,
Rovnice pratového prvku mozno napisat’ ako (3.08) a pre FGM prejde do tvaru
_ ) | X | | .
(l_bz(x)J (l_bzmj (bzmj
el 1 -1 L b, b, b, T
/1°b‘,4 +hrd | ’ N de {T}
2 -1 1 0 [bz(x)j (l_bz(x)j (bz(x)J J
b, b, b.
L - 2 2 4 (3.18)
| B _B®
2 & b, b,
= ;zd—j % |dx+hT, ;rdj dx
49 by(x) o| b (x)
b, b,

4. Vytvorenie pocitaCového programu a implementacia odvodenvch

vztahov.

Z odvodenych vztahov v predchadzajucich kapitolach som zostavil program, ktory sa
sklada z nasledujucich casti:
- Inicializacia neznamych a zadanie podmienok pre dany problém(4.1).
- Alokacia a priradenie (4.2).
- Zostavenie aproximadcie rieSenia na elemente (4.3).
- Zostrojenie aproximacnych a prenosovych funkcii pre dany element (4.4).
- Vypocet prvkov matice a vektora pravej strany (4.5).
- Vypocet neznamych (4.6).
- Interpretacia vysledkov (4.7).
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4.1 Inicializacia neznadmych a zadanie podmienok pre danv problém

V ivodnej Casti programu sa inicializuj nezname a podmienky pre jednoznacnost’
rieSenia daného problému a to nasledovne:

stupenpolynomu = 1; - stupen polynomu kdel = linearny , 2 = kvadraticky polyném ...

pe = 10; - hodnota udédva pocet elementov na ktoré sa rozdeli teleso,
zacbod = 0;

konbod = 10; urcéenie geometrie telesa:

sirka = 1; a to vyska, Sirka a diZka (rozdiel konbod -zacbod) [m]
vyska = 1;

A = 40; - zadanie hodnoty tepelnej vodivosti [W m™ °K™],
=1+x; - zadefinovanie premenlivosti materialu,

h =10; - suéinitel’ prestupu tepla [W m™ °K™'],

q° = 100; - velkost vnutorného tepelného zdroja [W m™],

T =50; - teplota okolia [°C],

teplotaA = 20; - teplota v zaciato¢nom bode [°C],

teplotaB = 10; - teplota v koncovom bode [°C],

tokA = Null; - tepelny tok v zaciatocnom bode [W m-2],

tokB = Null; - tepelny tok v koncovom bode [W m™].

Hodnota Null znazornuje ze tok/teplota nie je zadana.

Pre cely program predstavuje s = (stupen polyndmu + 1), p = pocet elementov(pe) ad =s -1.

4.2 Alokécia a priradenie

Po priradeny neznamych a zadany podmienok sa v samotnom programe alokuje
matica (VM) a vektor (VV) pre vysledny systém rovnic. Do systému rovnic sa zakomponuju

okrajové podmienky nasledovne:

VM[[1, 2]] = IffSameQ[podmienky[[1]], Null], O, 1];

VMI[[d p + 3, d p + 2]] = If[SameQ[podmienky([[3]], Null], 0, 17;

VM[[2, 1]] = -1;

VM[[dp +2,dp+3]] =-1;

VM[[d p + 3, d p + 3]] = [f[SameQ[podmienky[[4]], Null], O, 1];

VM[[1, 1]] = If[SameQ[podmienky[[2]], Null], O, 1];
If[SameQ[podmienky[[1]], Null], VV[[1]] += 0, VV[[1]] += podmienky[[1]]];
If[SameQ[podmienky([[2]], Null], VV[[1]] += 0, VV[[1]] += podmienky[[2]]];
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IffSameQ[podmienkyl[[3]], Null], VV[[d p + 3]] += 0, VV][[d p + 3]] += podmienky[[3]]];
If[SameQ[podmienky[[4]], Null], VV[[d p + 3]] += 0, VV[[d p + 3]] += podmienky[[4]]];

Este vypocitame plochu a obvod telesa, ktoré su potrebné pri vypocte a to:

Ifflvyska == 0,
{Plocha[x_] : = 11 *(sirka"2)/4;
Obvod = T *sirka;}, vol'bou vyska = 0 bude uvazovany prvok kruhového
{Plocha[x_] : = sirka*vyska; prierezu

Obvod = 2*(sirka + vyska):}];

Vektor Lee obsahuje v sebe delenie na elementy pre jednoduchsiu pract v d’alSich ¢astiach

programu.

4.3 Zostavenie aproximacie rie$enia na elemente

Riesenie na elemente je aproximované ako uplny polyném (1.26) jeho zostrojenie sa

v programe urobi nasledovne:

Ue = Table[ x[ 14, {i, 1, s}, {j, 0, s - 1}];
va = Table[uli], {i, 1, s}];

ries = LinearSolve[Ue, va];

aa = Table[ries[[i]] // Simplify, {i, 1, s}];
Upom = Table[ aa[[i]]*x(i - 1), {i, 1, s}];
U = Sum[Upom[[i]], {i, 1, s};

4.4 Zostrojenie aproximacénvch a prenosovych funkcii pre dany element

Pri premenlivych vlastnostiach materidlu je potrebne zadefinovat’ prenosovt funkciu

a prenosovu konstantu ktoré sa v programe uskuto¢ni nasledovne

b22x=1/(;
b2 1x=Integrate[b22x,x];

a pre kazdy element sa pocitaju aproximacne funkcie z U po dosadeni odpovedajticich

hodnét kde s predstavuje stupen elementu:
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Do[
{podm=Table[u[i]->0,{i,1,s}];
pod=Table[If[i#j,podm[[i]]],{i,1,s}];
podd=Cases[pod,Except[Null]];
podmi=Table[x[i] -> (b21x/.x->Lee[[k+i-1]])-(b21x/.x->Lee[[1]]),{1,1,s}];
podmienka=Flatten[ {podd,podmi,x->b21x,u[j] ->1}];
PSI[j]1=U /.podmienka//Simplify;
55
U,1.831;

4.5 Vypodet prvkov matice a vektora pravej strany pre dany element a priradenie do systému

pre cele teleso
V tejto Casti prebicha vypocet jednotlivych elementovych matic podla (1.41 - 1.43)

Mtepelnejvodivostip = Table[ Integrate[Plocha*A*(D[NNi], x])*(DINN [j1,x]), {x, Lee[[k]], Lee[[k + d]}}],
{i, 1,8} {, 1. s};

Mtepelnejvodivosti =Table[Flatten[Mtepelnejvodivostip([i]l], {i, 1, s}I;

Mkonvekciep = Table[ Integrate[h*Obvod* NN [i]* NN [j], {x, Lee[[K]], Lee[[k + d]1}], {i, 1, s}, {i, 1, S}];
Mkonvekcie = Table[Flatten[Mkonvekciep[[illl, {i, 1, s}];

a zapis vypocitanych matic do systému pre cel¢ teleso.

Do[VM[[k + i, k + j]] += Mtepelnejvodivosti[[i, j]] + Mkonvekciel[]i, j]l, {i, 1, s}, {j,1, s};

Dalej prebicha vypocet vektora podla (1.44)

Pzdroj = Table[Integrate[q®* Plocha[x] * NN [i], {x, Lee[[K]], Lee[[k + d]1}], {i, 1, s}];
Pkonvekt = Table[Integrate[h*T*Obvod* NN [i], {x, Lee[[k]], Lee[[k + d11}], {i, 1, s}];

a jeho zapis do vysledneho vektora pre cele teleso.

Do[VV[[k + i]] += Pzdroj[[i]] + Pkonvekt[il, {i, 1, s}I;

4.6 Vypocet neznamych

V programe Mathematica je zabudovana funkcia LinearSolve ktora sluzi na rieSenie

systému linearnych rovnic. Volanie funkcie je nasledovne:

19



vysledok = LinearSolve[VM, VV];

Vysledkom z LinearSolve je vektor neznamych hodnot ktoré sa d’alej v programe

spracovavaju.

4.7 Interpretacia vvsledkov

Vystup z programu je vo forme grafu na ktorom je graficky zndzorneny priebeh
teploty v telese. Dalsie vypisy su matica a vektor pravej strany vypogitané v programe. ZvIast
je znazornena minimalna a maximalna vypocitana teplota pre I'ahSie porovnanie s programom

ANSYS. Priklad vystupu je znazorneny na Obr.05 .

(0 1 0 0 0 0 0
e 0 0 0 20
190 680 1 625
o -5 5 ~—3 0 0 0 1250
0 o0 S0 s 190, 0 1250
3 3 3
0 0 0 71310 e;;u _10 4 1250
190 340 625
o 0 0 0 -5 3 o
0 o0 0 0 0 0 1

{20., 14.7928, 13.206, 12.7338, 12.6306}
Min teplota : 12.6306 °C
Max teplota : 20. °C

Priebeh teploty v telese
teplota°C
20

151

Out[538]=
10

I I I I Lox
2 4 6 8 10

Obr.05 Priklad vystupu z programu z kapitoly 4

5. Numerické experimenty na overenie vysledkov programom MKP

ANSYS.

Pri numerickych experimentoch sme pouZili prutovy prvok z r6znymi vlastnost’ami
ktoré st zobrazene v jednotlivych prikladoch. Samotny model pratového prvku bol vytvoreny
v programe ANSYS. Pre rieSenie tejto ulohy bol zvoleny element SOLID 70. Vysledna siet’ je

zachytend na Obr.06. Pri samotnom rieSeni sme hl'adali teploty pre kazdy uzlovy bod.
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Vstupne parametre pre sa menili vzhladom na dant ulohu okrem geometrickych vlastnosti

ktoré boli pre kazdu ulohu zhodné.

AN

MAY 2 2008
16:55:39
PLOT NO. 1

ELEMENTS

Obr.06 Delenie na elementy v programe ANSY'S

Priklad O1.
V prvom priklade je pouzity pratovy prvok z hliniku ktorého tepelna vodivostou je
237 [W m™ K™']. Okrajové podmienky pre dany priklad boli nastavené nasledovne:
- teplota v uzle A na hodnotu 20 °C,
- teplota v uzle B na hodnotu 10 °C,
- suéinitel prestupu tepla konvekciou 2 =10 [W m™ K™'] a teplota okolia 7T =50 °C,
a generované Jouleovo teplo ¢ =100 [W m™] rovnomerne rozlozené po celom telese.

Predchadzajuce tdaje sme nastavili v programe vytvorenom v kapitole 4. a dosiahli

sme nasledovny vysledok:

21



Min teplota : 10. °C

Max teplota : 43.174 °C

Priebeh teploty v telese
teplota°C
'/»—/0\‘
40 |-
30l
Out[108]=
20
101
. . . . Loy
2 4 6 8 10

Obr.07 Priebeh teploty vypocitanej programom z kapitoly 4

Po zadani podmienok do programu ANSYS sme vypocitali nasledovné udaje :

SMN =10 °C - minimalna teplota
SMX =42,909 °C - maximalna teplota

Vysledok je graficky zndzorneny na Obr.08.
Zhodnotenie:

Pri porovnéavani vysledkov sa dosiahla chyba 43,17 - 42,909 = 0,261 °C ¢o

predstavuje chybu 0,604%, ktora vznikla pri roznom deleni na elementy.

AN

MAY 2 2008
17:46:25
PLOT NO. 1

NODAL SOLUTION

STEP=1
SUB =1

TIME=1

TEMP (AVG)
RSYS=0

SMN =10

SMX =42.909

10 17.313 24.626 31.94 39.253
13.657 20.97 28.283 35.596 42.909

Obr.08 Priebeh teploty vypocitany programom ANSY'S
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Priklad 02.
V d’alSom priklade je pouZzity prutovy prvok ako v Priklade01. Okrajové podmienky

pre dany priklad boli nastavené nasledovne:
- teplota v uzle A na hodnotu 20 °C,
- teplota v uzle B na hodnotu 10 °C,

- povrch je tepelne izolovany a generovane Jouleovo teplo ¢ = 100 [W m™] rovnomerne

rozlozené po celom telese.

Vysledok ktory sme dostali z programu z kapitoly 4 je:

Min teplota : 10. °C
Max teplota : 21.4304 °C

Priebeh teploty v telese
teplota°C

20
15r-

Out[121]=
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Obr.09 Priebeh teploty vypocitanej programom z kapitoly 4

Po zadani prikladu do programu ANSY'S sme vypocitali nasledovné udaje:

SMN =10 °C - minimalna teplota
SMX =21,43 °C - maximalna teplota

Vysledok je graficky znazorneny na Obr.10.

Zaver:

Pri rovnakom deleni na elementy ndm vysiel vysledok s chybou 0%.
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AN

MAY 2 2008
22:47:44
PLOT NO. 1

NODAL SOLUTION

STEP=1

SUB =1

TIME=1

TEMP (AVG)
RSYS=0

SMN =10

SMX =21.43

10 12.54 15.08 17.62 20.16
11.27 13.81 16.35 18.89 21.43

Obr.10 Priebeh teploty vypocitany programom ANSY'S
Priklad 03.

V tomto priklade je pouzity prutovy prvok z premenlivou tepelnou vodivost'ou
popisanou funkciou: A(x)=40-(1+4x) .Okrajové podmienky pre dany priklad boli nastavené
nasledovne:

- teplota v uzle A na hodnotu 20 °C,

- tepelny tok v uzle B na hodnotu 0 W m™,

- suéinitel prestupu tepla konvekciou 2 =10 [W m™? K™'] a teplota okolia 7T =50°C,a
generované Jouleovo teplo ¢= 100 [W m™] rovnomerne rozlozené po celom telese.

Vysledok ktory sme dostali z programu z kapitoly 4 je:
Min teplota : 20. °C

Max teplota : 53.8438 °C

Priebeh teploty v telese
teplota°C
sof
40
out[33]=  3gf

20

10
L L L L L X
2 4 6 8 10

Obr.11 Priebeh teploty vypocitanej programom z kapitoly 4
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Po zadani prikladu do programu ANSY'S pri deleni na osem elementov sme vypocitali :

SMN =20 °C
SMX =49.759 °C

- minimalna teplota

- maximalna teplota

Vysledok je graficky zndzorneny na Obr. 12.

V tomto priklade sme urobili analyzu ¢i zjemnovanim siete prideme k vysledku, ktory sme

dostali programom z kapitoly 4.

AN

MAY 14 2008
15:30:31
PLOT NO. 1

NODAL SOLUTION

TEMP (AVG)

SMX =42.887

I 000w

20 25.086 30.172 35.258 40.344
22.543 27.629 32.715 37.801 42.887

Obr. Priebeh teploty vypocitany programom ANSY'S pre jeden element
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AN

MAY 14 2008
15:37:26
PLOT NO. 1

NODAL SOLUTION

STEP=1
SUB =1
TIME=1
TEMP (aVG)

RSYS=0 o
SMN =20

SMX =46.827

20 25.962 31.923 37.885 43.846
22.981 28.942 34.904 40.865 46.827

Obr.12 Priebeh teploty vypocitany programom ANSYS pre dva elementy

NODAL SOLUTION
MAY 14 2008

STEP-1 15:47:04
SUB -1 PLOT NO. 1
TIME=1
TEMP (AVG)

1
RSYS=0
SMN =20

SMX =48.728

20 26.384 32.768 39.152 45.536
23.192 29.576 35.96 42.344 48.728

Obr. Priebeh teploty vypocitany programom ANSYS pre Styri elementy



AN

MAY 14 2008
15:57:34
PLOT NO. 1

NODAL SOLUTION

STEP=1
SUB =1
TIME=1
TEMP (AVG)
RSYS=0

SMN =20

SMX =49.596

20 26.577 33.154 39.731 46.307
23.288 29.865 36.442 43.019 49.596

Obr.12 Priebeh teploty vypocitany programom ANSYSS pre osem elementov

Porovnanie vysledkov v grafickej podobe je zndzornené na Obr.13vysledky z programu
ANSYS st zn4 zorné modrou farbou a Cerveny graf predstavuje vypocitany priebeh teploty

v programe z kapitoly 4.

Priebeh teploty v telese
teplota°C

Obr.13 Grafické porovnanie vypocitanych vysledkov

Legenda k Obr.13
1. Priebeh teploty vypocitanej programom z kapitoly 4,
2. priebeh teploty vypocitany programom ANSY'S pre osem elementov,
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3. priebeh teploty vypocitany programom ANSY'S pre Styri elementy,
4. priebeh teploty vypocitany programom ANSYS pre dva elementy,
5. priebeh teploty vypocitany programom ANSY'S pre jeden element.

Priklad 04.

V poslednom priklade je pouzity pratovy prvok z premenlivou tepelnou vodivostou
popisanou funkciou: A(x) =40-(1+4x) .Okrajové podmienky pre dany priklad boli nastavené
nasledovne:

- teplota v uzle A na hodnotu 20 °C,
- tepelny tok v uzle B na hodnotu 0 W m™,
- povrch je tepelne izolovany a generované Jouleovo teplo ¢ = 100 [W m™] rovnomerne

rozlozené po celom telese.

Vysledok ktory sme dostali z programu z kapitoly 4 je:

Min teplota : 20. °C

Max teplota : 37.5401 °C

Priebeh teploty v telese

teplota°C
35F
30F

251

Out[110]= 20 I/
151
101

5F

Obr.14 Priebeh teploty vypocitanej programom z kapitoly 4

Po zadany prikladu do programu ANSYS sme vypocitali pri réznom deleni (1,2,4 a 8
elementov) tieto tdaje, ktoré su znazornené na Obr.15 modrou farbou a ¢erveny graf
predstavuje vypocitany priebeh teploty v programe z kapitoly 4.
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Priebeh teploty v telese

teplota°C

] -1
35| -2
-3
30 -4
: -5

250

Il Il Il Il Il X

Obr.15 Grafické porovnanie vypocitanych vysledkov

Legenda k Obr.15

1. Priebeh teploty vypocitanej programom z kapitoly 4,
priebeh teploty vypocitany programom ANSY'S pre osem elementov,
priebeh teploty vypocitany programom ANSY'S pre Styri elementy,
priebeh teploty vypocitany programom ANSYS pre dva elementy,

AN

priebeh teploty vypocitany programom ANSYS pre jeden element.

Zhrnutie vysledkov Priklad03 a Priklad04:

Pouzitim elementu s premenlivymi vlastnostami sme dostali vysledok ktory popisuje
priebeh teploty po celom telese bez ohl'adu na jemnost’ delenia. Pri porovnani s vysledkami
z programu ANSYS je vidiet’ Ze pri zjemnovani siete vysledok konverguje
k aproximovanému rieSeniu popisané¢ho jednym elementom so zakomponovanim

premenlivosti tepelnej vodivosti materialu.
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aver

Predmetom tejto prace bolo nastudovat’ metodu konecnych prvkov a zakladnych
poznatkov z funkcionalne gradovanych materialov, ktoré budu pouzité na vytvorenie nového
kone¢ného prvku v ktorom je zahrnuté tepelnd premenlivost’ materialu popisuje priebeh
teploty v telese bez delenia na elementy. V prvej Casti je uvedené odvodenie rovnice vedenia
tepla, ktorej rieSenie sa hl'adalo pomocou metody konecnych prvkov. V d’alSej Casti su
odvodené prvkové rovnice pre pratovy prvok z homogénneho a potom i funkcionalne
gradovaného materialu. Predposlednou tlohou mojej prace bolo zostavenie poc¢itacového
programu v ktorom budu implementované odvodené vztahy. Na zaver sme numericky
overovali spravnost’ vytvorené¢ho programu z vysledkami, ktoré¢ sa vypocitali programom

ANSYS.

V d’alsom stadiu chceme pokracovat’ v rozsireni tejto prace na rieSenie slabo-

previazanej elekro-termo-mechanickej tlohy pre multifyzikalny pratovy prvok.

Summary

The purpose of this work was to do finite element method and base information about
functionally graded materials, that were used to create new finite element which include heat
material variability and interpret temperature in solid without dividing it to elements.

In first part is deduced equation of heat conduction. This solution was calculated with finite
element method. In next part were deduced elemental equations for homogeneous and later
functionally graded materials. The last but one problem was to design PC program, where was
applied deduced equations. In conclusion we have verified numerical correctness of designed

program with program ANSYS.
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Prilohy

CD so spustitel'nym programom vytvorenym v kapitole 4.
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