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2.5 Diferencialy a Taylorov polyném

Taylorov polyném slazi na priblizny vypocet hodnot funkcii. M4 aplikicie, napr. pri pri-

bliznom vypocte integralov, diferencidlnych rovnic a pod.

2.5.1 Diferencialy funkcie

Predpokladajme, Ze mame dani funkciu f, ktord ma na intervale (a,b) n derivacii a nech
xo € (a,b) je dany bod. NaSou tlohou bude aproximovat’ (teda priblizne uréit’) hodnoty

funkcie f pomocou polynému n-tého stupna.
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e Polynom prvého stupiia, ktory v okoli bodu A = (g, f(x0)) najlepsie vystihuje

funkciu f, je doty¢nica s dotykovym bodom A. Doty¢nica aproximuje v malom

okoli bodu A dostato¢ne presne funkciu f, teda mozeme pisat’

(@) & (o) (x — o) + f(x0).
M

Vyraz

df (zo, ) = f'(20)(x — o)

nazveme proygm diferencidlom funkcie f v x.

Obr. 2.56. Graf funkcie f a jej doty¢nica v bode A

(2.36)

e Doty¢nica mé s funkciou spolo¢ny bod A a smer" (k = f'(x)). Budeme hl'adat’

polyném druhého stupiia Py(x) = ca(z — x9)* + c1(z — xo) + f(x0), ktory ma

s funkciou f spolo¢ny bod A a hodnoty prvych dvoch derivécii f'(zo), f"(zo).
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Obr. 2.57. Aproximéacia parabolou P

Postupnym derivovanim dostaneme

f'(x) = 2c(x —x)+c1, ztoho ¢ = f'(x),

"
f"(x) = 2c¢y, 1z toho C2:f (2%).

Hl'adany polyném druhého stupna mé tvar

Py(z) = @(Q: —20)? + f'(w0)(x — 20) + f(20).
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Vyraz
d* f(zo,x) = f"(x0) (2 — 20)”
nazveme druhym diferencidlom funkcie f v xy.

e Hl'adame polynom tretieho stupiia Ps3(x) = c3(z — 10)% + co(x — x0)? + ¢1(x — o)+
+f(z0), ktory ma s funkciou f spoloény bod A a hodnoty prvych troch derivacii

f'(xo), f"(z0), f"(x0).

Obr. 2.58. Aproximéacia polynémom 3. stupiia P

Postupnym derivovanim dostaneme

fl(x) = 3es(w—x0)* + 2co(w — 20) +¢1, ztoho ¢ = f'(w0),

"
f"(x) = 3-2-c3(x — ) +2co, ztoho ¢y = / <2x0),
"
f"(x) = 3-2-¢3, ztoho c3= M.
3-2
Vysledny polyném ma tvar
" T 1 T
Pue) = P a0+ L e — o+ o) = an) + o) =
[ (@ [ [ f (o)
= Zg; 0)($—:130)3—|— 2!0>(ZE—ZEQ)2+TO)($_$O)+O—!O( _fEO)O'
Vyraz
& f(xo, ) = f3)(x0)(z — m0)°
nazveme tretim diferencidlom funkcie f v xg.
Vseobecne, vyraz
d™ f(xg, ) = f™ (20)(x — x0)" (2.37)

nazveme diferencidlom n-tého radu funkcie f v xy (alebo n-tym diferencidlom funkcie f

v o).
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Derivdcia nultého rddu funkcie f v o sa oznacuje f(© (o) a definuje f©(zy) = f(zo).
Nulty diferencial je potom

dO f (o, z) = fO(wo)(wo — )° = f(x0).

2.5.2 Lagrangeova veta o strednej hodnote a Taylorov rozvoj

Definicia 2.24 (Taylorov rozvoj). Nech f je funkcia, ktord md na intervale (a,b) n de-
rivdcii. Nech xo € (a,b) je pevne zvoleny bod. Potom oznacime

"0z _
To(f w0, ) =) f@__(!>($ — zo)’ (2.38)

=0

a polynom T,(f, xo, x) nazveme Taylorovym polyndmom (rozvojom) n-tého stupria funkcie
f okolo xq. (Strucnejsie hovorime, ze T, (f, zo, x) je n-ty Taylorov polynom.)

Taylorov polyném n-tého stupna funkcie f moézeme vyjadrit’ pomocou diferencialov

T (f, w0, 7) = i w

=0

7!

Veta 2.12 (Lagrangeova o strednej hodnote). Nech f je hladkd funkcia na intervale
(a,b) a spojitd na [a,b]. Potom ezistuje také & € (a,b), pre ktoré plati

Fb) = fla)

1 = =5

Obr. 2.59. Funkcia f a jej doty¢nica v bode T' = (&, f(£))

Nasledujtica veta je zovSeobecnenim predchidzajicej Lagrangeovej vety o strednej hod-
note a hovori o tom, akej chyby sa dopustime, ked’ hodnotu f(z) aproximujeme hodnotou
T.(f,xo,z). S Lagrangeovou vetou o strednej hodnote sa stretneme este v kapitole o in-
tegraloch.



Taylorov polynom

Vseobecny tvar Taylorovho polynému n-tého stupna funkcie f v bode zq je
nasledovny:

Tolfo0) = flao)+ 20

1 (2 —ag)+ L 20)

£ ( "
5 (x—20)%+ -+ n(' 0)(33—300) +Rpi1

Odhad chyby (Lagrangeov tvar zvysku)

Clen R, 1, uvedeny na konci predoslého vyrazu, predstavuje chybu vypoétu.
Jej odhad sa robi podla vzorca:

f(n+1) (xo + Q9(:E — l’o)) (n+1)
R, = 1) (x — x0) , 0<v<1

pricom premenna ¢ sa voli tak, aby chyba R, ., vysla ¢o najvicsia. To zna-

mena, ze sa berie najhor$i mozny pripad a redlny vysledok mdze byt potom
uz len lepsi.
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1. Napiste Taylorov polyném Ty (f(x), z¢) pre funkciu

f(:zc):ligj v bode zp=0.
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2. Napiste Taylorov polyném 75 (f(z), zo) pre funkciu

f(xz) =sinx v bode xU —J/,,) = )(’L\
Xo=0 2
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3. Napiste Taylorov polyném T} (f(z), zo) pre funkciu

f(z) =Inz v bode xoq_’—\ " "
(x—X%.) = (x -1)
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4. Vypocitajte hodnotu 1,12 s presnostou na 4 desatinné miesta.
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5. Vypoéitajte hodnotu cos5° s presnostou aspon 107°.
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6. Ako by ste vypocitali hodnotu 7 s presnostou na 1000 de-
satinnych miest?
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Veta 12.1.1 — Leibnizovo kritérium konvergencie. Nech {a,}, kde a, € R pre Vn € N, je

klesajuca postupnost konvergujuca k nule. Potom rad so striedavymi znamienkami
i n+ 1

konverguje. Okrem toho, ak § je sucet tohto radu a S, jeho Ciastkovy sticet jeho prvych n ¢lenov,
tak plati odhad

|IS—Su| <any1, preVneN.







