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Priiferov kéd : 256825

12.1

(12. Dijkstrov algoritmus, Priiferov kéd

V tejto kapitole sa budeme zaoberaf dvoma rdznymi problémami. Prvym je hladanie najlacnejsSej
cesty Dijkstrovym algoritmom a druhym je Priiferov kéd (Cast 12.3).

Hladanie najlacnejsej cesty Dijkstrovym algoritmom

V kapitole 10 boli definované ohodnotené grafy a popisané dva algoritmy hladania miniméalnej
kostry ohodnoteného grafu. Problém hladania minimélnej kostry daného grafu sa v aplikdciach
vyskytuje pomerne Casto, ale ani zdaleka to nie je jediny problém stvisiaci s ohodnotenymi grafmi.
Inym castym problémom je napriklad hladanie najlacnejSej cesty medzi dvoma danymi vrcholmi,
alebo najlacnejsej cesty z daného vrcholu do vSetkych ostatnych vrcholov.

UZ v priklade 10.1 sme hladali ,,najkrat$iu*, alebo lepSie povedané najlacnejsiu, cestu medzi
dvoma vrcholmi. Teraz formdlne definujeme pojmy hodnota sledu a najlacnejsia cesta.

Definicia 12.1.1 — Hodnota sledu. Hodnotou sledu v ohodnotenom grafe, nazyvame stcet
ohodnoteni vSetkych hran daného sledu.

p ) Spomefime si, Ze podla definicie 3.3.3 je kaZdd cesta zédroveri fah a kazdy fah je zédrovefi sled,
takZe predosla definicia sa rovnako tyka aj fahov a ciest. V prevaznej viacSine praktickych
aplikdcii nas budud zaujimaf prave cesty.

= Priklad 12.1 a 3 b 4 c

Hodnota sledu s = (a,b,c, f,d,e) v grafe, ktory vidime na obrazku 1 a 5)

vpravo, je 3+4+5+4+2=18.
e S

1 3
g

Ked budeme hladat sled s najmenSou hodnotou medzi dvoma danymi vrcholmi grafu G, tak
vzdy pdjde o taky ohodnoteny graf, ktorého vsetky ohodnotenia st kladné Cisla. Pri zapornych
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ohodnoteniach hrdn mdze byt cena najlacnejSieho sledu zdola neohranicend, a preto zdporné
ohodnotenia hran nebudeme pripustat. Takze vo vSetkych tdlohach, v ktorych pdjde o hladanie
sledu s najmenSou hodnotou, budeme uvazovat len grafy s kladnymi ohodnoteniami.

Okrem toho, ak hladdme sled s najmensou hodnotou, tak vzdy pdjde o cestu. Kazda cesta je
zaroven sled, v ktorom sa neopakuji hrany ani vrcholy. Trividlne sa d4 dokdzaf tvrdenie, Ze ak ma
sled medzi vrcholmi u a v v ohodnotenom grafe grafe G najmensiu moznd hodnotu, tak potom sa
v flom Ziadne hrany ani vrcholy neopakujd. Pozri cvicenie 12.1.

Definicia 12.1.2 — Najlacnejsia cesta. Cesta z vrcholu u do vrcholu v, ktord ma najmensiu
hodnotu, sa nazyva najlacnejsia cesta z u do v.

p) V tlohdch, v ktorych ohodnotenia hran grafov budd zodpovedat vzdialenostiam alebo diz-
kam, napriklad grafy dopravnej siete, budeme niekedy hovorif o najkratsej ceste, pripadne
najmensej vzdialenosti medzi vrcholmi, tak ako sme to robili v priklade 10.1. Inak budeme
vzdy hovorif o najlacnejSej ceste a ceste s najmensou hodnotou medzi dvoma vrcholmi.

m Priklad 12.2 V grafe z prikladu 12.1 m4 cesta s najmensou hodnotou (najkratSia cesta) z vrcholu
a do vrcholu ¢ hodnotu (dizku) 4 a je to cesta (a,d,c). n

Uloha n4jdenia najlacnejiej cesty medzi danymi dvoma vrcholmi v ohodnotenom grafe sa
vel'mi Casto vyskytuje v roznych aplikaciach. Existuje algoritmus, ktory v ohodnotenom grafe nijde
najlacnejSiu cestu medzi dvoma jeho vrcholmi. Jeho autorom je holandsky matematik Edsger W.
Dijkstra. Existuje viacero modifikacii Dijkstrovho algoritmu. Popis Dijkstrovho algoritmu ndjdeme
napriklad v [15], [7], alebo [18] a samozrejme ndjdeme ho aj na webe, napriklad vo Wikipedii'.
Vo svojej zdkladnej verzii Dijkstrov algoritmus néjde, pre dany ohodnoteny graf G a v iom pevne
uréeny vrchol v, dizky najlacnejiich ciest od vrcholu v ku vietkym ostatnym vrcholom v grafe G.
My tu uvedieme drobnd modifikdciu Dijkstrovho algoritmu, ktord nam okrem diZok najlacnejsich
ciest od vrcholu v umoZni tieto cesty aj jednoducho skonStruovat.

Popis Dijkstrovho algorimu

Pri hladani najlacnejSej cesty sa sta¢i zaoberaf obyCajnymi grafmi, pretoZe slucky sa v najlacnejSich
cestach urcite vyskytovat nebudd (pozri cvicenie 12.2). Preto ak by dany graf obsahoval slucky,
modzeme ich vynechat. A ak by dany graf obsahoval nasobné hrany medzi dvoma vrcholmi, tak
staci braf do dvahy len hranu s najmenSou hodnotou a vsetky ostatné hrany medzi tymito dvoma
vrcholmi méZeme vynechat.

Majme teda ohodnoteny obycajny graf G = (V, E), v ktorom st vietky ohodnotenia hran kladné
apevne dany vrchol v v tomto grafe. Dijkstrov algoritmus ndm urc¢i najlacnejsiu cestu medzi kazdym
vrcholom grafu G a vrcholom v. Algoritmus bude kazdému vrcholu u € V priradovaf znacky. Tieto
znacky budd najskor dotasné a potom trvalé. V oboch pripadoch bude mat znacka tvar (L(u),P(u)).
Hodnota L(u) predstavuje pri doCasnej znacke momentalne odhadovanti ,,najmensiu‘ hodnotu cesty
medzi vrcholom u a vrcholom v. V pripade trvalej znacky je to hodnota najlacnejsej cesty medzi
vrcholom u a vrcholom v. Kym ma niektory vrchol len docasnud znacku, tak tato sa mdze eSte menit.
Akonéhle je niektorému vrcholu priradend trvald znacka, tito sa uz menif nebude. MnoZina P(u)
v znacke vrcholu sa v pévodnom Dijkstrovom algoritme nevyskytuje. Je to prave td modifikécia,
ktord ndm po skonceni algoritmu umoZni skonStruovaf najlacnejSie cesty od kazdého vrcholu
grafu G do vrcholu v. MnoZina P(«) bude v trvalej znacke obsahovat vietkych susedov vrcholu u
na cestdch s najmensou hodnotou vedicich z vrcholu u# do vrcholu v.

"https://en.wikipedia.org/wiki/Dijkstra’s_algorithm
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p) V popise Dijkstrovho algoritmu budeme pouZivaf tieto oznacenia

> G = (V,E) — ohodnoteny obyc&ajny graf, ktorého vSetky ohodnotenia hréan sd kladné,
> V —mnoZina vSetkych vrcholov grafu G,

> w(h) — ohodnotenie hrany & v grafe G,

> A — mnozZina ,,aktivnych* vrcholov grafu G, CiZe tych, ktoré eSte nemaju trvald znacku.

Dijkstrov algoritmus

VsTtup:  Ohodnoteny obycajny graf graf G = (V,E) a vrchol v € V.
VYSTUP:  Pre kazdé u € V trvald znacka (L(u),P(u)).

INICIALIZACIA
A=V,
for { kazdé u €V } do
L(u) := oo
P(u) :={u};

end
L(v):=0;
P(v) :={v};

PRIDEI’OVANIE ZNACIEK VRCHOLOM
while { existuje x € A; L(x) <o} do
O0:=min{L(u); uc A};

N:={uecA; L(u)=95};
A:=A\N;
for { pre kazdii hranu h = {u,x}, kdeu e Nax € A} do
if {L(x)=L(u)+w(h)} then
| P(x) :=P(x)U{u};
end
if {L(x) > L(u)+w(h)} then
L(x) := L(u) +w(h);
P(x) := {u};

end

end
end

V pseudokdde Dijkstrovho algoritmu uvedenom vysSie je podmienka ukoncenia algoritmu
pre kazdé x € A : L(x) = oo. Znamend to, ze bud A = 0, alebo st vSetky vrcholy mnoziny A nedo-
siahnuteIné z vrcholu v. V pripade suvislého grafu G moZe nastat len pripad A = 0. Po skonceni
Dijkstrovho algoritmu md kaZdy vrchol grafu G znacku (L(u),P(u)), kde L(u) je hodnota najlac-
nejsej cesty medzi vrcholmi u a v a mnozina P(u) obsahuje zoznam vsetkych susedov vrcholu u,
na cestach s najmenSou hodnotou vedicich z vrcholu u do vrcholu v. Uvedeny algoritmus sa da
trividlne modifikovat aj pre orientované ohodnotené grafy.
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Dokaz spravnosti Dijkstrovho algoritmu sa robi matematickou indukciou a mdéZeme ho ndjst
napriklad v knihe [15]. Slovny popis Dijkstrovho algoritmu je nasledovny:

1. Prvym krokom algoritmu je inicializécia.
* MnoZina A bude obsahovaf vSetky vrcholy grafu G = (V,E).
* Pre kazdy vrchol u € V bude P(u) = {u}.
* Pre kazdy vrchol u € V, u # v bude L(u) = oo.
* Pre vrchol v bude L(v) = 0.

2. Podmienka ukonéenia algoritmu je pre kaZdé x € A : L(x) = oo.
Cize ak existuje x € A : L(x) < oo, algoritmus pokracuje.
3. Druhym krokom algoritmu je volba mnoZiny N a Gprava mnoZiny A.
* Spomedzi vrcholov x € A ndjdeme minimélnu hodnotu L(x) a ozna¢ime ju 6.
* Do mnoziny N ddme vSetky vrcholy x € A, pre ktoré L(x) = 6.
* Z mnoZiny A vyhodime vrcholy patriace do mnoZiny N.

4. Dal§im krokom algoritmu je tprava doasnych a pridelovanie trvalych znaciek vrcholom.

* Néjdeme vSetky hrany & = {u,x}, ktorych koncovy vrchol u patri do mnoZiny N a
koncovy vrchol x patri do mnoZiny A. Budeme upravovat znacky vrcholov x.

* Ak plati L(x) = L(u) +w(h), znamend to, Ze z vrcholu x sa cez vrchol u dostaneme
do vrcholu v cestou rovnakej hodnoty, ako ma doteraz najlacnejSia ndjdend cesta. TakZe
hodnotu L(x) menif netreba. Ale do mnoziny P(x) pridime vrchol u ako po¢iatocny
vrchol alternativnej najlacnejSej cesty do vrcholu v.

Ak plati L(x) > L(u) +w(h), tak z vrcholu x do vrcholu v sa vieme dostat cez vrchol u
lacnejSou cestou, nez sme nasli doteraz. Preto zmenime hodnoty L(x) aj P(x).

* Névrat na test podmienky ukoncenia algoritmu (2. bod).

Pouzitie Dijkstrovho algoritmu si teraz ilustrujeme na niekolkych prikladoch.

= Priklad 12.3

V ohodnotenom grafe, ktory je na obrdzku vpravo, najdite hodnoty
najlacnejSich ciest z vrcholu a do vSetkych ostatnych vrcholov a
vSetky najlacnejSie cesty z vrcholu a do vrcholu d.

Priebeh Dijkstrovho algoritmu budeme zapisovat do tabulky. Pokial sa v niektorom kroku znacka
vrcholu nebude menif, tak do prislusného policka zapiSeme —. Trvalé znacky vrcholov budd
oznacené modrou farbou a vrcholmi, ktoré uZ maji pridelend trvald znacku, sa nemusime viac
zaoberat.

a b c d e f g
L | (0.{a}) | (o, {b}) | (oo fc}) | (0{d}) | (oo fe}) | (o {S}) | (= {g})
(0.{a}) | (1,{a}) — — — (2,{a}) | (1,{a})
(I{a}) | (4.{b}) — — | @Aab}) | (1,{a})
— — (3,{s}) [ (2.{ab})
(4,{b,e}) | (5.{e}) [ B.AF})
(4.{bef) | (5.{c.e})
(5,{c,e})

Hodnoty najlacnejsich ciest z vrcholu a do vSetkych ostatnych vrcholov grafu od¢itame z trvalych
znacCiek vrcholov. Napriklad najlacnejSia cesta do vrcholu ¢ md hodnotu 4 a najlacnejSia cesta

e A A Il el
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do vrcholu e ma hodnotu 3. Ak chceme néjst najlacnejSie cesty medzi vrcholom a a vrcholom
d, tak za¢neme vo vrchole d, z jeho znacky od¢itame predposledny vrchol na najlacnejsej ceste,
ideme do tohto vrcholu a opif z jeho znacky od¢itame d'al§i vrchol cesty atd’. TakZe najlacnejSie
cesty medzi vrcholmi a a d st

b+a
a
TN e f+
d <+ bi<a
a
e+ f+
L b+a
Z obrézku vidime, Ze existuje 5 najlacnejsich ciest z vrcholu a do vrcholu d. St to cesty (a,b,c,d),
(a,f,e,c,d), (a,b,f,e,c,d), (a,f,ed)a(a,b,f,ed). Vietkych pif ciest ma hodnotu 5. "
n Priklad 12.4 q
V ohodnotenom grafe, ktory je na obrazku
vpravo, ndjdite hodnoty najlacnejsich ciest z vr- 1 2
cholu a do vsetkych ostatnych vrcholov a najlac-
nejsie cesty z vrcholu a do vrcholu d.
Postupovat budeme rovnako ako v predoslom priklade. f L e ? 3 h
a b c d e f g h i

L | (0{a}) | (oo {b}) | (o fc}) | (ofd}) | (oo fe}) | (o {f}) | (o fg}) | (eo{h}) | (. {i})

2. | O0da}) | (2,{a}) — — — (4.{a}) — — —

3 2.{a}) | (5.{p}) - (3.{p}) — - — -

4. (4.{e}) | (7.{e}) | Bi{b}) | (4.{a,e}) — — —

5 (4de}) | (6.{c}) (“4{ae}) | — — —

6 (67 {C}) — — —

Algoritmus v 6. kroku skoncil, pretoZe v aktivnej mnoZine zostali uz len vrcholy x so znackou
L(x) = oo. To znamend, Ze tieto vrcholy su z vrcholu a nedosiahnutelné. NajlacnejSia cesta z vrcholu
a do vrcholu d je len jedna. Je tocestad <—c<—e<+b<+a. "

= Priklad 12.5

V ohodnotenom grafe, ktory je na obrazku vpravo, najdite hodnoty
najlacnej$ich ciest z vrcholu a do vSetkych ostatnych vrcholov a
najlacnejsie cesty z vrcholu a do vrcholu d.

Postupovat budeme rovnako ako v predoslych prikladoch.

a b c d e f g
L | (0,{a}) | (e, {b}) | (oo {c}) | (oo {d}) | (oo {e}) | (0 {f}) | (e {g})
2. 1 (0da}) | B.{a}) | — — 1 Bda)) | BHap) | —
3. Gufa)) | Gfe}) | — [ BAa)) | Gdah) | (4.{/})
4. — | (5.{¢}) 4.{/})
5. (5.{e}) | (5.{g})

Najlacnejsia cesta z vrcholu a do vrcholu d je len jedna. Je to cestad < g < f < aamadizku 5. m
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Problém obchodného cestujiceho

Problém obchodného cestujiceho je podobny problému hamiltonovského cyklu. Je to v podstate
problém néjdenia najlacnejSieho hamiltonovského cyklu v ohodnotenom grafe. Rovnako ako prob-
1ém existencie hamiltonovského cyklu v danom grafe, vznikol aj problém obchodného cestujiceho
uz v 19. storo¢f a stvisi s Ciste praktickym problémom. Mame niekol'ko miest, medzi nimi su cesty.
Tieto cesty st roznej dizky a kvality a obchodny cestujiici mé prejst vietkymi mestami. Aby Setril
¢as a ndklady na cestu, chce prejst kaZdym mestom préve raz.

Situdciu si mdZeme opif modelovat grafom. Mestdm budid zodpovedat vrcholy grafu a cestdm
budi zodpovedat hrany grafu. Dizka ciest, asové naro¢nost ciest, alebo cestovné naklady zodpove-
dajice jednotlivym cestdm budu vyjadrené ohodnotenim hran grafu. Tym sa problém obchodného
cestujiceho transformuje na problém hladania najlacnejSieho hamiltonovského cyklu v ohodnote-
nom grafe. Ulohou je n4jst najlacnejsi, v zmysle dizky, dopravnych nakladov, ¢asu, alebo d’al3ich
kritérii vyjadrenych ohodnotenim hran, hamiltonovsky cyklus.

Ked'ze uz samotny problém existencie hamiltonovského cyklu v neohodnotenom grafe je NP-
uplny, je taky aj problém obchodného cestujiceho. To znamend, Ze vo v§eobecnosti neexistuje jeho
efektivne riesenie. Existuje vSak viacero heuristik, pomocou ktorych sa tento problém da riesit. Pri
malom pocte miest, hrdn a vhodnych ohodnoteniach, je rieSenie pomerne jednoduché. UkdZeme si
to na priklade.

= Priklad 12.6 a 9 b
Problém obchodného cestujiiceho budeme riesif na grafe z obrazku 11

vpravo. Cyklus ¢ = (a, b, ¢,d) je hamiltonovsky cyklus v danom grafe

ajeho hodnota je 10. Akykol'vek cyklus obsahujici hrany {a, c}, alebo 2 3

{b,d}, ktoré maji dizku 11, by mal vécSiu hodnotu. Vidime teda, Ze
cyklus dizky 10 je najlacnejsi moZny. Preto bude cyklus ¢ rieSenim
problému obchodného cestujiceho v danom grafe. d

Pruferov kéd

Priiferov kdd je efektivny sposob kdédovania ocislovanych stromov. Pod ocislovanym stromom
rozumieme strom, ktorého vrcholy st oznaené &islami®. Napriklad oéislované stromy 77 a T»
na nasledovnom obrdzku

1 2
ne o om
4 3 4 3

su rozne, aj ked’ ako grafy su izomorfné. OcCislovany strom si méZeme predstavit ako korefiovy
strom, ktorého koreii je vZdy vrchol 1. Stromy 77 a 7> sa potom daji nakreslif aj tak, ako to vidime
na obrdzku 12.1 (strana 235). Pri takejto interpreticii méZu maf aj dva izomorfné grafy tplne
odli$nud podobu, ako to vidno z uvedeného prikladu.

Pomocou Priiferovho kédu vieme kaZzdy ocislovany strom na n vrcholoch, jednoznacne re-
prezentovaf postupnostou (pi, pa, ..., pu—2), ¢iZe ako usporiadand (n — 2)-ticu. Uvedieme si pse-
udokédy dvoch algoritmov. Pomocou prvého algoritmu budeme z daného ocislovaného stromu

ZNiekedy sa namiesto &isel pouZivaji aj pismend, alebo akékolvek iné symboly s danym linearnym usporiadanim.
V anglickej terminoldgii sa o¢islovany strom oznacuje ako ,,labeled tree“ a v slovenskej terminoldgii sa obCas pouZiva
aj pojem ,,oznaceny strom*.
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w N =

T, T 1 /N2

4 3

Obr. 12.1: Oc¢islované stromy

vytvarat Priiferov kéd a pomocou druhého algoritmu budeme z daného Priiferovho kédu rekonstru-
ovat povodny strom. V definicii 4.2.3 (strana 77) bol definovany pojem [list (stromu). V pseudokéde
algoritmu na konstrukciu Priiferovho kddu budeme pouZzivaf funkciu sused (i), ktord ndm pre list
so znackou i vrati znacku jeho suseda. KedZe list je vrchol stromu, ktorého stupeni je 1, je tito
funkcia dobre definovand. Okrem toho budeme pouzivaf aj operaciu |4, ktord nam pridd jeden
prvok na koniec uz vytvorenej postupnosti. Napriklad:

(2,6,1,3,4)[H7=(2,6,1,3,4,7).

Konstrukcia Priiferovho kédu z daného ocislovaného stromu je velmi jednoduchd. V kazdom
kroku algoritmu nijdeme v strome list s najmensou znackou, do kédu priddme znacku jeho suseda
a tento list potom z pévodného stromu odstrdnime aj s hranou, ktord s nim inciduje. Toto opakujeme
dovtedy, kym nam z pdvodného stromu nezostane len cesta dizky 1, t. j. len jedna hrana. Pseudokéd
algoritmu vytvdrania Priiferovho kédu z ocislovaného stromu vyzera takto

Priiferov kod z oc¢islovaného stromu

Vstup:  O¢&islovany strom 7 = (V,E), kde V ={1,...,n}.
VYSTup: Postupnost P = (py,...,ps—2), kde kazdé p; € {1,...,n}.

INICIALIZACIA
P:=();

VYTVARANIE PRUFEROVHO KODU STROMU T
while { [P| < (n—2)} do
i :=min {x; x je list aktudlneho stromu T };
P := P4 sused (i);
MODIFIKACIA STROMU T
V=V \{i};
E:=FE\{i,sused(i)};

end
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Tvorbu Priiferovho kédu z o¢islovaného stromu si ilustrujeme na prikladoch.

n Priklad 12.7 Ndjdite Priiferov kéd o¢islovaného stromu 7 z obrazku 12.1 (strana 235).

RieSenie: Strom 77 méa 4 vrcholy, takZe bude mat dvojciferny Priiferov kéd. Postup jeho tvorby je
zobrazeny na nasledovnom obrdzku

— o o & P=()

2 3 4
o—o—o I =(2)

3 4
o—eo I =1(2,3)

List s najmenSou znackou je 1, takZe prvou &islicou kédu bude znacka jeho suseda, ¢o je 2. Potom
vrchol 1, aj so s nim incidujicou hranou, odstrdnime a pokracujeme dalej. V druhom kroku je list
s najmensou znackou 2, takZe druha Cislica kédu bude znacka jeho suseda, ¢o je 3. Vrchol 2, aj
so s nim incidujicou hranou, odstrdnime a kedZe ndm zostala uZ len jedna hrana, skoncili sme.
Priiferov kéd grafu Ty z obrdzku 12.1 je P = (2,3). "

n Priklad 12.8 Ngjdite Priiferov kéd o¢islovaného stromu 75 z obrazku 12.1 (strana 235).

RieSenie: Strom 7, mé 4 vrcholy, takZe bude mat dvojciferny Priiferov kéd. Postup jeho tvorby je
zobrazeny na nasledovnom obrazku

P e o 5 P=0()

1 4 3
o—o—o I =(1)

4 3
e—o P =1(1,4)

List s najmenSou znackou je 2, takZe prvou ¢islicou kédu bude znacka jeho suseda, ¢o je 1. Potom
vrchol 2 aj so s nim incidujicou hranou odstranime a pokracujeme d’alej. V druhom kroku je list
s najmensou znackou 1, takZe druhd cislica kédu bude znacka jeho suseda, ¢o je 4. Vrchol 1, aj
so s nim incidujicou hranou, odstrdnime, a kedZe ndm zostala uZ len jedna hrana, skoncili sme.
Priiferov kéd grafu 7, z obrazku 12.1 je P = (1,4). .

Na predoslych dvoch prikladov sme videli, Ze dva r6zne ocislované stromy, aj ked’ st izomorfné,
maju rdézne Priiferové kédy. Tvorbu Priiferovho kédu si ilustrujeme este na jednom priklade.



12.3 Pruferov kdd 237

= Priklad 12.9 Nijdite Priiferov k6d oéislovaného stromu 7 z nasledujiceho obrazku

RieSenie: Dany strom mé 9 vrcholov, a preto jeho Priiferov kéd bude usporiadand sedmica. Postup
rieSenia mame zobrazeny na nasledovnej sérii obrazkov. Séria sa zacina stromom, ktory uz ma
odstrdneny vrchol 2 a s nim incidujicu hranu. Listy stromu 7" budeme postupne odstratfiovat v poradi

4
= (5)

aviR=2

-~J

9
(5,9,7,7)

:597

5\
9
9 P=(59771
= (5,9,7,7,1,5)

5977

Obr. 12.2: Postup konsStrukcie Priiferovho kédu stromu z prikladu 12.9

2,3,4,6,7,1,8. Samozrejme nie vSetky uvedené vrcholy su listy pdvodného stromu 7. Vrcholy 7
a 1 sa stand listami aZ po odstrdneni niektorych vrcholov pévodného stromu. Vysledny Priiferov
kéd oéislovaného stromu 7 je usporiadand sedmica P = (5,9,7,7,1,5,5). .
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Dalej si ukdzeme, ako z (n — 2) &iselného Priiferovho kédu zrekonitruujeme pévodny n vrcholovy
ocislovany strom. Najskor si musime uvedomif dva fakty

1. Ak je Priiferov kod usporiadand (n — 2)-tica, tak pdvodny strom md n vrcholov so znackami
{1,...,n}.

2. Pre vSetky i € {1,...,n}, ktoré sa nenachddzaji v Priiferovom kéde, je i znacka listu pdvod-
ného stromu.

Pri rekonStrukcii o¢islovaného stromu z Priiferovho kédu budeme postupovat presne opacnym
spdsobom, ako pri vytvarani Priiferovho kédu z ocislovaného stromu. Cely postup si najskor ilus-
trujeme na prikladoch a az potom si zapiSeme pseudokdd rekonStrukéného algoritmu. Budeme
rekonStruovat o¢islované stromy z prikladov 12.7, 12.8 a 12.9. Podrobny popis postupu rekonstruk-
cie uvedieme v texte prikladov.

m Priklad 12.10 Zrekonstruujte o¢islovany strom, ktorého Priiferov kéd je P = (2,3).

RieSenie: Priiferov kdd je usporiadand dvojica, takZze pdvodny strom ma 4 vrcholy so znackami
{1,2,3,4}. Pri rekonstrukcii povodného ocislovaného stromu budeme pouZivaf pomocni mno-
Zinu M. Tdto mnoZinu budeme zapisovat ako usporiadant k-ticu a jej prvky budeme pisaf vZdy
v lexikografickom usporiadani. Na za¢iatku bude mnoZina M obsahovat® vietky listy pdvodného
stromu, ¢ize M = (1,...,n)\ P, kde P = (p1,...,pn—2) je Priiferov kéd. Okrem toho budeme
pracovat s mnoZzinou L, do ktorej budeme postupne pridavat , listy*, ktoré sme uz spojili hranou
so s nimi susediacimi vrcholmi. Uvodzovky st v predoslej vete pouZité preto, lebo nie vietky
vrcholy z mnoziny L budd listami pdvodného ocislovaného stromu. Pozri pozndmku v rieSeni
prikladu 12.9. Na zaciatku bude mnoZina L prdzdna. Postup rekonStrukcie budeme pisaf po jed-
notlivych krokoch. VZdy si uvedieme aktudlny stav mnoZin P, M a L a nésledne obrdzok aktudlne
zrekonStruovaného stromu.
> 0. krok

P=(2,3) L=() M=(1,2,3,4)\(2,3) = (1,4)

List, ktory bude spojeny s vrcholom so znackou 2, ¢o je prvé ¢islo v Priiferovom kéde, musi

byt list pévodného stromu, ktory mal najmensiu zna¢ku. CiZe prvy vrchol z mnoZiny M.

V d’alSom kroku teda spojime hranou vrcholy 1 a 2, vrchol 1 priddime do mnoZiny L, vrchol 2

vyhodime z Priiferovho kédu P a novi mnoZinu M dostaneme ako M = (1,2,3,4)\ (PUL).

List, ktory budeme spdjat s d’al§im vrcholom z Priiferovho kédu, musi byt vrchol s najmenSou

znackou, ktora sa nenachadza v aktudlnom Priiferovom kode, ani medzi ,,listami‘, ktoré sme

uz spojili s ich susedom.

> 1. krok 1 2
P=(3) L=(1) M=(1,234)\(B)u(1))=(24) o—o

z w7

S vrcholom 3, ¢o je momentalne prvé ¢islo v Priiferovom kéde, bude spojeny vrchol so znac-
kou 2, pretoZe je to najmensSia znacka, ktord sa nenachddza ani v aktudlnom Priiferovom
kdde, ani medzi uz pouzitymi listami.

> 2. krok 1 2 3
P=() L=(12) M=(1,234)\(00(1,2)=(3,4) o—o—o
Teraz uZ mame Priiferov kod prazdny. Je ale zrejmé, Ze z pdvodného stromu ndm este chyba
jedna hrana, ¢o je hrana, ktora zostala po skonceni tvorby Priiferovho kédu. Jeden vrchol
tejto hrany musi byt posledné &islo, ktoré sa nachddzalo v Priiferovom kéde, ¢iZe 3. A druhy

vrchol tejto hrany je vrchol z mnoziny M, ktory ma najmensiu znacku rdéznu od 3. Takze
bude to vrchol 4.

3Nasledujiici zpis pouZiva symbol od&itania mnozin, ale M aj P st usporiadané mnoziny. Tejto drobnej nezrovnalosti
sme si vedomi. Pri od¢itani budeme s M a P pracovat ako s mnoZinami.
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> 3. krok
V poslednom kroku uz len spojime vrchol, ktory bol ako po- 1 2 3 4
sledny v Priiferovom kéde, s najmensim, od neho réznym vr- @ O O )

cholom v poslednej mnoZine M.

Na predoslom priklade sme videli, Ze v poslednom kroku rekonStrukcie stromu priddvame
hranu, ktord ndm ako poslednd zostala pri tvorbe Priiferovho kédu. Jednym vrcholom tejto hrany
musi byt posledny vrchol, uvedeny v Priiferovom kéde. V dalSich prikladoch preto budeme zapiso-
vat mnoZzinu P tak, Ze jej posledny prvok zopakujeme dvakrat, ¢o ndm zjednoti popis rekonstrukc-
ného algoritmu pre vSetky kroky, vratane toho posledného. Cize Priiferov kéd P budeme zapisovat
takto P = (p1,..., Pn—2,Pn—2). Okrem toho pre vicSiu prehladnost uz nebudeme pisaf ako sme
dostali aktudlnu mnozinu M, ¢ize M = (1,...,n)\ (PUL), ale len jej vysledni podobu.

n Priklad 12.11 Zrekonstruujte o¢islovany strom, ktorého Priiferov kéd je P = (1,4).

RieSenie: Priiferov kdd je usporiadand dvojica, takZze pdvodny strom ma 4 vrcholy so znackami
{1,2,3,4}. Postup rieSenia bude rovnaky ako v predo§lom priklade a opif ho budeme zapisovat
po krokoch.

> 0. krok
P=(1,4,4) L=() M= (2,3)
V dalSom kroku spojime vrcholy 2 a 1.

> 1. krok 9 1
P=(4,4) L=(2) M=(1,3) o——0
V dalSom kroku spojime vrcholy 1 a 4.

> 2. krok

2 1 4
P=4) L=(2,1) M=(3) o—o—o
V dalSom kroku spojime vrcholy 3 a 4.

> 3. krok 4

Po pridani poslednej hrany, spojenim vrcholov 3 a4, sme dostali 2 1 3
@ @ @ @

pdvodny ocislovany strom.

n Priklad 12.12 Zrekonstruujte o¢islovany strom, ktorého Priiferov kéd je P = (5,9,7,7,1,5,5).

RieSenie: Priiferov kdd je usporiadand sedmica, takZe pdvodny strom ma 9 vrcholov so zna¢kami
{1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Na zaciatku rekonstrukcie budeme maf mnozinu P = (5,9,7,7,1,5,5,5),
mnoZina L bude prazdna a aktudlnu mnoZinu M dostaneme vzdy ako M = (1,...,9)\ (PUL).
V kazdom kroku spojime a, prvy vrchol mnoziny M, s vrcholom b, prvym vrcholom mnoZiny P.
Potom vrchol a priddme do mnoZiny L, vrchol b vyhodime z mnoZiny P a uréime si novi mnoZinu
M. Jednotlivé kroky budu vyzeraf takto

> 0. krok
P=(5,9,7,7,1,5,5,5) L=() M=(2,3,4,6,8)
V dalSom kroku spojime vrcholy 2 a 5.
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> 1. krok 9
P=(9,7,7,1,555) L=(2) M=(3,4,6,8) 5F&—@
V dalSom kroku spojime vrcholy 3 a 9.

> 2. krok
P=(7,7,1,5,5,5) L=(2,3) M=(4,6,8,9) 5F&—@

/ 3
V dalSom kroku spojime vrcholy 4 a 7. 9
> 3. krok
P=(7,1,555) L=(2,3,4) M=(6,8,9) 5 &—@
3
4
V dalSom kroku spojime vrcholy 6 a 7. 9

> 4. krok

P=(1,555) L=(2,3,46) M=(7,8,9) 5—@

V dalSom kroku spojime vrcholy 7 a 1.
> 5. krok 1

P=(555) L=(23,4,6,7) M=(1,89) HO&—@

V d’al§om kroku spojime vrcholy 1 a 5.
> 6. krok 1

P=(55) L=(2,3,4671) M=(89) 5)

V dalSom kroku spojime vrcholy 8 a 5.
> 7. krok 1

P=(5) L=(2,3,4,6718) M=(9) 5)
V dalSom, uz poslednom, kroku spojime vrcholy 9 a 5, ¢im dostaneme povodny ocislovany

strom. V poslednom kroku, ked uZ mnoZina P je prdzdna, nepotrebujeme ani urcovat novd
mnozinu M.
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> 8. krok

P:() L:(273a4a67771>879) M:(S)

Pri popise pseudokédu konStrukcie oc¢islovaného stromu z Priiferovho kédu budeme pouZzivat

funkciu prvy (P ), ktord ndm z usporiadanej k-tice P vrati jej prvy prvok a zdrovei tento prvok z P
odstrani. Rovnaku funkciu sme pouZzivali aj v pseudokédoch Kruskalovho algoritmu (strana 202)
a algoritmu na konStrukciu prehl'addvacieho bindrneho stromu (strana 215).
Korektnost algoritmov konstrukcie o¢islovaného stromu z Priiferovho kédu a naopak, sa dokazuje
lahko. Treba ukdzat dve veci. Po prvé treba dokdzaf, Ze uvedenym algoritmom vZdy vytvorime
oc¢islovany strom a po druhé treba dokdzaf, Ze zo zrekonStruovaného stromu spitne dostaneme
povodny Priiferov kéd. Dokaz korektnosti je uvedeny napriklad v knihe [15] v Casti 7.4.

Ocislovany strom z Priiferovho kédu

Vstup:  Postupnost P = (py,...,pn—2), kde kazdé p; € {1,...,n}.
VYstup:  O¢islovany strom T = (V,E), kde V ={1,...,n}.

INICIALIZACIA
Vi.={l,...,n};
E:={}
P:=(p1,--sPn-2,Pn-2);
L:={}
M:=V\(PUL);

REKONSTRUKCIA OCISLOVANEHO STROMU T'
while { |[P| >0} do

i::min{x; xEM};

Jj=prvy(P);

E:=FEU{i,j}

L:=LU/{i};

M:=V\(PUL);
end

Ako sme mali moznost vidief z uvedenych prikladov, konstrukcia Priiferovho kédu z ocis-
lovaného stromu, rovnako ako rekonStrukcia ocislovaného stromu z Priiferovho kddu, je velmi
jednoducha. Priiferov kéd je pritom vel'mi efektivny sposob reprezenticie stromov. Autorom tohto
kédu je nemecky matematik Heinz Priifer, ktory tento kéd navrhol v roku 1918 v stvislosti s do-
kazom Cayleyho® vety. Znenie Cayleyho vety je nasledovné.

4 Arthur Cayley bol slavny britsky matematik z 19. storo&ia, zaoberajici sa diskrétnou matematikou, predovietkym
algebrou a teériou grafov.
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Veta 12.3.1 — Cayleyoho veta. Pocet r6znych kostier o¢islovaného kompletného grafu na n
vrcholoch je n"~2. Alebo inak sformulované:

Pocet roznych korefiovych stromov s vrcholmi V = {1,...,n} a korefiom 1 je n" 2.

Dokaz Cayleyho vety je s pouZitim Priiferovho kédu trividlny. Prenechdvame ho ako cvicenie 12.8.

12.4 Cyvicenia

Cvicenie 12.1 Majme ohodnoteny graf G, ktorého vsSetky ohodnotnia hran st kladné. Nech s
je najlacnejsi sled medzi vrcholmi u# a v v tomto grafe. DokaZte potom, Ze sled s je cesta, t.j.
neopakuji sa v iom ani hrany, ani vrcholy. =

Cvicenie 12.2 Dokézte, Ze najlacnejsi sled medzi dvoma vrcholmi daného grafu s kladnymi
ohodnoteniami hrdan neobsahuje slucky. =

Cvicenie 12.3

(a) N4jdite hodnoty najlacnejsich ciest od vrcholu d
ku vSetkym ostatnym vrcholom grafu.

(b) N4jdite vSetky najlacnejsie cesty z vrcholu d do vr-
cholu a.

Cvicenie 12.4

(a) N4jdite hodnoty najlacnejSich ciest od vrcholu d ku vset- 9
kym ostatnym vrcholom grafu.

(b) N4jdite vSetky najlacnejSie cesty z vrcholu a do vrcholu g.

Cvicenie 12.5

b 1 ¢ 2 d

(a) N4jdite hodnoty najlacnejsich ciest od vrcholu a ku vset-
kym ostatnym vrcholom grafu.

(b) Néjdite vSetky najlacnejSie cesty z vrcholu a do vrcholu d.

e 1 f1lg .

I Cvicenie 12.6 Naprogramujte Dijkstrov algorimus v Pythone alebo v C. n
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Cvicenie 12.7

(a) N4jdite hodnoty najlacnejsich ciest od vrcholu a ku vSet-
kym ostatnym vrcholom grafu.

(b) N4jdite vSetky najlacnejSie cesty z vrcholu a do vrcholov
dah.

Cvicenie 12.8 Dokazte Cayleyho vetu (strana 242).
Navod: pouzite Priiferov kod. u

(b) (©

Cvicenie 12.10 Pre nasledujiice Priiferové kédy zrekonstruujte povodné ocislované stromy
) (353,353 3) (d) (4,4,4,2,2,2,3) (® (1,1,1,2,2,3)
(b) (1,2,3,4,5) (e) (5,4,3,2,1) (h) (3,2,1,4,2,4)

‘ Cvicenie 12.9 Najdite Priiferov kéd pre nasledujice ocislované stromy
| (©) (2,2,3,3,5) ® (1,2,2,3,3,3) i) (5,3,2,4,2,5,2)

Cvicenie 12.11 Vrcholy cesty dizky 4 ocislujte &islami z mnoziny {1,...,5} tak, aby jej
Priiferov kéd obsahoval ¢o najmenej roznych cifier. u

Cvicenie 12.12 V Priiferovom kdéde nejakého stromu, ktory je usporiadanou piticou ¢isel, sa
jedno cislo opakovalo trikrat a druhé dvakrat. Kolko ma tento strom vrcholov, a aké su ich
stupne? Uved'te priklad takého stromu. =

Cvicenie 12.13 N4jdite graf, v ktorom ma kazdy vrchol stupeti aspon 2 a ktory ma kostru
ziskanud prehladdvanim do Sirky izomorfnu

(a) s cestou dfiky n,

(b) s hviezdou na n vrcholoch (graf K (,_) ).

(c) so stromom, ktorého Priiferov kéd je (3,3,3,1,4,4,2),
(d) so stromom, ktorého Priiferov kéd je (2,1,3,1,4).
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Cvicenie 12.14 N4jdite graf, v ktorom ma kazdy vrchol stupeti aspon 2 a ktory ma kostru
ziskant prehlad4vanim do hibky izomorfnu

(a) s cestou dfiky n,

(b) s hviezdou na n vrcholoch — graf Kj (,,_),

(c) so stromom, ktorého Priiferov kdd je (3,3,3,1,4,4,2),
(d) so stromom, ktorého Priiferov kéd je (2,1,3,1,4).

Cvicenie 12.15 N4jdite graf, ktorého kazda kostra ziskana prehladavanim do Sirky, je izo-
morfnd so stromom, ktorého Priiferov kéd je (2,2,1,3,3,1,4,4). u

Cvicenie 12.16 V Pythone alebo v C naprogramujte vytvorenie Priiferoveho kédu ku zada-
nému oc¢islovanému stromu. u

Cvicenie 12.17 V Pythone alebo v C naprogramujte rekonstrukciu o¢islovaného stromu zo za-
daného Priiferoveho kédu. Strom mdZete zapisaf napriklad pomocou matice susednosti. u
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