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Daniel Stori {turnoff.us}

O 1. Bindrne stromy, izomorfizmus stromov, hra NIM

Prehlfaddavacie binarne stromy

Binarne stromy boli definované a ich vlastnosti boli opisané v podkapitole 4.4. Bolo tam spomenuté,
Ze bindrne stromy st vhodné na takd reprezentdciu a usporiadania mnoZin dét, aby sa dali efektivne
triedit a prehl'addvat. Prislu$nd Struktira sa nazyva prehladdvaci bindrny strom.

Z hladiska organizdcie dat pomocou bindrnych stromov je ddleZita otdzka, kolko vlastne existuje
roznych bindrnych stromov s n vrcholmi. Ak si tento pocet oznac¢ime pomocou b,,, tak sa pomocou
vytvarajicich funkcif (kapitola 8) d4 odvodif vzorec b, = # (zn") Takto definované Cisla b, sa
nazyvaju Catalanove ¢isla a uvedeny vzorec bol odvodeny v Casti 8.3.4 (str. 171). Okrem toho ho
pripadni zdujemci mdzZu ndjst aj v knihe [15], v ¢asti 10.4 (Bindrn{ stromy — ¢esky nazov).

UZ v definicii 4.4.1 sme intuitivne pouZili pojmy lavy podstrom a pravy podstrom. Teraz si
uvedieme aj formdlnu definiciu tychto pojmov.

Definicia 11.1.1 — Lavy a pravy podstrom vrcholu. Nech u je vnitorny vrchol bindrneho
stromu B. Potom lavy (pravy) podstrom vrcholu u je podstrom stromu B, s koretfiom v Tavom
(pravom) synovi vrcholu u.

m Priklad 11.1 Vezmime si ako priklad strom na obrdzku vlavo. Lavy podstrom vrcholu b, je
len vrchol d. Pravy podstrom vrcholu b je strom na obrdzku 11.1. Lavy podstrom vrcholu a je
na obrazku 11.2 a pravy podstrom vrcholu a je na obrazku 11.3.

e

Obr. 11.1 Obr. 11.3
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Dalej si formalne definujeme pojem prehladdvaci bindrny strom. Tento sa pouZiva na organizaciu
dat, napriklad na uchovévanie prvkov nejakej usporiadanej mnoZiny. Pritom usporiadané mnoZiny
mdzu byt mnoZziny ¢isel, alebo mnoZiny fubovolnych refazcov usporiadanych lexikograficky.

Definicia 11.1.2 — Prehlfaddavaci bindrny strom. Nech A je kone¢nd usporiadand mnozina, B
je binarny strom a u jeho 'ubovolny vrchol. Potom B je prehladavaci bindrny strom, ak kazdému
jeho vrcholu je priradeny prave jeden prvok mnoZiny A tak, Ze prvok priradeny vrcholu u je

.....

priradeny l'ubovolnému vrcholu jeho pravého podstromu.

= Priklad 11.2

MnozinuA={0, P, N, D, T, J, L, S, M}, pri abecednom uspo-
riadani, mo6Zeme napriklad umiestnif do prehladdvacieho bindrneho
stromu, ktory mame zobrazeny na obrazku vlavo. Strom, ktory je na ob-
razku vlavo, dostaneme, ak don prvky mnozZiny A umiestiiujeme v poradi
uvedenom vyssie. Toto je nickedy potrebné, avSak z hladiska prehl'ad4va-
nia a rychleho pristupu nie idedlne. Pre rychly pristup k uloZenym datam
potrebujeme, aby mal prehl'addvaci bindrny strom ¢o najmensiu vysku.

Ak by sme prvky mnoZiny A neukladali do prehladavacieho binarneho
stromu v poradi uvedenom vysSie, tak by sme mohli dostatf napriklad
prehladdvaci binarny strom, ktory vidime na obrazku vpravo. Vyska
tohto stromu je len 3, ¢o je o 2 menej, neZ vyska predoslého stromu.
Pritom skutoc¢ne ide o prehladavaci binarny strom podla definicie 11.1.2,
o ¢om sa l'ahko mdZeme presvedcit.

Teraz si opiSeme postup, ktorym sme zostrojili prvy prehladdvaci bindrny strom z prikladu 11.2.
¢ Prvy prvok mnoZziny A, ¢ize 0, bude korefiom stromu.

o Dalgf prvok mnoZiny A je P. V abecede je 0 < P, preto P musi leZaf v pravom podstrome.
Vrchol 0 zatial nemd pravého syna, takZe P bude je pravy syn.

o Dalsi prvok mnoZiny A je N. V abecede je N < 0, preto N musi leZaf v Tavom podstrome.
KedZe vrchol 0 zatial nemd l'avého syna, bude N jeho Tavy syn.

o Dalsi prvok mnoZiny A je D. V abecede je D < 0, preto D musi leZaf v favom podstrome. L’avy
podstrom vrcholu 0 je zatial len vrchol N a D < N, takZe D bude l'avy syn vrcholu N.

o Atd. ..

Tento postup si teraz zapiSeme ako pseudokdd algoritmu. V popise pseudokédu budeme pouZivat
rovnaku funkciu prvy (P), akd sme pouzili aj v pseudokéde Kruskalovho algoritmu (¢ast 10.2.2,
strana 201). Této funkcia ndm z postupnosti P vriti jej prvy prvok a zaroveil tento prvok z P
odstrani. Dalej budeme pouZivaf funkcie lavy.syn(v), resp. pravy.syn(v), ktoré ndim vritia
lavého, resp. pravého syna vrcholu v. KedZe sa jednd o bindrny strom, tak syn vrcholu mdze byt
bud lavy alebo pravy. Preto ak priddvame do stromu dalSiu hranu s koncovymi vrcholmi u a
v, budeme rozliSovaf medzi Tavou hranou L (v,u) a pravou hranou P (v,u). Okrem toho, v zépise
stotoznime vrcholy grafu a prvky, ktoré zodpovedaji vrcholom. TakZe ak u a v budd dva rdzne
vrcholy stromu B, tak bud plati u# < v, alebo plati v < u, podla toho, v akom vzdjomnom vzfahu
su prvky usporiadanej mnoZiny A, priradené tymto vrcholom. Napokon je v pseudokdde pouzitd
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funkcia STOP (while), ktord ukonéi cyklus while, v ktorom sa nachddza. Pseudokdd algoritmu
na konStrukciu prehladdvacieho bindrneho stromu sa potom dé zapisat nasledovnym spdsobom.

KonStrukcia prehl'adavacieho binarneho stromu

VSTUP:  Postupnost P neopakujicich sa prvkov usporiadanej mnoZiny A.

Vystup: Prehladdvaci binarny strom B pre postupnost P.

INICIALIZACIA
r:=prvy(P); (koreﬁ prehladavacieho stromu)
V.={r}
E:={}

VYTVARANIE PREHCADAVACIEHO BINARNEHO STROMU B

while { postupnost P je neprdzdna } do
u:=prvy(P);
vi=r;
while {1 =1} do
if {u < v} then
F :=L; (navestie urCujice smer priddvanej hrany )
if { existuje lavy syn vrcholu v} then

‘ v:=1lavy.syn(v);

else
‘ STOP (while);
end
else
F :=P; (navestie urCujice smer priddvanej hrany )

if { existuje pravy syn vrcholu v} then
v:=pravy.syn(v);

else
‘ STOP (while);
end
end
end
Vi=VU{u};
E:=EU{F(vu)};
end

Teraz si ukdazeme dva priklady kostrukcie prehladavacich binarnych stromov pomocou uvedeného
algoritmu.
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= Priklad 11.3

Ak pre mnozinu A = {K,M,A,Z,U,B,C,N,V,0,L} pomocou
uvedeného algoritmu zostrojime prehladdvaci bindrny strom, pricom
prvky mnoZiny A budeme braf v uvedenom poradi, tak dostaneme
graf, ktory vidime na obrazku vlavo.

= Priklad 11.4

Ak pre mnozinu A = {D,0,V,X,G,N,P,Z,B, C} pomocou uvede-
ného algoritmu zostrojime prehladdvaci bindrny strom, pricom prvky
mnoZiny A budeme braf v uvedenom poradi, tak dostaneme graf, ktory
vidime na obrdzku vpravo.

Prehladdvacie bindrne stromy su uZito¢né pri lokaliz4cii dat, ¢iZe pri overovani, ¢i sa nejaka
polozka nachddza v danom stibore ddt, a ak dno, na ktorom mieste. Zoberme si napriklad prehla-
davaci bindrny strom z prikladu 11.4. Chceli by sme vediet, ¢i sa v mnoZine A nachadza aj pismeno
N. Postup overovania by bol nasledovny.

Zacéneme od korenla stromu, ktory obsahuje pismeno D. Vieme, Ze N > D, takZe ak m4 vrchol D
pravého syna, prejdeme nai. Je to vrchol 0. Plati N < 0, takZe ak ma vrchol 0 l'avého syna, tak nan
prejdeme. To je vrchol K. Plati N > K, takZe ak md vrchol K pravého syna, prejdeme nan. Dostali
sme sa na vrchol N a hladanie skoncilo.

Ako by prebiehalo hladanie, ak by sme chceli zistif, ¢i sa v mnoZine A nachiddza pismeno
R? Znovu za¢neme korefiom, vrcholom D. Vieme, Ze R > D, takZe ak ma vrchol D pravého syna,
prejdeme naii. Je to vrchol 0. Plati R > 0, takZe ak m4 vrchol 0 pravého syna, tak nan prejdeme. To
je vrchol V. Plati R < V, takZe ak ma vrchol V l'avého syna, prejdeme naii. Je nim vrchol P a plati
R > P, takZe ak by mal vrchol P pravého syna, presli by sme nan. AvSak vrchol P nem4 pravého
syna, takze hladanie skoncilo a vieme, Ze pismeno R sa v mnoZine A nevyskytuje.

V praxi nds bude zaujimat, kol’ko krokov v bindrnom strome musime spravif, aby sme dostali
odpoved na otdzku, ¢i sa nejaky prvok v sibore dat nachadza, alebo nenachidza. Potrebny pocet
krokov bude maximdlny vtedy, ak musime v bindrnom strome prejst aZ na koniec jeho najhlbsej
vetvy. V strome z prikladu 11.4 by to boli otazky na pismena G, N, P a Z, ktoré sa v mnoZine A
nachdzaju, alebo otdzky na pismend, ktoré sa v mnoZine A nenachéddzaju a pri ich hladani musime
prejst, cez uvedené 4 pismend (napriklad pismeno R).

V aplikéciach bude maximdlny ¢as potrebny na lokalizdciu datovej polozky zdvisiet od vysky
prehladavacieho bindrneho stromu. Pri kazdom kroku postipime o 1 drovenn d’alej od korena
loZku. V praxi sa preto na ucely organizicie a lokalizacie dat pouZivaji vyvazené prehladéavacie
bindrne stromy, pretoZe v ich pripade je Cas potrebny na lokalizdciu d4t minimdalny. Algoritmus
konstrukcie prehladdvacieho bindrneho stromu, uvedeny vyssie, vo v§eobecnosti nedava optimalne
prehladdvacie stromy. Existuje ale viacero spdsobov ako vysku prehladdvacieho stromu minima-
lizovaf a urcite sa s nimi Studenti aplikovanej informatiky stretnd na odbornych informatickych
predmetoch. Podme sa vSak teraz venovat odhadu, kolko najviac krokov je potrebnych na lokali-
zéciu dat v prehladdvacom bindrnom strome s n vrcholmi.
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Majme prehladavaci binarny strom B, ktorého vyska je h. Ako uZ bolo spomenuté, v kazdom
kroku prehladdvania, t.j. pri kaZzdom porovnani hl'adanej datovej poloZzky s aktudlnym vrcholom
stromu, postipime o 1 troven dalej od korena. Takze maximélny pocet krokov, ktoré mdzeme
spravif v bindrnom strome je (h+ 1), ¢ize vyska stromu plus 1. Koreti stromu je droveti 0, preto ak
ma koretiovy strom vysku A, tak ma (h+ 1) drovni.

Lubovolny prehladdvaci bindrny strom B s n vrcholmi vieme doplnif na Gplny bindrny strom
B* tym, Ze priddme hrany a vrcholy ku jeho pévodnym vrcholom tak, aby vSetky jeho povodné
vrcholy mali 2 synov. Takto vznikne tiplny bindrny strom B*, ktorého vniitorné vrcholy st prave
vSetky vrcholy pdvodného bindrneho stromu B. TakZe strom B* md n vnidtornych vrcholov. Podla
vety 4.4.1 vieme, Ze dplny bindrny strom s n vnttornymi vrcholmi ma (n+ 1) koncovych vrcholov.
TakZe strom B* bude maf (n+ 1) koncovych vrcholov a jeho vyska je (h+ 1). Podla vety 4.4.2
potom vieme, Ze plati nerovnost log,(n+ 1) < (h+ 1). Plati preto nasledujica veta.

Veta 11.1.1 — O optimdlnej lokalizacii v prehfaddvacom bindrnom strome. Pre pocet
krokov k, potrebnych na lokalizdciu datovej polozky v prehladdvacom bindrnom strome s n
vrcholmi, plati

k>log,(n+1).

Dokaz: vyplyva z viet 4.4.1, 4.4.2 a vyssieuvedeného.

D4 sa ukdzat, Ze v pripade minimalizovanej vySky prehladdvacieho bindrneho stromu, pri vyvaze-
nych bindrnych stromoch, plati

k= [logy(n+1)],

kde [a] oznaCuje horni celd Cast redlneho &isla a. Ak napriklad potrebujeme zorganizovat
n = 2000000 poloZiek, tak ich vieme ulozif do prehladdvacieho binarneho stromu tak, aby sme
Tubovolnd poloZku vedeli lokalizovat na maximélne

k = [log,2000000] = [20.93...] =21

krokov, t.j. sta¢i ndm na to prehladédvaci bindrny strom s vySkou 20.

Izomorfizmus stromov

V podkapitole 5.2 (strana 98) bol definovany izomorfizmus grafov vo v§eobecnosti. Pripomeiime,
Ze podra definicie 5.2.1, st dva grafy G = (V,E) a G’ = (V',E’) izomorfné, ak existuje bijekcia
@ : V — V', ktord zachovéva susednosf vrcholov a ndsobnost hrén.

Stromy su grafy, t.j. izomorfizmus stromov sa definuje rovnako ako izomorfizmus grafov.
V Castiach 5.2.2 (strana 105) a 5.2.3 (strana 106) bol definovany izomorfizmus koreniovych a
binarnych stromov. Tieto kategérie stromov maji niektoré vlastnosti naviac!, a preto aj v definicii
izomorfizmu tychto kategérif stromov potrebujeme dopliiujice podmienky.

V podkapitole o izomorfizme bolo spomenuté, Ze zistif, ¢i dané dva grafy su, alebo nie su,
izomorfné, je vo v§eobecnosti fazky problém. Su vSak kategdrie grafov, pre ktoré problém zistenia
ich izomorfizmu je l'ahky. Napriklad stromy su takouto kategériou grafov a v nasledujucich astiach
budi opisané algoritmy overovania izomorfizmu dvoch bindrnych stromov, dvoch korefiovych
stromov a dvoch stromov vieobecne. Casova zloZitost overovania izomorfizmu dvoch stromov je
pre vSetky typy stromov linedrna, resp. takmer linedrna.

Koreiiové stromy maji oproti stromom naviac koreii a bindrne stromy maji oproti koretiovym stromom naviac
orientédciu hréan a to, Ze kazdy vrchol m6Ze mat najviac 2 synov.
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Algoritmus overovania izomorfizmu bindrnych stromov

Algoritmus overovania izomorfizmu dvoch bindrnych stromov bude spocivat v tom, Ze kazdému
bindrnemu stromu jednoznacne priradime kéd. O tomto kéde ukdZeme, Ze jednoznacne urcuje
prisluSny bindrny strom a naviac, Ze dva izomorfné bindrne stromy budd mat rovnaky kod.

Vrcholy bindrneho stromu budeme oznacovaf pismenami vy,...,v;,... KaZdému vrcholu bu-
deme pridelovaf znacku, ktord pre vrchol v; budeme oznacovaf Z(v;). KedZe ide o bindrny strom,
v ktorom kazdy vrchol mdZe mat lavého a pravého syna, budeme pre vrchol v; oznacovat jeho
lavého syna v;; a jeho pravého syna v;p.

Pseudokdd algoritmu vytvarania kddu bindrneho stromu, mdme na strane 219 hore. Vytvéaranie
kédu sa zacina tym, zZe kazdému koncovému vrcholu ddme znacku 01. Potom postupujeme od kon-
covych vrcholov ku koretiu a kazdému vnuitornému vrcholu v; budeme davat znacku zostavend
zo znadiek jeho synov nasledovne

> Ak vrchol v; ma lavého aj pravého syna, tak jeho znacka bude 0+ Z(vi,) +Z(vip) + 1.
> Ak vrchol v; ma len lavého syna, tak jeho znacka bude 0+ Z(vi)+ 1.
> Ak vrchol v; md len pravého syna, tak jeho znacka bude 0+ X+ Z(vip) + 1.

V uvedenych zapisoch znamend symbol + ,,zrefazenie* dvoch znaciek. TakZe ak napriklad vrchol
v; ma oboch synov a jeho synovia st koncové vrcholy so znackami 01 a 01, tak znacka vrcholu v;
bude Z(v;) = 001011 . Podrobnejsie si postup ukdZzeme na nasledujicich prikladoch.

Ako vidime z uvedeného algoritmu, znacka kaZzdého vrcholu bude pozostdvat zo znakov
{0,1,X}. Dalej si v§imnime, Ze znalky vrcholov si zostavované tak, e je dodrzand parita znakov
0 a 1. To znamen4, Ze v znacke kazdého vrcholu je vZdy rovnako vela nil ako jedni¢iek. Napokon
si eSte viimnime, 7e dizka znadiek narastd smerom od koncovych vrcholov ku korefiu stromu. Ked
vSetkym vrcholom bindrneho stromu opisanym spdsobom pridelime znacky, tak znacku koreiia
zoberieme ako kéd bindrneho stromu. Teraz to ilustrujeme na sibenych prikladoch. Najskor uka-
Zeme zostavovanie kédu daného bindrneho stromu, potom dokdZeme, Ze takto vygenerovany kod
je jednoznacny, Ze izomorfné stromy majui rovnaky kod a nakoniec ukdZzeme ako z kédu binarneho
stromu modZeme nakreslit pdvodny bindrny strom.

n Priklad 11.5 0001001011100111

2, 2, s . z z .
Na obrédzku vpravo mame bindrny strom. Pri zostavovani jeho kédu

zacneme tym, Ze najskor vSetkym jeho koncovym vrcholom ddme 0010040111 0011

znaCky 01. Potom vSetkym vnitornym vrcholom ddvame znacky @ 001011 @
podla ich deti. Znacky jednotlivych vrcholoch mdme na obrdzku a ® ® ®
vysledny kéd bindrneho stromu z obrazku, je 0001001011100111. ()71 ¢ ° 01

01 01

V predoslom priklade mali vSetky vnitorné vrcholy daného stromu lavych synov, a preto
vysledny kéd pozostdva len z ndl a jedni¢iek. Symbol X v kéde potrebujeme preto, lebo pri
binarnych stromoch rozliSujeme medzi lavym a pravym synom vrcholu. Symbol X v kéde oznacuje
chybajiceho Tavého syna vrcholu. TakZe tym vlastne dany bindrny strom fiktivne ,,doplnime*
na Uplny bindrny strom. Tam, kde pri vnitornom vrchole chyba Favy syn, ,,doplnime* namiesto
neho X. Na dalSom priklade predvedieme vytvéranie kédu pre bindrny strom, v ktorom chybaji
lavi synovia niektorych vnitornych vrcholov.
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Vytvaranie identifikacného kédu binarneho stromu

VSTUP:  Bindrny strom B s korefiom vy.

Vystup:  Kéd Z(vy), jednozna¢ne uréujici dany bindrny strom.

INICIALIZACIA

Kazdému koncovému vrcholu v; prirad’ zna¢ku Z(v;) = 01;

VYTVARANIE JEDNOZNACNEHO KODU BINARNEHO STROMU B
for { pre kazdy vniitorny vrchol v;, ktorého vSetci synovia uZ majii znacky } do
if { ak v; md lavého aj pravého syna } then

‘ Z(V,’) = O—i-Z(V,'L) —I—Z(vip) +1;
end
if { ak v; md len lavého syna} then
‘ Z(V,‘) = 0—|—Z(V,‘L) +1;
end
if { ak v; md len pravého syna } then
‘ Z(V,‘) =04+X —|—Z(V,‘p) +1;
end

end

= Priklad 11.6 00x00101110X001111
@

Vysledny kdd binarneho stromu, ktory vidime na obrazku vpravo,  ()x(0)010111 ~0X00111
je 00X00101110X001111. Znacky jeho vrcholov st uvedené na ob- ) ()

rdzku. Pridelovanie znaCiek sa za¢ina od koncovych vrcholov Q01011 0011
stromu.

Postup vytvarania kédu ukdZeme eSte na dvoch dalSich bindrnych stromoch. Pdjde o dva ver-
tikdlne symetrické bindrne stromy, ktoré by ako stromy, aj ako koreniové stromy, boli izomorfné.
Ako bindrne stromy vSak izomorfné nie su, a preto budd mat r6zne kédy.

= Priklad 11.7
00X00x011111 0X00X0011111
)

Vysledny kéd bindrneho stromu na obriz- ®
@ 0X00X01111 ku vlavo je 00X00X011111 a vysledny kéd (0X001111 @

bindrneho stromu na obrizku vpravo je
X011l e
VOXD 0X00X0011111. Ako vidime, tieto kody st ¢ 0x00111
® 0X011 rozne, ¢o znamend, 7e dané bindrne stromy 00lle
® nie s izomorfné. .
01 01 .

Z algoritmu vytvarania identifika¢ného kédu binarneho stromu, ako aj z uvedenych prikladov
je zrejmé, Ze dva izomorfné bindrne stromy musia maf rovnaké kédy. Vsetky vlastnosti, ktoré
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vyuZivame pri zostavovani kédov vrcholov (koncové vrcholy a ich pocet, Tavy a pravy syn vrcholu,
pocet Urovni podstromu. .. ) sd invarianty bindrnych stromov. TakZe, ak dva bindrne stromy sd
izomorfné, tak musia maf rovnaké kddy.

Opacnym smerom dokdZeme spravnost algoritmu tak, Ze ukdZeme, ako sa z daného kédu da
jednoznacne zostrojif po6vodny bindarny strom. To znamend, Ze z jedného kédu nemdZeme dostat
dva rozne (neizomorfné) bindrne stromy. Dokaz nebudeme robif cely, iba naértneme jeho mys-
lienku. Najkrat$i kéd, aky moéZeme dostat, je 01. Takyto kéd zodpovedd jednému izolovanému
vrcholu. Pri rekonstrukcii bindrneho stromu z kédu budeme postupovat od korenia nadol, po tirov-
niach stromu. Zoberme si kod T'ubovol'ného vrcholu, oznacme si tento vrchol v;. Tento kéd ma vzdy
tvar OK1, kde K je ,,zrefazenie* kédov Tavého a pravého syna vrcholu v;. Pre kéd K, ¢ize kéd vrcholu
v; bez lavej krajnej nuly a pravej krajnej jednotky, budeme rozliSovat 2 moZnosti. Kéd K sa bud’
zaCina znakom X, alebo sa nim nezacina.

> Pokial sa K za¢ina znakom X, tak to znamend, Ze vrchol v; nemé l'avého syna a X je kdd jeho
pravého syna.

> Ak sa K nezacina znakom X, tak vyuZijeme skutocnost, Ze kéd kaZdého vrcholu musi mat
rovnako vel'a znakov 0 ako znakov 1. Takze zo zaciatku K vezmeme najkratsiu ¢ast, v ktorej
je rovnaky pocet nil ako jedniciek. Tato ¢ast bude kéd 'avého syna vrcholu v; a zvySok K,
bude kéd pravého syna vrcholu v;. Ak by ndm z K, po zobrati najkratSej Casti s rovnakym
poc¢tom 0 ako 1 z jeho zaciatku, uZ ni¢ nezvysilo, tak to znamend, Ze vrchol v; nema pravého
syna.

Uvedeny postup rekonstrukcie stromu je deterministicky a jednoznacény, ¢o znamend, Ze z jedného
kédu mdZeme spitne dostaf len jeden bindrny strom. Tento postup je vhodny na ukdzanie toho,
Ze stromy s rovnakym kédom st izomorfné. Ale na redlne nakreslenie pdvodného stromu je tento
postup prili§ tazkopadny. Na to si ukdZeme iny postup. Ak chceme z daného kédu spétne zostrojit
pdvodny bindrny strom, tak budeme postupovat nasledovne

1. Z kédu odstranime lavi krajnd nulu a pravi krajnud jednotku. Ak si napriklad zoberieme kéd
binarneho stromu z prikladu 11.5, tak dostaneme 0001001011100111 — 00100101110011.

2. VSetky nuly v kéde nahradime Sipkou dole a vSetky jednotky nahradime Sipkou hore. Pre
lepSiu prehladnost si nuly a jednotky ocislujeme podla poradia a ak st v kéde znaky X, tak
tie ignorujeme, t.j. nepridelujeme im Ziadne ¢isla. Kéd bindrneho stromu z prikladu 11.5
bude mat podobu

1|23 |45 6|7 |8 9. |10.|11. |12 |13. | 14,
0]0[1]0]0 O|1 |11 |0][0]1]1
ARIREERR o 1 O O O A

—_—

—

3. Zostrojime vrchol, ktory bude korefiom stromu a, vychddzajic z neho, zacneme kreslit Sipky.
V bindrnom strome mo6Ze mat kazdy vrchol najviac dvoch synov a rozliSujeme ich na Favého
a pravého syna. TakZe ak sme v nejakom vrchole a nasleduje

> znak X, tak Tavého syna tohto vrcholu zablokujeme.

> Sipka dole a tento vrchol eSte nema lavého syna a ani tento nie je blokovany znakom
X, tak nakreslime $ipku Sikmo dol'ava, dole a na konci §ipky zostrojime novy vrchol.

> Sipka dole a tento vrchol uz ma l'avého syna, alebo je tento blokovany znakom X, tak
nakreslime Sipku Sikmo doprava, dole a na konci $ipky zostrojime novy vrchol.

> Sipka hore, tak nakreslime $ipku iddcu Sikmo hore, po protismerne ididcej Sipke (orien-
tovanej smerom dole).
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> Ak sme uz nakreslili vSetky Sipky, tak staci len spojif hranami zostrojené vrcholy.
Kazd4 dvojica protismerne iddcich §ipok zodpoved4 hrane.

Uvedeny postup si ilustrujeme najskor na priklade 11.5, ktorého kdd, aj s prepisanim na $ipky, uz
mame uvedeny vyssie.

n Priklad 11.8

Zadany je kéd binarneho stromu 0001001011100111. Ta-
bulku s upravenym kédom, aj s jeho transkripciou pomocou
Sipok, mame uvedenu pred tymto prikladom na predoslej
strane. Postup rekonstrukcie pdovodného bindrneho stromu,
ako aj zrekonS$truovany bindrny strom, vidime na obrdzku
vlavo.

V dalSom texte si eSte ukdZeme rekonsStrukciu bindrnych stromov z prikladov 11.6 a 11.7.
n Priklad 11.9

Zadany je kod bindrneho stromu 00X00101110X001111. Upra-
veny kdd, s vynechanou lavou krajnou 0 a pravou krajnou 1
a jeho transkripciu pomocou $ipok, mame zobrazeny v niZSie
uvedenej tabulke. Postup rekonStrukcie bindrneho stromu vi-
dime na obrazku vlavo. VSimnime si, Ze po 1. a po 9. Sipke
sme zablokovali lavého syna prislu§ného vrcholu znakom X,
takZe nasledujica Sipka dole musi st smerom doprava.

00X00101110X001111 — 0X00101110X00111

L — 2|3 |4 |5 |6 |7 8|9 |— |10 |11 |12.]13. |14
O/ x|ojo|1|Oo|1|1|1|O|X|O|O|1]|1]1
S IS 2 2 2 S O 2 O

= Priklad 11.10

Zadany kéd binarneho stromu je 00X00X011111. Vynechanim lavej krajnej O a pra-
vej krajnej 1 a nédslednou transkripciou na $ipky dostaneme

00X00X011111 — 0X00X01111

| — |2 |3 |—|4|5]6]7 |8
0| X |0|O0|x |01 |1]|1]1
AR E AR AR AR RN

Postup rekostrukcie bindrneho stromu a vysledny strom, vidime na l'avom obrazku.
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Zadany kod bindrneho stromu je 0X00X0011111. Vynechanim l'avej krajnej O a pra- ¢

vej krajnej 1 a naslednou transkripciou na Sipky dostaneme 1 8
0X00X0011111 — X00X001111 ’ 7
2] =]3lals]6]7]s. NG
X[(0|O0O[X|]O|O|1T | 1T]1]|1 4
S R I S A A i)
Postup rekoStrukcie bindrneho stromu a vysledny strom, vidime na obrazku vpravo. "

Algoritmus overovania izomorfizmu korenovych stromov

V predoslej ¢asti sme ukazali, ako sa overuje izomorfizmus binarnych stromov. Teraz ukaZeme, ako
sa d4 uvedeny postup modifikovat, aby sme pomocou neho mohli overif izomorfizmus korefiovych
stromov. Koreriové stromy sa od bindrnych liSia tym, Ze kazdy ich vnitorny vrchol méze mat
aj viac neZ 2 synov a na lavo-pravom poradi jeho synov nezdleZi. TakZe Styri korefiové stromy
na obrazku 11.4 s vSetky navzdjom izomorfné. Pri overovani izomorfizmu dvoch korefiovych
stromov pomocou ich identifikaéného kédu musime preto synov a prislu§né podstromy kazdého
vrcholu usporiadat. Na druhej strane nebudeme pri zdpise kddu koreriového stromu potrebovat
znak X, pretoZe v koreflovom strome nerozliSujeme, ¢i syn nejakého vrcholu je Tavy, alebo pravy.
Algoritmus konStrukcie identifika¢ného kédu korefiového stromu je uvedeny nizSie.

NCAA N A

Obr. 11.4: Styri izomorfné korefiové stromy

Vytvaranie identifikacného kédu korenového stromu

Vstupr:  Koretlovy strom R s koretiom vy.

Vystup:  Kéd Z(vp), jednoznacne uréujici dany koreflovy strom.

INICIALIZACIA

Kazdému koncovému vrcholu v; prirad’ zna¢ku Z(v;) = 01;

VYTVARANIE JEDNOZNACNEHO KODU KORENOVEHO STROMU R
for { pre kaZdy vniitorny vrchol v; } do
if {vrchol v, md k synov} then

‘ Usporiadaj synov vrcholu v; zlava-doprava tak, aby platilo Z(v;1) <... < Z(vi);
end

Z(V,‘) = 0+Z(v,~1) =+ .. .Z(v,-k) +1;
end

Ako vidime zo zdpisu algoritmu, najskor pridelime vSetkym koncovym vrcholom znacky 01, rov-
nako ako pri bindrnych stromoch. Potom postupujeme od koncovych vrcholov ku koreiiu. Predtym,
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neZ pridelime znacku nejakému vrcholu, musia maf uz vSetci jeho synovia pridelené znacky a
vSetkych jeho synov musime linedrne usporiadat zlava-doprava podla ich znaciek. Je potrebné si
preto uvedomit, Ze symbol < v zdpise algoritmu znamend nejaké linedrne usporiadanie” znadiek
vrcholov. MoZeme napriklad zvolif také linedrne usporiadanie, pri ktorom znacky usporiadame
podla poctu ich cifier a ak budii maf dve znacky rovnaky pocet cifier, tak ich usporiadame podla
velkosti, ako ¢fsla. Napriklad 01 < 11 < 0011 < 001011 < ... Tymto usporiadanim synov vrcholu
je zabezpecené to, Ze dva izomorfné koreriové stromy budi maf rovnaky kod. NemdZe totiZ nastat
pripad aky vidime na obrdzku 11.4, kde synov a prislu§né podstromy nejakého vrcholu Tubovolne
preusporiadavame. Postup si ilustrujeme na priklade prvého korefiového stromu z obrazku 11.4.

m Priklad 11.11 Ideme ndjst kéd Tavého krajného koreniového stromu z obrdzku 11.4. Postup je
zndzorneny na obrazku 11.5 a bude nasledovny.

1. V prvom kroku ddme koncovym vrcholom znacky 01.

2. V druhom kroku ideme na predposlednu troveii stromu a pridelime znac¢ky dvom vnitornym
vrcholom.

3. V trefom kroku sme sa dostali ku korefiu, ktory ma 3 synov so zna¢kami 0011, 001011 a
01. Pri vysSieuvedenom linedrnom usporiadant, je ich poradie 01 < 0011 < 001011, takze
zodpovedajicim spdsobom preusporiadame synov koreiia a prislu$né podstromy. Koreiiu
nasledne pridelime znacku 00100110010111, ktora je zaroven identifikacnym kédom kore-
fového stromu.

01 <0011 < 001011  00100110010111

® @ ®
AN
o e ® o/ e °® ®
01 0011 001011 01 01 0011 001011
@ @ @ @ @ ® e @ ®
01 01 01 01 01 01 01 01 01

Obr. 11.5: KonStrukcia kodu korenového stromu
[ |

Z uvedeného postupu je zrejmé, Ze izomorfné koreniové stromy musia mat rovnaké identifi-
kacné kédy. Ak by sme chceli z identifika¢ného kédu spitne nakreslit koretiovy strom, tak postup
bude v podstate rovnaky ako pri rekonstrukcii bindrneho stromu z jeho kédu. Rozdiel bude len
v dvoch bodoch. Po prvé, kédy korefiovych stromov neobsahuji Ziaden znak X, a preto vSetky Casti
rekonStrukéného algoritmu, ktoré sa tykaju znaku X, méZeme vynechat. A po druhé, v korefiovych
stromoch sa synovia nerozliSujui na l'avého a pravého a vrchol mdZe maf aj viac neZ 2 synov. Preto,
ak z nejakého vrcholu mame nakreslit Sipku dole, tak tdto Sipku nakreslime vpravo od posledne;j
$ipky, ktora uz vedie z tohto vrcholu dole. Zvysok algoritmu zostdva nezmeneny.

Algoritmus overovania izomorfizmu stromov

Koreniové stromy sa od stromov liSia len tym, Ze majd jeden pevne vybrany vrchol, ktory sa nazyva
koreii. Takze ak chceme stromom pridelovat kddy, na zdklade ktorych vieme povedat, ¢i dané dva
stromy su izomorfné, musime si vhodnym spdsobom n4jst korei tychto stromov.

V definicii 3.3.5 (strana 56) bol definovany pojem centrum grafu. Pripominame, Ze centrum
grafu je mnoZina tych vrcholov daného grafu, ktoré maji minimalnu excentricitu. Vol'ne méZeme

2Pozri definiciu 7.1.3 na strane 138.
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povedat, Ze centrum je tvorené vrcholmi, ktorych vzdialenost od vSetkych ostatnych vrcholov
grafu je najmensia moZnd. Su typy grafov, napriklad cykly, v ktorych je centrum tvorené celou ich
vrcholovou mnoZinou. Na druhej strane spektra su stromy, ktorych centrum zahifia len minimalnu
¢ast ich vrcholovej mnoZiny. Plati nasledujica veta.

Veta 11.2.1 — O centre stromu. Centrum stromu pozostava bud’ z jedného vrcholu, alebo
z dvoch susednych vrcholov.

Dokaz: pre stromy s 1 alebo s 2 vrcholmi, tvrdenie trividlne plati. Vezmime si teraz strom 7',
ktory ma viac neZ 2 vrcholy. Velmi ahko sa nahliadne, Ze listy su tie vrcholy stromu, ku ktorym
md kazdy vrchol stromu najvicSiu vzdialenost (pozri cvicenie 11.7). Z toho potom vyplyva,
Ze ak stromu 7 odstranime vSetky jeho pdvodné (len pdvodné, pretoze odstranenim listu, mozZe
vzniknuf novy list) listy, tak excentricita kazdého zostdvajticeho vrcholu sa zniZi prave o 1. Okrem
toho je zrejmé, Ze pokial ma strom viac nez 2 vrcholy, tak list nemo6Zze byt centralny vrchol. Preto
ak strom 7" dostaneme zo stromu 7 odstranenim vSetkych pdvodnych listov stromu 7', tak plati
C(T) = C(T"). Inak povedané, centrum stromu sa po aplikécii operdcie odstranenia vSetkych
jeho povodnych listov zachovdva. Strom ma konecny pocet vrcholov, takZe krok s odstrafiovanim
vSetkych jeho listov budeme opakovat dovtedy, kym vysledny graf bude mat viac nez 2 vrcholy.
Po kone¢nom pocte krokov musime skoncif, pretoZze ndm bud’ zostane len jeden vrchol, alebo
ndm zostand dva vrcholy spojené hranou. V oboch pripadoch ide o centrum pdvodného stromu
T. Q.E.D.

Veta 11.2.1 je sice velmi jednoduchd, avSak pre algoritmus zistovania izomorfizmu stromov
je klicova. Vlastnost ,,byt centrom grafu® je totiZ invariant (pozri cvicenie 11.8). DokaZe sa to
vel'mi jednoducho pomocou toho, Ze aj vlastnost ,,vzdialenost Tubovolnych dvoch vrcholov grafu*
je invariant. Vd’aka vete 11.2.1 vieme kaZdému stromu priradif jednozna¢ny identifikacny kéd
tak, Ze dva stromy budud izomorfné prave vtedy, ked ich identifika¢né kédy budd rovnaké. Postup
konStrukcie identifikacného kédu pre dany strom je nasledovny.

1. Pre dany strom T ndjdeme jeho centrum C(7).

2. Ak je centrum tvorené len jednym vrcholom, tak tento vrchol zoberieme ako koreni a kéd
prislusného koreniového stromu bude kéd stromu 7.

3. Ak je centrum tvorené dvoma susednymi vrcholmi {cj,c;}, tak zo stromu 7 odstranime
hranu (cy,c;). Vynechanim hrany (cj,c;) sa strom 7 rozpadne na dva komponenty T; a T,
pri¢om ¢ patri do 7} a ¢, patri do 7>. Ndjdeme kody korenovych stromov (71,¢1) a (T, ¢2).
Oznac¢me kédy tychto dvoch korefiovych stromov, v uvedenom poradi, ako K; a K;. Potom

* ak K| < K3, kde symbol < oznacuje lexikograﬁcke’:3 usporiadanie, tak za koren stromu
T zvolime vrchol ¢; a kéd stromu 7' bude kéd koreniového stromu (7', ¢y ).

* ak K, < K7, kde symbol < oznacuje lexikografické usporiadanie, tak za korefi stromu
T zvolime vrchol ¢; a kéd stromu 7 bude kdd koretiového stromu (7', ¢7).

11.3 Hra NIM

Hra NIM* tidajne vznikla v Cine a v Eurépe pochadzaji prvé zmienky o nej zo 16. storoia. Tito
hra bola v réznych regiénoch sveta a v rdznych dobdch zndma pod rozliécnymi menami. Nazov
NIM pochddza od amerického matematika Boutona z Harvardskej univerzity, ktory v roku 1901
vypracoval kompletni tedriu tejto hry. Hra NIM bola jedna z prvych pocita¢ovych hier. UZ v roku

3Lexikografické usporiadanie je linedrne usporiadanie.
“https://en.wikipedia.org/wiki/Nim
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1940 postavili v New Yorku stroj Nimatron, na ktorom sa dala hrat hra NIM. V minulosti, v ¢asoch
pred prichodom PC, mobilov a smartfénov, bola hra NIM velmi populdrna aj medzi mlddeZou. My
sa budeme zaoberaf hrou NIM preto, lebo tato hra ma vifaznd stratégiu a naviac sa tato vitazna
stratégia d4 opisat pomocou grafov.

Pravidid hry NIM

Existuje mnoZstvo variantov hry NIM. V zdsade vSak ide vZdy o to, Ze sa priddvaju, alebo odoberaji
nejaké objekty a ten hrac, ktory dosiahne uréené mnozstvo, alebo zoberie posledny objekt, prehrava,
alebo vyhrdva — v zdvislosti od verzie hry. Hra NIM mdZe vyzeraf napriklad takto

Hru NIM hrajii dvaja hrdci. Na zaciatku hry je na stole kopka 100 zdpaliek a hrdci
z nej striedavo odoberajii 1 aZ 10 zdpaliek. To znamend, Ze kaZdy hrd¢ musi v kaZdom
fahu odobrat 7 kopky najmenej 1 zdpalku a najviac 10 zdpaliek. Hrdc, ktory zoberie
poslednii zdapalku, prehrdva.

Pozrieme sa teraz na vifaznu stratégiu hry NIM.

Hra NIM a grafy

Najskor si ukdZeme, ako moéZeme hru NIM reprezentovat pomocou orientovanych grafov. Poctu
zapaliek v kopke priradime ¢isla 1 az 100 a kaZdému c&islu bude zodpovedat vrchol grafu. Dva
vrcholy grafu, ozna¢me si ich napriklad u, v, budi spojené orientovanou hranou prave vtedy, ak sa
v jednom fahu vieme dostaf z po¢tu u na pocet v. V takom pripade pdjde orientovand hrana (Sipka)
z vrcholu u do vrcholu v. Napriklad z vrcholu 100 pdjdu Sipky do vrcholov 90, 91, 92, 93, 94, 95,
96, 97, 98 a 99. Predtym neZ budeme pokracovat v popise vitaznej stratégie hry, zadefinujeme tri
nové pojmy a dokdZeme jednoduchu vetu (to vSetko pre neorientované grafy).

Definicia 11.3.1 — Stabilnd mnozina vrcholov. Nech G = (V,E) je graf. Potom S C V sa
nazyva stabilnd mnoZzina vrcholov grafu G, ak kazdy vrchol z V' \ S je susedny s asporti jednym
vrcholom z S.

= Priklad 11.12 e
Napriklad v grafe na obrdzku vpravo mnozina S; = {a} je stabilnd a mnoZina f d
S> = {f,c} nie je stabilnd.
a
b c

a b

V grafe na obrazku vlavo mnoZina S| = {a,d} je stabilna, mnoZina S, = {a,b}

takisto je stabilnd a mnozina S3 = {a} nie je stabilna.
C d u

Definicia 11.3.2 — Nezdvisld mnozina vicholov. Nech G = (V,E) je graf. Potom N CV sa
nazyva nezavisld mnoZina vrcholov grafu G, ak Ziadne dva vrcholy z mnoZiny N nie st susedné.

Pomocou predchddzajicich dvoch pojmov moZeme definovat pojem jadro grafu.

Definicia 11.3.3 — Jadro grafu. Nech G = (V, E) je graf. Potom J C V sa nazyva jadro grafu
G, ak je mnoZina J stabilnd a zdroven nezavisla.
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= Priklad 11.13 V pripade prvého grafu (hviezda) z prikladu 11.12 mnozina S; = {a} je jadrom
tohto grafu.

V pripade druhého grafu (cyklus) z prikladu 11.12 mnozina S; = {a,d} je jadrom daného grafu
ale mnozina S, = {a,b} nie je jadrom daného grafu, pretoZe nie je nezavisla. "

O jadre grafu plati nasledujuica veta.

Veta 11.3.1 — O existencii jadra. Kazdy konec¢ny stvisly graf bez sluciek ma jadro.

Dokaz: spravime popisom algoritmu konS$trukcie jadra grafu. Budeme pouZivat nasledovné
oznacenie. Ak G = (V,E) je dany graf a M C V, tak zdpisom o(M) budeme oznacovaf mnoZinu
vietkych vrcholov grafu G, ktoré susedia s niektorym vrcholom z mnoZiny M, t.j. o(M) C V.
Algoritmus konStrukcie jadra daného grafu G = (V, E) je nasledovny:

1. Zoberme si fubovolny v; € V a polozme J = {v; }.

2. Ak o(J) =V \J, tak J je jadro grafu G a algoritmus skon¢i.

3. Zvolme si Tubovolny v; € V \ o(J), polozme J := JU{v;} a ideme na krok 2.

Kedze dany graf je konec¢ny, po kone¢nom pocte krokov dostaneme jadro grafu G.

V pripade orientovanych grafov musime upravit definiciu stabilnej mnoZiny. Ak z vrcholu u
ide orientovand hrana (Sipka) do vrcholu v, tak budeme hovorit, Ze vrchol v je dosiahnutelny z u.
Stabilnd mnozina vrcholov v orientovanom grafe bude takd mnozina S C V, pre ktort z kazdého
vrcholu z mnoziny V \ S je dosiahnutelny aspoii jeden vrchol z S. Definicie nezévislej mnoziny a
jadra potom aj pre orientované grafy zostavajui rovnaké ako pre neorientované grafy. Vyrok ,,Ziadne
dva vrcholy 7 mnoZiny N nie si susedné“ znamend, Ze Ziadny vrchol z N nie je dosiahnutelny
zo Ziadneho vrcholu z N.

Vitazna stratégia hry NIM

Skimajme hru NIM, s pravidlami uvedenymi v Casti 11.3.1. Je zrejmé, Ze prehrava ten hrac, ktory
je na tahu v momente, ked’ na stole zostala uz len 1 zdpalka. Ako mdze jeho super dosiahnut
tento stav? Vyhrdvajici hrd¢ musi matf v momente pred svojim poslednym fahom na stole 2 az
11 zapaliek. To su vSetky pocty zdpaliek, z ktorych sa odobratim 1 az 10 zapaliek vie dostat
na konecny pocet 1. Pri grafovej reprezentdcii hry NIM opisanej v Casti 11.3.2 to znamend, Ze
vrchol 1 je dosiahnutelny z vrcholov 2 az 11. Ak by sme v tejto tvahe postupovali dalej, tak
dostaneme vrcholy orientovaného grafu, po ktorych sa hrd¢ musi pohybovat, ak chce hru vyhrat.

Hra NIM, s pravidlami uvedenymi v Casti 11.3.1, m4 preto vyhrévajicu stratégiu pre 2. hraca.
Tomuto hracovi staci, ak bude v kazdom fahu odoberaf z kopky tolko zapaliek, aby skoncil
vo vrcholoch grafu, ktoré sd v nasledujicom zozname zobrazené ¢iernou farbou.

100, 99, .. ., 90, 89, 88, ..., 79,78, 77, . ........, 24,23,22, ..., 13,12, 11,...,2,1

Mnozina vrcholov J = {1,12,23,34,45,56,67,78,89,100} tvori jadro orientovaného grafu hry
NIM. Tieto vrcholy su nezavislé a z kazdého vrcholu hry NIM nepatriaceho do J, vieme dosiahnut
niektory vrchol mnoZiny J. Preto ak 2. hra¢ skonéi svoj tah v niektorom vrchole mnoZiny J, tak
1. hra¢ sa nemoZe dostat do iného vrcholu mnoZiny J, ale po jeho tahu sa 2. hra¢ vzdy vie dostat
do nasledujiceho vrcholu mnoZiny J. Pre hru s pravidlami uvedenymi v ¢asti 11.3.1 spociva vifazna
stratégia pre 2. hraca v pohybovani sa po vrcholoch takého jadra grafu hry, ktoré obsahuje vrchol
1. A to je prdve mnoZina J uvedend vysSie.

VSetky varianty hry NIM sa dajui reprezentovat pomocou orientovanych grafov a ich vitazna
stratégia vzdy stvisi s jadrom grafu hry. Hra NIM pritom nie je jedind hra s grafovou reprezentaciou.
My sme tito hru pouZili len ako jednoduchd ukdzku takejto kategérie hier na ilustrdciu moZznosti
aplikdcif tedrie grafov.
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11.4 Cyvic¢enia

Cvicenie 11.1 Zostrojte binarny prehladdvaci strom pre mnozinu  pri uvedenom poradi jej
prvkov

(@ Q={G, VM, Z,L, A,LLK,F, N, R} c Q={M,G,S,R,V,C,[,B,O, T}

b)) Q={K,V,C,T,S,M,,B,N, G, A} d Q={H, Y, T.ALSRKO,E, X}

Cvicenie 11.2 Je nasledovné tvrdenie pravdivé? Svoju odpoved riadne zdovodnite.

Nech B je bindrny strom. Ak pre kazdy jeho vrchol v je ddtovd polozka vloZend do v

.....

ddtovd polozka vioZend v pravom synovi vrcholu v, tak B je prehladdvaci bindrny
strom. .

Cvicenie 11.3 Pre vSetky bindrne stromy z cviCenia 5.19 (strana 118) zostavte ich kdédy a
pomocou nich overte, ¢i su tieto bindrne stromy izomorfné. =

Cvicenie 11.4 Pre vSetky korefiové stromy z cvicenia 5.18 (strana 117) zostavte ich kddy a
pomocou nich overte, ¢i su tieto korefiové stromy izomorfné. u

Cvicenie 11.5 Pre vSetky stromy z cvicenia 5.17 (strana 117) zostavte ich kédy a pomocou
nich overte, Ci su tieto stromy izomorfné. u

rovnaky kéd skonStruovany postupom opisanym v €asti 11.2.3. n
Cvicenie 11.7 Dokazte, Ze ak G je strom, tak jeho vrchol s maximalnou excentricitou je list. m

Cvicenie 11.8 Dokézte, Ze vlastnost ,,byf centrom grafu® je invariant. Inak povedané, ak mdme
dva izomorfné grafy G a G', tak C(G) sa izomorfizmom mus{ zobrazit na C(G’). n

Cvicenie 11.9 Dokézte, ze existuje maximdlne 4" navzdjom neizomorfnych stromov na n
vrcholoch. m

Cvicenie 11.10 V Pythone alebo v C napiSte program, ktory pre dané dva binarne stromy
ndjde ich identifikacné kédy a pomocou nich overi, ¢i si izomorfné. u

Cvicenie 11.11 V Pythone alebo v C napiSte program, ktory pre dané dva koreniové stromy
ndjde ich identifika¢né koédy a pomocou nich overi, ¢i st izomorfné. =

Cvicenie 11.12 V Pythone alebo v C napfiSte program, ktory pre dané dva stromy ndjde ich

I Cvicenie 11.6 Dokazte, ze dva stromy (bez privlastkov) st izomorfné prave vtedy, ak maju
I identifika¢né kédy a pomocou nich overi, ¢i si izomorfné. u
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Cvicenie 11.13 Pre ktorého hraca by existovala a ako by vyzerala vifazna stratégia hry NIM
(podla pravidiel z €asti 11.3.1), ak by na zacCiatku hry bolo na stole 150 z4paliek? U

Cvicenie 11.14 N4jdite nejaké stabilné a nejaké nezavislé mnoZiny vrcholov nasledujicich
grafov tak, aby tieto mnoZiny boli/neboli jadra danych grafov

N

A K

AN

I Cvicenie 11.15 Dokazte, Ze kazdy kone¢ny graf bez slu¢iek mé jadro. u

Prvy hrdc povie ¢islo od 1 do 10 a potom k tomuto Cislu hrdci striedavo v kazdom
tahu pripocitavaju c¢islo od 1 do 10. Hru vyhrdva hrdc, ktory ako prvy dosiahne
cislo 100.

Ma téato hra vitaznu stratégiu? Ak dno, pre ktorého hraca a ako vyzerd tato stratégia? u

Cvicenie 11.17 Zovseobecnite vifazni stratégiu hry z cvicenia 11.16, ak hraci v kazdom tahu
pripocitavaju ¢islo od 1 po n, kde n € N a vyhrava ten hra¢, ktory ako prvy dosiahne hodnotu

| Cvicenie 11.16 Dvaja hraci hraji nasledovni hru
‘ x, kde x € N. n

Cvicenie 11.18 Dokézte, Ze kazda nezdvisla mnoZina vrcholov daného grafu G je obsiahnutd
v nejakom jeho jadre. =

hrat hru NIM s pravidlami uvedenymi v casti 11.3.1. Pritom
> pociatocny pocet zdpaliek v kopke bude X, kde X > 1 je prirodzené ¢islo,
> hraci budd v kazdom fahu hry odoberat z kopky 1 azZ N zdpaliek, kde N > 1 je prirodzené
Cislo,
> ludsky hrac si pred zaciatkom hry moze zvolit, ¢i chce hraf ako 1., alebo ako 2. hrac,

> program bude hraf ,,inteligentne®, ¢iZe bude sa snazif hru vyhrat.

Cvicenie 11.20 V Pythone alebo v C napiste program, ktory bude proti ludskému stperovi
hrat hru opfsant v cviceni 11.16 a zovSeobecnenu v cviceni 11.17. Pritom

> hraci budd v kazdom tahu hry pripocitavat ¢islo 1 az n, kde n € N,
> vyhrava ten hrac, ktory ako prvy dosiahne ¢islo x, kde x € N,
> Tudsky hrac si pred zaciatkom hry moze zvolit, ¢i chce hraf ako 1., alebo ako 2. hrac,

‘ Cvicenie 11.19 V Pythone alebo v C napiste program, ktory bude proti ludskému stperovi
‘ > program bude hraf ,,inteligentne®, ¢iZe bude sa snaZzif hru vyhrat.
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