10.1

Ohodnoteny graf

V praktickych aplikdciach sa pomocou grafov reprezentujii rozne druhy spojov, napriklad dopravna
sief, plosné spoje pre elektroniku, chemické vizby, navidznosti vyrobnych procesov atd. V tychto
pripadoch obvykle nesta¢i maf len vrcholy a hrany grafu, ako sme mali doteraz, pretoZe nie je spoj
ako spoj. Ak napriklad graf reprezentuje cestnt sief, tak hrana spéjajica Bratislavu a Trnavu nema
rovnaké vlastnosti ako hrana spéjajica Bratislavu a KoSice. Tieto trasy st rozne dlhé, majd rozne
ndklady na vystavbu, r6zne prevysenia atd. Preto potrebujeme zaviest pojem ohodnoteny graf.

je priradené redlne Cislo w(h), ktoré nazyvame ohodnotenie hrany, alebo hodnota hrany (w je
skratka od ,,weight“=véha).

| Definicia 10.1.1 — Ohodnoteny graf. Graf sa nazyva ohodnoteny, ak kazdej jeho hrane &
= Priklad 10.1
a 3 b 4 c
Napriklad graf na obrazku vlavo je ohodnoteny. Ak by napriklad vr-
v choly zodpovedali miestam na mape, hrany cestim medzi nimi a ohod-
1 O  notenia hrin by boli dizky tychto ciest, tak by malo zmysel pytaf sa,
ktora z ciest z jedného mesta do iného mesta je najkratsia. Toto je Casto

e f sa vyskytujici prakti/ck}’/ problém a nie vZdy sa pritom musi jednat
1 3 o miesta na mape a dlzky ciest.
g
Napriklad na predoslom grafe mé najkratsia cesta medzi vrcholmi a a f dizku 5 a je to cesta
(a,e,8,f)- n

V priklade 10.1 sme pouZili pojem ,,najkratsia“ cesta, ktory sice v danom kontexte bol pouZity
spravne, ale v stivislosti s grafmi nie celkom korektne. Dizka cesty bola definovand v definicii
3.3.3 (strana 55). V teérii grafov sa pod dizkou fahu alebo cesty mysli vzdy po&et hran daného
fahu alebo cesty. V ohodnotenom grafe, ako uz bolo spomenuté, nemusia ohodnotenia hran vzdy
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vyjadrovat dizku. V predoglom priklade by mohli vrcholy grafu predstavovaf miesta na mape, hrany
grafu cesty medzi nimi a ohodnotenia hran by mohli predstavovaf ndklady na vystavbu tychto ciest.
Otazka by potom mohla byf, ktoré z navrhnutych ciest sa maji postavif tak, aby ich vystavba bola
¢o najlacnejsia. Vo vSeobecnosti sa preto, v suvislosti s ohodnotenymi grafmi, pouZiva ekonomicka
terminol6gia a budeme hovorif o hodnote sledu, fahu alebo cesty a o najlacnejsej ceste.

V nasledujicej definicii si definujeme pojem hodnota grafu.

Definicia 10.1.2 — Hodnota grafu. Nech G je ohodnoteny graf. Potom hodnota grafu, budeme
ju oznacovat w(G), je sicet ohodnoteni vSetkych hran grafu G.

p) S pojmom hodnota grafu sa budeme stretdvat v suvislosti s hfadanim najlacnesich kostier
daného grafu, ¢im sa budeme zaoberaf v d’alSej podkapitole.

= Priklad 10.2 a
3D
o ) . ) b/ ¢
Hodnota grafu, ktory vidime na obrazku vpravo, je 15. Tento graf ma 6
hrén, ktorych ohodnotenia usporiadané podla velkosti su (1,1,2,3,3,5). 1 1 9
3
d e

Minimalne kostry

Predstavme si, Ze ohodnoteny graf na obrdzku vlavo predsta-
vuje schématickd mapu Siestich miest. Vrcholy grafu st mesta,
hrany st cesty medzi mestami a ohodnotenia hran st ndklady
potrebné na vystavbu prisluinych ciest. Ulohou je vybudovat
najlacnej$i systém ciest medzi tymito mestami tak, aby medzi
Tubovolnymi dvoma mestami existovala cesta. Je zrejmé, Ze
rieSenim tejto dlohy bude kostra daného grafu. Vysledny graf
totiZ musi byt suvisly, musi obsahovat vSetkych 6 vrcholov a
da sa lahko ukdzat, Ze ak by obsahoval cyklus, tak urcite nebude najlacnejsi. Budeme teda hladat
najlacnejSiu kostru grafu G. V nasledujicej definicii si formalne definujeme pojem minimdlna
kostra, alebo najlacnejsia kostra.

V definicii 10.1.1 sme si definovali pojmy ohodnoteny graf a ohodnotenie hrany a v definicii
10.1.2 sme definovali pojem hodnota grafu. Teraz si pomocou hodnoty grafu definujeme pojem
minimdlna kostra.

Definicia 10.2.1 — Minimdlna, alebo najlacnejsia, kostra. Nech G je ohodnoteny graf.
Minimadlna, alebo najlacnejsia, kostra grafu G je taka jeho kostra, ktorej hodnota je minimalna.

Podla definicie 10.2.1 moZe mat graf aj viacero rdznych minimdlnych kostier. Napriklad dve
miniméalne kostry horeuvedeného grafu, st na obrazku 10.1. Obe tieto kostry maji hodnoty 12.

Existuje viacero algoritmov na hfadanie minimélnej kostry daného grafu. Medzi najzndmejsie patria
Bordvkov algoritmus, Jarnikov, v zahrani¢{ nazyvany aj Primov, algoritmus a potom ,,pazravy*,
Kruskalov algoritmus. Zhodou okolnosti je tu uvedené poradie algoritmov chronologické a zdroven
aj vykonostné, pri usporiadani od najvykonejSieho po najmenej vykonny. V dalSom texte vSak bude
poradie uvedenych algoritmov zmenené.
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Obr. 10.1: Dve minimdlne kostry grafu z dvodu tejto podkapitoly

10.2.1 Jarnikov (Primov) algoritmus

Jarnikov algoritmus na hladanie minimalnej kostry grafu ako prvy opisal ¢esky matematik Vojtéch
Jarnik v roku 1930. Jeho algoritmus ,,znovuobjavil*“ Robert Prim v roku 1957 a potom ho eSte raz
»znovuobjavil* holandsky matematik Edsger Dijkstra v roku 1959. V zahranici, najmi v anglosaskej
literatire, sa tento algoritmus vi&sinou nazyva Primov. Casova zloZitost Jarnikovho algoritmu je
O(|E|log|V|), aviak vhodnou implementéciou sa d4 este urychlit.

Princip vytvérania kostry S = (V' E’) Jarnikovym algoritmom je nasledovny. Vyberieme si
Tubovolny vrchol vy grafu G a ddme ho do mnoziny V', ¢o je vrcholovd mnoZina S. Vrchol v; bude
nas ,.Startovaci vrchol. V kazdom kroku algoritmu prehladame vsetky hrany grafu G, ktorych
jeden koncovy vrchol je vo V’ a ich druhy koncovy vrchol je vo V' \ V. Vyberieme najlacnejSiu
z tychto hrén, tdto hranu priddme do E’ a s fiou incidujici vrchol z V' \ V' priddme do V. Algoritmus
skon¢iked V' = V.

Pri popise pseudokdédu Jarnikovho algoritmu budeme pouzivaf funkciu minimum (V/,V \ V'),
ktord ndm vréti najlacnejSiu hranu (u,v), kde u € V' a v € V\ V/ a zéroven tito hranu odstréni
zo zoznamu hran. Pseudokéd Jarnikovho algoritmu je velmi jednoduchy.

HPadanie minimalnej kostry Jarnikovym (Primovym) algoritmom

Vstup:  Ohodnoteny graf G = (V,E),kdeVh € E: w(h) >0

VYSTUP: Minimélna kostra S = (V',E’), grafu G.

INICIALIZACIA
Vii={vw} (v1 € E je TubovoIny vrchol grafu G)
E= ()

VYTVARANIE KOSTRY S
while { V' #£V) } do
(u,v) :=minimum (V',V\V');
E':=E' U (u,v);
Vi=V'U{v}h
end

Pri vybere najlacnejSej hrany medzi stromom S a vrcholom mimo stromu S v grafe G (funkcia
minimum (V',V\V’)) sa mdZe stat, Ze existuje viacero takych hran, ktoré majii rovnaki hodnotu.
V takom pripade mdzZeme aplikovaf na vyber hrany aj dalSie kritérid, napriklad lexikografické
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poradie vrcholov. Na hodnotu vyslednej kostry to nemé vplyv. AvSak, v zdvislosti od toho aké
kritéria pri vybere aplikujeme, moéZeme dostaf viacero réoznych minimalnych kostier. V prikladoch
a v cvieniach budeme zvicia vyberaf hrany v lexikografickom usporiadani vrcholov. CiZe ak
budeme maf viaceré hrany {u;,v;}, ktorych hodnoty si rovnaké, vyberieme hranu s najmensim
indexom i a pokial su prvé indexy tychto hrdn rovnaké, tak vyberieme hranu s najmensim indexom
Jj. Fungovanie Jarnikovho algoritmu si ilustrujeme na priklade zo zaciatku tejto Casti.

= Priklad 10.3

Dany je ohodnoteny graf na obrazku vlavo. Pomocou Jarni-
kovho algoritmu néjdite jeho minimdlnu kostru tak, Ze Starto-
vaci vrchol bude vrchol a a hrany vyberame pri lexikografickom
usporiadani vrcholov.

RieSenie: beh algoritmu si najskor zobrazime v tabulke a aZ potom ho zndzornime aj graficky.
V uvedene;j tabulke bude kazdy riadok zodpovedat jednému kroku algoritmu, ¢iZe pridaniu jednej
hrany do stromu S. V prvom stipci tabulky budt vrcholy, ktoré sme uZ pridali do konstruovaného
stromu S. Algoritmus sa zastavi v momente, ked strom S bude obsahovat vSetky vrcholy povodného
grafu G. V druhom stipci tabulky budi vSetky hrany medzi mnoZinami vrcholov V/ a V \ V’
a hodnoty tychto hran. Hrany budd usporiadané lexikograficky a v kazdom kroku vyberame
najlacnejsiu z tychto hran. V poslednom stipci bude hrana, ktort sme v prislu§nom kroku vybrali.

] Krok \ Vrcholy V'’ \ Hrany medzi V'aV \ V' \ Vybrana hrana ‘
1. {a} (a,b):4, (a,c):3, (a,d):2 (a,d):2
2. {a,d} (a,b):4, (a,c):3, (d,c):6, (dye):1,(d,f):3 (dye): 1
3. {a,d,e} (a,b):4, (a,c):3, (d,c):6
(d,f):3, (e,b):5, (e,f):6 (a,c):3
4. {a,c,d,e} (a,b):4, (¢,f):2,(d,f):3, (e,b):5, (e,f):6 (¢, f):2
5. | {a,c,de f} (a,b):4, (e,b): (a,b):4
6. | {a,b,c,d,e, [}

Graficky znazorneny postup hladania minimdlnej kostry mame na nasledovnej sérii obrazkov.
Vrcholy a hrany, ktoré sme uZ pridali do stromu S, si zobrazené ¢ervenou farbou. Hrany, ktoré
v aktudlnom kroku prehladdvame st zobrazené suvislou ¢iarou. VSetky ostatné hrany si zobrazené
preruSovanou c¢iarou.
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Vidime, Ze v 3. kroku sme mali na vyber hrany {a,c} a {d, f}, obe s hodnotou 3. KedZe sme ale
vyberali hrany pri lexikografickom usporiadani vrcholov, museli sme vybraf hranu {a,c}.

DokézZeme si teraz vetu, hovoriacu o koreknosti Jarnikovho algoritmu.

Veta 10.2.1 — O spravnosti Jarnikovho algoritmu. Jarnikov algoritmus je spravny, ¢iZe
po jeho skonceni je S minimalna kostra daného grafu G.

Dokaz: sa d4 robif viacerymi sposobmi, napriklad indukciou, alebo sporom. Zdkladnd myslienka
pouzitd v indukénom kroku je vSak rovnakd ako zdkladnd myslienka dokazu sporom. Preto
uvedieme dokaz sporom, ktory je o mélo kratsi.

Nech vyslednd kostra S = (V, E5) ma mnozinu vrcholov V, kde |V| = n a mnoZinu hrén Es.
Jarnikov algoritmus buduje kostru S ako postupnost stromov Si,S5,,...S,—1, pricom v kazdom
kroku vyberie jednu hranu, ktord potom, v nasledujicom kroku, pridd do vznikajicej kostry a
S,_1 = S. Dalej nech Jarnikov algoritmus vyberal hrany mnoZiny Es v poradi (hi,ho, .. hy—y).
Predpokladajme, Ze .S nie je minimalna kostra grafu G.

Vyberme T = (V, E7 ), minimélnu kostru grafu G, ktord ma maximalne také &islo &, Ze hrany
hy,...,hy patria do kostier S aj T', avSak hrana /.| € Eg uZ nepatri do kostry 7.

Hrana Ay bola Jarnikovym algoritmom vybrand do kostry S v (k+ 1). kroku, kedy uz
v strome S; boli hrany hjp,...,h. Nech koncové vrcholy hrany /. si u a v. Potom hrana
hi+1 = {u,v} ma td vlastnost, Ze u € Vs,, v ¢ Vg, a jej hodnota je najmensia spomedzi vSet-
kych takychto hrdn. Ak hranu A priddme do kostry 7', tak tam vznikne cyklus C, pretoze T

U je kostra. V cykle C urcite musia existovat hrany, r6zne od /. 1, ktorych

. """" hk;+1 jeden vrchol patri do Vs, a druhy vrchol nepatri do Vs, . Plati totiz u € Vs, a

_,.: ® ¢ vSetky hrany C, a teda aj ich vrcholy, nemo6Zu patrit do S, lebo by v Si4 1
e, bol cyklus.

H Nech £, je takato hrana. Potom, podl'a Jarnikovho algoritmu, musi platit

h. w(hys1) < w(hy). Pozrime sa teraz na graf, ktory z T dostaneme tak, Ze

z neho vyhodime hranu &, a pridime dofi hranu A 1, ize T' = (T \ {hx}) U{ g1} Je zrejmé,
Ze T’ bude tiez kostrou, pozri cvi¢enie 10.2 (str. 210). Plati preii
w(T") = w(T) —w(hy) +w(hir1) <w(T) = w(T") <w(T).

Posledna nerovnost vedie k sporu. Pokial je ostrd, tak je to spor s tym, Ze T bola minimalna
kostra. A pokial je uvedend nerovnost neostrd, tak je to spor s tym, Ze k bolo maximdlne také
¢islo, pre ktoré hrany Ay, ..., h; patria do kostier S aj nejakej minimdalnej kostry grafu G, avsak
hrana Ay € Es uz nepatri do minimdlnej kostry grafu G. TakZe predpoklad bol nespravny a S
musi byf minimélna kostra grafu G. Q.E.D.

Uvedieme si teraz eSte jeden priklad hl'adania minimalnej kostry pomocou Jarnikovho algoritmu.



200 Kapitola 10. Minimadlne kostry, Huffmanov kéd

= Priklad 10.4

Dany je ohodnoteny graf na obrdzku vlavo. Pomocou Jar-
nikovho algoritmu néjdite jeho minimdlnu kostru tak, Ze
Startovaci vrchol bude vrchol a a hrany vyberdme pri le-
xikografickom usporiadani vrcholov.

RieSenie: beh algoritmu si, rovnako ako v predoslom priklade, najskor zobrazime v tabulke a azZ
potom ho znizornime aj graficky. V uvedenej tabulke bude kazdy riadok zodpovedaf jednému
kroku algoritmu, ¢ize pridaniu jednej hrany do stromu S. Na rozdiel od predoslého prikladu
budeme do prvého stipca tabulky pisaf vzdy len aktualne pridany vrchol. Graf v tomto priklade
ma uZ viac vrcholov a bolo by nepraktické prepisovat vSetky uz pridané vrcholy v kazdom d’alSom
kroku. Algoritmus sa zastavi v momente, ked prvy stipec tabulky bude obsahovat vietky vrcholy
pdvodného grafu G. V druhom stipci tabulky budi vietky hrany medzi mnoZinami vrcholov V/ a
V \ V' a hodnoty tychto hran. Hrany budd usporiadané lexikograficky a v kazdom kroku vyberdme
najlacnejsiu z tychto hran. V poslednom stipci bude hrana, ktord sme v prislu§nom kroku vybrali.

] Krok \ Pridany vrchol \ Hrany medzi V' a V' \ V’ \ Vybrana hrana ‘
1. a (a,b):3, (a,e):4 (a,b):3
2. b (a,e):4, (byc):2, (bye):3, (b,f):2 (b,c):2
3. c (a,e):4, (bye):3, (b,f):2, (c,d):3

(c,e):3, (¢, f):2, (c,h): 4 (b,f):2
4 f (a,e):4, (bye):3, (c,d):3, (c,e):3
(c,h):4, (fre):3, (f,8):3, (f,h):2 (f,h):2
5 h (a,e):4, (bye):3, (c,d):3, (c,e):3
(f,e):3,(f,8):3, (hd):1, (hg):1 (h,d):1
6 d (a,e):4, (bye):3, (c,e):3
(fie):3, (f,8):3, (hg):1 (h,g):1
7. g (a,e):4, (bye):3, (c,e):3, (f,e):3 (bye):3
8. e

Graficky znazorneny postup hladania minimdlnej kostry mame na nasledovnej sérii obrazkov.
Vrcholy a hrany, ktoré sme uZ pridali do stromu S, su zobrazené ¢ervenou farbou. Hrany, ktoré
v aktudlnom kroku prehladdvame st zobrazené sivislou Ciarou.
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10.2.2 Kruskalov algoritmus

Kruskalov algoritmus na hladanie minimélnej kostry grafu je zndmy aj pod oznacenim ,,paZravy
algoritmus®. Prvy raz bol opisany americkym matematikom Josephom Kruskalom v roku 1956.
Tento algoritmus je velmi jednoduchy na pochopenie aj realizciu, ale jeho Casova zloZitost je
O(|E|log|E|), &iZe je z tu spominanych troch algoritmov najmene;j efektivny.

Princip konstrukcie minimélnej kostry pomocou Kruskalovho algoritmu je vel'mi jednoduchy.
Z grafu G postupne vyberdme do kostry hrany tak, Ze v kaZdom kroku vyberieme hranu s najniz§ou
hodnotou, ktorej pridanim nevznikne cyklus. Akondhle je pocet vybranych hran o 1 mensi nez
pocet vrcholov, mdZeme skoncit, pretoZe uZ mame kostru.

Ak by sme na konStrukciu kostry mali nejaké Specidlne poziadavky, napriklad vyberanie hran
v nejakom vopred stanovenom poradi, tak to musime zohladnif pri priddvani hrdn do kostry.
Samozrejme stéle plati stratégia ,,paZravého* algoritmu, ¢ize vZdy vyberdme najlacnejSiu moZnd
hranu, ale ak mdme na vyber viacero najlacnejSich hrdn, mdzeme aplikovat aj doplnkové kritéria,
napriklad vyberanie hran v lexikografickom usporiadani.

Pri zdpise Kruskalovho algoritmu budeme pouZzivaf funkciu usporiadaj_vzostupne (E),
ktord ndm mnoZinu ohodnotenych hran usporiada vzostupne, ako usporiadanu &-ticu hrdn. Okrem
toho budeme pouzivaf aj funkciu prvy (P ), ktord ndm z usporiadanej k-tice P vrati jej prvy prvok
a zaroven tento prvok z P odstrani. Pseudokdd Kruskalovho algoritmu je uvedeny na strane 202
hore.

Dokaz korektnosti Kruskalovho algoritmu, t. j. dokaz toho, Ze vysledn4 kostra S skonStruovand
pomocou Kruskalovho algoritmu je minimdlna, je jednoduchy. Uvadzat ho tu vSak nebudeme.
Zaujemci modzu tento dokaz ndjst napriklad v knihe [15], v Casti 4.4.3. Aj ked’ je tento algoritmus
menej efektivny nez Bordvkov, alebo Jarnikov algoritmus, pre mnohé aplikicie je postacujici a
jeho najvicSou vyhodou je jeho jednoduchost a l'ahkd pochopitelnost.

Najviac prekvapivym faktom pri Kruskalovom algoritme je to, Ze funguje! Stratégia ,,paZra-
vosti‘ je totiZ znama aj z inych problémov diskrétnej matematiky, ale vic¢Sinou nevedie k optimal-
nemu rieSeniu. Dokonca pri viacerych problémoch vedie ku ,katastrofickym* vysledkom. Preto
je vel'mi prekvapivé, Ze tento ,pazravy algoritmus dava pri hladani minimdlnej kostry grafu
optimdlne rieSenie.

Teraz si uvedieme pseudokdd Kruskalovho algoritmu a potom si jeho fungovanie ilustrujeme
na ohodnotenych grafoch z prikladov 10.3 a 10.4, CiZe na rovnakych grafoch, na akych sme si
predtym ilustrovali fungovanie Jarnikovho algoritmu.
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Hradanie minimalnej kostry Kruskalovym algoritmom

Vstup:  Ohodnoteny graf G = (V,E),kdeVhe E: w(h) >0

VYSTUP: Minimdlna kostra S = (V,E’), grafu G.

INICIALIZACIA

P := usporiadaj_vzostupne (E);

E'={}

VYTVARANIE KOSTRY §
while { |[E'| < ([V|—1) } do
h:=prvy(P);
if { pridanim hrany h do E', nevznikne cyklus v S } then
| E':=E U {h};
end
end

= Priklad 10.5

Dany je ohodnoteny graf na obrazku vpravo. Pomocou Krus-
kalovho algoritmu ngjdite jeho minimalnu kostru tak, Ze Starto-
vaci vrchol bude vrchol a a hrany vyberdme pri lexikografickom
usporiadani vrcholov.

RieSenie: beh algoritmu si zndzornime len graficky. Hrany sa do kostry budud pridavat po jednej
a v kazdom kroku ddme do konStruovanej kostry najlacnejSiu hranu, po ktorej pridani nevznikne
cyklus. Samozrejme spolu s hranou vZdy priddvame aj s fiou incidujice vrcholy. Vrcholy a hrany,
ktoré sme uz pridali do konStruovanej kostry, si zobrazené ¢ervenou farbou.
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Ako mdzeme pri porovnani s prikladom 10.3 vidiet, dostali sme rovnak najlacnejsiu kostru ako
pri pouZiti Jarnikovho algoritmu. AvSak postup konstrukcie tejto minimdlnej kostry bol odli$ny.
Vo vSeobecnosti ndm Jarnikov a Kruskalov algoritmus nemusia dat rovnaké minimdlne kostry, a to
ani v pripade, Ze hrany vyberame pri lexikografickom usporiadani vrcholov. m
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= Priklad 10.6

Dany je ohodnoteny graf na obrdzku vlavo. Pomocou
Kruskalovho algoritmu ndjdite jeho minimdlnu kostru
tak, Ze Startovaci vrchol bude vrchol a a hrany vyberdme
pri lexikografickom usporiadani vrcholov.

RieSenie: beh algoritmu si znazornime len graficky. Hrany sa do kostry budud pridavat po jedne;j
a v kazdom kroku ddme do konstruovanej kostry najlacnejsiu hranu, po ktorej pridani nevznikne
cyklus. Samozrejme spolu s hranou vzdy priddvame aj s fiou incidujice vrcholy. Vrcholy a hrany,
ktoré sme uz pridali do konStruovanej kostry, st zobrazené cervenou farbou.

d

o O o (@)
!
o h o

Opif, pri porovnani s prikladom 10.4, vidime,
Ze vyslednd minimalna kostra je rovnaka ako pri
pouZiti Jarnikovho algoritmu. Postup jej kon-
Strukcie bol vSak odlisny.

BorGvkov algoritmus

Bortvkov algoritmus na hladanie minimalnej kostry grafu je najefektivnejsi spomedzi troch tu
spominanych algoritmov. Tento algoritmus vymyslel v roku 1926 moravsky matematik Otakar Bo-
ruvka pri rieSeni navrhu optimalnej elektrorozvodnej siete na Morave. To znamend, Ze Bortvkov
algoritmus vznikol pri rieSeni vysostne praktického problému v Case, ked tedria grafov ako sa-
mostatnd matematicka disciplina eSte len vznikala. Ako to uz ale byva, jeho algoritmus bol neskor
»~Znovuobjaveny* este aspoi piatimi dalsimi matematikmi. V zapadnej, predovsetkym anglosaskej,
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literattre sa Borivkov algoritmus nazyva Sollinov algoritmus. Tento algoritmus sa pouZiva hlavne
pri paralelnom spracovani dat. Jeho ¢asova zloZzitost je O ( |E|log|V ) avsak pre niektoré kategérie
grafov je eSte vyrazne rychlej$i. Napriklad pre rovinné grafy je jeho Casovd zloZitost linedrna.
Okrem toho z Bortivkovho algoritmu vychddza aj doteraz najrychlejsi algoritmus pre hladanie
minimélnej kostry, ktorého Casova zloZitost je O(|V |+ |E|).

Bortivkov algoritmus v tomto texte nebudeme uvadzaf, pretoZe je zlozitejsi nez Kruskalov
alebo Jarnikov algoritmus. V Bortivkovom algoritme sa napriklad vyZaduje, aby ohodnotenia
Tubovolnych dvoch hran daného grafu boli rézne. Toto obmedzenie sa d4 pomerne lahko obist,
¢ize Bordvkov algoritmus mozeme pouZif aj na grafy, ktoré maji rovnako ohodnotené hrany, ale
samozrejme je to potom zloZitejSie nez ,,pazravy®, alebo Jarnikov algoritmus. Zaujemci m6Zu néjst
popis Bortivkovho algoritmu napriklad v knihe [15], v Casti 4.5.3.

Huffmanov kéd

Znaky v po&itadi sa obvykle reprezentuji binarnymi retazcami pevnej dizky. Napriklad ASCII!
kéduje kazdy znak 7-bitovym refazcom. Ciastoény priklad ASCII kédu je zobrazeny v tabulke
10.1. Takyto spdsob kdédovania znakov je neefektivny z hladiska priemerného poctu bitov potreb-

Znak | ASCII kéd || Znak | ASCITkdéd || Znak | ASCI kéd || Znak | ASCII kéd
* 0101010 0 | 0110000 A 1000001 a 1100001

+ | 0101011 1 0110001 B 1000010 b 1100010
— | 0101101 2 0110010 C 1000011 c 1100011
3 0110011 D 1000100 d 1100100

/ 0101111

Tabulka 10.1: Cast ASCII tabulky

nych na zakédovanie daného textového refazca, pretoZze ma velkd redundanciu. Huffmanov kéd
je vysledkom snahy optimalizovat tento priemerny pocet bitov. V Huffmanovom kéde sa znaky
kédujd bindrnymi refazcami premenlivej dizky. Casto pouZivané znaky sa kéduji krat$§imi a malo
pouZivané znaky dlh§imi bindrnymi refazcami. Tym sa zredukuje priemerny pocet bitov potreb-
nych na zakédovanie daného textového refazca. Huffmanov kéd patri medzi tzv. entropické kody.
Pri entropickych kddoch sa frekventovanejSie znaky kéduju krat§imi a menej frekventované znaky
dlh8imi kédovymi slovami. V roku 1952 americky informatik David A. Huffman, spolu s Rober-
tom Fanom v ramci seminarnej prace na MIT vyvinuli algoritmus na konstrukciu optiméalneho
P-k6édu. Huffmanov kéd mé, pre dany stbor znakov s danymi relativnymi pocetnostami (resp.
len pocetnostami) vyskytu, minimalnu moZnui redundanciu a pouziva sa napriklad pri bezstratovej
kompresii. Ako uz bolo spomenuté, je to prefixovy kéd? (P-kéd) s kédovymi slovami premenli-
vej dizky. Definuje sa pomocou korefiového stromu, pri¢om koncové vrcholy stromu reprezentuji
kédované znaky a cesta od korenla stromu po koncovy vrchol predstavuje kdédové slovo zodpoveda-
juce tomuto koncovému vrcholu. Pri dekédovani bindrneho refazca postupujeme od korena stromu
nadol, pri¢om vo vetveniach 1 znamena dol'ava a 0 znamen4 doprava’. Ked déjdeme do koncového
vrcholu stromu, zapiSeme si prislusny znak a pokraujeme opéf od korefia smerom dole. UkdZeme
si to na dvoch prikladoch.

! American Standard Code for Information Interchange
2K6d ziadneho znaku nie je prefixom (zaciatkom) kédu iného znaku.
3Je to vecou dohody.
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= Priklad 10.7

V koretiovom strome, na obrazku vlavo, si znaky A, O, R, S, T zakédované

nasledovne
A 1
O ... 00
R ... ... 010
S 0110
T 0111

Pri kédovani postupujeme od koretia nadol, aZ po koncovy vrchol predstavujici kédovany znak.
Kedze ide o prefixovy kéd oddelovacie znaky nepotrebujeme. Napriklad slovd ROSA a RAST sa
zakéduju ako

ROSA ............ 0100001101

RAST  ......... 010101100111

Pri dekédovani postupujeme od koretia po koncovy vrchol, zapiSeme si prislusny znak a za¢neme
opif od korenia. Napriklad
10001001111 = 1]00|010|0111|1 = AORTA

0111010101101 0111]010|1|0110]1 TRASA

Uvedieme si este jeden priklad.

= Priklad 10.8

Koreniovym stromom méame zakédované znaky M, O, S, N, E tak, ako
to vidime na obrizku vlavo.

M 11
O 10
S 01
N 001
E .. 000
Koédovanie
SEM 0100011
MENO ............ 1100000110
Dekédovanie
001100111000 = 001 |10]01|11|000 = NOSME

Ak jeden textovy refazec zakédujeme rdéznymi Huffmanovymi kédmi, tak mdéZeme dostat
bindrne refazce roznej dizky. Otdzkou je, ¢ je mozné zostrojif optimalny Huffmanov kéd s mi-
nimalnou, idedlne nulovou, redundanciou (nadbyto¢nou informdciou). Odpoved na tiito otazku je
dno. Prave Huffmanov kéd navrhnuty v roku 1952 ma minimalnu moZnu redundanciu.

Pri popise algoritmu na zostavovanie korefiového stromu pre optimalny Huffmanov i + D;
kéd, budeme pouzivat operaciu spdjania stromov. Pomocou tejto operdcie budeme

spajat dva existujice koreiiové stromy s ohodnotenymi koreiimi do jedného nového

koretiového stromu s ohodnotenym korefiom. Spdjanie korefiovych stromov bude

prebiehat tak, Ze korene danych dvoch stromov spojime hranami s novym Di Dj
vrcholom, ktory bude korefiom novovzniknutého stromu. Okrem toho, ak pévodné dva stromy
mali korene s hodnotami p; a p;, tak koreit nového stromu bude mat hodnotu p; + p;. Na obrazku
vysSie je uvedeny priklad spojenia dvoch korefiovych stromov. Modré vrcholy s hodnotami p; a
pj su korene povodnych dvoch stromov a Cerveny vrchol s hodnotou p; + p; je korefi nového
stromu vzniknutého ich spojenim. Teraz si uvedieme algoritmus konstrukcie korefiového stromu
pre optimalny Huffmanov kéd.
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Algoritmus konStrukcie korenového stromu optimalneho Huffmanovho kédu

VSTUP:  Zoznam n znakov s danymi relativnymi pocetnosfami (alebo len
pocetnostami).

Vystup: Korefiovy strom 7', uréujici optimalny Huffmanov kéd.

INICIALIZACIA

KaZdému znaku pridel vrchol s hodnotou rovnajiicou sa jeho relativnej pocetnosti,

KONSTRUKCIA STROMU
while {vysledn)f graf nie je strom} do

a) Ndjdi dva stromy s najlacnejsimi korerimi. V pripade viacerych stromov, ktorych
korene majii rovnakii hodnotu, vyber dva s najmensou vyskou;

b) Spoj vybrané dva stromy do jedného nového a jeho koreriu daj hodnotu, ktord sa
rovnd stctu hodnot koreriov povodnych dvoch stromov;
end

Existuje viacero alternativnych podob zapisu uvedeného algoritmu. My si neskor na prikladoch
ukiZeme este jeden d’al$i sposob konsStrukcie koretiového stromu pre optimdlny Huffmanov kéd.

a Priklad 10.9 Zostrojte koretiovy strom pre optimdlny Huffmanov kéd ak je danych 5 znakov,
s pocetnostami vyskytu podla nasledovnej tabulky.

znak | pocetnost 1 0

! 2 1 0 1 0
@ 3

# 7 . D#$ %
$ 8 ! @

% 12

Obr. 10.2: Vysledny koretiovy strom

Konstrukcia koreriového stromu bude, podla uvedeného algoritmu, prebiehat v piatich krokoch
zobrazenych na nasledovnom obrazku.

Vysledny korefiovy strom pre optimdlny Huffmanov kéd je zobrazeny na obrazku 10.2 vy$Sie. =

Ako vidime z prikladu 10.9, na zaciatku mame les pozostdvajici z tolkych izolovanych vr-
cholov, kolko je kédovanych znakov. Tieto vrcholy postupne spdjame, pricom v kazdom kroku



10.3 Huffmanov kéd 207

sa pocet aktivnych vrcholov, ¢iZe takych, ktoré este budeme spdjaf, zniZi o 1. Skonc¢ime vtedy,
ked’ dostaneme strom, t. j. sivisly graf. Inak povedané, skon¢ime, ked ndm zvysi uz len 1 aktivny
vrchol. Tento postup je velmi ndzorny a aj popis algoritmu je jednoduchy. Pri realizécii na pocitaci

vSak potrebujeme nejaki jednoduchsiu ,,neobrazkovi* reprezentaciu konstruovaného stromu.

Pomocou koretiovych stromov mdZeme reprezentovaf aj rozne iné datové Struktiry. Samozrej-
me plati to aj opacne, ¢iZe pomocou inych, ,,neobrazkovych®, datovych Struktdr vieme reprezentovat
koretiové stromy.

Koreniovy strom, ktory je na obrdzku vlavo, sa napriklad da ekvi-
valentne reprezentovaf uzitvorkovanym vyrazom

<A(B(C)(D)(E)) (F(G><H<'>)>>

A
Alebo Vennovym diagramom ,,do seba zapada- B..............
jucich® mnoZin tak, ako to je zobrazené na ob- C.oooiiil.
razku vlavo. (D
Alebo pomocou odsadenych riadkov, podobne E...........
ako sa to robi pri pisani pisani kapitol, podka- o
pitol a odsekov v obsahu knih. Ukdzku vidime G
vpravo. Ho.o.........

Ako vidime, vrcholy grafu mdZeme nahradif mnoZinami a spdjanie koreflovych stromov na-
hradime spdjanim existujicich mnoZin do dvojprvkovych mnoZin. Pritom prvkom mnoZiny moZe
byt aj ind mnoZina. Predvedieme si to na rovnakej ulohe ako v priklade 10.9.

= Priklad 10.10

znak | pocetnost
! 2 Zostrojte koreniovy strom pre optimalny Huffmanov kéd, ak je danych
@ 3 5 znakov s pocetnostami vyskytu podla tabulky, ktord vidime vlavo.
# 7 Namiesto izolovanych vrcholov v prvom grafe z prikladu 10.9, zag-
$ 8 neme mnoZinou obsahujicou pocetnosti vyskytu danych znakov.
% 12

> Na zaciatku budeme maf mnoZinu {2, 3,7,8, 12}.
> Pod vonkajSou mnoZinou budeme rozumief mnoZinu ohrani¢ent krajnou lavou a krajnou
pravou zéitvorkou.
> Pod hodnotou mnoziny budeme rozumief si¢et hodndt vietkych jej ,, prvkov “. Cize mnoZina
{2} md hodnotu 2, mnoZina {2,3} md hodnotu 5 a mnoZina {{2,3},7} m4 hodnotu 12.
> Pokial vonkajSia mnozina m4 viac neZ 2 prvky, tak budeme opakovat nasledovné kroky
> Vo vonkajSej mnoZine ndjdeme 2 prvky s najmenSou hodnotou. Ak miame takych
prvkov viac, tak vyberieme také dva, ktoré maji najmensiu ,, Albku “, t. . po&et tirovni
vnorenych mnoZin.
> Vybrané dva prvky vonkajSej mnoZiny spojime do dvojprvkovej mnoZiny.
> V zadanej tlohe bude postup nasledovny

{2,3,7,8,12} = {{2,3},7,8,12} =

= {8,12,{{2,3},7}} = {{{2,3},7},{8,12}}
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Po poslednom kroku uZ mé vonkaj$ia mnoZina len 2 prvky a méZeme z nej zostro-
{A’ B } jit koreniovy strom pre optimalny Huffmanov kéd. Kazdd dvojprvkovi mnozinu
{A,B}, priom A a B mdzu byt tiez dvojprvkové mnoziny, zakreslime tak, ako
to vidime na obrdzku vlavo. Takto z mnoZiny {{{2,3},7}, {8, 12}} dostaneme

A B rovnaky koreniovy strom, ako v priklade 10.9 (obrdzok 10.2). -

V pripade mnoZinového zédpisu sme prvky vonkajSej mnoZiny usporiadavali vzostupne podla ich
hodndt a pri prvkoch s rovnakou hodnotou podFa ich ,, hlbky“. Pri kresleni koretfiového stromu,
podla uvedeného algoritmu, sme to nerobili. UZ z toho vyplyva, Ze vysledny korefiovy strom
mdZe mat viacero poddb. Postup konstrukcie korefiového stromu pre optimalny Huffmanov kdd si
ukdZeme este na jednom priklade.

= Priklad 10.11

znak | pocetnost ) _ . B} . /
A 3 Zostrojte korefiovy strom pre optimalny Huffmanov kéd ak je danych

5 znakov, s pocetnostami vyskytu podla tabulky vlavo.

B 4 . o . . .

c 5 Ulohu budeme riesitf dvoma spdsobmi. Najskor pomocou mnoZino-
5) 7 vého zédpisu a potom kreslenim koreniového stromu podla uvedeného
E g algoritmu.

Postup pomocou mnoZinového zdpisu bude vyzeraf nasledovne.

{3,4,5,7,8} = {5,7,{3,4},8} - {{3,4},8,{5,7}} - {{5,7},{{3,4},8}}

Postup konstrukcie korefiového stromu podla uvedeného algoritmu je zobrazeny na nasledujicom
obrazku.*

V poslednom korefiovom strome eSte treba nahradif pocetnosti znakmi, ktorym zodpovedajui kon-
cové vrcholy stromu. Vysledné korefiové stromy mdme zobrazené na nasledujicich obrazkoch.

Obr. 10.3: Strom ziskany z mnoZinového zapisu Obr. 10.4: Strom ziskany pomocou algoritmu

4Vsimnite si, e vo vietkych krokoch, okrem posledného, sii stromy usporiadané vzostupne podFa ich hodnoty.
V poslednom kroku st usporiadané opacne, ¢oho ddsledkom je rdzna podoba vyslednych koretiovych stromov a kédu.
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Ako vidime, korefiovy strom zrekonStruovany z mnoZinového zépisu je iny, neZ strom, ktory sme
dostali druhym sp&sobom. Preto aj kédy niektorych znakov sa liSia, avSak oba korenové stromy
reprezentuji optimdlny Huffmanov kéd. "

VSimnime si, Ze Huffmanov kéd tvori dplny bindrny strom. Ak sa pozrieme na algoritmus
tvorby Huffmanovho kédu, tak vidime, Ze podstromy vzdy spiajame tak, aby vysledny strom bol
uplny. A ak si pozrieme algoritmus tvorby optimdlneho Huffmanovho kédu, uvedeny na strane
206, tak vidime, Ze tento algoritmus vZdy vytvori nielen tplny bindrny strom, ale aj bindrny
strom minimalnej moznej vysky, ktord je pri danych vstupnych ddajoch a ich poradi mozna. Pre
tvorbu dplného bindrneho stromu s minimalizovanou vyskou je v uvedenom algoritme klti¢ova
podciarknutd podmienka

Ndjdi dva stromy s najlacnejsimi korerimi. V pripade viacerych stromov, ktorych korene
maji rovnaki hodnotu, vyber dva s najmensou vyskou.

Aj bez pod¢iarknutej podmienky by uvedeny algoritmus vytvoril optimalny Huffmanov kéd, pokial
by sme ako jediné kritérium ,,optimalnosti‘ brali redundanciu vytvoreného Huffmanovho kédu. Pri
rychlom prehladdvani je vSak Casto dblezité, aby vytvoreny kdd mal nielen ¢o najniZsiu redundan-
ciu, ale aby jeho kédové slova boli ¢o najkratsie. Bez pod¢iarknutej podmienky by sme mohli dostat
kéd, ktory by mal niektoré kédové slov4 prili§ dlhé a na druhej strane by tieto boli vykompenzované
kratkymi kédovymi slovami. TakZe redundancia by bola minimadlna, ale pre vyhl'adavanie by takyto
kéd nebol ten najlep$i moZny. Preto pre praktické aplikdcie potrebujeme mat Gplny bindrny strom
s minimalnou moZnou vyskou.

10.4 Cyvicenia

Cvicenie 10.1 Pomocou Jarnikovho aj Kruskalovho algoritmu néjdite minimélne kostry da-
nych grafov. Hrany vyberajte pri lexikografickom usporiadani vrcholov.

(a) (b)

(d)
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Cvicenie 10.2 V dokaze vety 10.2.1 (strana 199) kon$truujeme z kostry 7', graf 7’ nasledovnym
spdsobom

Graf T' dostaneme z T tak, Ze z neho vyhodime hranu h, a priddme dori hranu
hyq, CiZe T = (T \ {hx}) @] {hk+1}.

Dokazte, ze graf T’ je tieZ kostra pdvodného grafu G. =

Cvicenie 10.3 V dokaze vety 10.2.1 (strana 199) je uvedené tvrdenie
Ak hranu 1, priddme do kostry T, tak tam vznikne cyklus C, pretoze T je kostra.

Dokazte toto tvrdenie. n

nych grafov.

(a) (b)

Cvicenie 10.5 Ndjdite ohodnotenie hran grafu K ¢islami {1,2,..., 15} (kazdé &islo sa pouZije
prave raz) také, aby hodnota minimalnej kostry tohto grafu bola

(a) minimalna, (b) maximalna.

Cvicenie 10.6 Ndjdite ohodnotenie hran grafu Kz 4 &islami {1,2,...,12} (kazdé &islo sa
pouZije prave raz) také, aby hodnota minimdlnej kostry tohto grafu bola

(a) minimaélna, (b) maximalna.

Cvicenie 10.7 N4jdite ohodnotenie hran grafu Q3 (pozri cviCenie 5.21, strana 118) ¢islami
{1,2,...,12} (kazdé &islo sa pouZije prave raz) také, aby hodnota jeho minimélnej kostry bola

(a) minimadlna, (b) maximalna.

2 ¥7

Cvicenie 10.8 Négjdite ohodnotenie hran grafu K ¢islami {1,2,...,15} (kazdé &islo sa pouzije
prave raz) také, aby hodnota minimalnej kostry tohto grafu bola maximalna a sicasne bola tato
kostra cestou. =

2
| Cvicenie 10.4 Pomocou Jarnikovho aj Kruskalovho algoritmu ndjdite minimalne kostry da-
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Cvicenie 10.9 V Pythone alebo v C naprogramujte vytvorenie minimalnej kostry daného grafu
pomocou Kruskalovho algoritmu. u

Cvicenie 10.10 V Pythone alebo v C naprogramujte vytvorenie minimalnej kostry daného
grafu pomocou Jarnikovho algoritmu. =

Cvicenie 10.11 Na obrazku vlavo je korefiovy strom urcujici Huffmanov kéd
(Tava hrana znamend 1 a pravd hrana znamena 0).

(a) Zakédujte slova

e MAT - MAMA
M A « MOTAT * KATKA
(b) Dekédujte slova
T « 0111011 »+ 11100110010
« 0111110 + 0110010011

Cvicenie 10.12 Zostrojte optimalny Huffmanov kéd pre dané znaky a ich pocetnosti.

() (b)
5 znak | pocetnost
znak | pocetnost A 3
a 2 B 3
B 6 C 3
D 11 E 13
E 20 F 21

Cvicenie 10.13 Korlko bitov potrebujeme na zakédovanie slova BRATISLAVA, ak pouZijeme
optimélny Huffmanov kéd pre toto slovo? u

Cvicenie 10.14 Urcte pravdivost nasledujticich vyrokov.
(a) V Huffmanovom kéde Ziadne kédové slovo nemdze byt prefixom iného kédového slova.
(b) Huffmanov kdd je bezstratovy spdsob kdédovania (bez straty informadcie).

(¢) V niektorych pripadoch nemusi mat optimalny Huffmanov kéd minimalnu redundanciu.
|

znak A B C D E
relativna pocetnost | 0.34 | 0.06 | 0.13 | 0.07 | 0.4

Zostrojte optimdlny Huffmanov kéd pre dand abecedu a vypocitajte priemerny pocet bitov

Cvicenie 10.15 Méme abecedu s piatimi znakmi, ktorych relativne pocetnosti si dané tabulkou
potrebnych na zakédovanie 100 znakovej spravy. u
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Cvicenie 10.16 Pocas 1. svetovej vojny pouzivala nemecka armada Sifru ADFGVX. Jej nazov
je odvodeny od Siestich znakov, pomocou ktorych sa Sifrovali vSetky spravy.

znak | pocetnost
A 23 Kolko bitov by sa uSetrilo, ak by sa 100 znakova zaSifrovand
D 20 spréva pred odoslanim zakédovala pomocou optimdlneho Huff-
F 7 manovho kédu? Pocetnost znakov v zaSifrovanej sprave udava
G 13 tabulka vlavo a jeden znak sa kéduje jednym bytom, t.j. 8
V 21 bitmi.
X 16
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o uzavretom eulerovskom fahu ... .... 86
o vrcholoch stromov................. 76
pravidlo sylogizmu.................. 34
zdkladnd algebry.................... 16
zakladnd aritmetiky ................. 37
veta (matematickd) ...................... 31

vrchol

diefa...........oooiiii 78
koncovy ...l 50,78
TSt oo 77
0] 1< PP 78
POCIAtOCNY oot 50
PoOtomoK ... ... 78
predkovia ...l 78
rodi€ ... 78
sirodenci .........cooveiviin.. 78
) ¢ AP 78
A 018170)'5 1 78



