9.1

C?. Prehladdvanie grafov

Uvod

V celej tejto kapitole budeme pracovat len so suvislymi obycajnymi grafmi. Na konci kapitoly 3
bol v podkapitole 3.5 (strana 62) definovany pojem kostra grafu. Kostra grafu sa v aplikdcidch
Casto vyuZziva a potrebujeme ju vSade tam, kde je potreba ngjst ,,najmensi* suvisly faktor daného
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grafu. Pritom pojem ,,najmensi* je tu chdpany v zmysle poc¢tu hrdn. Algoritmus hladania kostry
grafu, pouZzity v dokaze vety 3.5.1, bol velmi neefektivny a prakticky nepouzitelny. Avsak jeho
trividlnou modifikdciou dostaneme nasledujici algoritmus hladania kostry daného grafu, ktory je

ovela lepsi/efektivne;jsi.

Konstrukcia kostry grafu

VsTup:  Suvisly oby¢ajny graf G = (V,E).
Vystup: S = (V' E’) —kostra grafu G.

INICIALIZACIA
V=V,
E'={}

VYTVARANIE KOSTRY S
for { pre vietky hrany h € E } do

| E=E'U{n};
end
if {|[E'|=|V'|—1} then
STOP;
end

end

if { pridanim hrany h do E' nevznikne cyklus v S } then
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Zistit, ¢i pridanim jednej konkrétnej hrany vznikne cyklus, je ovela rychlejSia opericia, nez
hladanie vsetkych cyklov v danom grafe. Preto je modifikovany algoritmus, ktory je uvedeny
na predoslej strane, ovela efektivnejs$i nez predtym uvedend alternativa hladania vSetkych cyklov
v danom grafe. Ale ani tento modifikovany algoritmus hladania kostry daného grafu este nie
je optimdlny. ESte rychlejSie a efektivnejSie si dva prehladdvacie algoritmy, ktoré si uvedieme
v nasledujicich podkapitolach tejto kapitoly. Su to algoritmy prehladdvania grafu do Sirky a
prehladévania grafu do hibky.

Prehladdavanie grafu

Skor, nez uvedieme popis algoritmov prehladdvania grafu do Sirky a do hibky, uvedieme si d-
tové Struktdry fronta a zdsobnik, ktoré ndm popis oboch algoritmov zjednotia a zjednodusia. Pri
prehladdvani grafov budeme ich hrany ukladat pradve do fronty, resp. do zdsobnika.

Fronta (FIFO) a zasobnik (LIFO)

Fronta (po anglicky queue ) a zdsobnik (po anglicky stack ) su v informatike casto pouZzivané datové
Struktdry, sliZiace na docasné ukladanie dat. Tieto dve Struktiry sa odliSujd spdsobom pristupu
k uloZenym datam.

Fronta - FIFO

Skratka FIFO znamené ,, First-In-First-Out “. Cize déta, ktoré ako prvé do fronty uloZime, z neho
aj ako prvé vyberieme. Takuto datovu Struktiru si mdZeme predstavif ako ,,riru®, do ktorej z jedne;j
strany veci vkladdme a z druhej vyberdme. TakZe to, ¢o sme do ,,riry* skor vlozili, z nej na druhej
strane musime aj skor vybraf. FIFO fronta je napriklad vystupny Zl'ab pre fah lotérie, aky vidime
na obrazku 9.1. Frontou je tieZ rad Tudi stojacich pri pokladni v obchode. Ludia, ktori poznaji
operacné systémy UNIX-ového typu, sa uz urcite stretli s pojmom pipe, alebo po slovensky riira.
Pomocou rir sa v UNIX-e daji zrefazovat vystupy a vstupy prikazov, ¢o je Castd prax. Pipe
v UNIX-e je vlastne fronta (FIFO).

Obr. 9.1: Priklad fronty (FIFO) Obr. 9.2: Priklad zasobnika (LIFO)
Zasobnik - LIFO

Skratka LIFO znamend ,, Last-In-First-Out“. Cize déta, ktoré sme ako posledné do zdsobnika
vloZili, z neho ako prvé vyberieme. Typicky priklad LIFO zédsobnika, je zdsobnik do piStole, aky
vidime na obrazku 9.2.

Frontu budeme v algoritme oznacovat pismenom F a zdsobnik pismenom Z. Pri oboch budeme
pouzivat dve funkcie. Prva bude funkcia F.vyber(), resp. Z.vyber(), ktord ndm z fronty, resp.
zésobnika, vyberie nasledujici objekt. Druhd funkcia bude F.v1oz(x), resp. Z.v1loz(x), ktord ndm
do fronty resp. zasobnika, vloZi objekt x.
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Oznacovanie hrdn aich vrcholov

Pri prehladdvani grafu, & uz do $irky, alebo do hibky, budeme pracovat s neorientovanymi grafmi.
Cize hrana medzi vrcholmi u a v bude dvojprvkovad mnoZina (neusporiadand dvojica) {u,v}.
Samotné hrany budeme oznacovaf pismenami &, /' ...

AvSak pri prehladdvani budeme konStruovat korefiovy strom a jeho hrandm ddme istd ,,orientdciu®.
Pociatocnym vrcholom hrany budeme nazyvat ten jej vrchol, ktory je blizsie ku koreiiu stromu
a koncovy vrchol hrany bude ten jej vrchol, ktory je dalej od koreta stromu. Z tohoto dévodu
zavedieme aj dve funkcie, ktoré v algoritmoch budeme pouzivaf. Funkcia zaciatok (k) ndm vrati
pociatoény vrchol hrany /4 a funkcia koniec (k) ndm vrati koncovy vrchol hrany 4.

Prehladdvanie grafu do Sirky

Kostra grafu je strom a pokial si v strome vyberieme jeden konkrétny vrchol, tak dostdvame kore-
tovy strom. Algoritmus prehladdvania grafu do $irky, po anglicky ,, Breadth-first search“ (BFS),
je zaloZeny na myslienke prehladavania vrcholov grafu v poradi, ktoré zavisi od ich vzdialenosti
od korena stromu. Preto je tento algoritmus vhodny na ndjdenie najkratSej vzdialenosti medzi zvo-
lenym vrcholom grafu (korefiom) a f'ubovol'nym inym vrcholom grafu. Vsetky vrcholy na jednej
tirovni korefiového stromu sa spracuji skor, neZ prejdeme na d'al§iu tiroveti. CiZe na za¢iatku mame
len koreni stromu, nultd droveni. V prvom kroku prehladdvania spracujeme vSetky vrcholy prvej
drovne atd’. Uk4Zeme si to na prikladoch.

» Priklad 9.1
1

zZ Xz

Na obrazku vlavo, je dany graf, ktorého vrcholy st oznacené ¢islami 1 az
8. N4jdite jeho kostru prehladdvanim do $irky, pri lexikografickom uspo-
riadani vrcholov.

4

RieSenie: Za¢neme vrcholom 1 a v prvom kroku priddme vSetky s nim incidujtce hrany a ich druhé
koncové vrcholy, pri ktorych ndm nevznikne cyklus. Dostaneme strom na nasledovnom obrazku

Tymto je zostrojend 1. droveni korefiového stromu. K vrcholu 1 ndm pribudli vrcholy 2, 4 a 5.
Samozrejme pribudli aj hrany medzi tymito vrcholmi a korefiom stromu (vrcholom 1). V druhom
kroku postupne prehladdme vrcholy 2, 4 a 5 v uvedenom poradi a priddme vSetky s nimi incidu-
juce hrany a ich druhé koncové vrcholy, pri ktorych ndm nevznikne cyklus. Postup je zobrazeny
na nasledujuicich obrdazkoch

Tymto je zostrojend 2. droveni korefiového stromu. Prehladanim vrcholu 2 ndm pribudli vrcholy
3 a 6 a dve hrany medzi nimi a vrcholom 2. Prehladanim vrcholu 4 ndm pribudol vrchol 8 a
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hrana medzi nim a vrcholom 4. Prehladanim vrcholu 5 ndm nepribudlo ni¢ dalSie, pretoZe ak by
sme pridali do existujiceho stromu akikol'vek s nim incidujicu hranu, tak by nam vznikol cyklus.
V dalSom kroku ideme prehl'adat vrcholy 3 a 6. Vysledok vidime na d’alSom obrazku

Tymto je zostrojend 3. droveii korefiového stromu. Prehladanim vrcholu 3 ndm pribudol vrchol
7 a hrana medzi nim a vrcholom 3. V tejto chvili uZ koretiovy strom obsahuje vSetky vrcholy
povodného grafu, takZe je jeho kostrou. "

Pseudokéd algoritmu na prehladdvanie grafu do Sirky moZe vyzeraf napriklad takto

PrehlPadavanie grafu do Sirky

Vstup:  Sivisly obycajny graf G = (V, E) a pevne zvoleny vrchol v; € V.
Vystup: S = (V' E’) —kostra grafu G.

INICIALIZACIA
for {pre vietky hrany h € E, kde zaciatok (h) = v; } do

‘ F.vloz(h);
end

E'={}
Vii={n}

VYTVARANIE KOSTRY S
while { [V/| < |V|} do

h:= F.vyber();
if { h & E' a pridanim hrany h do E' nevznikne cyklus v S } then
E':=FE'U{h},

V' :=V'U{koniec (h)};

for { pre vSetky hrany I € E, kde zaciatok (h') = koniec (h) } do
‘ F.vloz(I);

end

end

end
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= Priklad 9.2
a b
e Na obrazku vTavo je dany graf, ktorého vrcholy st oznac¢ené pismenami
a az k. Najdite jeho kostru prehl'adavanim do $irky, pri lexikografickom

’m usporiadani vrcholov.

RieSenie: Zacneme vrcholom a a v prvom kroku priddme vsetky s nim incidujtce hrany a ich druhé
koncové vrcholy, pri ktorych ndm nevznikne cyklus. Dostaneme strom na nasledovnom obrazku
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Tymto je zostrojend 1. droveii koretiového stromu. Pribudli ndm vrcholy b, ¢ a 2 hrany medzi nimi a
koretiom stromu. V druhom kroku prehladame vrcholy b a ¢ v uvedenom poradi. Vysledok vidime
na d’al§ich obrazkoch

Tymto je zostrojend 2. tiroveni koretlového stromu. Prehladanim vrcholu » ndm pribudli vrcholy d
a i a prehladanim vrcholu ¢ ndm pribudli vrcholy f a g. A samozrejme pribudli aj 4 zodpovedajice
hrany. V trefom kroku ideme prehladat vrcholy d, f, g a i v uvedenom poradi. Dostdvame

Tymto je zostrojend 3. droveni koreiového stromu. Prehladanim vrcholu d sme dostali vrchol
h, prehladanim vrcholu f nepribudol Ziadny vrchol, prehladanim vrcholu g pribudol vrchol e a
prehladanim vrcholu i pribudol vrchol j. Spolu s vrcohlmi pribudli aj prislu$né hrany. V poslednom
Stvrtom kroku prehladdme vrcholy e, i a j v uvedenom poradi. Dostdvame
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Tymto je zostrojend 4. drovenl koretiového stromu. Ako posledny pribudol vrchol &, prehladanim
vrcholu /4 a pribudla aj hrana medzi tymito dvoma vrcholmi. Korefiovy strom uz obsahuje vsetky
vrcholy daného grafu, takze je jeho kostrou. "

Uvedieme este dva priklady prehladdvania grafu do Sirky a okrem grafickej interpretacie si v nich
zapiSeme postup prehladdvania grafu aj formou tabulky.

= Priklad 9.3
e f
Na obrédzku vpravo je dany graf, ktorého vrcholy st oznacené pismenami
a az h. N4jdite jeho kostru prehladdvanim do $irky, pri lexikografickom
usporiadani vrcholov.
h g

Rie$enie: Tabulkovy zdpis prehladévania grafu bude mat 3 stipce. V prvom stipci tabulky budi
vrcholy, ktoré uz patria do stromu S a ktorych incidujice hrany ideme prehfadavat. V druhom stipci
tabulky budu hrany, ktoré su uz sicasfou stromu S, CiZe tie, ktoré si na obrazku cervené. A napo-
kon, v trefom stipci tabulky budi hrany, ktoré si momentalne vo fronte a ¢akaji na spracovanie.
Cervenou farbou budi ozna¢ené tie hrany vo fronte, ktorych pridanim do S nevznikne cyklus a
budu preto do § pridané v nasledujicom kroku.

Prehladdvanie zacneme vrcholom a a v prvom kroku priddme vSetky s nim incidujice hrany a
ich druhé koncové vrcholy, pri ktorych ndm nevznikne cyklus. Dostaneme strom na nasledovnom
obrazku

] Krok \ Prehladdvané vrcholy \ Hrany v § \ Obsah fronty \
0. a {a,b}, {a,d}, {a,e}

L b,d,e {a,b}.{a,d}.{a,e} | {b,a},{b,c},{b,f},{d,a},
{d,c},{d,h},{e,a}
Tymto je zostrojend 1. droven korefiového stromu. Pribudli ndm vrcholy b, d, e a hrany medzi nimi
a vrcholom a. V druhom kroku prehladanim tychto troch vrcholov dostdvame
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] Krok ‘ Prehladdvané vrcholy ‘ Hrany v § ‘ Obsah fronty ‘
2] ¢, fh | {6.c}.{b,f}.{d 1} | {c.b}.{c.d} {c.g}.{f. b}, {h.d} |

Tymto je zostrojend 2. droveini korefiového stromu. Pribudli ndm vrcholy ¢, f, & a s nimi tri dalSie
hrany. V trefom kroku prehladdme tieto tri vrcholy a dostaneme

’ Krok ‘ Prehladdvané vrcholy ‘ Hrany v § ‘ Obsah fronty ‘
’ 3. ‘ g ‘ {C’g } ‘ ‘

Tymto je zostrojend 3. droveii korefiového stromu. V strome uzZ mame vSetky vrcholy pdvodného
grafu, takZe mdme jeho kostru. "

= Priklad 9.4

Na obrazku vpravo je dany graf, ktorého vrcholy sd oznacené pis-
menami a aZ j. Ndjdite jeho kostru prehladdvanim do $irky pri
lexikografickom usporiadani vrcholov.

Riesenie: Ulohu najskor vyriesime graficky a potom tabulkou. Zaéneme vrcholom a a v prvom
kroku priddme vSetky s nim incidujice hrany a ich druhé koncové vrcholy, pri ktorych ndm
nevznikne cyklus. Dostaneme strom na nasledovnom obrazku
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Tymto je zostrojend 1. droven korefiového stromu. Pribudli ndm vrcholy b, ¢ a hrany medzi nimi a
vrcholom a. V druhom kroku prehladanim tychto dvoch vrcholov dostdvame
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Tymto je zostrojend 2. troveinl koreriového stromu. Pribudli ndm vrcholy d, e, f a s nimi tri d’alSie
hrany. V trefom kroku prehl'addme tieto tri vrcholy a dostaneme
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Tymto je zostrojend 3. tiroveni korefiového stromu. V strome uz mame vsetky vrcholy pdvodného
grafu, takZe méme jeho kostru. RieSenie tlohy pomocou tabulky vyzerd nasledovne.

’ Krok ‘ Prehladdvané vrcholy ‘ Hrany v S ‘ Obsah fronty ‘

0. a {a,b},{a,c}

1. b,c {a,b},{a,c} {b,a},{b,c},{b,d},{b,e},

{c,a},{c,b},{c,e},{c. [}

2’ d7e7f {b7d}7{b7e}7{c7f} {d7b}7{d7e}7{d7g}7{d'h}7

{e.b},{e,c},{e,d},{e [},

{e7h}7{e7 l}?{f7c}7{f7e}7
{f.i0 47,7}

3. 8h,i,j {d,g},{d;h},{e,i}, {f,Jj}

V dalSej Casti si ukdZeme iny sposob prehladdvania grafov.

Prehfaddvanie grafu do hibky

Prehl'adavanie grafu do hibky, po anglicky , Depth-first search (DFS), je zaloZené na tom, Ze
od koretia stromu postupujeme v grafe tak hlboko, ako to je len moZné. Ked sa dostaneme do vr-
cholu, z ktorého sa uz nevieme dostat d’alej, tak sa vratime na najbliZsi predchadzajici vrchol,
z ktorého sa da postupovaf d’alej inou cestou atd’., aZ pokial nie st prehladané vSetky vrcholy
daného grafu. Spomenuty ,.krok spéf“ sa nazyva backtracking.

Algoritmus prehladévania grafu do hibky sa da zapisaf viacerymi sposobmi. Pseudokéd algo-
ritmu prehladdvania grafu do hibky, ktory je uvedeny na strane 187 hore, je imyselne napisany
tak, aby bol takmer identicky s pseudokédom prehladdvania grafu do $irky (strana 182). Jediny
rozdiel medzi tymito dvoma algoritmami je v pouZitej datovej Struktire. Kym pri prehladavani
grafu do 3irky sme na ukladanie hran pouZivali frontu, pri prehfadévani grafu do hibky budeme
pouZzivaft zasobnik.

Prehlad4vanie grafu do hibky si ilustrujeme na rovnakych $tyroch prikladoch grafov, na akych
sme si ilustrovali aj prehladdvanie grafu do $irky. VSimnime si rozdiel medzi postupom prehlada-
vania a vyslednymi kostrami grafu ziskanymi jednym a druhym spdsobom prehladdvania.

Pri prehladdvani grafu do hibky pribudne, na rozdiel od prehladdvania do $irky, do kon-
Struovanej kostry v kaZdom kroku vZdy len jedna hrana. Okrem toho, ak chceme vrcholy grafu
prehladavat v lexikografickom usporiadani tak, ako sme to robili v predoslych prikladoch, tak mu-
sime hrany do zdsobnika vkladat v opa¢nom lexikografickom usporiadani. Toto poradie vkladania
hran do fronty, alebo zdsobnika, vSak z hladiska prehladdvania grafu nie je nijako podstatné. Je to
len kozmetick4 zdleZitost, ktord sliZi vylucne na to, aby vyslednd kostra grafu bola jednoznacn4.
Bez ur¢enia poradia prehladdvania vrcholov grafu totiZ mdZeme, oboma prehladdvaniami, dostat
viacero roznych kostier daného grafu.
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PrehPadavanie grafu do hfbky

Vstup:  Sivisly obycajny graf G = (V,E) a pevne zvoleny vrchol v; € V.
Vystup: S = (V',E’) —kostra grafu G.

INICIALIZACIA
for {pre vSetky hrany h € E, kde zaciatok (h) = v; } do
‘ Z.vloz(h);
end
B ()
Vii={vw}
VYTVARANIE KOSTRY S
while { |[V'| < |V|} do

h:=Z.vyber();
if { h & E' a pridanim hrany h do E' nevznikne cyklus v S } then
E':=FE'U{h},

V' :=V'U{koniec (h)};

for { pre vSetky hrany I € E, kde zaciatok (h') = koniec (h) } do
‘ Z.vloz(K);

end

end

end

s Priklad 9.5

Na obrazku vlavo je dany graf, ktorého vrcholy st oznacené Cislami 1 az
8. Najdite jeho kostru prehladdvanim do hibky pri lexikografickom uspo-
riadani vrcholov.

RieSenie: Zatneme vrcholom 1, v prvom kroku priddme vrchol 2, v druhom kroku priddme
vrchol 3, v trefom kroku priddme vrchol 4, v Stvrtom kroku priddme vrchol 8, v piatom kroku
priddme vrchol 5, v Siestom kroku priddme vrchol 6 a v poslednom, siedmom kroku, priddme
vrchol 7. V kaZdom kroku samozrejme priddme aj zodpovedajticu hranu. Cely postup je zobrazeny
na nasledovnej sérii obrazkov
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1

Ako vidime z obrdzkov, po¢as prehladdvania tohto grafu do hibky sme ani raz nemuseli pouZit
backtracking, t.j. spravif ,krok spit“. Z kazdého vrcholu sme vZdy mohli pokracovat d’alej, az

pokym sme nedostali kostru grafu, ktord ma podobu cesty dizky 7. "
= Priklad 9.6
a b

e Na obrazku vlavo je dany graf, ktorého vrcholy st oznacené pismenami
a a7 k. Nijdite jeho kostru prehladdvanim do hibky pri lexikografickom
’A usporiadani vrcholov.

l

RieSenie: Cely postup rieSenia je zobrazeny na nasledovnej sérii desiatich obrazkov

Pri dral$ich dvoch prikladoch si okrem grafického rieSenia zapiSeme riesenie aj pomocou tabulky.
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= Priklad 9.7

e S
Na obrazku vlavo je dany graf, ktorého vrcholy si oznacené pismenami
a a7 j. Néjdite jeho kostru prehladavanim do hibky pri lexikografickom
usporiadani vrcholov.

h g

V tomto priklade sme pouZili aj backtracking, a to dokonca trikrat. Najskér sme sa z vrcholu A
museli vratit spif aZ do vrcholu ¢, potom z vrcholu g sme sa museli vratif do vrcholu b a nakoniec
sme sa z vrcholu f museli vratif do vrcholu a.

Teraz si rieSenie zndzornime pomocou tabulky. Toto bude podobné tomu, ktoré sme robili pri
prehladdvani grafu do Sirky, v prikladoch 9.3 a 9.4. Tabulkovy zépis prehladdvania grafu bude mat 3
stipce. V prvom stipci tabulky budd vrcholy, ktoré uZ patria do stromu S a ktorych incidujice hrany
ideme prehladavat. V druhom stipci tabulky budi hrany, ktoré si uz si¢astou stromu S, CiZe tie,
ktoré st na obrazku Cervené. A napokon, v trefom stipci tabulky budd hrany, ktoré si momentélne
v zdsobniku a ¢akaju na spracovanie. Cervenou farbou bude v zdsobniku vzdy oznaden4 t4 hrana,
ktora je najbliZSia na rade, t. j. bola dana do zasobnika ako posledna.

’ Krok ‘ Prehladdvany vrchol ‘ Hrany v S ‘ Obsah zdsobnika ‘
0. a {a,e},{a,d},{a.b}
1. b {a,b} {a,e},{a,d},{b,f},{b,c},{b,a}
2. c {b.c} {a.e} {a.d}, {b,f}. {c,8}. {e.d}. (.}
3 d {e.d} | {ase}{ad},{b.f}. {c:8h Ad,h} {dsc}, {d.a)
4 h {d,h} {a,e} {a,d}, (b} {eg} ()
5. g {c.g} {a,e} {a.d}, (b, /1. (5.}
6. ] {b,f} {a,eb {a,d}, {.b)
7. e {a,e} {e,a}
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= Priklad 9.8

Na obrazku vpravo je dany graf, ktorého vrcholy sid oznacené pis-
menami a a7 j. Najdite jeho kostru prehladdvanim do hibky pri
lexikografickom usporiadani vrcholov.

a a

e

7 N
’ 7 \

N
2 Na N,
o« -9 --»
e N ’ N

N
s

N

N N 7 N

¢ - E----0---0

N

¢ - &----0--—0

N \ 4 \

¢ --&--—0--—0

Pri tomto grafe sme ani raz nemuseli pouZif backtracking a najden4 kostra je cesta dizky 9. Teraz
si priebeh prehfaddvania grafu do hibky zapiSeme tabulkou.

] Krok ‘ Prehladavany vrchol ‘ Hrany v § ‘ Obsah zdsobnika ‘
0. a {a,c},{a,b}
1. b {a,b} {a,c},{b,e},{b,d},{b,c},{b,a}
2. c {b,c} {a,c},{b,e},{b,d},{c,[},{c,e},{c,b},{c,a}
3. e {c,e} | {a,c} {b,e},{b,d} {c.f} {e i}, {e,h} {e [},
{e,d},{e,c},{e.b}
4. d {e.d} | {a,c},{b e}, {b.d} {c,f} {e i} {e,n} {e, f},
{d,n} {d g}, {d,e},{d b}
5. g {d.g} | {a,c}{b,e} {b.d}.{c,f}.{e i} {e,h} {e, [},
{d.h},{g,h} {g.d}
6. h {g:h} | {a,c},{b e}, {b.d} {c,f}.{e i} {e,n} {e [},
{d,n},{h,i} {h,g} {h,e},{h.d}
7 i {h,i} | {a,c},{b,e},{b,d}{c, [}, {e,i} {e,h} {e [},
{d7h}7{i7j}7{i7h}7{i7f}’{i7e}
8. f {i./} | {ac}{b,e} {b,d},{c, [}, {e i}, {e,h} {e, [},
{d,hy i iy AL h A S 1 S i e )
9. J {f.iy | {act{b e}, {b.d} {c, f}.{e i} {e,h} {e, f},
{d,n}, {i,j}. {0 ny, 4G, 3,40, /)
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Vsimnime si, Ze algoritmus skonc¢il a v zdsobniku eSte zostali hrany. Na tomto priklade vidime,
Ze pri popisanom algoritme sa nemusi zdsobnik vZdy vyprazdnif tak, ako sa to stalo pri predoslom
priklade. Zavisi to od daného grafu. "

Dékaz korektnosti algoritmov prehladdvania do Sirky a do hibky

Ako sme mohli vidief v tabulkovych zdpisoch algoritmov prehladdvania grafov do §irky (podka-
pitola 9.3) aj do hibky (podkapitola 9.4), nami pouZité algoritmy v6bec nie sd optimalne. Tejto
skuto¢nosti sme si plne vedom{ a uvedené pseudokddy algoritmov neboli pisané s cielom dosiahnut
optimdlnu rychlost algoritmu. Nasim ciefom pri pisani pseudokédov prehladdvacich algoritmov
bolo napisat oba pseudokddy tak, aby

1. boli az na pouZitd datovu Struktdru identické,

2. boli popisované algoritmy Co najzrozumitelnejsie a ¢o najstrucnejsie zapisané,

3. sa dal dokaz ich korektnosti spravit co najjednoduchsie.

V nasledujiicej vete dokdzeme, Ze algoritmy prehladdvania grafu do $irky aj do hibky st korektné.

Veta 9.5.1 — O korekinosti algoritmov prehfadavania grafu do sirky ado hibky. Uvedené
algoritmy prehl'addvania grafu do $irky a do hibky st korektné, ¢iZe po ich skoneni bude strom
S kostrou daného grafu G.

Dokaz: Oba algoritmy (str. 182 a 187) su, aZ na pouZitu datovud Struktdru (fronta/zasobnik),
identické. Preto dokazy korektnosti oboch algoritmov budi rovnaké a budeme pisaf len o ,,pre-
hladdvani* grafu, bez rozliSovania ,,do Sitky* a ,,do hfbky“.

Algoritmom prehladdvania grafu postupne vznika strom. V kazdom kroku priddvame k uz
existujucemu stromu vrcholy a hrany tak, aby nevznikol cyklus. Okrem toho je z algoritmu
zrejmé, Ze pre kazdy pridavany vrchol existuje cesta od tohto vrcholu ku korefiu stromu. Preto
medzi fTubovolnymi dvoma vrcholmi konstruovaného grafu existuje cesta. TakZe konstruovany
graf je acyklicky a suvisly, teda strom. Treba uZ len ukézat, Ze po skonceni algoritmu strom S
obsahuje vSetky vrcholy daného grafu G, t.j. je jeho kostrou. To dokdZeme sporom.

Algoritmus sa riadne ukon¢i vtedy, ked nastane situécia [V'| = [V|, o je podmienka v cykle
while. Ak je podmienka |V'| = |V| splnend, tak strom S obsahuje vSetky vrcholy daného grafu
G, a preto je jeho kostrou. Problém moZe nastaf len v pripade, ak by algoritmus prehlad4dvania
skoncil pred¢asne. Takéto pred¢asné skoncenie by mohlo byt spésobené len na dvoch miestach
algoritmu. Prvy moZny dévod pred¢asného ukoncenia je ten, Ze fronta /zdsobnik su uz prazdne a
zlyha priradenie hrany & := F.vyber (), resp. h := Z.vyber (). Druhy mozny dévod pred¢asného
ukoncenia while cyklu je test if, kedy by sme uz nedokazali pridaf Ziadnu d’alSiu hranu tak, aby
nevznikol cyklus.

TakZe predpokladajme, Ze skonStruovany strom S nie je kostrou. Potom existuje nejaky
vrchol x, ktory nie je sti¢astou vzniknutého stromu S. Dany graf G bol ale suvisly, takZze
v nom musi existovaf cesta medzi vrcholom x a korenom stromu v;. Ozna¢me si tito cestu
(x=uy,up,...,ui—1,u,...,ur = vi). Nech u; je prvy vrchol na tejto ceste, ktory je obsiahnuty aj
vstrome S. Je zrejmé, Ze 1 < i < k. Ked'Ze vrchol u; je v strome S, musela byt v priebehu algoritmu
aj hrana {u;_1,u;} vloZend do fronty/zasobnika, a teda musela byt v niektorom d’alSom kroku
preskiimand. Pridanim vrcholu ;1 a hrany {u;_1,u;} ku stromu S neméze vzniknif cyklus, a
teda aj vrchol u;_; musi byt sucastou stromu S. To je vSak spor s tym, Ze vrchol u; bol prvy
vrchol na ceste (x = uy,up, ..., ui—1,u;,...,ux = vy), ktory bol sicasfou stromu S. Preto vSetky
vrcholy povodného grafu G su sicasfou S a strom S je kostra grafu G. Q.E.D.
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KaZzdy, kto si beh algoritmov uvedenych na strandch 182 a 187 skiisi simulovat na papieri, vel'mi
rychlo pride na to, ako by sa dali uvedené algoritmy zoptimalizovaf. Na tito tému su aj cvi¢enia 9.10
a9.11. Samozrejme, Ze pri rieSeni cviceni sa nemusi pouzivat faZkopddna forma algoritmov podla
uvedenych pseudokédov a ich tabulkovy zdpis prehladdvania pouzity v prikladoch 9.3, 9.4, 9.7 a
9.8. My sme sa v tychto prikladoch otrocky pridrziavali v texte uvedenych algoritmov. Tabulkové
zapisy oboch algoritmov sa malymi modifikdciami pseudokédov daju skratit, pri prehladdvani
do hibky dokonca vyrazne skratit.

Cvi¢enia
Cvicenie 9.1 Pomocou prehladdvacich algoritmov dokézte, Ze vSetky kostry daného grafu
majd rovnaky pocet hran. u
I Cvicenie 9.2 Kolko navzdjom neizomorfnych kostier ma graf K¢? C
Cvicenie 9.3

N4jdite aspori tri rozne kostry grafu zobrazenom na obrazku vlavo prehladdva-

nim do $irky a tri rozne kostry prehladavanim do hibky.
Cvicenie 9.4 Najdite vSetky kostry nasledujicich grafov
(a) (b) (c)

b a b f g <
a b e f
C
a d c e h d i

Cvicenie 9.5 Nech S je kostra grafu G. Dokézte, Ze ak do S priddme T'ubovolnd hranu pri
nezmenenej mnoZzine vrcholov, tak vznikne cyklus. =

Cvicenie 9.6 Prehlad4vanim do $irky aj do hibky ndjdite kostru grafu Qs.
Definiciu grafu Q, ndjdete v cviceni 5.21 (strana 118). =
I Cvicenie 9.7 Prehladévanim do $irky aj do hibky ndjdite kostru grafu K3 7. u

Cvicenie 9.8 Ngjdite kostry nasledujicich grafov, ich prehfadanim do §irky aj do hibky,
vychadzajic z toho istého vrcholu.

(a) % (b) g () I
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Cvicenie 9.9 Najdite kostry nasledujiicich grafov, ich prehladanim do $irky aj do hibky, vycha-
dzajuc z toho istého vrcholu. V oboch pripadoch prehl'addvajte vrcholy grafov v lexikografickom
usporiadani.

€9) ()

S]

Sy
@
(.

=
o
U
®

Cvicenie 9.10 Modifikujte algoritmus na prehladdvanie grafu do Sirky (strana 182) tak, aby
v iom nebolo treba pouzif podmienku if a jedinym testom v celom algoritme zostal len test
v cykle while. u

Cvicenie 9.11 D4 sa modifikovaf algoritmus na prehfaddvanie grafu do hibky (strana 187) tak,
aby v iom nebolo treba pouZif podmienku if a jedinym testom v celom algoritme zostal len test
v cykle while? u

Cvicenie 9.12 Preco pridanim vrcholu u;_; a hrany {u;_,u;}, v dokaze vety 9.5.1 (str. 191),
do stromu S, nemdze vzniknuif cyklus? =

I Cvicenie 9.13 Naprogramujte prehladavanie daného grafu do Sirky v Pythone alebov C. =

I Cvicenie 9.14 Naprogramujte prehladavanie daného grafu do hibky v Pythone alebo v C. =

Cvicenie 9.15 Modifikujte algoritmus na prehladdvanie grafu do Sirky (strana 182) tak, aby
sa do fronty ukladali vrcholy, nie hrany. (Pomocka: kazdy vrchol ukladany do fronty dostane
znacku identifikujicu vrchol, z ktorého sme sa dori dostali.) u
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Cvicenie 9.16 Modifikujte algoritmus na prehladavanie grafu do hibky (strana 187) tak, aby
sa do zdsobnika ukladali vrcholy, nie hrany. (Pomocka: kazdy vrchol ukladany do zdsobnika
dostane znacku identifikujicu vrchol, z ktorého sme sa doii dostali.) u

Cvicenie 9.17 Modifikujte algoritmy na prehladdvanie grafu do §irky aj hibky (strany 182 a
187) tak, aby sme zistili, Ci je vstupny graf stvisly (v algoritmoch uvedenych v skriptach je to
ako predpoklad). u

sme pomocou neho zistili vzdialenost kazdého vrcholu v danom grafe od vrcholu vy, z ktorého
sa za¢ina prehladdvanie. u

Cvicenie 9.19 Ukdzte, Ze pri modifikovanom algoritme prehladévania do hibky z cvienia
9.16, sa v zdsobniku nachadzaju len vrcholy tvoriace cestu medzi prave vySetrovanym vrcholom

‘ Cvicenie 9.18 Modifikujte algoritmus na prehladdvanie grafu do Sirky (strana 182) tak, aby
‘ po vrchol vy, z ktorého sa zac¢ina prehladdvanie. u

Cvicenie 9.20 Ukézte, Ze kazda hrana grafu G spéja iba vrcholy, ktoré su v strome ziskanom
prehladavanim do hibky vo vzfahu predok—potomok. u
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