. 8. Vytvdrajuce funkcie

8.1

Uvod

V tejto kapitole sa zozndmime s jednou velmi uZito¢nou technikou pocitania, spajajicou diskrétnu
matematiku s kalkulom a majicou Siroké uplatnenie aj v informatike. Hned na zaciatku by sme
cheeli upozornif na to, Ze pdjde len o velmi stru¢ny tvod do problematiky vytvérajicich fun-
kcii, ktorého cielom je iba zozndmif Citatel'a s existenciou vytvarajicich funkcif a ich zdkladnymi
moznosfami pouZzitia pri riesenf niektorych jednoduchsich problémov. Pre hlbSie pochopenie prob-
lematiky vytvérajicich funkcif odpori¢ame Citatelom knihu [13], ktord poskytuje ucelenejsi pohlad
na problematiku vytvarajich funkcii a je pisand jednoduchym a vel'mi pristupnym Stylom. Této
kniha je sihrn jednosemestrovej prednasky o vytvarajicich funkcidch na Moskovskej univerzite,
uréenej pre Studentov bakaléarskeho $tidia. Dal§im vybornym zdrojom informécii o vytvarajiicich
funkcidch je kniha [30]. Tato kniha sice nebola pisand primarne ako ucebnica, avSak je dosta-
tocne podrobnd a zrozumitelnd a ako uvadza v jej ivode autor, bola ,,otestovand‘ na Studentoch
Pensylvanskej univerzity, na kurze diskrétnej matematiky. Kniha [30] ma naviac td velkd vyhodu,
7e jej elektronickd verzia je volne dostupnd na stranke autora. Okrem toho mdZu zaujemci ndjst
zakladné informécie o vytvarajucich funkciach aj v knihe [15], kde je im venovana 10. kapitola a
v legendérnej knihe The Art of Computer Programming [12] od Donalda E. Knutha, kde je vytvara-
jucim funkcidm venovand podkapitola 1.2.9. PrevaZznd Cast tejto kapitoly je stru¢nym kompildtom
z uvedenych knih.

Ako bolo spomenuté na zaciatku kapitoly, Studenti informatiky sa budi vo svojej praxi stretavat
s vytvarajicimi funkciami. VicSinou to bude v pripadoch, v ktorych budd potrebovaf vyjadrif
rekurentne dani postupnost explicitne. Ci uZ to bude priamo na predmete Programovanie (skiste
si naprogramovaf rieSenia cviceni 8.18 alebo 8.25 bez pouZitia vytvérajicich funkcii), alebo neskor
na predmete Analyza a zloZitost algoritmov.

Vytvérajice funkcie si uZ pomerne starou zalezitosfou. Do matematiky ich ako prvy zavie-
dol franciizsky matematik Abraham de Moivre' za¢iatkom 18. storocia, pri rieSeni vieobecnych
linearnych rekurencii. Kratko po niom techniku pouzivania vytvarajicich funkcii d’alej rozvinul

!'S menom de Moivre sa mozeme stretniif napriklad v stvislosti s umociiovanim komplexnych &isel v goniometrickom
tvare (Moivreova veta).
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$kotsky matematik James Stirling?. Stirling vo svojej praci Methodus Differentialis z roku 1730
ukazal, ako sa na vytvarajice funkcie daji aplikovaf aritmetické operacie, derivovanie a integrova-
nie. Dal$f slavny matematik pouZivajiici vytvérajice funkcie bol Leonhard Euler. Euler vo svojich
pracach z rokov 1741 a 1750 pouZzival vytvarajtice funkcie pri pocitani rozkladov. No a poslednym
tu spomenutym sldvnym matematikom, ktory rozvijal metédy vyuZitia vytvarajicich funkcii, bol
Pierre-Simon Laplace’. Laplace vo svojej praci Théorie Analytique des Probabilités z roku 1812
zaviedol vyuZitie vytvdrajicich funkcii do Statistiky.

Mocninové rady

Definicia mocninového radu jednej premennej je nasledovnd

Definicia 8.1.1 — Mocninovy rad jednej premennej. Nech (a);_, je nekone¢nd postup-
nost redlnych, pripadne komplexnych, ¢isel a xg € R, pripadne xy € C. Mocninovy rad jednej
premennej je nekonecny rad v tvare

oo

P(x) =ap+ Z a(x—xo)*.
k=1

Namiesto zdlhavého oznacenia mocninovy rad jednej premennej, budeme v d'alSom texte pou-
Zivaf len stru¢né oznacenie mocninovy rad. Cisla a; sa nazyvaji koeficienty mocninového radu,
¢islo xo sa nazyva stred mocninového radu a x je redlna, pripadne komplexna premennd.

p ) Viac ako uvedenu definiciu mocninového radu v texte o vytvarajucich funkcidch potrebovat
nebudeme. Predchddzajica definicia sa v ucebniciach analyzy pre jednoduchost zvykne
uvadzat len pre komplexné ¢isla, kedZe tie zahfiiajui aj redlne Cisla. V zjednoduSujicich
textoch, €o je aj nas pripad, sa zasa zvykni spominaf len redlne ¢isla. TakZe v nasledujicom
texte budu vSetky koeficienty a; vZdy redlne. Okrem toho bude pri vytvarajtcich funkciach
stred radu xg = 0.

Matematickd analyza skiima rdzne vlastnosti mocninovych a nielen mocninovych radov. Najdo-
leZitejSou z nich je konvergencia radu, resp. polomer konvergencie radu. Niektoré mocninové rady
zodpovedaju analytickym funkcidm, a naopak, niektoré funkcie sa daji rozvinif do mocninového
radu. V pripade zdujmu si v nejakej zdkladnej u¢ebnici matematickej analyzy mdZeme pozriet Cast
venovanu Taylorovym radom, resp. Taylorovym polynémom.

Rozvinutie funkcie do Taylorovho radu je spdsob aproximécie funkcie pomocou nekone¢ného
mocninového radu a zdroven je to niekedy jediny sposob ako robif zloZitejSie operacie s danou
funkciou (skuste napriklad ndjst neurcity integral [ % dx). To, ako vyzeraji niektoré znidme
funkcie, vyjadrené pomocou Maclaurinovho radu®, si mdZeme pozrief na strane 157 vo vzorcoch
(8.1) az (8.7).

V diskrétnej matematike, predovsetkym v kombinatorike, sa na mocninové rady pozerdme len
ako na nekone¢né sticty ndsobkov mocnin premennej x a za stred radu vicSinou kladieme xg = O.
V d’alsom texte budeme predpokladat rovnost 0° = 1, ¢o ndm zjednodusi zapis mocninovych radov.

Mocninovému radu P(x) = Z apx*, z definicie 8.1.1, sa v diskrétnej matematike zvykne hovorit
k=0
SJormdlny mocninovy rad. Oznacenie formdlny znamend, Ze sa na tento rad budeme pozerat vylu¢ne

2S menom Jamesa Stirlinga sme sa mohli stretnit napriklad v sivislosti so zndmou Stirlingovou formulou na apro-
ximdciu hodndt faktoridlu n! 2 (2)"\/27n.

3Pierre-Simon Laplace bol sldvny franciizsky matematik, fyzik, mechanik, astroném, filozof. .. S jeho menom sa
modZeme stretnif napriklad v stvislosti s Laplaceovou transformdciou.

#Maclaurinov rad je Taylorov rad so stredom xo = 0.
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ako na nekonecny stcet ndsobkov mocnin premennej x a nemusime za nim vzdy hladaf nejakud
analyticku funkciu. Na rozdiel od matematickej analyzy nas v diskrétnej matematike, v prevazne;j
viacSine pripadov, nebude zaujimat, ¢i a kde dany rad konverguje. Formdlny mocninovy rad je
vlastne vytvarajica funkcia (definicia bude uvedend neskor) a vacSinu dalej uvadzanych operacii
s vytvarajicimi funkciami mdZeme robif bez ohl'adu na konvergenciu prisluSného radu.

o .Xk
¢ = )5 (8.1)
k=0
1 >k
In— = Z’j (8.2)
o0 k
In(x+1) = ];1(1)“”; (8.3)
o0 x2k+l
sinx = k:ZO(—l)km (8.4)
oo ' x2k
cosx = k;)(—l) 20 (8.5)
o0 x2k+1
sinhx = kgm (8.6)
o0 x2k
coshx = ,;)(Zk)! (8.7)

Nie vSetky vysSie uvedené rady su konvergetné pre vSetky redlne (komplexné) ¢isla, rovnako ako
nie vSetky uvedené funkcie s definované pre vsetky redlne (komplexné) ¢isla. Ak sa obmedzime
na redlne funkcie, tak funkcie zo vzorcov (8.2), resp. (8.3), su definované len pre x € (—oo, 1),
resp. x € (—1,0) a ich mocninové rady konverguju len pre x € (—1,1). Pomocou rozvoja funkcie
do mocninového radu sme funkcii f(x) priradili nekone¢ni postupnost koeficientov (ax);_ -

Uvedeny vzfah medzi funkciami a nekone¢nymi postupnostami funguje aj opaénym smerom.
Nekonecnym postupnostiam vieme v niektorych pripadoch priradit funkcie. UZ zo strednej Skoly
by sme mali poznaf vztah’

- 1

Y A =l+xt 242+ =
k=0 l—x

, prexe(—1,1).

Lava a prostrednd Cast uvedenej rovnosti je geometricky rad utvoreny z geometrickej postupnosti,
ktorej prvy ¢len je 1 a kvocient je x. Vieme, Ze ak |x| < 1, tak uvedeny rad konverguje a jeho sucet
je funkcia na pravej strane rovnosti. TakZe nekone¢nej postupnosti (1);_, zodpoveda funkcia ﬁ .

Motivacné priklady

Vytvérajice funkcie spdjaji nekonecné rady s funkciami. V tejto Casti si ukdZeme niekolko jed-
noduchych motivaénych prikladov, na ktorych si predvedieme, ako sa daji vytvarajice funkcie
vyuZif pri rieSeni uloh. Rovnako ako v knihe [15] v§ak musime poznamenat, Ze pri tychto pr-
vych prikladoch ide o umelo vytvorené ulohy, ktoré sa daju rieSit aj bez vytvarajticich funkecii.

3Siicet geometrického radu utvoreného z geometrickej postupnosti, ktorej kvocient je v absoliitnej hodnote mensi
nez 1. V stredoskolskej terminoldgii sa to zvykne oznacovat aj ako ,,sticet nekonecnej geometrickej postupnosti‘.
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Lepsou a realistickejSou ilustraciou vyuZitia vytvarajicich funkcii budd az dlohy o rekurentnych
postupnostiach v neskorsej Casti tejto kapitoly.

» Priklad 8.1 K dispozicii mdme 5 jednoeurovych minci, 3 dvojeurové mince a 1 péfeurovi
bankovku. Kolkymi spdsobmi mozeme zaplatit sumu 9 € ?

RieSenie: ¢isla v tejto Ulohe su tak malé, Ze nie je problém ndjst rieSenie tlohy vyskiSanim vSetkych
moZnosti. My si v§ak ukdZeme rieSenie ilohy pomocou vytvarajicich funkcif.

Vieme, Ze ak ndsobime dve mocniny s rovnakym zdkladom, tak ich exponenty sa s¢itavaji. To
znamend, 7e x'x/ = x'*/. Dalej si musime uvedomit, e ak mame st¢in dvoch polynémov, ktorych
koeficienty pri vSetkych ¢lenoch x’ sa rovnaji 1

(T+xtx 442" (T+x+ 224 +2") = Tt ax' +a + -+ apx™,

tak koeficient a;, pri x* vo vyslednom polynéme zodpovedd poctu spdsobov, ktorymi mdzeme &islo
k zapisat ako sticet dvoch &isel 0 <i<ma0< j<n,&izek =i+ jaxk=xix/.

V zadani dlohy vystupuje 5 jednoeurovych minci, ktorym zodpovedé polyném s ¢lenmi x*, kde
0 <t < 5. Potom 3 dvojeurové mince, ktorym zodpovedd polyném s ¢lenmi ¥, kde 0<tr <3
a napokon 1 pifeurovd bankovka, ktorej zodpovedd polyném s &lenmi x, kde 0 < ¢ < 1. TakZe
zadanie tlohy m6Zeme modelovat si¢inom polynémov

(T+x+x2+0 + 4+ 0) (T2 + 220 (1427 =
=1 4+x+27+ 2 433 +40° +4x0 + 557 +4x3 + 522 +4x10 +4x! T 4312 42513 x4 x5 410

Pri ¢lene x° je koeficient 5, ¢o znamend, Ze sumu 9€ vieme za danych podmienok zaplatit 5
rdznymi spdsobmi. "

V stvislosti s rieSenim predoslého prikladu si treba uvedomit, Ze aj kone¢na postupnost (ax);_,
sa dd chdpaf ako nekone¢nd postupnost (bg);_ ., kde b =a; pre 0 <i<nab;=0prei>n.
Nasledujuci priklad je prevzaty z knihy [13].

» Priklad 8.2 Autobusové listky st oznacené Sesfmiestnymi Cislami zostavenymi z cifier 0 aZ
9. Listok budeme povaZovaf za ,Stastny*, ak stucet jeho prvych troch cifier je rovny sictu jeho
poslednych troch cifier. Napriklad listok s ¢islom 123060 je ,,Stastny*, ale listok s ¢islom 123456
nie je ,Sfastny“. Kolko existuje ,,Sfastnych® listkov, za predpokladu, Ze existuji vsetky listky

od 000000 aZ po 999999 ?

RieSenie: vietky ,,$tastné” listky si rozdelime do tried podl'a sictu ich prvej, resp. poslednej, trojice
cifier. Budeme maf teda 28 tried ,,Stastnych* listkov, od triedy 0, ktorej zodpoveda trojica 000, az
po triedu 27, ktorej zodpoveda trojica 999. Ocividne v triede 0, rovnako ako v triede 27, bude len
1 listok. Oznaéme si ako ay, ¢islo, ktoré vyjadruje pocet rozkladov ¢isla k na sicet troch cifier, t. j.
k=p+qg+rkdep,q,re{0,...,9}. Je zrejmé, Ze pocet ,Stastnych* listkov v triede k bude potom
ai . TakZe ,,$tastnych* listkov bude spolu

27
ya
k=0
Uz nam zostdva len néjst vietky &isla ay. Cisla (ak),%lo vypocitame rovnakym spdsobom, ako sme
to robili v priklade 8.1. CiZe budd to koeficienty polynému
3
(Tx+22+x o+ 20+ 27 +25+2%)7

Uvedeny polyndm sa pri troche trpezlivosti d4 vypocitat aj ru¢ne. T menej trpezlivi méZu pouZit
nejakd pomdcku, napriklad online néstroj Wolfram Alpha®. Dostaneme tak polyném

Shttps://www.wolframalpha.com
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14 3x" +6x2 4+ 105 + 15x* +21x° +28x° +36x7 +45x3+
+55x” +63x10 + 69xM +73x12 + 7513 + 7551 + 73x10 + 69x10 + 63x' 7+

+55x'% 455" 436070 +28x7! + 2167 + 1567 + 106> 4 627 4 3x° 4177

Teraz uZ pozndme vSetky ¢isla a; a vieme vypocitat
27
Y a; =55252
k=0

TakZe ,,Stastnych* &isel je presne 55252.
Vyhodou vytvérajicich funkcif je vSak to, Ze s nimi moéZeme nardbaf aj ako s funkciami. To
znamena, Ze napriklad moézZeme vyjadrit

10_1
x40+ 0407 4840 =2

x—1

Potom dostaneme

x10—1)3_x30—3x20+3x10—1

S@) = (Tx? 2 ot x4’ 1 40%) = ( B 32431

x—1

Toto je vyhodou najmé vtedy, ak by sme, napriklad pre velké hodnoty, nemohli pouzif nami
uvedeny postup. Napriklad by sme mohli modifikovat zadanie Glohy tak, Ze ¢isla listkov nebudd
6 ciferné, ale budu 2n ciferné, kde n € N bude nejaké velké ¢islo. V knihe [13] mdme uvedeny aj
spdsob, akym mdZeme pomocou ndstrojov infinitezimdlneho poctu, jednoducho vypocitat aspon
kvalifikovany odhad poctu ,,Stastnych* listkov. "

Trikom, ktory sme pouzili v predoslych dvoch dlohach, méZeme dokézat binomickd vetu a
rozne d’al$ie kombinatorické identity. Binomickd veta hovori o tom, ¢omu sa rovnd n-td mocnina
si¢tu dvoch &fsel. Pozname ju zo strednej $koly a jej zjednodusena podoba’ je

(1+4x)"= <g> - (Y)xl + <;>x2+-~-+ (nf 1)x"“ + <Z>x" (8.8)

Lavd strana uvedenej rovnosti je stcin (1 +x)...(1+x). Z predoslych dvoch prikladov vieme, Ze
—_—

n krat
(I+x)"=ag +ax' +ax - Fa X an”,

a koeficient ay, pri ¢lene x¥, zodpovedd poétu spdsobov, ktorymi mdzeme zapisat &islo k ako stdet
n &isel 0, alebo 1. CiZe a; zodpoveda poctu roznych rieSeni rovnice

k=ci+-+cy, kdecy,...,c, €{0,1}.

Zo stredoSkolskej kombinatoriky by sme mali vediet, Ze pocet rieSeni uvedenej rovnice je (Z),
pretoZe ide o pocet vyberov k prvkov z n prvkovej mnoZiny, pricom na poradi vyberu nezalezi.

7Upln4 podoba binomickej vety je:

(a+b)n: (g)anb0+(rll)anflbl+ (Z)an72b2+.“+(r.l)an—[bi_._.”_._(n)aobn.
l n
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Odtial dostdvame a; = (Z), a tym je dokdzand binomicka veta (8.8). Ak teraz vo vzorci (8.8) dosa-
dime za premennu x konkrétne hodnoty x = 1 ax = —1, tak dostaneme dve zname kombinatorické
identity:

prex=1: Y <Z> =2 (8.9)

k=0

! n
prex=—1: Z(—l)k<k> = (8.10)

k=0

Operdcie s vytvdrajicimi funkciami

V tvodnej ¢asti sme si pripomenuli, ¢o je to mocninovy rad a v ilustranych prikladoch sme nazna-
¢ili spojitost medzi nekonecnymi postupnostami a funkciami vyjadrenymi pomocou mocninovych
radov. V tejto Casti si formdlne definujeme vytvarajiice funkcie a ukaZeme si, aké operacie s nimi
moZeme robif.

Existuje viacero typov vytvarajicich funkcii. Ak sa lepSie pozrieme na obrazok z tvodu
kapitoly, tak tam uvidime Styri r6zne typy vytvarajicich funkcii. Informatici sa v§ak v praxi budd
stretavat vacsinou len s obycajnymi a s exponencidlnymi vytvdrajiicimi funkciami. Preto si teraz
uvedieme definiciu a priklady obyc€ajnych vytvérajicich funkcii.

Definicia 8.2.1 — Oby¢ajna vytvarajaca funkcia. Nech (a,);_, je nekone¢nd postupnost
redlnych ¢isel. Obyc€ajnd vytvarajica funkcia tejto postupnosti, je mocninovy rad

a(x) = Z apx".
n=0

Ak mad postupnost (a,);_, len kone¢ne vela nenulovych ¢lenov, tak jemu zodpovedajtica vytva-
rajuica funkcia sa nazyva aj vytvdrajici polyném.

Premennd x v definicii 8.2.1 je redlna, alebo komplexna. Mocninovy rad, zodpovedajici ne-
kone¢nej postupnosti, sme v definicii oznacili symbolom a(x). Vieme, Ze vo vSeobecnosti tento
rad nemusi konvergovaf. Pokial ale tento rad konverguje pre nejakd konkrétnu hodnotu xg, tak
z matematickej analyzy vieme, 7e bude konvergovaf aj pre vietky hodnoty x spliiajiice podmienku
|x| < |xo|. V takom pripade zodpovedd mocninovy rad a(x) analytickej funkcii.

= Priklad 8.3 Majme dani nekonecni postupnost (a, ), kde pre kazdé n € N: a, = 1. Tejto
postupnosti zodpovedd rad

a(x) =Y X" =14x+x+ "+ 8.1
n=0
Ako uz bolo spomenuté v zdvere Casti 8.1.1 (strana 157), rad (8.11) je geometricky, ktorého
prvy ¢len je 1 a kvocient je x. Dalej vieme, Ze pre hodnoty x, spifiajice podmienku x| <1,
tento rad konverguje. To znamend, Ze pre hodnoty x € (—1,1) bude rad (8.11) konvergovat,
¢ize bude zodpovedaf nejakej analytickej funkcii. Mali by sme poznaf aj vzorec na vypocet
suctu konvergujiceho geometrického radu. V pripade radu (8.11) je tento sucet ﬁ, pre x €
(—1,1). Cize nekonecnej postupnosti (1)=°_ a jej vytvérajicej funkcii (8.11) zodpoveda analyticka
1

funkcia a(x) = = . ]

Rad a(x) z definicie obyc¢ajnej vytvdrajicej funkcie bude vo vSeobecnosti konvergovaf pre
nejakud hodnotu xy # 0 prave vtedy, ak bude postupnost ({‘/ \an\) ohrani¢end. Ak by uvedend
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n!

postupnost bola neohrani¢end, tak by mohla byt ohrani¢end napriklad postupnost ( o/ Laal > ,
n=0

&fm by sme sa dostali ku definicii exponencidlnej vytvarajiicej funkcie®.

Dolezité upozornenie

V celej tejto kapitole sa budeme venovat vylucne obycajnym vytvdrajiicim funkcidm. Tie st defino-
vané na strane 160 a pre jednoduchost ich budeme nazyvat len vytvdrajiice funkcie. Preto vSade, kde
v tejto kapitole budi spominané vytvarajtice funkcie, sa tym myslia obyCajné vytvérajice funkcie.
AZ tplne na zdver, v podkapitole 8.3.5, uvedieme definiciu exponencidlnych vytvéarajicich funkcii
a spomenieme dva d’alSie typy vytvarajicich funkcii.

Ako uZ bolo spomenuté v podkapitole 8.1.1 v suvislosti s formalnymi mocninovymi radmi,
nie vzdy, presnejSie malokedy, musime braf ohl'ad na to, ¢i a kde dany rad, predstavujici nejaku
vytvarajicu funkciu, konverguje. Prvy a hlavny dovod je, Ze vécSina operdcii s vytvdrajicimi
funkciami je dobre definovand a realizovateInd bez ohladu na konvergenciu zodpovedajicich
radov. Druhym dévodom je fakt, Ze pomocou vytvdrajicich funkcif ¢asto len potrebujeme ziskat
predstavu o tom, ako asi vyzera rieSenie daného problému. Ak uz akymkol'vek spdsobom ziskame
predstavu o rieSeni daného problému, tak mdZeme inymi metédami, napriklad matematickou
indukciou, overif, ¢i ide o sprdvne rieSenie. V nasledujicich podkapitoldch si ukdZeme niektoré
z tychto operdcii.

Sacet vytvarajacich funkcii

NajelementdrnejSia operdcia, ktord sa da robif s vytvarajicimi funkciami, je ich sicet, resp. ich
linearna kombindcia. Definicia stuctu, presnejSie povedané linearnej kombindacie, dvoch vytvarajich
funkcii je Uplne intuitivna.

Definicia 8.2.2 — Sucet vytvarajicich funkcii. Nech a(x) je vytvarajica funkcia postupnosti
(an)i_y, b(x) je vytvdrajiica funkcia postupnosti (b,);r_, a o, B € R. Potom aa(x) + Bb(x) je
vytvdrajiica funkcia postupnosti (ota, + Bb,)5_-

= Priklad 8.4 Ako bude vyzeraf vytvérajiica funkcia postupnosti (2)5_ ?

RieSenie: z prikladu 8.3 vieme, Ze vytvérajiica funkcia jednotkovej postupnosti (b, )5, kde b, = 1
pre kazdé n € N, je b(x) = ﬁ . Pre postupnost zo zadania ulohy plati, Ze a,, = b, + b, pre vSetky
n € N. Preto vytvérajica funkcia postupnosti (a,);_, bude

Vytvdrajuca funkcia nekoneénej postupnosti posunutej doprava

Ak mdme nekone¢nu postupnost (a, )5, a jej zodpovedajiicu vytvarajicu funkciu a(x), tak sa mo-
Zeme zaoberaf otdzkou, ako bude vyzeraf vytvarajica funkcia, ked postupnost (a,);_, posunieme
0 k miest doprava alebo dolava.

Najskor si ukdZeme, ako vyzerd vytvdrajica funkcia postupnosti posunutej doprava, pretoZze
je to jednoduchsia tloha. Majme dani postupnost (a,);_, ktord md vytvérajicu funkciu a(x)
a chceme ndjst vytvdrajicu funkciu postupnosti (O, ...,0,ap,a1,...,ay,... ) Vytvérajtcu funkciu

——
k nul

tejto posunutej postupnosti si oznaéme ako a; (x), pri¢om index k znamend posunutie o k miest

8Pozri definiciu 8.3.3 na strane 175.
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a exponent + znamenda posunutie doprava. Potom vytvarajica funkcia a,j (x) bude mat podobu
af (x) = 0" +0x! + -+ 0 fapd + @ g T
Z definicie vytvarajicej funkcie a(x) plati

a(x) =ao+aix' +a +-+ax +--- = a; (x) =x".a(x)

Lema 8.2.1 — Vytvdrajica funkcia postupnosti posunutej doprava. Majme dani neko-
necnud postupnost (a,);_, a nech a(x) je jej vytvdrajica funkcia. Potom vytvarajica funkcia
postupnosti (a),)>_, kde a; =0 prei € {0,...,k—1} aa, = a;_x pre i > k, bude

af (x) =xF.a(x).

Dokaz: vyplyva z definicie obyc€ajnej vytvarajicej funkcie a argumentov uvedenych pred touto
lemou. Q.E.D.

n Priklad 8.5 Nidjdite vytvarajicu funkciu jednotkovej postupnosti, posunutej o 1 miesto doprava.
RieSenie: musime ndjst vytvarajicu funkciu nekone¢nej postupnosti (0,1,1,...,1,...). Vieme, Ze
vytvérajtica funkcia jednotkovej postupnosti (1), je a(x) = 1. Potom podra lemy 8.2.1, bude
mat hladand vytvérajica funkcia podobu

al (x) =x.a(x) = lix'

Ako ndjdeme vytvarajicu funkciu nekonecnej postupnosti posunutej o k miest dolava, si ukdZzeme
aZz v podkapitole 8.2.5.

Sacin vytvarajacich funkcii
Sucin dvoch vytvarajicich funkcii sa pocita tak, Ze sa obvyklym spésobom vynasobia zodpoveda-
juce nekonecné rady. To, ako bude tento sucin vyzeraf, naznacuji uz priklady 8.1 a 8.2. Ilustrujeme
si to najskor na priklade a potom uvedieme definiciu.
= Priklad 8.6 Majme dve nekone¢né postupnosti (a, )5, (bn)r_ @ ich vytvérajice funkcie

a(x) = ay+ax+ax®+--Fax"+---

b(x) = bo+bix+byx* 4 +bx"+-
Ak spravime su¢in vytvérajicich funkcii a(x) a b(x), tak tento bude mat podobu

a(x).b(x) = cot+cix+ox+-Fex' o=

= apbo+ (aph1 + aibo)x + (aohs + arby + azbo)x* + - -

V sicine a(x).b(x) dostaneme koeficient ¢, pri ¢lene x", ako sucet vietkych si¢inov koeficientov
zradu a(x), resp. b(x), pri ¢lenoch x', resp. x/, takych, ze i + j = n. »

Definicia 8.2.3 — Sucin vytvarajicich funkcii. Majme dve nekone¢né postupnosti (a, )5,
(bn);r_ aich vytvarajice funkcie

a(x) = Z apx" a b(x) = Z byx".
n=0 n=0

Potom sucin tychto dvoch vytvarajticich funkcii bude
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oo n
a(x).b(x) = Z cxX', kde ¢, = Z aib,_i.
n=0 k=0

= Priklad 8.7 Najdite vytvarajicu funkciu postupnosti (n)5_.

RieSenie: najskdr si uvedomme, ako vyzerd sucin dvoch vytvarajicich funkecii, z ktorych jedna
zodpovedé nekoneénej jednotkovej postupnosti. Cize (b,)>_, kde b, = 1 pre kazdé n € Na (c,),
je 'ubovolI'nd postupnost. Sti¢in vytvarajuicich funkcii tychto postupnosti je

b(x).c(x)=co+ (co+c1)x+--+(co+-+ecy)x" +--- (8.12)

Vytvdrajticu funkciu postupnosti (b,)>_, uZ pozndme z prikladu 8.3. Je to funkcia b(x) = .

X
Preto vieme, Ze
c(x)

1—x

=co+(coter)x+-+(cot+-+e)x 4+,

kde c(x) je vytvarajica funkcia postupnosti (c,);_,. Vezmime si teraz ako postupnost (c,)5_,
jednotkovi postupnost posunuti o jedno miesto doprava. CiZze co =0 a ¢, = 1 pre vSetky n > 1.

Potom b(x).c(x) z rovnice (8.12) je vytvdrajica funkcia postupnosti (n);_, zo zadania dlohy.
Vytvdrajicu funkciu postupnosti (¢, )5 opéf uz pozndme z prikladu 8.5. Je to funkcia c(x) = 1%

—X .
Preto vytvarajiica funkcia postupnosti (n)7_, bude

Vytvarajlica funkcia nekoneénej postupnosti posunutej dolava

V podkapitole 8.2.3 sme si ukazali, ako dostaneme vytvarajicu funkciu nekonec¢nej postupnosti
posunutej doprava. V pripade posunutia postupnosti (a,);_, 0 k miest dolava, je situdcia mierne

zlozitejSia. Postupnost (a, );r_, posunutd o k miest dolava, bude mat podobu (ag, di1,. . -, dk+n,- - .)-
Cize mdzeme ju zapisaf ako (a),)_,, kde a} = ax4;, pre vSetky i € N. Jej vytvérajicu funkciu

budeme oznacovat analogicky ako sme to robili pri posune doprava, t.j. a, (x), kde exponent —
znamend posun dolava.
Vytvérajica funkcia pdvodnej postupnosti ma tvar

a(x) = ag+aix+ax* + -+ apx" + -

Z uvedenej vytvdrajicej funkcie dostaneme vytvdrajicu funkciu posunutej postupnosti (a;,)_, ak
od nej odé&itame prvych k Elenov a ostatné &leny vydelime x*. To znamena
2 n _ 2 k—1
_ (ao +aix+axx”+---+ayx +) (ao +aix+axx”+---+ag_1x )
a, (x) = - —
X
a(x) = (ap+arx+- -+ a1 x*71)
T .
X

Lema 8.2.2 — Vytvdrajica funkcia postupnosti posunutej dofava. Majme dand neko-
ne¢nu postupnost (a,);_, a nech a(x) je jej vytvdrajica funkcia. Potom vytvdrajica funkcia
postupnosti (a},)_, kde a; = ay; pre i € N, bude
a(x) — (ao +ajx+--- +ak,1xk_1)
- .
X

a (x) =
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Dokaz: vyplyva z definicie obyc€ajnej vytvarajicej funkcie a argumentov uvedenych pred touto
lemou. Q.E.D.

= Priklad 8.8 Najdite vytvarajicu funkciu postupnosti (n);;_,, posunutej o 2 miesta dolava.

Riedenie: nasou ulohou je ndjst vytvdrajicu funkciu postupnosti (2,3,4,...,n...). Z prikladu

8.7 vieme, Ze postupnost (n);_, md vytvéarajicu funkciu a(x) = ﬁ . Podra lemy 8.2.2 bude
vytvérajica funkcia postupnosti (2,3,4,...,n...)

- (%) a(x) —x (1_xx)2_x x—x(1-x)? 22— 2—x

2 x? x? ?(1-=x)2  x*(1-x)?2 (1-x)?

Substitacia ax, pre a € R, do vytvdarajlicej funkcie

Majme nekonecént postupnost (a, )5 ajej vytvarajicu funkciu a(x). Co sa stane, ak do vytvarajiice;
funkcie a(x) substituujeme namiesto premenne;j x sucin o, kde @ € R?

Lema 8.2.3 — Substitacia ax, pre a € R, do vytvdrajucejfunkcie. Necha(x) je vytvarajica
funkcia postupnosti (a,);;_,. Potom a(ax) bude vytvarajica funkcia postupnosti (" a,); .

D&kaz: vieme, Ze
a(x) = ao+aix+ax+--+a+---
TakZe po substiticii dostaneme
alox) = ao+ajox+ar x> + -+ a, "X + - -

Preto funkcia a(ox) bude vytvarajicou funkciou postupnosti ("a, )5 . Q.E.D.

m Priklad 8.9 Nijdite vytvarajicu funkciu postupnosti (3")7_,.
RieSenie: z prikladu 8.3 vieme, Ze vytvérajiicou funkciou postupnosti (1)7°_ je a(x) = ﬁ Potom
podla lemy 8.2.3 bude a(3x) = - vytvdrajicou funkciou postupnosti (3"):_. .

Pomocou jednoduchého triku a substiticie ox do vytvarajicej funkcie méZeme z nekonecne;j
postupnosti vybraf jej kazdy druhy ¢len. Majme nekonecnd postupnost (a,);_, a jej vytvarajicu

oo

funkciu a(x). Z postupnosti (a,);_, chceme vybraf len vietky parne, resp. vSetky nepdrne ¢leny.
Pre vytvérajice funkcie tychto podpostupnosti plati

(a(x) +a(—x)) = ao+a® +amx*+-- +apx™ +--- (8.13)

N =

(a(x)—a(—x)) = ax' +azx® +asx® -+ ap X (8.14)

N =

Vytviérajica funkcia %(a(x) + a(—x)) zodpoveda postupnosti (ao,0,a2,0,a4,0,...,0,a2,,0,...) a
funkcia (a(x) —a(—x)) zodpovedd postupnosti (0,a1,0,a3,0,as,0,...,0,a2,11,0,...). Pomo-
cou rozirenia uvedeného triku a pouZitim vietkych komplexnych korefiov rovnice x* = 1 vieme
z postupnosti (a,);_, vybraf jej kazdy k-ty Clen. V pripade potreby moZu zaujemci ndjst d'alSie
informacie napriklad v knihe [12].
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Substiticia =*, pre k € N, do vytvéarajicej funkcie
Dal3i trik, umoZiiujici ,,nafiiknutie pdvodnej nekoneénej postupnosti, je substiticia x* za pre-
mennt x do vytvarajicej funkcie.

Lema 8.2.4 — Substiticia =%, pre k € N, do vytvdrajlcej funkcie. Nech a(x) je vytvarajica
funkcia postupnosti (a,)7_,. Potom a (x*) bude vytvarajica funkcia postupnosti (b,)5_. kde
bin = ay, pre kazdé n € Na b; =0 ak i # kn.

Dokaz: vieme, Ze
a(x) =ay+ax+a®+ - +ax"+ -

TakZe po substiticii dostaneme
a (xk) =ao+ar* +ap +- A a + -

Preto funkcia a (xk) bude vytvérajicou funkciou postupnosti

ap, 0,...,0 ,a1, 0,...,0 ,a3,...,0,...,0 ,a,, 0,....,0 ,... | . QE.D.
—— —— —— ——
(k—1)ndl  (k—1)ndl (k—1)ndl  (k—1)ndl

n

n Priklad 8.10 Néjdite vytvarajiicu funkciu postupnosti (2L§J )::0. Zdpis | x| oznacuje dolnu celd
Cast &isla x. Cize [3.6] =3a | -2.4] = —3.

Riedenie: naSou udlohou je ndjst vytvdrajicu funkciu postupnosti (1,1,2,2,4,4,...,2" 2" ...).
Vieme, Ze vytvarajiicou funkciou postupnosti (1), je a(x) = 1‘: Dalej je podla lemy 8.2.3
b(x) = ﬁ vytvdrajicou funkciou postupnosti (2")*_,. My potrebujeme tito postupnosf ,,na-
fiknut“ tak, Ze medzi kaZdé dve susedné &isla vloZime nulu. Potrebujeme vytvorif postupnost
(cn)yp = (1,0,2,0,4,0,...). Vytvdrajicou funkciou postupnosti (c,);_,, bude, podla lemy 8.2.4,

funkcia c(x) = ﬁ . Podla lemy 8.2.1 bude ¢} (x) = —5= Vytvérajlicou funkciou postupnosti

(¢n)5_ posunutej o jedno miesto doprava. Potom podla definicie 8.2.2 bude

B 1 n X - 14+x
Sl =2x2  1—242  1—2x2

d(x)

vytvérajicou funkciou postupnosti (251J )::0.

Derivovanie vytvarajacich funkcii

Podobu derivicie® vytvarajiicej funkcie dostaneme priamo z definicie vytvarajiicej funkcie a z vlast-
nosti derivdcii, ktoré pozndme z matematickej analyzy. Ak mame dant nekonecnud postupnost
(an)y_o ajej vytvdrajicu funkciu
a(x) =Y ax" = ag+a1x+ax* + -+ ap + -
n=0

tak jej derivdcia bude

/
d(x) = (Z anx"> = Z (anx")' = ay 4+ 2a0x+3a3x®* + -+ nax" -
n=0 n=0

9Pri derivovani sa na vytvarajicu funkciu pozerame opiif len ako na formalny mocninovy rad a vyuzivame skuto&nost,
Ze derivdcia suctu je sicet derivacii.
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Lema 8.2.5 — Derivacia vytvdrajlcej funkcie. Dand je nekone¢nd postupnost (a,);_ a jej
vytvdrajiica funkcia a(x). Potom ' (x) je vytvérajica funkcia postupnosti ((n+ 1)aut1), -

Dokaz: vyplyva z vysSieuvedeného. Q.E.D.
Pouzitim derivécie vytvdrajicej funkcie velmi jednoduchym sp6sobom dostaneme napriklad rie-
Senie prikladu 8.7.
= Priklad 8.11 Najdite vytvarajicu funkciu postupnosti (n)5_.

RieSenie: vieme, Ze vytvarajiica funkcia jednotkovej postupnosti (1) je b(x) = 1’: Derivaciou
tejto funkcie dostaneme vytvarajicu funkciu postupnosti (1,2,3,...), ktord uZ len staci posuntif
o 1 miesto doprava, aby sme dostali postupnost zo zadania tlohy. TakZe b’ (x) = (1jx)2 , podla lemy

8.2.1, eSte ndsobime x, ¢im dostdvame hfadand vytvérajicu funkciu a(x) = (e .
Integrovanie vytvarajicich funkcii

Integrovanie!® vytvarajiicich funkcif sa tieZ robi velmi jednoducho. Ak mame dani nekone¢nt
postupnost (a, ), a jej vytvarajicu funkciu

= Zanxn:a0+a1x—|—a2x2+~-+anx"+...7
n=0

tak jej neurcity integral bude
/ dx—/zanx"dx—Z/anx dx—aox—i—?x +?x+ 4+ _:1 e

V predo$lom integrali, resp. integraloch, chyba aditivna konStanta c. Tu v tejto ¢asti poloZime
P p g p g y ] p
¢ = 0 a pre jednoduchost ju nebudeme pisat.

Lema 8.2.6 — Integral vytvdrajicej funkcie. Majme dani nekone¢ni postupnost (a, )5 a
nech a(x) je jej vytvérajica funkcia. Potom [ a(x)dx je vytvéarajica funkcia postupnosti

ap a; ap
0,04 % Y.
( 1°2°3

Dokaz: vyplyva z vysSieuvedeného. Q.E.D.

PouZitim integrovania vytvarajicej funkcie vieme vel'mi jednoducho dostaf napriklad vytvérajicu
funkciu harmonickej postupnosti.

= Priklad 8.12 Ndjdite vytvirajicu funkciu postupnosti (517 )oo o

RieSenie: vieme, Ze vytvdrajica funkcia jednotkovej postupnosti (1);o 0 je b(x) = ﬁ Integro-
vanim funkcie b(x) dostaneme vytvarajiicu funkciu postupnosti (O, 1,1 3 3, ) ktoru sta¢i uz len
posuntf o 1 miesto dolava. Plati

/b(x)dx:/llx

Podra lemy 8.2.2 este musime odpoditaf prvy ¢len postupnosti (ap = 0) a vydelif tito funkciu x,
aby sme dostali hladani vytvarajicu funkciu. Vytvarajica funkcia harmonickej postupnosti je

a(x) = _ln(lx—x) . .

x=—In(l—x).

10prj integrovani sa na vytvérajicu funkciu pozerdme opiif len ako na formalny mocninovy rad a vyuzivame skuto&nost,
Ze integrdl suctu je sucet integralov.
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Priklady pouzitia vytvarajiacich funkcii

V tejto Casti si ilustrujeme vyuZitie vytvarajicich funkcii na zaujimavejSich prikladoch, nez boli
jednoduché priklady z predoslych podkapitol. Za¢neme znamou Fibonacciho postupnostou.

Fibonacciho postupnost

Fibonacci bol jeden z najvyznamnejsich stredovekych matematikov. Zil na prelome 12. a 13.
storoCia v Pise a svoje prace vicSinou podpisoval menom Leonardus Pisanus, resp. Leonardus
filius Bonacij, Cize v preklade Leonard, syn Bonacciho, z ¢oho vzniklo Fibonacci. Fibonacci
pomohol do matematiky zaviest pozi¢ni desiatkovi ¢iselntd ststavu, nulu ako &islo!! a s jeho
menom je neoddelitelne spojend Fibonacciho postupnost.

Fibonacciho postupnost, ktord pravdepodobne vSetci pozndme uz zo zékladne;j a strednej Skoly,
sa niekedy nazyva aj zajacia postupnost, pretoze suvisi s tilohou o rozmnoZovani parov zajacov. Je
to rekurentnd postupnost definovand vztahom

ay=a; =1 a apnt+2 =apt+1+a, , pre n>0.

Cize prvé dva &leny postupnosti sa rovnaji 1 a kazdy dalii ¢len dostaneme ako stcet predchadza-
jucich dvoch ¢lenov. Fibonacciho postupnost vyzera takto

(1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,...)

Pri Fibonacciho postupnosti nie je problém zistif, Comu sa rovnd prvy, desiaty, alebo, s trochou
trpezlivosti, aj sty ¢len. Ale Co spravime, ak potrebujeme vypocitaf n-ty ¢len, pre nejaké obrovské
¢islo n € N? Na to potrebujeme explicitné vyjadrenie ¢lenov postupnosti, t.j. musime ndjst taku
funkciu F(x), aby F(n) = a, pre vietky n € N.

Ideme teda hladat explicitné vyjadrejnie ¢lenov Fibonacciho postupnosti. Zaéneme tym, Ze si
utvorime vytvdrajicu funkciu Fibonacciho postupnosti

Fx) =14+x4+2x2 433+ 564 + 88 + 130 + - -

Teraz sa pozrime na rekurentny vzfah, ktorym je Fibonacciho postupnost definovand a, 1, =
ay + any 1. Co dostaneme, ak si vytvorime dve képie Fibonacciho postupnosti, jednu posunieme
o 1 miesto doprava, druhd posunieme o 2 miesta doprava a tieto posunuté postupnosti s¢itame?
Pozrime sa na to

011235 8 13 21
+ 001123 5 8 13
01 235 8 13 21 34

Vidime, Ze sme dostali ,,takmer* Fibonacciho postupnost. Len ¢len ag v nej chyba a je nahradeny
nulou. Pomocou lemy 8.2.1 spravime uvedenu operdciu nie na samotnej postupnosti, ale na jej
vytvérajicej funkcii. Tym dostaneme

DW= f) -1 = )= —

o l—x—x2

UZ teda pozndme vytvdrajicu funkciu Fibonacciho postupnosti a pomocou nej ndjdeme explicitné

vyjadrenie jej ¢lenov. To dosiahneme pomocou rozkladu zlomku 17)377)# na parcidlne zlomky.
Néjdeme si korene polynému 1 —x — x2. St nimi x| = _1;\5 axy= _“5‘/5 . Lahko sa potom overt,

Ze plati

TNula bola v &asoch Fibonacciho relativnou novinkou. Cudia sa jej uZ od staroveku béli a vyhybali sa jej. Len
na konci 10. storocia, ¢iZe necelych 200 rokov pred Fibonacciho pésobenim, pouZivanie nuly pdpeZskou bulou povolil
papez Silvester II. Mimochodom bol to jediny papez, ktory bol povodnym vzdelanim matematik a astroném a prvy
francuizsky pépez.



168 Kapitola 8. Vytvarajlice funkcie

I _1( L )_1 L
l—x—x2 5\x—x1 x—x V5 x2<1_i> x| (1_£>
X2 X1

Preto vytvarajucu funkciu Fibonacciho postupnosti mdéZeme pisaf v tvare

R o
o5 -5 x5 1-57

f()

Z lemy 8.2.3 dalej vieme, Ze

Fl) = <1+x+x2+x3+ ) ! <1+x+x2+x3+ )
V5 X x5 x x1v5 XX %

Z uvedeného zdpisu uz priamo vidime, Ze

1 1 1 1 1 1 1
ap = -, a1 = -y, Op=—=\ -1, .-
Taovs a5 25 Vs " ﬁ(x’;*‘ xf;+1>

Ak teraz za x; a xp dosadime konkrétne hodnoty x| = _15‘/5 , Xp = _1%6 a vyuZijeme rovnost
x1.x = —1 = (x1.0)""! = (—1)"*!, tak dostaneme explicitné vyjadrenie ¢lenov Fibonacciho
postupnosti

n+1 n+1
F(n):an:(_l) (‘“2”5> _<_1;‘6> , prekazdé neN. (8.15)

K tomuto vzorcu sa dd dospief aj viacerymi inymi spdsobmi, ako sa lahko mdZeme presvedcit
v doporucenej literatire. Explicitné vyjadrenie ¢lenov Fibonacciho postupnosti (8.15) mdzeme uz
povazovat za findlne, alebo ho eSte mdzeme upravit. Jednak preto, Ze v iom je zbyto¢ne vela ¢lenov
(—1)' a jednak preto, aby vysledny vzorec bol rovnaky, ako nam d veta 8.3.1 v podkapitole 8.3.3.

Plati
47147\/5 n+1 ) 147\/5 n+1
(5 o)

71‘Fxﬂ§ n+1 ) 147V@§ il
(2) — (—1ym! <2>
Fny=a, = CCDT (1_‘6>N—<1+ﬁ>nﬂ

Preto (8.15) mdzeme pisaf ako
2 2

Kedze (—1)"(—1)" = (—1)>"*! = —1, mdZeme (8.15) este upravit do tvaru.

n+1 n+1
1 1++/5 1—5
F(n)=a,= —— - : kazdé . 1
(n)=a 7 ( 7 > ( 3 ) pre kazdé ne N (8.16)

V tvare (8.16) dostaneme explicitné vyjadrenie ¢lenov Fibonacciho postupnosti, ak ho budeme
hladat pomocou vety 8.3.1.
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Fibonacciho postupnost inak

V predoslej podkapitole sme si ukdzali, ako sa dd pomocou vytvarajicich funkcii odvodif explicitné
vyjadrenie Fibonacciho postupnosti. V tejto podkapitole si toto explicitné vyjadrenie Fibonacciho
postupnosti odvodime este raz, avSak inym a trochu jednoduch$im spdsobom. Takto si nielen pripo-
menieme to, Ze vacSina matematickych problémov sa da rieSif viac neZ len jednym sp6sobom, ale
zaroven si takto aj overime spravnost explicitného vyjadrenia Fibonacciho postupnosti z predosle;j
podkapitoly. Majme teda danu postupnost definovanui rekurentnym vzfahom

apty =ap+1+a, , pre n>0. (8.17)

Predpokladajme, Ze existuje rieSenie rekurencie (8.17) v tvare a, = ¢", kde g € C. Potom musi
platit
qn+2 _ qn+l _|_qn

a po vykrateni oboch strdn rovnice ¢islom ¢"
P=q¢'+1 = F#—g—1=0.
Poslednd kvadratickd rovnica m4 dve rieSenia

145 X 11—
T2 2=

15

q1

Takze a, = ¢} a a, = q5 su rieSenia rekurencie a, 2 = a, 1 +ay, a je zrejmé, Ze aj ich fubovolnd
linearna kombinacia

an, =ciqi+cq5, kdecy,c, €C (8.18)

bude rieSenim rekurencie (8.17). Aby sme dostali Fibonacciho postupnost, musime ndjst také
konStanty ¢ a ¢y, pre ktoré dostaneme ag = a; = 1. Musi preto platif stistava rovnic

l=ay = cig)+c2qd
l=a = ClQ}‘f‘CzC]é

RieSime teda sustavu dvoch linedrnych rovnic o dvoch neznamych
1 = c14+ce
1+V5 1-V5
1 = ¢ > + 2 )

Jej rieSenim su Cisla
1 [(1+V5 . 1 (1-+/5
cl=—" o=——F" .
s\ 2 T\ 2

Dosadenim ¢isel ¢ a ¢p do vztahu (8.18) dostaneme explicitné vyjadrenie n-tého ¢lena Fibonacciho
postupnosti

(15" (1=
2 B 2

n+1
) , prekazdé ne N,

ktoré je ekvivaletné s explicitnym vyjadrenim (8.16) z predoslej podkapitoly.
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Vseobecné rekurentné postupnosti

Pre vSeobecné rekurentné postupnosti plati nasledujica veta, ktort uvedieme bez dokazu. Jej dokaz
nie je komplikovany, je len pracny na rozpisovanie. Robi sa podobnym spdsobom, akym sme robili
explicitné vyjadrenie ¢lenov Fibonacciho postupnosti v predoslych podkapitolédch.

Veta 8.3.1 — Explicitné vyjadrenie rekurentnych postupnosti. Nech (a,)7_, je Ciselnd
postupnost, ktorej prvych r ¢lenov (ay,...,a,—1) je danych a dalSie ¢leny su definované reku-
rentnym vztahom

Qp = Cr_1Qp—1 +Cr 20y 2+ +C1an_ry1 +Coln—r, kde co,...,c,1 ER. (8.19)

Na zdklade rekuretného vztahu (8.19) definujiceho postupnost (a,);_, si zostrojime polynom

X=X — X 2= —cix— g (8.20)

a nijdeme vSetky jeho komplexné korene. Nech xp,...,x; si vSetky r6zne komplexné korene
polynému (8.20), pri¢om korefi x; ma ndsobnost #;. Potom existujui konStanty s;;, kde 1 <i <k
al < j <t také, Ze plati

k
2 .
an =Y (six +sonx] +san’x +- -+ sign' %) -
=

Predosla veta moZno na prvy pohlad vyzerd odstraSujico, avSak zdanie klame. Naviac, v pri-
kladoch sa budeme vécésinou zaoberaf rekurentnymi postupnosfami, ktorych ¢leny st definované
pomocou dvoch, resp. troch, predoslych ¢lenov, takZe polyném obvykle bude len kvadraticky alebo
kubicky. KonStanty s;;, spomenuté vo vete, budeme pocitat pomocou prvych r ¢lenov rekuretne;j
postupnosti, ktoré budid dané. Pomocou nich zostrojime sdstavu r linedrnych rovnic o r nezndmych.
Naviac determinant tejto sustavy bude vZdy nenulovy, a preto bude maf tato sdstava vzdy prave
jedno rieSenie.

m Priklad 8.13 Dané st prvé dva Cleny ap = 1, a; = 2 postupnosti (a,);_, a rekurentny vzfah
an = 3a,—1 —2a,—7, pre n > 2, definujuci jej dalSie ¢leny. Najdite explicitné vyjadrenie ¢lenov
tejto postupnosti.

Rie$enie: prvé Cleny tejto postupnosti sd (1,2,4,8,16,...). Prvd moZznost rieenia, je postupovat
rovnako ako v pripade Fibonacciho postupnosti. To znamend zostrojime vytvarajicu funkciu danej
postupnosti

a(x) =14 2x+4x* +8x° + 16x* + ...

Ak 3 nédsobok danej postupnosti posunieme o 1 miesto doprava a —2 ndsobok danej postupnosti
posunieme o 2 miesta doprava a tieto postupnosti s¢itame, tak dostaneme

(3x—2x%).a(x) = a(x) — 1 +x.
Z toho si Tahko odvodime vytvarajicu funkciu

) 1—x 1—x 1
a(x) = = = :
1-3x+2x2 (1—-x)(1-2x) 1-2x

Z prikladu 8.9 a lemy 8.2.3 uZ vieme, ako bude postupnost, zodpovedajiica vytvarajicej funkcii
a(x), vyzerat. Bude to postupnost (2")_, . TakZe uZ vieme, ako bude vyzeraf explicitné vyjadrenie
¢lenov danej postupnosti.
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Druh4 moZnost rieSenia je pouZif vetu 8.3.1. Dany rekurentny vztah, definujici ¢leny postup-
nosti, si prepiSeme tak, aby sme vsetky Cleny postupnosti mali na l'avej strane rovnice a na pravej
strane rovnice bola nula. K rekurencii potom zostrojime zodpovedajici polyném

ay—3ay_1+2a, =0 — x*—3x+2.
Uvedeny polyném x*> —3x+2 = (x — 1)(x —2) m4 dva korene x; = 1 a xo = 2. Podla vety 8.3.1
musia existovaf konStanty sy a 571 také, Ze plati

a, = s11 1"+ s5212". (8.21)

Uz len potrebujeme ndjst tieto konStanty. Pozndme prvé dva ¢leny postupnosti ag = 1 a a; = 2.
KedZe rovnost (8.21) musi platit aj pre tieto ¢leny, dosadime ich hodnoty do rovnosti (8.21) a
dostaneme sustavu dvoch linedrnych rovnic o dvoch nezndmych

1 = S11+S2120 = sii+ s = 1

2 = S11—|—S2121 — S11+2s01 = 2
Riesenim uvedenej ststavy su konStanty s;; =0 a sp; = 1. Preto explicitné vyjadrenie ¢lenov
danej postupnosti bude a, = 2". "

Pocet bindrnych stromov na »n vrcholoch

Predtym, nez zacneme s odvodzovanim vzorca pre pocet bindrnych stromov na n vrcholoch, si
definujeme Newtonove binomické koeficienty. Kazdy sa uZ na stredoskolskej kombinatorike mohol
stretnif s pojmom binomicky koeficient. Binomické koeficienty su definované pre nezdporné celé
Cisla n, k, kde n > k, pomocou vztahu

<n)_ n! _n(n=1)...(n—(k-1))
k)  (n—k)k! k!

a pouzivaju sa napriklad pri pocitani kombindcii, pripadne v binomickom rozvoji (a + b)" atd.
Newtonove binomické koeficienty st zovSeobecnenim binomickych koeficientov pre komplexné
hodnoty n.

Definicia 8.3.1 — Newtonove binomické koeficienty. Nech o € C a k € N. Potom Newto-
nov binomicky koeficient (Z‘) je definovany vzfahom

<a>:1 . <a>:a(a—1)...(a—(k—l))’ ore k> 1.

0 k k!

Zovseobecnené binomické koeficienty zaviedol Isaac Newton pri skimani rozvoja (1 +x)?.

s v

Ak je n celé &islo, tak binomickd veta hovori, ako bude vyzeraf rozvoj (1 4 x)". Ako vSak bude

tento rozvoj vyzeraf, ak exponent nie je celé ¢islo, alebo je to dokonca komplexné ¢islo? Newton
zistil'2, Ze rozvoj (1 +x)* bude maf pre Tubovolné « € C tvar

(1+x)%= <g> - (?)x+ <Z>x2—|— (§>x3+~- (8.22)

Z (8.22) vidime, Ze nekonecnd postupnost ((%))™ | md vytvarajicu funkciu (1 +x)%, ktord kon-
verguje pre vSetky |x| < 1. Pre Newtonove (zovSeobecnené) binomické koeficienty, podobne ako
pre binomické koeficienty, sa daju dokdzaf rézne identity. Tym sa tu vSak podrobnejSie zaoberat

12My to vieme zistif tieZ. Sta&i rozvinut funkciu (14x)% do Taylorovho radu so stredom xy = 0 (Maclaurinov rad).
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nebudeme. Zaujemci, v pripade potreby, ndjdu dostatok informécii v odporticane;j literatire. My
si tu odvodime len jednu takidto identitu, pretoZze ju neskor budeme potrebovaf. Predtym, nez
uvedieme priklad, definujeme si jeden pomocny pojem, ktory ndm zjednodusi zépis.

Definicia 8.3.2 — Dvojny faktoridl (semifaktoridl). Dvojny faktoridl ¢islan € N, oznacujeme
n!! a definuje sa nasledovne. Pre n = 0 plati 0!! =1 a pre n > 1 je n!! sucin vSetkych celych
¢isel i, kde 1 < i < n, takych, Ze ¢islo i ma rovnaku paritu ako ¢islo n.

Pre lepsiu zrozumitelnost rozpiSeme definiciu dvojného faktoridlu zvlast pre neparne a zvI4st pre
parne cisla

2n—1!" = 13...2n-1) napriklad 7=1.3.5.7=105
2n)!! = 24...2n napriklad 811=2.4.6.8 =384

Priamo z definicie dvojného faktoridlu je zrejma rovnost

(2n)!
2n—1)N(2n)!" = (2n)! == 2n—1)!1= (2n)1! (8.23)
a rovnako trividlne sa nahliadne platnost rovnosti
2n)!'=24...2n)=2"(1.2...n) =2"n! (8.24)

——
n Cinitelov

n Priklad 8.14 Pre Newtonov binomicky koeficient dokédZte identitu

() = ()

RieSenie: zatneme tym, Ze si (é) rozpi$eme podra definicie 8.3.1. Dalej st to uz len jednoduché
Upravy algebraickych vyrazov a vyuZitie rovnosti (8.23), (8.24) a definicie binomickych koeficien-
tov zo strednej Skoly

n Cinitelov

> _ G) <;1> <;(”1)> 2 (1—2)(1(’1—:) .é.il.li(tiro—vz(n—l)) B

n! n 2p!

(n—1) Cinitelov

(1-2)(1=4)...3=2n) (=)D (=1)"D(13...(2n-3)) (2n—1)

2np! (—1)n=1) 21 (2n—1)

C(=nmYea-nn (=D @2n)
T 2@2n—1n! 27(n—1)n! @)

(-D"=D @2r)  (=D)"Y (2r) (=)D ‘<2n>

T 2(2n—1n! 2m!  22(2n—1) nln!  4Q2n—1) \n
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Pod'me sa teraz venovat bindrnym stromom. Pri zistovani poctu bindrnych stromov na n vrcho-
loch bude pre nds vyhodnejSie pouzif induktivnu (rekurzivnu) definiciu 4.4.1 (strana 80) binarnych
stromov. Této definicia hovor{

Bindrny strom je bud prdzdny strom, t.j. nemd Ziadnu hranu ani vrchol, alebo je to
koreriovy strom s koreriom a usporiadanou dvojicou podstromov (B1,B5), kde B; aj
By sii bindrne stromy.

Budeme teraz skimaf nekone¢nd postupnost (bn):;o, kde b, je pocet vSetkych neizomorfnych
bindrnych stromov na n vrcholoch. Prvé €leny tejto postupnosti Iahko ndjdeme aj skiSanim vSetkych
moznosti a zistime, Ze

bo=1, by=1, by=2, b3=5, ba=14, ...

Podra definicie 4.4.1 je aj prazdny strom bindrnym stromom, a preto by = 1. Vytvdrajica funkcia
postupnosti (b,);_, bude

b(x) = bo+bix+box* + -+ byx" + -

Ak by sa ndm podarilo ndjst rekuretné vyjadrenie postupnosti (b, ), tak podla vety 8.3.1 by sme
uz lahko nasli aj explicitné vyjadrenie jej clenov. V tomto pripade to v§ak nebude také jednoduché,
pretoZe rekurentné vyjadrenie postupnosti (b,);_, sice existuje, ale nie je linedrne.

Vréafme sa opif ku definicii 4.4.1, ktorej podstatnii ¢ast mdme odcitovand vysSie. Ak pozndme
hodnoty bg,b;,...,b,_1, tak ako pomocou nich vypocitame hodnotu b,? Bindrny strom na n
vrcholoch je tvoreny koretiom (1 vrchol) a usporiadanou dvojicou (Bj,B;) bindrnych stromov,
ktoré maju dokopy (n — 1) vrcholov. Preto musi pre n > 1 platif

n—1

b, = bob,—1 +biby_>+---+b,_2b1 +b,_1by = Z bibp—1-;. (8.25)
i=0

Vzorec (8.25) nam ale, podla definicie 8.2.3, vyjadruje koeficient pri ¢lene x*~! v sti¢ine vytva-

rajdcich funkcif b(x).b(x) = b*(x). Alebo inak povedané, b, je, pre n > 1, koeficient pri ¢lene
x" vo vytvdrajdcej funkcii xb?(x). TakZe funkcia xb?(x) bude ,takmer* zodpovedaf postupnosti
(bn);_o- Rozdiel je len v ¢lene by, pretoze prvy Clen postupnosti, ktord vytvéra funkcia xb?(x),
bude 0 a nie 1. Odtial dostdvame vzfah pre vytvérajicu funkciu b(x)

xb*(x) = b(x) —1 —  xb*(x)—bx)+1=0 (8.26)

na posledni rovnicu v (8.26) sa méZeme pozeraf ako na funkciondlnu kvadratickd rovnicu a podla
znameho vzorca ndjst jej rieSenie

V1 —4x
- 2x

KedZe by = 1, zvolime si ku funkciondlnej rovnici (8.26) pociato¢ni podmienku »(0) =1 a
pozrieme sa blizsie na dve moznosti (£) v (8.27).

b(x)12 (8.27)

* Ak by sme zobrali b(x) = 1“2}:4)‘ , ¢omu sa bude rovnat »(0)? Musime vypocitaf limitu
prex —0

.. . 1++1—4x
Limita lim ———

istuje! 2
lim o neexistuje (8.28)

Citatel zlomku ma limitu 2 a menovatel konverguje k nule, ale znamienko sa 1ii v zavislosti
od smeru. Limita zlava je —oo a limita zprava je oo. TakZe obojstranna limita neexistuje.



174 Kapitola 8. Vytvarajlice funkcie

« Ak zoberieme b(x) = 1= v2l—4x , ¢omu sa teraz bude rovnat »(0)? Poéitame limitu pre x — 0

1—+v1—4x 1—+v1—4x 1+\/1—4x_1, 4x

lim = lim = lim =1 (8.29
x—0 2x x—0 2x 1+V1—4x x—02x (1 +v1— 4x) ( )

-y T .. v . . . _ 1—/1—4x
Z (8.28) a (8.29) vidime, Ze jediné vyhovujuice rieSenie rovnice (8.26) je b(x) = TE

Vytvarajicu funkciu uZ mame, potrebujeme ku nej eSte ndjst zodpovedajicu nekoneént postupnost.
1
Plati /1 —4x = (1 —4x)2 az (8.22) alemy 8.2.3 vieme, Ze

1 1 1

1 1 1
V1—4dx= (8) + <i> (—4)x+ (;) (—4)2x%+-- + <2> (—4)""" -
n
Mame teda vytvérajicu funkciu b(x) = Ioyl-dx Vz)lf“ a podme si nijst jej zodpovedajicu postupnost
krok po kroku
> Funkcii +/1 —4x prindleZi nekone¢nd postupnost <(—4)”(%)) .
n=|

n

n

> Funkcii —+/1—4x prindleZi nekone¢nd postupnost ((—1)(—4)"@)) .
n=,

> Funkcii 1 —+/1 —4x bude zodpovedat ,,takmer* rovnak4 postupnost ako funkcii —+/1 —4x.
Rozdiel je len v tom, Ze sa eliminuje konstanty Clen 1.

> Koeficient % pri vytvérajicej funkcii 1 —+/1 —4x ndm, podlalemy 8.2.2, posunie postupnost
o 1 miesto dolava. KonStantny ¢len sa uz rovnd 0, a preto je ndsobenie koeficientom % dobre
definované.

> Napokon ndm nésobenie koeficientom % zniZi hodnotu kazdého Clena postupnosti na polo-
vicu.
Podra predoslych bodov uZ vieme, ako bude vyzeraf explicitné vyjadrenie nekone¢nej postup-
. co e . T
nosti zodpovedajiicej vytvérajiicej funkcii b(x) = —5—
vyjadrit pocet bindrnych stromov na n vrcholoch. Plati

B (_4)(n+1) %
b, = Ty (n+ 1> (8.30)

. To znamen4, Ze uz vieme explicitne

1
V priklade 8.14 sme si odvodili identitu pre ¢islo (3) , Co teraz vyuZijeme na zjednodusenie vyrazu

(8.30).
b _(_4)(n+l) ' % . (_4)(n+1) . (_1)n 242 B
" 2 n+1) 2 40 (2n4- 1)\ n+1 )

_ (=4 (=D <2n—|—2> 4ln+1) <2n+2>

2 AEnr )\ n+1) 240020 1)\ nt1

1 (2n+2)! 1 (2n)!(2n+1)(2n+2)

C2(2n+1) (n+D!(n+1)! 22a+1)  nal(n+Dnl(n+1)

2 2n\ 2n+1)(n+1) 1 2n
22n+1) \(n /) (n+1)(n+1)  n+1 \n
Prave sme odvodili explicitné vyjadrenie poctu bindrnych stromov na n vrcholoch. Tento pocet

. 2 e L < A - Lo
je b, = ﬁ - ( n") . Cisla b, sa nazyvaji Catalanove cisla a mdZeme sa s nimi stretndf nielen
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v suivislosti s poctom bindrnych stromov na n vrcholoch, ale aj vo viacerych inych suivislostiach,
v diskrétnej matematike a informatike. Iné priklady ich pouZitia mézeme ndjst napriklad v knihe
[13] a v dalSich knihdch z doporucene;j literatury.

Pozndmka na zaver

Ako bolo spomenuté v casti 8.2.1, na zdver pre tplnost uvedieme, Ze existuji aj iné, neZ len oby-
¢ajné vytvarajuce funkcie. My sme v celej tejto kapitole pracovali len s obyCajnymi vytvarajicimi
funkciami a nazyvali sme ich len vytvérajice funkcie. Existuje vSak cely rad d’alSich typov vytvara-
jucich funkcif, ktoré maju svoje uplatnenia v ré6znych oblastiach. Ak sa pozrieme na titulny obrazok
tejto kapitoly (strana 155), tak tam vidime eSte exponencidlne, Lambertove a Poissonove vytvéra-
juce funkcie, a to eSte stale nie su vsetky. Uvedieme tu definiciu exponencidlnych vytvarajicich
funkcii, ktoré majui aplikdcie napriklad aj v elektrotechnike.

Definicia 8.3.3 — Exponencidlna vytvarajica funkcia. Nech (a,);_, je nekone¢nd postup-
nost redlnych ¢isel. Exponencidlna vytvarajica funkcia tejto postupnosti je rad

o
a(x) = n—’: .
n=0"""

p ) Nebude asi Ziadnym prekvapenim, Ze ndzov exponencidlnej vytvérajicej funkcie je odvodeny
od exponencidnej funkcie. Napriklad pre postupnost (a,);r_, = (1);7_, dostdvame
(=<} (=<} xn
Z dn o — =" (pozri (8.1), strana 157)

| al
n—0 n! n—0 n:

Tento rad konverguje pre vSetky hodnoty x € R. On dokonca konverguje aj pre vSetky hodnoty
x € C, ale komplexnymi ¢islami a funkciami teraz ctenych Citatelov nechceme strasit.

Cvicenia
Cvicenie 8.1 N4jdite vytvarajicu funkciu postupnosti ( 1,1,...,1,1,0,0.. ) .
———

n jednotiek

Cvicenie 8.2 Njjdite vytvarajicu funkciu postupnosti ( n,n,...,n,n,0,0.. ) .
———

nxn

Cvicenie 8.3 Ndjdite vytvarajicu funkciu postupnosti (a, ). kde

(n+1)(n+2), pre 0<n<(k—1)
T =
0, pre n>k, kde k€ N.

I Cvicenie 8.4 Nijdite vytvarajicu funkciu postupnosti (an);;_, kde o € R. n
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I Cvicenie 8.5 Ngjdite vytvdrajicu funkciu postupnosti (n?)°_ . n
I Cvicenie 8.6 Najdite vytvarajicu funkciu postupnosti (a"n);_, kde o € R. n

Cvicenie 8.7 Najdite vytvarajicu funkciu postupnosti (a,);_, kde

0, pren=0
an =19
S, pren>1, kde a€R.

Cvicenie 8.8 Ndjdite vytvarajicu funkciu postupnosti (a,);_, kde

0, pre n=0
a, = :
O pre n>1, kde oxeR.

nl

Cvicenie 8.9 Ndjdite vytvarajicu funkciu postupnosti (a, )5, kde

an

0, pre n parne
anp =

ST» bre n neparne.

0, pre n nepirne
ap =
pre n parne.

o
Cvicenie 8.11 Dokazte kombinatorickd identitu
n o\ n _(n+ 1
k k—1) k ’
Cvicenie 8.12 Dokazte kombinatoricka identitu
X”: n n _(2n
= \k)\n—k) \n)
Cvicenie 8.13 Vypocitajte stcet

@ Z )G © 1)

| Cvicenie 8.10 Najdite vytvarajicu funkciu postupnosti (a, )5, kde
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Cvicenie 8.14 Multinomickd veta je zovSeobecnenim binomickej vety a hovori o tom, ako sa
umoctiuje sticet viacerych ¢lenov. Pre fubovolné m € N\ {0} a n € N plati

n
(X1 X2+ +xm)" = )» <k1 L5y 0 00 g >XI KR
ki k- Ak =n ey
kyk,...skm >0

- n , . . 4 . NS
Vyraz (k1 T km) sa nazyva multinomicky koeficient a vypocita sa zo vztahu

n B n!
kika, ... .km/)  kilka!.. k!

Dokazte multinomickd vetu rovnakym spdsobom, aky sme na strane 159 pouZili pri dokaze
binomickej vety. U

Cvicenie 8.15 Zistite, aky koeficient bude pri Clene

(@) a’b’c® vo vyraze (a+b—c)"? (e) x* vo vyraze (1 —x+2x )

(

(b) @’b*c’ vo vyraze (a+b—c)™ (f) x° vo vyraze (1 +x+x2+x )
(
(

6 2 - 13 2\5
(c) ab®c” vo vyraze (2\/4_1 b —i-C) (g) x* vo vyraze (1 —x+x>—x )6

. 3
(d) a®b*c®d? vovyraze <2a -3+ 5 — %) (h) x° vo vyraze (1 —x+x —x )8
I Cvicenie 8.16 Ngjdite vytvarajicu funkciu postupnosti (2" +3")" . .
Cvicenie 8.17 Pre Newtonove binomické koeficienty dokaZzte identitu

(-5

Cvicenie 8.18 Postupnost (a,);_, je dand rekuretne pomocou niekorkych prvych ¢lenov a
rekurentného vzfahu definujiceho dalSie Cleny. Najdite explicitné vyjadrenie Clena a, pre
vSetky n € N.

@ ap=a=1, pren>2 a,=3a,-1—2a,—

(b) agp=1,a1=2, pren>2 a,=6a,_1—9a,_»

© ag=ar=1,a,=2, pren>3 a,=>5a,-1—8an—2+4a,_3
d ag=ar=ar=1, pren>3 a,=06a, 1—12a, »+8a, 3
) ao=a1=1, pren>2 a,=2a,1+2a,>

) ap=a1=1, pren>2 a,=2a,_1—2a, >

Cvicenie 8.19 Hraciu plochu rozmeru 1 x n ofarbujeme troma rdznymi farbami. Kolko, pre
danén € N\ {0}, existuje takych zafarbent, pri ktorych Ziadne dve susedné polia nie st zafarbené
rovnakou farbou?

Ndvod: Odvodte si rekurentny vztah. =



Kapitola 8. Vytvarajlice funkcie

Cvicenie 8.20 Kolko n-cifernych cisel zlozenych len z jednotiek a dvojek neobsahuje Ziadne
dve jednotky bezprostredne za sebou? u

Cvicenie 8.21 Nechn € N\ {0}. Korko existuje slov dizky n, zlozenych len z pismen a, ba ¢
tak, Ze neobsahuju dvojicu bezprostredne za sebou idicich pismen a? u

Cviéenie 8.22 Nech n € N\ {0}. Kolko existuje slov dizky n, zloZenych len z pismen a, b, c
a d tak, Ze neobsahuji dvojicu bezprostredne za sebou idicich pismen a alebo b a ani dvojice
pismen ab alebo ba?? =

Cvicenie 8.23 Nech n € N. Pre dané n zistite, kolko kostier ma graf W,, tzv. koleso na
(n+ 1) vrcholoch. .

CvicCenie 8.24 Sprivne uzatvorkovany vyraz, obsahujuci n parov zatvoriek je taky, v ktorom sa
dva pary zétvoriek ,,nekrizia“. CiZe ak si pri &itani zlava-doprava o&islujeme otvaracie zatvorky
dvoch péarov ako 1. a 2., tak najskor musi prist uzatvaracia zatvorka 2. a potom aZ uzatvéracia
zétvorka 1. Napriklad pre n = 1 existuje len 1 spravne uzatvorkovany vyraz (), pre n = 2 mame
2 spravne uzatvorkované vyrazy ()() a (()), ... Dokdzte, Ze pre n parov zatvoriek zodpoveda

pocet spravne uzatvorkovanych vyrazov Catalanovmu Cisluc, = - il (2:) u

Cvicenie 8.25 Nech n € N\ {0}. Pre dané n vypocitajte determinant matice rozmeru n X n

110 ... 0 1 -1
111 ... 0 1 1 -1

(a) o1 1 ... 0 (d) 0 1 1

S O O

—
(\9)
(e}
[98]
9]
\9)
=

(b)OZI:::O (6)035:::0
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