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[7. Ciastoéné usporiadanie, ekvivalencie, funkcie

Ciasto&né usporiadanie
Lahko sa d4 nahliadnuf, Ze reldcia R zadand na mnoZine celych ¢isel predpisom

R = {(x,y); (x,y) c7Z* A xSy} )

je reflexivna, antisymetrickd a tranzitivna. Tuto reldciu zvykneme oznacovat aj symbolom ,,<*
a nazyvaf ,,usporiadanie®, pretoZe pomocou nej vieme mnoziny ¢isel usporiadat podla velkosti.
Rovnako aj reldcia ® zadand na mnoZine prirodzenych ¢isel predpisom

D ={(x); (xy) EN* A x|y},

je reflexivna, antisymetrickd a tranzitivna. Vo vSeobecnosti sa rel4cia s tymito vlastnostami nazyva
dlastocné usporiadanie.

Definicia 7.1.1 — Ciastoéné usporiadanie. Relicia 9@ na mnoZine X sa nazyva Ciastoéné
usporiadanie mnoZiny X ak je reflexivna, antisymetricka a tranzitivna. Ak relacia R je Ciastocné
usporiadanie mnoziny X a (x,y) € fR, tak to zvykneme oznacovaf x < y.

p) Reldcia ciastotného usporiadania na mnoZine, ndm prvky tejto mnoZiny istym spésobom
,;usporiadava‘.

Definicia 7.1.2 — Porovnatelné a neporovnatelné prvky. Majme reldciu <, ktord je Cias-
to¢nym usporiadanim na mnozine X. Ak pre x,y € X: (x Xy) V (y <x), tak x a y nazyvame
porovnatelné prvky. Ak pre x,y € X: (x Ay) A (y £ x), tak x a y nazyvame neporovnatelné
prvky.

n Priklad 7.1 Zoberme si napriklad reldciu ® (|) na mnozine prirodzenych ¢isel, spomenuti pred
definiciou 7.1.1. Této reldcia je ¢iastoénym usporiadanim mnoZiny prirodzenych &isel, ale nie
kazdé dve prirodzené ¢isla st fiou porovnatelné. Ak si napriklad zoberieme ¢isla 7 a 15, tak plati
(7115) A (1547). Cisla 7 a 15 st preto reldciou | neporovnatelné. .
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Definicia 7.1.3 — Linedrne usporiadanie. Majme reldciu <, ktord je ¢iastoénym usporia-
danim na mnozine X. Ak Vx,y € X: (x Xy) V (y = x), tak sa relicia < nazyva linedrne
usporiadanie na mnoZine X.

n Priklad 7.2 Zoberme si reldciu R ( <) na mnoZine celych &isel, definovant v ivode podkapitoly.
Téato relécia je linedrne usporiadanie na mnoZine Z, pretoZe l'ubovolné dve ¢isla fiou vieme porovnat.
Plati Vx,y € Z: (x<y) V (y <x). .

13

P Ciasto¢né usporiadanie na mnoZine X sa nazyva , éiastoéné* preto, lebo modZu existovat prvky
mnoziny X, ktoré sa tymto usporiadanim nedajd porovnat, si neporovnatelné.
Naproti tomu ak mdme na mnoZine X linedrne usporiadanie, tak tymto sa daji porovnaft
Tubovolné dva prvky mnoZiny X. Prvky mnoZiny X mdZeme ,linedrne usporiadat*.

Rozklad mnozin a reldcia ekvivalencie

Rel4ciu ekvivalencie mdZzeme definovat bud priamo pomocou jej vlastnosti, alebo sa k nej mdézeme
dopracovat prostrednictvom mnoZin a ich rozkladov. Najskor si ukdZeme pristup cez rozklad mnoZin
a potom definujeme (definicia 7.2.3) relaciu ekvivalencie pomocou jej vlastnosti.

Rozklad mnoziny

Zacneme definiciou jedného pomocného pojmu.

Definicia 7.2.1 — Systém mnozin. Systémom mnoZin budeme nazyvaf mnoZzinu, ktorej prv-
kami si mnoZiny, t.j. mnoZinu mnoZin.

p) So systtmom mnoZin sme sa uZ stretli na 1. prednaSke pri definicii poten¢nej mnoZiny (de-
finicia 1.1.10). Ak mdme mnozinu X, tak jej potenénd mnozina &?(X) je mnoZina vSetkych
jej podmnoZzin.

= Priklad 7.3 Priklady systémov mnoZin st nasledovné mnoZiny

81 = {{0,1,3},{2,4,5},{1,2,7}}
8 = {(kk+1): keZ}

83 = {{2n,2n+1}: neN}

S4 {{2n}: neN}

8§ = {{2n+1}: neN}

Definicia 7.2.2 — Rozklad mnoZiny. Rozklad mnoZiny X je taky systém R jej neprazdnych
podmnozin, ze kazdy prvok x € X patri prave do jednej mnoziny R € R. MnoZiny R € R sa
nazyvaju triedy rozkladu R.

= Priklad 7.4

* 8, z prikladu 7.3 je rozklad mnoZziny redlnych Cisel R.
* 83 z prikladu 7.3 je rozklad mnoZiny prirodzenych ¢isel N.
* 84U8s z prikladu 7.3 je tieZ rozklad mnoZiny prirodzenych cisel N.
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m Priklad 7.5 Majme mnozinu X = {1,2,3,4,5}. Potom
Rlz{{172}7{374}7{5}} a :}22:{{1’375}7{2}7{4}}

sd dva rozne rozklady mnoZiny X a
R3:{{173}a{2a4}} a :R4:{{132a3}a{3>475}}

nie st rozklady mnoziny X. Ziadna z mnozin v R3 neobsahuje ¢islo 5 a v pripade R4 je Cislo 3
v dvoch réznych mnoZinich. "

» Priklad 7.6 Nech X je mnoZina $tudentov v posluchdrni s n radmi sedadiel, na prednéaske

z diskrétnej matematiky. Dalej nech R;, pre i = 1,2, ...,n, oznauje mnozinu $tudentov sediacich
v i. rade posluchdrne. Potom samozrejme plati Vi: R; C X a R = {Ry,Ry,...,R,} je rozklad
mnoziny X. Preco? "

Relacia ekvivalencie

Ak mame akikol'vek mnozinu X a jej rozklad R, tak tento rozklad tplne prirodzenym spdsobom
definuje bindrnu reldciu 93 na mnoZine X predpisom

Y (x,y) € X?: ((x,y) €R) & (IRE R: x,yER)

Inak povedané, dva prvky mnoZiny X s v reldcii prave vtedy, ked patria do rovnakej triedy
rozkladu R.

Ak by sme si zobrali rozklad z prikladu 7.6, tak reldcia medzi Studentami bude definovana tak, Ze
dvaja Studenti budu v relécii prave vtedy, ak sedia v rovnakom rade posluchdrne. Tdto reldcia je
reflexivna, symetrickd a tranzitivna. Vieme to I'ahko overif a plati to aj v§eobecne, ako ukdZeme
v nasledujtcej vete.

Veta 7.2.1 — O reldcii danej rozkladom mnoziny. Nech R je rozklad mnoZiny X a reldcia
R je tymto rozkladom definovand predpisom

Y (x,y) € X%: ((x,y) €ER) & (BRER: (x€R) A (yER))
Potom reldcia R je reflexivna, symetricka a tranzitivna.
Dokaz:
> reflexivna — Priamo z definicie rozkladu mnoZziny a definicie relacie R plati
VxeX: (3ReR: (x€R)) = ((x,x) €R),
a preto je reldcia R reflexivna.

> symetrickd — Plati (xeR) A (y€R)) < ((y€R) A (x€R)). Preto podla definicie
relacie R plati ((x,y) € R) < ((vx) € R), Cize reldcia R je symetrickd.

> tranzitivna—Nech (x,y) € R a (y,z) € R. Potom podla definicie reldcie SR musi existovat
nejaka trieda rozkladu, ozna¢me si ju R; € R, takd, ze (x € R;) A (y € R1). Rovnako,
vzhFadom na to Ze (y,z) € R, musi existovaf aj trieda rozkladu, ozname si ju R, € R, takd,
ze (y € R2) A (z € R2). Avsak, podra definicie rozkladu mnozZiny, prvok y neméze patrit
do dvoch réznych tried rozkladu, takze plati Ry =R, =R a (x€R) A (YER) A (ZER).
Potom vsak (x,z) € R areldcia R je tranzitivna.

Q.E.D.
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» Priklad 7.7 Majme mnozinu X = {1,2,3,4,5,6} a jej rozklad R = {{1,3,5},{2,6},{4}}.
Potom relacia R definovana tymto rozkladom bude

R={(1,1),(1,3),(1,5),(2,2),(2,6),(3,1),(3,3),(3,5), (4,4),(5,1),(5,3),(5,5), (6,2),(6,6) }

Majme rozklad R mnozZiny X a reldciu R definovani tymto rozkladom, Potom prvky mnoZiny
X, ktoré patria do rovnakej triedy rozkladu, povaZujeme za ekvivalentné, rovnocenné, v zmysle
relacie *R. Ak si napriklad zoberieme mnoZzinu, jej rozklad a reldciu nim definovant, z prikladu
7.6, tak dvaja Studenti budd v tejto relécii ,,ekvivalentni®, ak sedia v rovnakom rade posluchirne.
Takto chapand ekvivalencia, rovnocennosf, je motivaciou pre nasledujicu definiciu.

Definicia 7.2.3 — Reldcia ekvivalencie. Bindrna reldcia na mnozine X, ktord je reflexivna,
symetrickd a tranzitivna, sa nazyva reldcia ekvivalencie na mnozine X.

Napriklad reldcia z prikladu 7.7 je reldciou ekvivalencie na mnozine X = {1,2,3,4,5,6}.
Bud priamo z mnoZinového zdpisu, alebo z orientovaného grafu tejto reldcie sa l'ahko mdZeme
presvedcit, Ze je reflexivna, symetricka aj tranzitivna. Okrem toho to vyplyva aj z vety 7.2.1, kedZe
ide o reldciu definovani rozkladom mnoZiny X.

n Priklad 7.8 Nech

R={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3),(3,4),(4,3),(4,4),(5,5)}

je relacia na mnoZine X = {1,2,3,4,5}. Orientovany graf tejto reldcie je na nasledovnom obrazku
a z tohto grafu, ako aj z mnoZinového zdpisu danej relacie, vieme

9. CSD lahko overif, Ze tito reldcia je reflexivna, symetrickd aj tranzi-
tivna. Takze R je reldcia ekvivalencie.

Presne podla toho istého predpisu, ktorym sme pomocou roz-
9. kladu mnoziny definovali relaciu, vieme pomocou reldcie defino-
vat rozklad mnoZiny.

V tomto priklade dostaneme rozklad R = {{1,2},{3,4},{5}}. Podrobnejsie sa tomu budeme
venovaf v nasledujicom texte. "

Uvedieme si teraz dva priklady relécii, ktoré nie st reldciami ekvivalencie.

= Priklad 7.9 Majme reldciu 9R na mnoZine celych &isel definovand predpisom

R={(xy): (x<y) A ((xy) €Z)}.

Reldcia R je reflexivna, je aj tranzitivna, ale nie je symetrickd. Napriklad (2,3) € R, ale (3,2) & fR.
TakZe tato reldcia nie je reldciou ekvivalencie. Je v§ak Ciasto¢ne usporiadand, pretoZe je reflexivna,
antisymetricka aj tranzitivna. "

m Priklad 7.10 Majme relaciu R = {(a,a), (b,c), (c,b),(d,d)} namnozine X = {a,b,c,d}. Tito
reldcia nie je reflexivna, pretoze (b,b) € R a (c,c) € R. TakZze nie je to reldcia ekvivalencie. m

Veta 7.2.1 hovori nielen o reldcii definovanej rozkladom, ale aj o rozklade definovanom relaciou.
V predpise
V(xy)eX?: ((x,y)€R) & (AReR: (x€R) A (YER))

je medzi reldciou R a prislusnosfou prvkov mnoziny do triedy R rozkladu R ekvivalencia (<).
Rovnako ako je kazdym rozkladom danej mnoZiny prirodzene definovana reldcia ekvivalencie
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na tejto mnozine, je aj kazdou reldciou ekvivalencie na mnoZine prirodzene definovany rozklad
tejto mnoziny.

Definicia 7.2.4 — Triedy ekvivalencie. Nech fA je reldcia ekvivalencie na mnozine X. Potom
pre kazdé a € X definujme
= {x€X; (a,x) eR}.

Mnozinu [a] nazyvame trieda ekvivalencie prvku a v relécii fR.

Trieda ekvivalencie prvku a € X je teda tvorend vsSetkymi tymi prvkami mnoZiny X, ktoré sd
s prvkom a v relécii R, ¢iZe sd s nim ,,ekvivalentné*.

m Priklad 7.11 Zoberme si reldciu ekvivalencie z prikladu 7.8. Je to reldcia
R=A{(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3),(3,4),(4,3),(4,4),(5,5)}
na mnozine X = {1,2,3,4,5}. Triedy ekvivalencie tejto reldcie su
M ={xeX; (1,x) e R} ={1,2} Bl={xeX; 3,x) eR}={3,4}
2]={xeX; 2,x) eR}={1,2} 4 ={xeX; (4,x) e R} ={3,4}
5]={xeX; (5x) e R} ={5}

Ako vidime, plati [1] =[2] a [3] = [ a trledy ekv1valen01e dané relaciou R tvoria rozklad

R={{1,2},{3,4},{5}} = {[1],13],[5]} = {[1] ],[5]} mnoZiny X. .

p Rovnost {[1],[3],5]} = {[1],[2],[3],[4],[5]}, uvedend v predo§lom priklade plati na z4-
klade definicie mnoZiny (definicia 1.1.1) a platnosti rovnosti [1] = [2] a [3] = [4]. Na pocte
opakovani rovnakych prvkov totiz v mnoZine nezéleZzi. Plati {a,b,c} = {a,a,b,c,c}.

To, zZe triedy ekvivalencie definovanej reldciou ekvivalencie tvoria rozklad mnoZiny, ako bolo
ukazané v prikladoch 7.8 a 7.11, nie je ndhoda. Plati to vSeobecne. Triedy ekvivalencie a nimi
dany rozklad mnoZiny pekne vidno na obrdzku orientovaného grafu v priklade 7.8 na strane 140.
Triedy ekvivalencie, resp. nimi dany rozklad mnoZiny, si komponenty stvislosti orientovaného
grafu. Ako uz bolo spomenuté, skuto¢nost, Ze triedy ekvivalencie definované reldciou ekvivalencie
tvoria rozklad mnoZiny, plati vS§eobecne. Sformulujeme to v nasledujicej vete.

Veta 7.2.2 — O rozklade danom reldaciou ekvivalencie. Ak R je reldcia ekvivalencie
na mnoZine X, tak R = {[a]: a € X} je rozklad mnoziny X.

Dokaz: Treba ukazat, ze kazdy prvok X patri prave jednému prvku systému mnozin R.

> Nech a € X. Reldcia fR je reflexivna, t.j. (a,a) € R, a preto podla definicie 7.2.4 a € [a].
TakZe kazdy prvok mnoZziny X patri aspoti jednému prvku systému mnoZzin X.

> Potrebujeme eSte ukazaf, ze kazdé a € X patri prave jednému prvku systému mnoZzin R. To
ukdzeme sporom. Pre kazdé a € X plati a € [a]. Predpokladajme, Ze existuje b € X také, Ze
plati (a € [b] ) A ([a] # [b] ). Nerovnost [a] # [b] znamend, Ze Ic € X: (c € [a] ) A(c € [b]).
Poznamka: Pripad (c ¢ [a]) A (c € [b] ) sa dokazuje takmer rovnakym sposobom, naviac
sa eSte vyuZiva to, Ze reldcia R je symetrickd.
Ale ¢ € [a] = (a,c) € R. Dalej a € [b] = (b,a) € R. KedZe (b,a) € R a (a,c) €Ra
reldcia R je tranzitivna, tak aj (b,c) € PR a potom plati ¢ € [b], Co je spor s ¢ & [b], a preto
musi platif [a] = [b].

Q.E.D.
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Vo vete 7.2.2 sme okrem iného ukdzali, Ze dve rdzne triedy ekvivalencie su disjunktné, ¢ize

Va,b € X: ([a] # [b]) = ([a] N [b] = 0). TakZe systém tried ekvivalencie na mnoZine X

tvori rozklad mnoZiny X.
Vety 7.2.1 a 7.2.2 spolu hovoria o jednoznac¢nej koreSpondencii medzi reldciami ekvivalencie
na mnozine X a rozkladmi mnoZiny X.

= Priklad 7.12 Majme na mnozZine celych &isel dand reléciu

R={(x,y): 3| (y—2)A(xy) €Z%}.
Lahko sa overi, Ze tito reldcia je reflexivna, symetrickd a tranzitivna.
> reflexivna — pre kazdé x € Z plati x —x =0 a 3 | 0. Preto (x,x) € R, t.j. reldcia R je
reflexivna.

> symetricka — Ak (x,y) € R, tak 3 | (y —x). To znamena, Ze existuje k € Z také, Ze plati
y—x=3k. Ale potomx—y=—3ka (k€ Z) = (—k € Z),¢ize (3| (x—y)) = ((»x) € R),
a preto je relacia R symetricka.

> tranzitivna — Nech (x,y) € R a (y,z) € R. To znamena, Ze existuji celé ¢isla k,/ € Z také,
Ze plati (y—x=3k) A (z—y=3l). Ale ak posledné dve rovnosti s¢itame, tak dostaneme
z—x=3(k+1),¢Ze (3| (z—x)) = ((x,2) € R), t.j. reldcia R je tranzitivna.
Ukaézali sme, Ze R je reldciou ekvivalencie na mnoZine celych ¢isel a definuje na nej rozklad, ktory
bude maf tri triedy ekvivalencie.

0] = {x€Z 3|(x—0)}={x; x—0=3k keZ} = {3k ke Z)}
] = {x€Z3|(x—1)}={x; x—1=3k ke Z} = {3k+1; ke Z}
2] = {x€Z3|(x-2)}={x; x—2=3k ke Z} = {3k+2; ke Z}

Iné triedy ekvivalencie uz neexistuju, pretoZe kazdé celé ¢islo sa dé zapisaf v tvare 3k, 3k + 1 alebo
3k+2, kde k € Z. Takyto rozklad mnoZiny celych ¢isel sa nazyva aj rozklad na zvyskové triedy.
Do tej istej triedy ekvivalencie patria vSetky celé ¢isla, ktoré ddvaji rovnaky zvysok po deleni
¢islom 3. "

Funkcie

S funkciami sa Studenti FEISTU stretli uZ aj na predmetoch Matematika 1 a Matematika 2.
Na tychto predmetoch sa funkcie skiimaji z pohladu matematickej analyzy, t. j. hladaji sa defini¢né
obory, obory funkénych hodndt, predpisy inverznych funkcii, limity, derivacie, integraly . . .
Teraz sa budeme zaoberaf funkciami z iného pohl'adu. Funkcie jednej premenej budeme skimat
ako Specidlny pripad binarnych relécii, inverzné funkcie ako Specidlny pripad inverznych relacii a
zloZené funkcie ako Specidlny pripad zloZenych reldcii. [lustrujeme si to na jednoduchom priklade.

u Priklad 7.13 Zoberme si funkciu f: R — R definovani predpisom f(x) = x*. Potom
* pre x =0 mame f(0) =0,
* pre x =2 mdme f(2) =4,
* pre x =4 mame f(4) =16, ...
Uvedené priradenia mdézeme zapisaf aj ako usporiaadné dvojice (0,0),(2,4),(4,16)... a na mno-

Zinu tychto usporiadanych dvojic sa potom mdZeme pozeraf ako na bindrnu reldciu na redlnych
¢islach. .

Funkeciu si teraz definujeme ako isty druh mnoZiny usporiadanych dvojic.
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Definicia 7.3.1 — Funkcia. Nech X a Y sd mnoziny. Funkcia f z mnoZiny X do mnoZiny
Y, zapisujeme f: X — Y, je takd podmnoZina kartézskeho sicinu X x Y, Ze pre kazdé x € X
existuje prave jedno y € Y také, Ze (x,y) € f.

Mnozina X sa nazyva obor, alebo definicny obor, funkcie f a mnoZina Y sa nazyva koobor
funkcie f. MnoZina {y; y € YA (3x € X: (x,y) € f)} sa nazyva obor hodnot funkcie f.
Defini¢ny obor funkcie f sa zvykne oznacovaf D(f) a obor funkénych hodndt funkcie f sa
zvykne oznaCovat H(f) aplati H(f) C Y.

e Niekedy sa za defini¢ny obor neberie celd mnoZina X (D(f) = X), ale len jej podmnoZina
(D(f) C X). Funkcidm, pre ktoré D(f) C X, sa niekedy vravi aj parcidlne funkcie.

o Skutocnost, Ze existuje prdve jedno x € X sa zapisuje ako 3! x € X.

Vidime, Ze medzi bindrnymi reldciami a funkciami tak, ako si definované v definicii 7.3.1, je
uzky vzajomny vzfah. Funkcia f : X — Y je zdroven bindrna reldcia z mnoZiny X do mnoziny Y a
za istych podmienok to plati aj opacne. Napriklad funkciu z prikladu 7.13 moZeme zapisat aj ako
f={(x,x*): x€ R} C R xR. Na nasledujtcich troch prikladoch si ukdZeme, kedy dand reldcia
je a kedy nie je funkciou.

u Priklad 7.14 Majme bindrnu relaciu' f = {(1,a),(2,b),(3,a)} zmnoZziny X = {1,2,3} do mno-
ziny Y = {a,b,c}.

" Podla definicie 7.3.1, je f: X — Y funkcia z mnoZiny X do mnoZiny Y.
4 Sipkovy diagram tejto reldcie/ funkcie vidime na obrazku vlavo. Kazdému
vzoru, prvku mnoZiny X, prislicha jeden obraz, prvok mnoZiny Y.

X Y .

UkdaZeme si aj dva priklady reldcii, ktoré nie st funkciami.

» Priklad 7.15 Majme bindrnu reliciu g = {(1,a),(2,a),(3,b)} z mnoziny X = {1,2,3,4}
do mnoziny Y = {a,b,c}.

Podla definicie 7.3.1 reldcia g z mnoZiny X do mnoZiny Y nie je funkcia. \ 1
Sipkovy diagram tejto reldcie vidime na obrazku vpravo. Prvok 4 € X nem4
v reldcii g obraz z mnoZiny Y. Relécia g je len parcidlna funkcia s definicnym
oborom D(g) = {1,2,3} c X.
X Y

a Priklad 7.16 Majme binédrnu reldciu h = {(1,a),(1,b),(2,b),(3,c)} z mnoZiny X = {1,2,3}
do mnoziny Y = {a,b,c}.

<
!.\ Podla definicie 7.3.1 reldcia & z mnoZiny X do mnoZiny Y nie je funkcia.
Sipkovy diagram tejto reldcie vidime na obrazku vlavo. Prvok 1 € X ma dva

rozne obrazy v mnoZine Y.

X Y .

1V podkapitole o funkcidch budeme binérne reldcie oznadovat malymi pismenami latinskej abecedy.
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Z matematickej analyzy pozndme definicie injektivnosti, surjektivnosti a bijektivnosti funkcii.
Analogicky k tomu vieme definovaft tieto vlastnosti aj pre funkcie zadané pomocou relacii.

Definicia 7.3.2 — Injektivna funkcia. Funkcia f: X — Y sa nazyva injektivna, niekedy len
strucne injekcia, alebo po slovensky prostd, ak pre kazdé y € Y existuje najviac jedno x € X
také, Ze f(x) =y.

p) Uvedend definicia injektivnej funkcie presne zodpoveda tej, s ktorou sme sa uZ stretli na ma-
tematickej analyze.

m Priklad 7.17 UkdZzeme si priklady dvoch funkcii, z ktorych jedna je a druhd nie je injektivna.
Obe funkcie budd z mnoziny X = {1,2,3} do mnoziny Y = {a,b,c} a zaddme ich Sipkovym

diagramom.
b 'f
/
‘ '
X Y X Y
Této funkcia je injektivna. Funkcia z prikladu 7.14 nie je injektivna.

Podmienka injektivnosti, uvedend v definicii 7.3.2, sa d4 zapisaf a v matematickej analyze sa
obvykle aj zapisuje ako

Vax € X (x #x) = (f(x) # f(x)),
alebo, ¢o je ekvivalentné (veta o obmenenej implikécii), ako
Vxl ,Xp € X: (f()C]) = f(xz)) = (x1 :)Cz) .

Dal3ou vlastnosfou funkcif, ktort si definujeme, je surjektivnost.

Definicia 7.3.3 — Surjekfivna funkcia. Funkcia f : X — Y sa nazyva surjektivna, niekedy
len struéne surjekcia, ak plati H(f) =Y.

V slovenskej terminoldgii sa surjekcia zvykne nazyvat aj ,,funkcia na mnoZzinu ... *. Na-
priklad, ak by sme mali surjektivnu funkciu f: X — Y, tak by sme povedali ,, f je funkcia
na mnoZinu Y.

Podmienka surjektivnosti, uvedend v definicii 7.3.3, sa d4 ekvivalentne zapisaf a v matematickej
analyze sa vicSinou aj zapisuje ako

(VyeY)(3FxeX): f(x)=y.
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= Priklad 7.18 UkaZeme si priklady dvoch funkcii, z ktorych jedna je a druhd nie je surjektivna.
Obe funkcie zadame Sipkovym diagramom.

I

X Y X Y

Této funkcia je surjektivna. Této funkcia nie je surjektivna.

Ked uZ mame definovani injektivnost a surjektivnost, mdzeme tieto dve vlastnosti spojif a definovat
bijektivnost.

Definicia 7.3.4 — Bijektivna funkcia. Funkcia f: X — Y, ktord je stc¢asne injektivna aj
surjektivna, sa nazyva bijektivna funkcia, alebo stru¢ne bijekcia.

Funkcie uvedené v prikladoch 7.17 a 7.18 vlavo, t. j. tie, ktoré sd injektivne, resp. surjektivne, s
zaroveil aj bijekciami, ¢iZe maji obe uvedené vlastnosti. O bijektivnych funkciach plati nasledujtica
veta.

Veta 7.3.1 — O inverznej funkcii. Ak f: X — Y je bijektivna funkcia, tak relacia definovana
predpisom
T ={ox); ey ef}
je bijektivna funkcia z mnoZiny Y do mnoZiny X. Funkcia f~' sa nazyva inverzna funkcia
ku funkcii f.
Dokaz: musime dokazat, Ze f~! je funkcia a naviac aj bijekcia.
1. f7!je funkcia Funkcia f je injekcia a zdroveti surjekcia.
> Funkcia f je surjekcia. To, podla definicie 7.3.3 a poznamky za fiou, znamena Ze
((vy cY)(3xeX): flx)= y) = ((vy cY)3xeX): (xy) e f) , takze podla
definicie reldcie f~! plati (Vy € Y)(3xe€X): (y,x) € f L
> Funkcia f je injekcia. To, podla definicie 7.3.2 znamen4, Ze pre kazdé y € Y existuje
najviac jedno x € X také, Ze ((x,y) € f) < ((n,x) € 7).
Uvedené dva body hovoria o tom, Ze pre kazdé y € Y existuje prave jedno x € X také, Ze
(v,x) € f~1. TakZe podrla definicie 7.3.1 je f~! funkcia z mnoZiny Y do mnoZiny X.
2. f~! jebijekcia Potrebujeme ukazaf, 7e funkcia f~! je injektivna a sti¢asne surjektivna.
> f je funkcia, &ize pre kazdé x € X existuje prave jedno y € Y také, Ze (x,y) € f alebo
ekvivalentne (y,x) € f~'. To potom znamend, 7¢ f~' je injekcia, pretoZe nemozu
existovat yi,y2 € Y1 y1 # 2 také, Ze (y1,x) € f~' aj (y2,x) € f1.
> Plati, ze D(f) = X, pretoze f je funkcia. TakZe plati
(VxeX)(FyeY): () ef) e (bwef),
&o znamend, Ze f~! je surjektivna funkcia.
Tym sme dokazali, Zze f~! je funkcia a je injektivna a surjektivna si¢asne, t.j. f~! je bijektivna
funkcia. Q.E.D.




146 Kapitola 7. Ciastoéné usporiadanie, ekvivalencie, funkcie

p) V matematickej analyze sa pod pojmom funkcia obvykle mysli to, o my nazyvame parcidlna
funkcia (pozri poznamku za definiciou 7.3.1). Rozdiel medzi funkciou a parcidlnou funkciou
v naSom podani je v tom, Ze pre funkciu plati D(f) = X a pre pre parcidlnu funkciu plati
D(f) CX. Veta 7.3.1 pre parcidlne funkcie neplati. Pre parcidlne funkcie plati takdto veta:

Veta: Nech f: X — Y je injektivna parcidlna funkcia. Potom funkcia definovand predpisom

fﬁl = {(yax); (x’y) Ef}

je injektivna parcidlna funkcia z mnoZiny Y do mnoZiny X. Funkcia f~' sa nazyva inverznd

Sfunkcia ku funkcii f .

Ak bijektivnu funkciu f: X — Y chdpeme ako relaciu Ry medzi mnozinami X a Y, tak inverznd
funkcia f~! zodpovedd inverznej reldcii 9%)71.

= Priklad 7.19 Majme bijektivnu funkciu/reldciu f: X — Y z mnoziny X = {1,2,3} do mnoZiny
Y = {a,b,c}, definovanovand predpisom

f= {(17a)7 (2,6’), (37b)} = 9{f
Potom inverzna funkcia/reldcia f~! : Y — X bude maf predpis

fil = {(av 1)7 (b73)7 (672)} = fﬁ;l .

Funkcia je teda len Specidlny pripad reldcie, rovnako ako inverznd funkcia je len Specidlny
pripad inverznej reldcie. A kedZe reldcie moZno aj skladaf, nebude Ziadnym prekvapenim, Ze
zloZend funkcia je len Specidlny pripad zloZenej reldcie.

Definicia 7.3.5 — ZloZend funkcia. Nech f: X — Y a g: Y — Z. ZloZenou funkciou
go f: X — Z nazyvame funkciu dand predpisom

(8o f)(x) =g(f(x)-

m Priklad 7.20 Nech f = {(1,a),(2,a),(3,c)} je funkcia z mnoziny X = {1,2,3} do mnoZiny
Y = {a,b,c} a g={(a,y),(b,x),(c,z)} je funkcia z mnoziny Y = {a,b,c} do mnoZiny
Z = {x,y,z}. Potom go f : X — Z bude funkcia

gof ={(1,y),(2,5),(3:2)}

Sipkovy diagram funkcie g o f bude

gof

/ g
Vé< gof ™
Tt
I A
NG
X Y Z X Z

Funkciu f mdZeme chépaf aj ako reliciu Ry € X x Y a funkciu g ako reldciu R, C Y x Z.
Zlozend funkcia g o f potom presne zodpovedd zloZenej relacii Rg o Ry a aj ich Sipkové diagramy
st zhodné. "
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7.4 Cvicenia

Cvicenie 7.1 O kazdej relacii z cviceni 6.4, 6.5 a 6.6 (strana 133) rozhodnite, i je to Ciastocné
usporiadanie. u

Cvicenie 7.2 Maticou

1 2 3 4 5
1 /1 01 0 1
21 01 0 0 1
310 01 0O
4 1 0010
s\1 1 0 0 1

—

je dand reldcia R na mnozine X = {1,2,3,4,5}. Je tato reldcia ¢iastoénym usporiadanim? =

Cvicenie 7.3 Nasledujtice relacie su vSetky na mnoZine prirodzenych ¢isel N. O kazdej z nich
rozhodnite, ¢i je to Ciastocné usporiadanie.

(a) R= {(x,y); x=y A (x,y) ENZ} (e) R= {(x,y); x—=y=2A (x,) ENZ}
®) R={(x); 3| (x=y) A (xy)eN*} () R={(xy); x>y A (x,y) e N*}
© R={(x): 3] (x+2y) A (x,y) eN*} (2 R={(x,y); x>y A (x,y) e N*}
@ R={(x,y); [x—y[=2 A (x,y) eN?}

Cvicenie 7.4 O kazdej z nasledujtcich reldcii na danej mnozZine X overte, ¢i je to ¢iastoéné
usporiadanie.

() X={a,b,c,d} a R={(a,a),(a,b),(b,b),(b,c),(b,d),(c,d),(d,d)}

(b) X={0,1,2} a R={(x,y); x<y A (x,y) €X?}

(¢) X={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11} a R={(x,); 3| (vy—x) A (x,y) € X*}
d X=NaR= {(x,y); x<1+y A (x,y) EXz}

() X=ZaR={(x,y); x<1—y A (x,y) eX?}

() X=ZaR={(xy): x> A (x,y) €X?}

(g X=RaR= {(x,y); xy€Q A (x,) EXZ}

() X=RxR a (a,b)R(c,d) < ((a+b§c) A (b<d) A ((ab),(c,d) ex))

Cvicenie 7.5 Nech X # 0. Definujeme relaciu PR na poten¢nej mnozine & (X) predpisom
(A,B) € R & (A CB). Je tato reldcia Ciasto¢né usporiadanie? n

Cvicenie 7.6 O kazdej relacii z cviceni 6.11 (strana 134), 6.12¢c) a 6.15 (strana 135) zistite
Z jej maticovej reprezentécie, ¢i je ¢iastoénym usporiadanim. u

Cvicenie 7.7 Nech relacia 1| je Ciastocné usporiadanie na mnoZine X; a relacia R, je
¢iastocné usporiadanie na mnozine X,. Dokazte, Ze relacia R definovana predpisom

(x1,X2) R (x3,x4) <= ((x1%1x3) A (x29f{2x4))

je Ciastocné usporiadanie na mnozine X; x X. u
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Cvicenie 7.8 Nech X je mnozina vsetkych 4-bitovych refazcov. Kazdy bit ma hodnotu 0
alebo 1. Definujeme reldciu R na mnozine X takto: r| R r, prave vtedy, ked nejaky podretazec
dizky 2 refazca ry je rovnaky ako podretazec dizky 2 refazca r,. Napriklad 0111931010, pretoZe
oba refazce obsahuju podretazec 01, ale refazce 1110 a 0001 nie st v relécii, pretoZe neobsahuji
spolo¢ny podrefazec dizky 2. Je reldcia 91 Giastoéné usporiadanie? =

Cvicenie 7.9 Zistite, ¢i sd nasledujice relacie relaciami ekvivalencie na mnoZine
A ={1,2,3,4,5}. Ak dno, vypiste vSetky triedy ekvivalencie.

(@ R={(1,1),(1,3),(2,2),(3,1),(3,3),(4,4),(5,5)}

® R ={(1,1),(1,3),(2,2),(3,1),(3,3),(3,4),(4,3),(4,4),(5,5)}

© R={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4)}

@ R®={(1,1),(1,3),(1,5),(2,2),(3,1),(3,3),(3,5),(4,4),(5,1),(5,3),(5,5) }

© R={(xy); (1<x<S)A(1<y<5)A(xy) € A%}

O R={(xy); 4| x—y)A(xy) € A%}

(@ R ={(x); 3| (x+y)Alxy) € A%}

() %= {(x,y); x| (2-y)A(xy) € A’} .

I Cvicenie 7.10 Ako musi vyzeraf relacia ekvivalencie, ak ma len jednu triedu ekvivalencie? =

Cvicenie 7.11 Zistite, i st dané reldcie reldciami ekvivalencie na mnoZine vsetkych Tudi.
(@) R = {(x,y); x je rovnako vysoky ako y}
(b) R={
© %"= {(x

(x,y); x Zije v tom istom 3tdte ako y}
(x,3);
(d) R = {(x,y); xje vy$sinez y}
(x,3);
(,7);

x ma to isté krstné meno ako y}

(e) R = {(x,y); x md tych istych rodi¢ov ako y}
" R={(x,

x md td istd farbu vlasov ako y}

Cvicenie 7.12 Zapiste ako mnozinu usporiadanych dvojic reldciu ekvivalencie na mnoZine
{1,2,3,4} dand prislusnym rozkladom. Vypiste aj vSetky triedy ekvivalencie [1],[2], [3], [4].
@ {{1,2},{3,4}} © {{1},{2},{3},{4}} © {{1,2,3,4}}
®) {{1},{2},{3,4}} @ {{1,2,3},{4}}

predpisom (A‘J{B) & (A UuY=BU Y).
(a) Dokézte, ze R je relacia ekvivalencie. (c) Kolko existuje rdznych tried ekvivalen-
(b) Ngjdite [C], pre C = {1,3}. cie danej relacie R?

| Cvicenie 7.13 Nech X = {1,2,3,4,5} a Y = {3,4}. Definujme reldciu R na mnoZine #(X)

Cvicenie 7.14 Ak je R reldcia ekvivalencie na kone¢nej mnozine X a ak |X| = ||, tak ¢o
vieme s istotou povedaf o tom, ako musi reldcia R vyzerat? u
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Cvicenie 7.15 Uvedte priklad reldcie ekvivalencie na mnozine {1,2,3,4,5,6}, ktord ma préave
Styri triedy ekvivalencie. =

I Cvicenie 7.16 Korko reldcii ekvivalencie existuje na mnozine {1,2,3}? n

Cvicenie 7.17 Definujme reldciu p na mnoZine R, t. j. mnoZine vietkych funkcii f: R — R,
predpisom (fpg) < (f(0) =g(0)).
(a) Dokdzte, 7e p je reldcia ekvivalencie na mnozine R¥.
(b) Nech pre kazdé x € R: f(x) =x. PopiSte [ f].

Cvicenie 7.18 Nech X = {1,2,...,10}. Definujme reliciu %% na mnoZine X? predpisom
((a,b)R(c,d)) & (a+d=b+c).

(a) Dokézte, ze R je reldcia ekvivalencie na mnoZine X2.

(b) Vypiste jeden prvok kaZdej triedy ekvivalencie reldcie fA.

Cvicenie 7.19 Nech X = {1,2,...,10}. Definujme reldciu 9% na mnoZine X? predpisom
((a,b)R(c,d)) < (ad = bc). Dokaite, 7e R je reldcia ekvivalencie na mnoZine X2, n

Cvicenie 7.20 Nech fR jereflexivna a tranzitivna relicia na mnoZine X. Dokdzte, Ze )R N R ~!
je relacia ekvivalencia na mnozine X. u
iCenie 7. ec 1 a R, su dve relacie ekvivalencie na mnoZine X.
Cvicenie 7.21 Nech R; a R d 1 kvival X
(a) Dokézte, ze 931 N R, je relacia ekvivalencie na mnoZine X.

(b) Popiste triedy ekvivalencie 931 N JR, pomocou tried ekvivalencie relacii R a K.

Cvicenie 7.22 Dana je funkcia f : X — Y. Definujme reliciu YR na mnoZine X predpisom
(xRy) < (f(x) = f(y)). Dokdite, Ze R je reldcia ekvivalencie na mnoZine X. -

V nasledujticej tilohe budeme pouzivat pojem ,,charakteristickd funkcia mnoZiny“, a preto si ho
najskor definujeme.

Definicia 7.4.1 — Charakteristicka funkcia mnoziny. Nech % je univerzum a A C %.
Potom pre kazdé x € % definujeme funkciu f predpisom
) 1, akxe A
X)) =
0, akx¢ A

Takto definovand funkcia f: A — {0,1} sa nazyva charakteristickd funkcia mnoziny A.

Cvicenie 7.23 Nech % je univerzum, A C 7/ a f je charakteristickd funkcia mnoziny A.
Na % definujeme reldciu R predpisom (xRy) < (f(x) = f(y)). Podla cviCenia 7.22 je R
reldcia ekvivalencie na % . Ako budi vyzeraf triedy ekvivalencie pre reldciu R? n
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Cvicenie 7.24 Nech O je pevne dany bod v rovine. Nech R je reldcia ekvivalencie na mnoZine
vSetkych bodov roviny dand predpisom (A9RB) < (]AO| = |BO|), kde |AO|, resp. |BO|
oznaduji dizky tseciek AO, resp. BO. Naértnite triedu ekvivalencie nejakého bodu C # 0. =

Cvicenie 7.25 Relacia ekvivalencie na mnoZine X je dand maticou. Ako pomocou matice
reldcie urc¢ime triedu ekvivalencie daného prvku x € X? u

Cvicenie 7.26 Njjdite vsetky triedy ekvivalencie reldcie R danej maticou

a b ¢ d
a 1 0 0 O
»p 01 0 1
= cl 0010
d \0 1 0 1
|
I Cvicenie 7.27 Ako len pomocou matice reldcie zistime, ¢i je dand relacia funkciou? =

Cvicenie 7.28 Nech A je matica funkcie f : X — Y vzhladom na nejaké usporiadanie mnoZin
X a Y. Akd podmienku musi matica A spliiat, aby funkcia f bola surjekcia? u

Cvicenie 7.29 Pre kazdu z danych relacii R z mnoziny X = {1,2,3,4} do mnoZiny
Y = {a,b,c,d} zistite, ¢i ide o funkciu. Pokial je dand reldcia funkcia, tak ndjdite jej obor
hodndt, nakreslite jej Sipkovy diagram, zistite, ¢i ide o injekciu, surjekciu, bijekciu. Pokial je
dané funkcia bijektivna, njdite k nej inverzni funkciu.

@ R={(1,a),(2,0),(3,c),(4,b)}

() R ={(1,¢),(2,a),(2,d),(3,b),(4,0)}

© R={(1,0),(2,d),(3,a),(4,b)}

@ R={(1,d),(2,d),(4,a)}

@ R={(1,b),(2,b),(3,b),(4,b)} .

Cvicenie 7.30 Kolko existuje roznych funkcii f: X — Y z mnoziny X = {1,2,3} do mnoziny
Y ={a,b,c,d}? n

Cvicenie 7.31 Korlko existuje rdznych injektivnych funkcii f: X — Y, ak
(a) X={1,2,3} a Y={a,b,c,d}?
(b) X={1,2,3,4} a Y={a,b,c,d}?
(c) X={1,2,3,4,5} a Y={a,b,c,d}?

(a) X={1,2,3,4} a Y={a,b,c,d}?
b) X=1{1,2,3,4} a Y= {a,b,c}?

Cvicenie 7.32 Kolko existuje roznych surjektivnych funkcii f: X — Y, ak
(c) X=1{1,2,3,4} a Y=/{a,b,c,d,e}?
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Cvicenie 7.33 Kolko existuje roznych bijektivnych funkcii f: X — Y, ak
() X={1,2,3,4} a Y={a,b,c,d,e}?
(b) X={1,2,3,4,5} a Y={a,b,c,d}?
(c) X=1{1,2,3,4,5} a Y={a,b,c,d,e}?

Cvicenie 7.34 Kolko existuje roznych bijektivnych funkcii f : X — X na mnoZine
X={1,2,...,n}? u

Cvicenie 7.35 Na mnozine X = {a,b,c} je dand funkcia f = {(a,b), (b,c),(c,b)}.
(a) Zapiste zlozené funkcie fo f a fo fo f ako mnoZiny usporiadanych dvojic.
(b) Zapiste zloZené funkcie fo f a fo fo f pomocou matic.

(c) Definujeme funkciu
flt=fofo--of.
N—_——
n-krat

Zapiste funkcie f° a %23 ako mnoziny usporiadanych dvojic a pomocou matic.

Cvicenie 7.36 Namnozine X = {0, 1,2,3,4} mame dand funkciu f(x) =4x (mod 5). Zapiste
funkciu f ako mnoZinu usporiadanych dvojic a nakreslite jej Sipkovy diagram. Zistite, ¢i je
funkcia f injekcia, surjekcia, bijekcia. u

Cvicenie 7.37 Na mnozine X = {0,1,2,3,4,5} mame dand funkciu f(x) = 4x (mod 6). Za-
piste funkciu f ako mnoZinu usporiadanych dvojic a nakreslite jej Sipkovy diagram. Zistite, ¢i
je funkcia f injekcia, surjekcia, bijekcia. u

Cvicenie 7.38 Na mnoZine N definujte funkciu, ktorad
(a) je injekcia, ale nie surjekcia.
(b) je surjekcia, ale nie injekcia.
(c) je bijekcia, ale nie identicka funkcia (identickd funkcia je f(n) = n).

(d) nie je ani injekcia, ani surjekcia.
Cvicenie 7.39 Rieste ulohu 7.38, ale pre funkciu f: Z — N. =

Cvicenie 7.40 Majme f: A — B a S, T C A. Dokazte, Ze plati
(@ f(SUT) = f(S)Uf(T) () f(SNT) C £(S)Nf(T)
(c) ak f je injekcia, tak f(SNT) = £(S)N f(T) .

Cviéenie 7.41 Majme f: A =B a S,T C B. Definujeme f~!(S)={ac A: f(a) €S}
Dokézte, Ze plati

@ f1(SUT) =1 (S)us(T) (b) f71(SNT) = f~(S)nf~(T)
© f71(S) =171 -




152 Kapitola 7. Ciastoéné usporiadanie, ekvivalencie, funkcie

Cvicenie 7.42 Majme dané funkcie g: X - Y a f: Y — Z. O kazdom z nasledujicich
vyrokov zistite, i je pravdivy. Ak je dany vyrok pravdivy, dokdZte ho, ak nie je pravdivy,
ndjdite kontrapriklad.

(a) Ak g je injekcia, tak aj f o g je injekcia.

(b) Ak f je surjekcia, tak aj f o g je surjekcia.

(c) Ak g je surjekcia, tak aj f o g je surjekcia.

(d) Ak f aj g su surjekcie, tak aj f o g je surjekcia.

(e) Ak f aj g su bijekcie, tak aj f o g je bijekcia.

(f) Ak fog jeinjekcia, tak aj f je injekcia.

(g) Ak fog jeinjekcia, tak aj g je injekcia.

(h) Ak fog je surjekcia, tak aj f je surjekcia.

(1) Ak f a fog st injekcie, tak aj g je injekcia.

() Ak f a fog st surjekcie, tak aj g je surjekcia.

Cvicenie 7.43 Nech RR oznaduje mnoZinu vietkych funkcif z mnoZiny R do mnoZiny R. Pre
a € R definujeme funkciu E, : R® — R predpisom E,(f) = f(a).
(a) Je funkcia E, injektivna? Zddvodnite!
(b) Je funkcia E, surjektivna? Zdévodnite!

Cvicenie 7.44 Nech % je univerzum a A C % . Charakteristickd funkciu mnoZziny A, pozri
definiciu 7.4.1 (strana 149), ozna¢ime Cy (x). Dokézte Ze plati

() Vx € Z : Canp(x) = Ca(x).Cp(x)

(b) Vx € % : Caup(x) = Ca(x)+Cg(x) — Ca(x).Cp(x)

(c) Vxe U : Cx(x)=1-Calx)

(d) Vxe % : Cp\p(x) =Ca(x).(1—-Cg(x))

(e) Ak ACB, tak Vx e Z : Ca(x) < Cp(x)

() Vx e % : Canp(x) =Ca(x)+Cp(x) —2Cx(x).Cp(x)

Pozndmka: Symbol A je symetricka diferencia mnoZzin, definovana na strane 41.

Cvicenie 7.45 Majme dané mnoziny A a B, priCom |A| = m, |B| = nam # n. Uréte podmienku
na to, aby funkcia f : A — B mohla byf injekcia. M6Ze byt potom funkcia f aj surjekcia? =

I Cvicenie 7.46 Ukazte, Ze existuje bijekcia z mnozZiny A x B do mnoZiny B x A. u
Cvi€enie 7.47 Zistite

(a) korlko existuje surjekcii z trojprvkovej mnoziny na dvojprvkovi mnoZinu.

(b) kolko existuje injekcii z trojprvkovej mnoZiny na Stvorprvkovi mnoZinu.
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Cvicenie 7.48 Ktoré z nasledujtcich vlastnosti fukcii sa zachovavaja pri kompozicii funkcii?
Svoje tvrdenia dokazte!

(a) Injektivnost? (b) Surjektivnost? (c) Bijektivnost?
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