
7. Čiastočné usporiadanie, ekvivalencie, funkcie

7.1 Čiastočné usporiadanie
Ľahko sa dá nahliadnuť, že relácia R zadaná na množine celých čísel predpisom

R=
{
(x,y); (x,y) ∈ Z2 ∧ x≤ y

}
,

je reflexívna, antisymetrická a tranzitívna. Túto reláciu zvykneme označovať aj symbolom „≤“
a nazývať „usporiadanie“, pretože pomocou nej vieme množiny čísel usporiadať podľa veľkosti.
Rovnako aj relácia D zadaná na množine prirodzených čísel predpisom

D=
{
(x,y); (x,y) ∈ N2 ∧ x | y

}
,

je reflexívna, antisymetrická a tranzitívna. Vo všeobecnosti sa relácia s týmito vlastnosťami nazýva
čiastočné usporiadanie.

Definícia 7.1.1 — Čiastočné usporiadanie. Relácia R na množine X sa nazýva čiastočné
usporiadanie množinyX ak je reflexívna, antisymetrická a tranzitívna. Ak relácia R je čiastočné
usporiadanie množiny X a (x,y) ∈R, tak to zvykneme označovať x� y.

P Relácia čiastočného usporiadania na množine, nám prvky tejto množiny istým spôsobom
„usporiadava“.

Definícia 7.1.2 — Porovnateľné a neporovnateľné prvky. Majme reláciu � , ktorá je čias-
točným usporiadaním na množine X. Ak pre x,y ∈ X : (x� y) ∨ (y� x), tak x a y nazývame
porovnateľné prvky. Ak pre x,y ∈ X : (x 6� y) ∧ (y 6� x), tak x a y nazývame neporovnateľné
prvky.

� Príklad 7.1 Zoberme si napríklad reláciu D ( |) na množine prirodzených čísel, spomenutú pred
definíciou 7.1.1. Táto relácia je čiastočným usporiadaním množiny prirodzených čísel, ale nie
každé dve prirodzené čísla sú ňou porovnateľné. Ak si napríklad zoberieme čísla 7 a 15, tak platí
(7 - 15) ∧ (15 - 7). Čísla 7 a 15 sú preto reláciou | neporovnateľné. �
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Definícia 7.1.3 — Lineárne usporiadanie. Majme reláciu � , ktorá je čiastočným usporia-
daním na množine X. Ak ∀x,y ∈ X : (x � y) ∨ (y � x), tak sa relácia � nazýva lineárne
usporiadanie na množine X.

� Príklad 7.2 Zoberme si reláciu R (≤) na množine celých čísel, definovanú v úvode podkapitoly.
Táto relácia je lineárne usporiadanie na množineZ, pretože ľubovoľné dve čísla ňou vieme porovnať.
Platí ∀x,y ∈ Z : (x≤ y) ∨ (y≤ x). �

P Čiastočné usporiadanie na množineX sa nazýva „čiastočné“ preto, lebo môžu existovať prvky
množiny X, ktoré sa týmto usporiadaním nedajú porovnať, sú neporovnateľné.
Naproti tomu ak máme na množine X lineárne usporiadanie, tak týmto sa dajú porovnať
ľubovoľné dva prvky množiny X. Prvky množiny X môžeme „lineárne usporiadať“.

7.2 Rozklad množín a relácia ekvivalencie
Reláciu ekvivalencie môžeme definovať buď priamo pomocou jej vlastností, alebo sa k nej môžeme
dopracovať prostredníctvom množín a ich rozkladov. Najskôr si ukážeme prístup cez rozklad množín
a potom definujeme (definícia 7.2.3) reláciu ekvivalencie pomocou jej vlastností.

7.2.1 Rozklad množiny
Začneme definíciou jedného pomocného pojmu.

Definícia 7.2.1 — Systém množín. Systémom množín budeme nazývať množinu, ktorej prv-
kami sú množiny, t. j. množinu množín.

P So systémom množín sme sa už stretli na 1. prednáške pri definícii potenčnej množiny (de-
finícia 1.1.10 ). Ak máme množinu X, tak jej potenčná množina P(X) je množina všetkých
jej podmnožín.

� Príklad 7.3 Príklady systémov množín sú nasledovné množiny

S1 =
{
{0,1,3},{2,4,5},{1,2,7}

}
S2 =

{
〈k,k+1) : k ∈ Z

}
S3 =

{
{2n,2n+1} : n ∈ N

}
S4 =

{
{2n} : n ∈ N

}
S5 =

{
{2n+1} : n ∈ N

}
�

Definícia 7.2.2 — Rozklad množiny. Rozklad množiny X je taký systém R jej neprázdnych
podmnožín, že každý prvok x ∈ X patrí práve do jednej množiny R ∈ R. Množiny R ∈ R sa
nazývajú triedy rozkladu R.

� Príklad 7.4

• S2 z príkladu 7.3 je rozklad množiny reálnych čísel R.
• S3 z príkladu 7.3 je rozklad množiny prirodzených čísel N.
• S4∪S5 z príkladu 7.3 je tiež rozklad množiny prirodzených čísel N.

�
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� Príklad 7.5 Majme množinu X= {1,2,3,4,5}. Potom

R1 =
{
{1,2},{3,4},{5}

}
a R2 =

{
{1,3,5},{2},{4}

}
sú dva rôzne rozklady množiny X a

R3 =
{
{1,3},{2,4}

}
a R4 =

{
{1,2,3},{3,4,5}

}
nie sú rozklady množiny X . Žiadna z množín v R3 neobsahuje číslo 5 a v prípade R4 je číslo 3
v dvoch rôznych množinách. �

� Príklad 7.6 Nech X je množina študentov v posluchárni s n radmi sedadiel, na prednáške
z diskrétnej matematiky. Ďalej nech Ri, pre i = 1,2, . . . ,n, označuje množinu študentov sediacich
v i. rade posluchárne. Potom samozrejme platí ∀i : Ri ⊆ X a R = {R1,R2, . . . ,Rn} je rozklad
množiny X. Prečo? �

7.2.2 Relácia ekvivalencie
Ak máme akúkoľvek množinu X a jej rozklad R, tak tento rozklad úplne prirodzeným spôsobom
definuje binárnu reláciu R na množine X predpisom

∀ (x,y) ∈ X2 :
(
(x,y) ∈R

)
⇔
(
∃ R ∈ R : x,y ∈ R

)
Inak povedané, dva prvky množiny X sú v relácii práve vtedy, keď patria do rovnakej triedy
rozkladu R.
Ak by sme si zobrali rozklad z príkladu 7.6, tak relácia medzi študentami bude definovaná tak, že
dvaja študenti budú v relácii práve vtedy, ak sedia v rovnakom rade posluchárne. Táto relácia je
reflexívna, symetrická a tranzitívna. Vieme to ľahko overiť a platí to aj všeobecne, ako ukážeme
v nasledujúcej vete.

Veta 7.2.1 — O relácii danej rozkladom množiny. Nech R je rozklad množiny X a relácia
R je týmto rozkladom definovaná predpisom

∀ (x,y) ∈ X2 :
(
(x,y) ∈R

)
⇔
(
∃ R ∈ R : (x ∈ R) ∧ (y ∈ R)

)
Potom relácia R je reflexívna, symetrická a tranzitívna.

Dôkaz:

. reflexívna – Priamo z definície rozkladu množiny a definície relácie R platí

∀ x ∈ X :
(
∃ R ∈ R : (x ∈ R)

)
⇒
(
(x,x) ∈R

)
,

a preto je relácia R reflexívna.

. symetrická – Platí
(
(x ∈ R) ∧ (y ∈ R)

)
⇔
(
(y ∈ R) ∧ (x ∈ R)

)
. Preto poďla definície

relácie R platí
(
(x,y) ∈R

)
⇔
(
(y,x) ∈R

)
, čiže relácia R je symetrická.

. tranzitívna – Nech (x,y)∈R a (y,z)∈R. Potom podľa definície relácieRmusí existovať
nejaká trieda rozkladu, označme si ju R1 ∈ R, taká, že (x ∈ R1) ∧ (y ∈ R1). Rovnako,
vzhľadom na to že (y,z)∈R, musí existovať aj trieda rozkladu, označme si ju R2 ∈R, taká,
že (y ∈ R2) ∧ (z ∈ R2). Avšak, podľa definície rozkladu množiny, prvok y nemôže patriť
do dvoch rôznych tried rozkladu, takže platí R1 = R2 = R a (x ∈ R) ∧ (y ∈ R) ∧ (z ∈ R).
Potom však (x,z) ∈R a relácia R je tranzitívna.

Q.E.D.
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� Príklad 7.7 Majme množinu X = {1,2,3,4,5,6} a jej rozklad R =
{
{1,3,5},{2,6},{4}

}
.

Potom relácia R definovaná týmto rozkladom bude

R= {(1,1),(1,3),(1,5),(2,2),(2,6),(3,1),(3,3),(3,5),(4,4),(5,1),(5,3),(5,5),(6,2),(6,6)}
�

Majme rozklad R množiny X a reláciu R definovanú týmto rozkladom, Potom prvky množiny
X, ktoré patria do rovnakej triedy rozkladu, považujeme za ekvivalentné, rovnocenné, v zmysle
relácie R. Ak si napríklad zoberieme množinu, jej rozklad a reláciu ním definovanú, z príkladu
7.6, tak dvaja študenti budú v tejto relácii „ekvivalentní“, ak sedia v rovnakom rade posluchárne.
Takto chápaná ekvivalencia, rovnocennosť, je motiváciou pre nasledujúcu definíciu.

Definícia 7.2.3 — Relácia ekvivalencie. Binárna relácia na množine X, ktorá je reflexívna,
symetrická a tranzitívna, sa nazýva relácia ekvivalencie na množine X.

Napríklad relácia z príkladu 7.7 je reláciou ekvivalencie na množine X = {1,2,3,4,5,6}.
Buď priamo z množinového zápisu, alebo z orientovaného grafu tejto relácie sa ľahko môžeme
presvedčiť, že je reflexívna, symetrická aj tranzitívna. Okrem toho to vyplýva aj z vety 7.2.1, keďže
ide o reláciu definovanú rozkladom množiny X.

� Príklad 7.8 Nech

R= {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3),(3,4),(4,3),(4,4),(5,5)}

je relácia na množine X= {1,2,3,4,5}. Orientovaný graf tejto relácie je na nasledovnom obrázku
a z tohto grafu, ako aj z množinového zápisu danej relácie, vieme
ľahko overiť, že táto relácia je reflexívna, symetrická aj tranzi-
tívna. Takže R je relácia ekvivalencie.
Presne podľa toho istého predpisu, ktorým sme pomocou roz-
kladu množiny definovali reláciu, vieme pomocou relácie defino-
vať rozklad množiny.

V tomto príklade dostaneme rozklad R =
{
{1,2},{3,4},{5}

}
. Podrobnejšie sa tomu budeme

venovať v nasledujúcom texte. �

Uvedieme si teraz dva príklady relácií, ktoré nie sú reláciami ekvivalencie.

� Príklad 7.9 Majme reláciu R na množine celých čísel definovanú predpisom

R= {(x,y);
(
x≤ y

)
∧
(
(x,y) ∈ Z2)} .

Relácia R je reflexívna, je aj tranzitívna, ale nie je symetrická. Napríklad (2,3)∈R, ale (3,2) 6∈R.
Takže táto relácia nie je reláciou ekvivalencie. Je však čiastočne usporiadaná, pretože je reflexívna,
antisymetrická aj tranzitívna. �

� Príklad 7.10 Majme reláciu R= {(a,a),(b,c),(c,b),(d,d)} na množine X= {a,b,c,d}. Táto
relácia nie je reflexívna, pretože (b,b) 6∈R a (c,c) 6∈R. Takže nie je to relácia ekvivalencie. �

Veta 7.2.1 hovorí nielen o relácii definovanej rozkladom, ale aj o rozklade definovanom reláciou.
V predpise

∀ (x,y) ∈ X2 :
(
(x,y) ∈R

)
⇔
(
∃ R ∈ R : (x ∈ R) ∧ (y ∈ R)

)
je medzi reláciou R a príslušnosťou prvkov množiny do triedy R rozkladu R ekvivalencia (⇔).
Rovnako ako je každým rozkladom danej množiny prirodzene definovaná relácia ekvivalencie
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na tejto množine, je aj každou reláciou ekvivalencie na množine prirodzene definovaný rozklad
tejto množiny.

Definícia 7.2.4 — Triedy ekvivalencie. Nech R je relácia ekvivalencie na množine X. Potom
pre každé a ∈ X definujme

[a] =
{

x ∈ X; (a,x) ∈R
}
.

Množinu [a] nazývame trieda ekvivalencie prvku a v relácii R.

Trieda ekvivalencie prvku a ∈ X je teda tvorená všetkými tými prvkami množiny X, ktoré sú
s prvkom a v relácii R, čiže sú s ním „ekvivalentné“.

� Príklad 7.11 Zoberme si reláciu ekvivalencie z príkladu 7.8. Je to relácia

R= {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3),(3,4),(4,3),(4,4),(5,5)}
na množine X= {1,2,3,4,5}. Triedy ekvivalencie tejto relácie sú

[1] = {x ∈ X; (1,x) ∈R}= {1,2} [3] = {x ∈ X; (3,x) ∈R}= {3,4}

[2] = {x ∈ X; (2,x) ∈R}= {1,2} [4] = {x ∈ X; (4,x) ∈R}= {3,4}

[5] = {x ∈ X; (5,x) ∈R}= {5}

Ako vidíme, platí [1] = [2] a [3] = [4] a triedy ekvivalencie dané reláciou R tvoria rozklad
R=

{
{1,2},{3,4},{5}

}
=
{
[1], [3], [5]

}
=
{
[1], [2], [3], [4], [5]

}
množiny X. �

P Rovnosť
{
[1], [3], [5]

}
=
{
[1], [2], [3], [4], [5]

}
, uvedená v predošlom príklade platí na zá-

klade definície množiny (definícia 1.1.1) a platnosti rovností [1] = [2] a [3] = [4]. Na počte
opakovaní rovnakých prvkov totiž v množine nezáleží. Platí {a,b,c}= {a,a,b,c,c}.

To, že triedy ekvivalencie definovanej reláciou ekvivalencie tvoria rozklad množiny, ako bolo
ukázané v príkladoch 7.8 a 7.11, nie je náhoda. Platí to všeobecne. Triedy ekvivalencie a nimi
daný rozklad množiny pekne vidno na obrázku orientovaného grafu v príklade 7.8 na strane 140.
Triedy ekvivalencie, resp. nimi daný rozklad množiny, sú komponenty súvislosti orientovaného
grafu. Ako už bolo spomenuté, skutočnosť, že triedy ekvivalencie definované reláciou ekvivalencie
tvoria rozklad množiny, platí všeobecne. Sformulujeme to v nasledujúcej vete.

Veta 7.2.2 — O rozklade danom reláciou ekvivalencie. Ak R je relácia ekvivalencie
na množine X, tak R=

{
[a] : a ∈ X

}
je rozklad množiny X.

Dôkaz: Treba ukázať, že každý prvok X patrí práve jednému prvku systému množín R.

. Nech a ∈ X. Relácia R je reflexívna, t. j. (a,a) ∈R, a preto podľa definície 7.2.4 a ∈ [a].
Takže každý prvok množiny X patrí aspoň jednému prvku systému množín R.

. Potrebujeme ešte ukázať, že každé a∈X patrí práve jednému prvku systému množín R. To
ukážeme sporom. Pre každé a∈X platí a∈ [a]. Predpokladajme, že existuje b∈X také, že
platí

(
a∈ [b]

)
∧
(
[a] 6= [b]

)
. Nerovnosť [a] 6= [b] znamená, že∃c∈X :

(
c∈ [a]

)
∧
(
c 6∈ [b]

)
.

Poznámka: Prípad
(
c 6∈ [a]

)
∧
(
c ∈ [b]

)
sa dokazuje takmer rovnakým spôsobom, naviac

sa ešte využíva to, že relácia R je symetrická.
Ale c ∈ [a]⇒ (a,c) ∈ R. Ďalej a ∈ [b]⇒ (b,a) ∈ R. Keďže (b,a) ∈ R a (a,c) ∈ R a
relácia R je tranzitívna, tak aj (b,c) ∈R a potom platí c ∈ [b], čo je spor s c 6∈ [b], a preto
musí platiť [a] = [b].

Q.E.D.
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P Vo vete 7.2.2 sme okrem iného ukázali, že dve rôzne triedy ekvivalencie sú disjunktné, čiže
∀a,b ∈ X :

(
[a] 6= [b]

)
⇒
(
[a]∩ [b] = /0

)
. Takže systém tried ekvivalencie na množine X

tvorí rozklad množiny X.

Vety 7.2.1 a 7.2.2 spolu hovoria o jednoznačnej korešpondencii medzi reláciami ekvivalencie
na množine X a rozkladmi množiny X.

� Príklad 7.12 Majme na množine celých čísel danú reláciu

R= {(x,y); 3 | (y− x)∧ (x,y) ∈ Z2} .
Ľahko sa overí, že táto relácia je reflexívna, symetrická a tranzitívna.

. reflexívna – pre každé x ∈ Z platí x− x = 0 a 3 | 0. Preto (x,x) ∈ R, t. j. relácia R je
reflexívna.

. symetrická – Ak (x,y) ∈ R, tak 3 | (y− x). To znamená, že existuje k ∈ Z také, že platí
y−x = 3k. Ale potom x−y =−3k a (k ∈ Z)⇒ (−k ∈ Z), čiže

(
3 | (x−y)

)
⇒
(
(y,x) ∈R

)
,

a preto je relácia R symetrická.

. tranzitívna – Nech (x,y) ∈R a (y,z) ∈R. To znamená, že existujú celé čísla k, l ∈ Z také,
že platí (y− x = 3k)∧ (z− y = 3l). Ale ak posledné dve rovnosti sčítame, tak dostaneme
z− x = 3(k+ l), čiže

(
3 | (z− x)

)
⇒
(
(x,z) ∈R

)
, t. j. relácia R je tranzitívna.

Ukázali sme, že R je reláciou ekvivalencie na množine celých čísel a definuje na nej rozklad, ktorý
bude mať tri triedy ekvivalencie.

[0] = {x ∈ Z; 3 | (x−0)}= {x ; x−0 = 3k, k ∈ Z}= {3k; k ∈ Z}
[1] = {x ∈ Z; 3 | (x−1)}= {x ; x−1 = 3k, k ∈ Z}= {3k+1; k ∈ Z}
[2] = {x ∈ Z; 3 | (x−2)}= {x ; x−2 = 3k, k ∈ Z}= {3k+2; k ∈ Z}

Iné triedy ekvivalencie už neexistujú, pretože každé celé číslo sa dá zapísať v tvare 3k, 3k+1 alebo
3k+2 , kde k ∈ Z. Takýto rozklad množiny celých čísel sa nazýva aj rozklad na zvyškové triedy.
Do tej istej triedy ekvivalencie patria všetky celé čísla, ktoré dávajú rovnaký zvyšok po delení
číslom 3. �

7.3 Funkcie
S funkciami sa študenti FEI STU stretli už aj na predmetoch Matematika 1 a Matematika 2.
Na týchto predmetoch sa funkcie skúmajú z pohľadu matematickej analýzy, t. j. hľadajú sa definičné
obory, obory funkčných hodnôt, predpisy inverzných funkcií, limity, derivácie, integrály . . .

Teraz sa budeme zaoberať funkciami z iného pohľadu. Funkcie jednej premenej budeme skúmať
ako špeciálny prípad binárnych relácií, inverzné funkcie ako špeciálny prípad inverzných relácií a
zložené funkcie ako špeciálny prípad zložených relácií. Ilustrujeme si to na jednoduchom príklade.

� Príklad 7.13 Zoberme si funkciu f : R→ R definovanú predpisom f (x) = x2. Potom

• pre x = 0 máme f (0) = 0,
• pre x = 2 máme f (2) = 4,
• pre x = 4 máme f (4) = 16, . . .

Uvedené priradenia môžeme zapísať aj ako usporiaadné dvojice (0,0),(2,4),(4,16) . . . a na mno-
žinu týchto usporiadaných dvojíc sa potom môžeme pozerať ako na binárnu reláciu na reálnych
číslach. �

Funkciu si teraz definujeme ako istý druh množiny usporiadaných dvojíc.
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Definícia 7.3.1 — Funkcia. Nech X a Y sú množiny. Funkcia f z množiny X do množiny
Y, zapisujeme f : X→ Y, je taká podmnožina kartézskeho súčinu X×Y, že pre každé x ∈ X
existuje práve jedno y ∈ Y také, že (x,y) ∈ f .
Množina X sa nazýva obor, alebo definičný obor, funkcie f a množina Y sa nazýva koobor
funkcie f . Množina

{
y; y ∈ Y∧

(
∃x ∈ X : (x,y) ∈ f

)}
sa nazýva obor hodnôt funkcie f .

Definičný obor funkcie f sa zvykne označovať D( f ) a obor funkčných hodnôt funkcie f sa
zvykne označovať H( f ) a platí H( f )⊆ Y.

P • Niekedy sa za definičný obor neberie celá množina X
(
D( f ) =X

)
, ale len jej podmnožina(

D( f )⊂ X
)
. Funkciám, pre ktoré D( f )⊂ X, sa niekedy vraví aj parciálne funkcie.

• Skutočnosť, že existuje práve jedno x ∈ X sa zapisuje ako ∃ ! x ∈ X.

Vidíme, že medzi binárnymi reláciami a funkciami tak, ako sú definované v definícii 7.3.1, je
úzky vzájomný vzťah. Funkcia f : X→Y je zároveň binárna relácia z množiny X do množiny Y a
za istých podmienok to platí aj opačne. Napríklad funkciu z príkladu 7.13 môžeme zapísať aj ako
f = {(x,x2) : x ∈ R} ⊆ R×R. Na nasledujúcich troch príkladoch si ukážeme, kedy daná relácia
je a kedy nie je funkciou.

� Príklad 7.14 Majme binárnu reláciu1 f = {(1,a),(2,b),(3,a)} z množinyX= {1,2,3} do mno-
žiny Y= {a,b,c}.

Podľa definície 7.3.1, je f : X→ Y funkcia z množiny X do množiny Y.
Šípkový diagram tejto relácie / funkcie vidíme na obrázku vľavo. Každému
vzoru, prvku množiny X, prislúcha jeden obraz, prvok množiny Y.

�

Ukážeme si aj dva príklady relácií, ktoré nie sú funkciami.

� Príklad 7.15 Majme binárnu reláciu g = {(1,a),(2,a),(3,b)} z množiny X = {1,2,3,4}
do množiny Y= {a,b,c}.

Podľa definície 7.3.1 relácia g z množiny X do množiny Y nie je funkcia.
Šípkový diagram tejto relácie vidíme na obrázku vpravo. Prvok 4 ∈ X nemá
v relácii g obraz z množiny Y. Relácia g je len parciálna funkcia s definičným
oborom D(g) = {1,2,3} ⊂ X.

�

� Príklad 7.16 Majme binárnu reláciu h = {(1,a),(1,b),(2,b),(3,c)} z množiny X = {1,2,3}
do množiny Y= {a,b,c}.

Podľa definície 7.3.1 relácia h z množiny X do množiny Y nie je funkcia.
Šípkový diagram tejto relácie vidíme na obrázku vľavo. Prvok 1 ∈X má dva
rôzne obrazy v množine Y.

�

1V podkapitole o funkciách budeme binárne relácie označovať malými písmenami latinskej abecedy.
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Z matematickej analýzy poznáme definície injektívnosti, surjektívnosti a bijektívnosti funkcií.
Analogicky k tomu vieme definovať tieto vlastnosti aj pre funkcie zadané pomocou relácií.

Definícia 7.3.2 — Injektívna funkcia. Funkcia f : X→ Y sa nazýva injektívna, niekedy len
stručne injekcia, alebo po slovensky prostá, ak pre každé y ∈ Y existuje najviac jedno x ∈ X
také, že f (x) = y.

P Uvedená definícia injektívnej funkcie presne zodpovedá tej, s ktorou sme sa už stretli na ma-
tematickej analýze.

� Príklad 7.17 Ukážeme si príklady dvoch funkcií, z ktorých jedna je a druhá nie je injektívna.
Obe funkcie budú z množiny X = {1,2,3} do množiny Y = {a,b,c} a zadáme ich šípkovým
diagramom.

Táto funkcia je injektívna. Funkcia z príkladu 7.14 nie je injektívna.
�

Podmienka injektívnosti, uvedená v definícii 7.3.2, sa dá zapísať a v matematickej analýze sa
obvykle aj zapisuje ako

∀x1,x2 ∈ X : (x1 6= x2)⇒
(

f (x1) 6= f (x2)
)
,

alebo, čo je ekvivalentné (veta o obmenenej implikácii), ako

∀x1,x2 ∈ X : ( f (x1) = f (x2)
)
⇒ (x1 = x2) .

Ďalšou vlastnosťou funkcií, ktorú si definujeme, je surjektívnosť.

Definícia 7.3.3 — Surjektívna funkcia. Funkcia f : X→ Y sa nazýva surjektívna, niekedy
len stručne surjekcia, ak platí H( f ) = Y .

P V slovenskej terminológii sa surjekcia zvykne nazývať aj „funkcia na množinu . . . “. Na-
príklad, ak by sme mali surjektívnu funkciu f : X→ Y, tak by sme povedali „ f je funkcia
na množinu Y.“

Podmienka surjektívnosti, uvedená v definícii 7.3.3, sa dá ekvivalentne zapísať a v matematickej
analýze sa väčšinou aj zapisuje ako

(∀y ∈ Y)(∃x ∈ X) : f (x) = y .
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� Príklad 7.18 Ukážeme si príklady dvoch funkcií, z ktorých jedna je a druhá nie je surjektívna.
Obe funkcie zadáme šípkovým diagramom.

Táto funkcia je surjektívna. Táto funkcia nie je surjektívna.
�

Keď už máme definovanú injektívnosť a surjektívnosť, môžeme tieto dve vlastnosti spojiť a definovať
bijektívnosť.

Definícia 7.3.4 — Bijektívna funkcia. Funkcia f : X→ Y, ktorá je súčasne injektívna aj
surjektívna, sa nazýva bijektívna funkcia, alebo stručne bijekcia.

Funkcie uvedené v príkladoch 7.17 a 7.18 vľavo, t. j. tie, ktoré sú injektívne, resp. surjektívne, sú
zároveň aj bijekciami, čiže majú obe uvedené vlastnosti. O bijektívnych funkciách platí nasledujúca
veta.

Veta 7.3.1 — O inverznej funkcii. Ak f : X→ Y je bijektívna funkcia, tak relácia definovaná
predpisom

f−1 =
{
(y,x); (x,y) ∈ f

}
je bijektívna funkcia z množiny Y do množiny X. Funkcia f−1 sa nazýva inverzná funkcia
ku funkcii f .

Dôkaz: musíme dokázať, že f−1 je funkcia a naviac aj bijekcia.

1. f−1 je funkcia Funkcia f je injekcia a zároveň surjekcia.

. Funkcia f je surjekcia. To, podľa definície 7.3.3 a poznámky za ňou, znamená že(
(∀y ∈Y)(∃x ∈X) : f (x) = y

)
⇔
(
(∀y ∈Y)(∃x ∈X) : (x,y) ∈ f

)
, takže poďla

definície relácie f−1 platí (∀y ∈ Y)(∃x ∈ X) : (y,x) ∈ f−1.
. Funkcia f je injekcia. To, podľa definície 7.3.2 znamená, že pre každé y∈Y existuje

najviac jedno x ∈ X také, že
(
(x,y) ∈ f

)
⇔
(
(y,x) ∈ f−1

)
.

Uvedené dva body hovoria o tom, že pre každé y ∈ Y existuje práve jedno x ∈ X také, že
(y,x) ∈ f−1. Takže podľa definície 7.3.1 je f−1 funkcia z množiny Y do množiny X.

2. f−1 je bijekcia Potrebujeme ukázať, že funkcia f−1 je injektívna a súčasne surjektívna.

. f je funkcia, čiže pre každé x∈X existuje práve jedno y∈Y také, že (x,y)∈ f alebo
ekvivalentne (y,x) ∈ f−1. To potom znamená, že f−1 je injekcia, pretože nemôžu
existovať y1,y2 ∈ Y : y1 6= y2 také, že (y1,x) ∈ f−1 aj (y2,x) ∈ f−1.

. Platí, že D( f ) = X, pretože f je funkcia. Takže platí

(∀x ∈ X)(∃y ∈ Y) :
(
(x,y) ∈ f

)
⇔
(
(y,x) ∈ f−1) ,

čo znamená, že f−1 je surjektívna funkcia.

Tým sme dokázali, že f−1 je funkcia a je injektívna a surjektívna súčasne, t. j. f−1 je bijektívna
funkcia. Q.E.D.
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P V matematickej analýze sa pod pojmom funkcia obvykle myslí to, čo my nazývame parciálna
funkcia (pozri poznámku za definíciou 7.3.1). Rozdiel medzi funkciou a parciálnou funkciou
v našom podaní je v tom, že pre funkciu platí D( f ) = X a pre pre parciálnu funkciu platí
D( f )⊆ X. Veta 7.3.1 pre parciálne funkcie neplatí. Pre parciálne funkcie platí takáto veta:

Veta: Nech f : X→Y je injektívna parciálna funkcia. Potom funkcia definovaná predpisom

f−1 = {(y,x); (x,y) ∈ f }
je injektívna parciálna funkcia z množiny Y do množiny X. Funkcia f−1 sa nazýva inverzná
funkcia ku funkcii f .

Ak bijektívnu funkciu f : X→ Y chápeme ako reláciu R f medzi množinami X a Y, tak inverzná
funkcia f−1 zodpovedá inverznej relácii R−1

f .

� Príklad 7.19 Majme bijektívnu funkciu / reláciu f : X→Y z množiny X= {1,2,3} do množiny
Y= {a,b,c}, definovanovanú predpisom

f = {(1,a),(2,c),(3,b)}=R f .

Potom inverzná funkcia / relácia f−1 : Y→ X bude mať predpis

f−1 = {(a,1),(b,3),(c,2)}=R−1
f .

�

Funkcia je teda len špeciálny prípad relácie, rovnako ako inverzná funkcia je len špeciálny
prípad inverznej relácie. A keďže relácie možno aj skladať, nebude žiadnym prekvapením, že
zložená funkcia je len špeciálny prípad zloženej relácie.

Definícia 7.3.5 — Zložená funkcia. Nech f : X → Y a g : Y → Z. Zloženou funkciou
g◦ f : X→ Z nazývame funkciu danú predpisom(

g◦ f
)
(x) = g

(
f (x)

)
.

� Príklad 7.20 Nech f = {(1,a),(2,a),(3,c)} je funkcia z množiny X = {1,2,3} do množiny
Y = {a,b,c} a g = {(a,y),(b,x),(c,z)} je funkcia z množiny Y = {a,b,c} do množiny
Z= {x,y,z}. Potom g◦ f : X→ Z bude funkcia

g◦ f = {(1,y),(2,y),(3,z)} .

Šípkový diagram funkcie g◦ f bude

Funkciu f môžeme chápať aj ako reláciu R f ⊆ X×Y a funkciu g ako reláciu Rg ⊆ Y×Z.
Zložená funkcia g◦ f potom presne zodpovedá zloženej relácii Rg ◦R f a aj ich šípkové diagramy
sú zhodné. �
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7.4 Cvičenia

Cvičenie 7.1 O každej relácii z cvičení 6.4, 6.5 a 6.6 (strana 133) rozhodnite, či je to čiastočné
usporiadanie. �

Cvičenie 7.2 Maticou 

1 2 3 4 5

1 1 0 1 0 1
2 0 1 0 0 1
3 0 0 1 0 0
4 1 0 0 1 0
5 1 1 0 0 1


je daná relácia R na množine X= {1,2,3,4,5}. Je táto relácia čiastočným usporiadaním? �

Cvičenie 7.3 Nasledujúce relácie sú všetky na množine prirodzených čísel N. O každej z nich
rozhodnite, či je to čiastočné usporiadanie.

(a) R=
{
(x,y); x = y2 ∧ (x,y) ∈ N2

}
(b) R=

{
(x,y); 3 | (x− y) ∧ (x,y) ∈ N2

}
(c) R=

{
(x,y); 3 | (x+2y) ∧ (x,y) ∈ N2

}
(d) R=

{
(x,y); |x− y|= 2 ∧ (x,y) ∈ N2

}
(e) R=

{
(x,y); x− y = 2 ∧ (x,y) ∈ N2

}
(f) R=

{
(x,y); x > y ∧ (x,y) ∈ N2

}
(g) R=

{
(x,y); x≥ y ∧ (x,y) ∈ N2

}
�

Cvičenie 7.4 O každej z nasledujúcich relácií na danej množine X overte, či je to čiastočné
usporiadanie.

(a) X= {a,b,c,d} a R= {(a,a),(a,b),(b,b),(b,c),(b,d),(c,d),(d,d)}
(b) X= {0,1,2} a R=

{
(x,y); x≤ y ∧ (x,y) ∈ X2

}
(c) X= {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11} a R=

{
(x,y); 3 | (y− x) ∧ (x,y) ∈ X2

}
(d) X= N a R=

{
(x,y); x < 1+ y ∧ (x,y) ∈ X2

}
(e) X= Z a R=

{
(x,y); x < 1− y ∧ (x,y) ∈ X2

}
(f) X= Z a R=

{
(x,y); x | y2 ∧ (x,y) ∈ X2

}
(g) X= R a R=

{
(x,y); x.y ∈Q ∧ (x,y) ∈ X2

}
(h) X= R×R a (a,b)R(c,d) ⇔

(
(a+b≤ c) ∧ (b≤ d) ∧

(
(a,b),(c,d) ∈ X

))
�

Cvičenie 7.5 Nech X 6= /0. Definujeme reláciu R na potenčnej množine P(X) predpisom
(A,B) ∈R ⇔ (A⊆ B). Je táto relácia čiastočné usporiadanie? �

Cvičenie 7.6 O každej relácii z cvičení 6.11 (strana 134), 6.12 c) a 6.15 (strana 135) zistite
z jej maticovej reprezentácie, či je čiastočným usporiadaním. �

Cvičenie 7.7 Nech relácia R1 je čiastočné usporiadanie na množine X1 a relácia R2 je
čiastočné usporiadanie na množine X2. Dokážte, že relácia R definovaná predpisom

(x1,x2)R(x3,x4) ⇐⇒
((

x1R1 x3
)
∧
(

x2R2 x4
))

je čiastočné usporiadanie na množine X1×X2. �
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Cvičenie 7.8 Nech X je množina všetkých 4-bitových reťazcov. Každý bit má hodnotu 0
alebo 1. Definujeme reláciu R na množine X takto: r1Rr2 práve vtedy, keď nejaký podreťazec
dĺžky 2 reťazca r1 je rovnaký ako podreťazec dĺžky 2 reťazca r2. Napríklad 0111R1010, pretože
oba reťazce obsahujú podreťazec 01, ale reťazce 1110 a 0001 nie sú v relácii, pretože neobsahujú
spoločný podreťazec dĺžky 2. Je relácia R čiastočné usporiadanie? �

Cvičenie 7.9 Zistite, či sú nasledujúce relácie reláciami ekvivalencie na množine
A= {1,2,3,4,5}. Ak áno, vypíšte všetky triedy ekvivalencie.

(a) R=
{
(1,1),(1,3),(2,2),(3,1),(3,3),(4,4),(5,5)

}
(b) R=

{
(1,1),(1,3),(2,2),(3,1),(3,3),(3,4),(4,3),(4,4),(5,5)

}
(c) R=

{
(1,1),(2,2),(3,3),(4,4)

}
(d) R=

{
(1,1),(1,3),(1,5),(2,2),(3,1),(3,3),(3,5),(4,4),(5,1),(5,3),(5,5)

}
(e) R=

{
(x,y); (1≤ x≤ 5)∧ (1≤ y≤ 5)∧ (x,y) ∈ A2

}
(f) R=

{
(x,y); 4 | (x− y)∧ (x,y) ∈ A2

}
(g) R=

{
(x,y); 3 | (x+ y)∧ (x,y) ∈ A2

}
(h) R=

{
(x,y); x | (2− y)∧ (x,y) ∈ A2

}
�

Cvičenie 7.10 Ako musí vyzerať relácia ekvivalencie, ak má len jednu triedu ekvivalencie? �

Cvičenie 7.11 Zistite, či sú dané relácie reláciami ekvivalencie na množine všetkých ľudí.

(a) R=
{
(x,y); x je rovnako vysoký ako y

}
(b) R=

{
(x,y); x žije v tom istom štáte ako y

}
(c) R=

{
(x,y); x má to isté krstné meno ako y

}
(d) R=

{
(x,y); x je vyšší než y

}
(e) R=

{
(x,y); x má tých istých rodičov ako y

}
(f) R=

{
(x,y); x má tú istú farbu vlasov ako y

}
�

Cvičenie 7.12 Zapíšte ako množinu usporiadaných dvojíc reláciu ekvivalencie na množine
{1,2,3,4} danú príslušným rozkladom. Vypíšte aj všetky triedy ekvivalencie [1], [2], [3], [4].

(a)
{
{1,2},{3,4}

}
(b)

{
{1},{2},{3,4}

} (c)
{
{1},{2},{3},{4}

}
(d)

{
{1,2,3},{4}

} (e)
{
{1,2,3,4}

}
�

Cvičenie 7.13 Nech X= {1,2,3,4,5} a Y= {3,4}. Definujme reláciu R na množine P(X)
predpisom

(
ARB

)
⇔
(
A∪Y= B∪Y

)
.

(a) Dokážte, že R je relácia ekvivalencie.
(b) Nájdite

[
C
]
, pre C= {1,3}.

(c) Koľko existuje rôznych tried ekvivalen-
cie danej relácie R?

�

Cvičenie 7.14 Ak je R relácia ekvivalencie na konečnej množine X a ak |X| = |R|, tak čo
vieme s istotou povedať o tom, ako musí relácia R vyzerať? �
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Cvičenie 7.15 Uveďte príklad relácie ekvivalencie na množine {1,2,3,4,5,6}, ktorá má práve
štyri triedy ekvivalencie. �

Cvičenie 7.16 Koľko relácií ekvivalencie existuje na množine {1,2,3}? �

Cvičenie 7.17 Definujme reláciu ρ na množine RR, t. j. množine všetkých funkcií f : R→R,
predpisom ( f ρg)⇔

(
f (0) = g(0)

)
.

(a) Dokážte, že ρ je relácia ekvivalencie na množine RR.
(b) Nech pre každé x ∈ R : f (x) = x. Popíšte

[
f
]
.

�

Cvičenie 7.18 Nech X = {1,2, . . . ,10}. Definujme reláciu R na množine X2 predpisom(
(a,b)R(c,d)

)
⇔ (a+d = b+ c).

(a) Dokážte, že R je relácia ekvivalencie na množine X2.
(b) Vypíšte jeden prvok každej triedy ekvivalencie relácie R.

�

Cvičenie 7.19 Nech X = {1,2, . . . ,10}. Definujme reláciu R na množine X2 predpisom(
(a,b)R(c,d)

)
⇔ (ad = bc). Dokážte, že R je relácia ekvivalencie na množine X2. �

Cvičenie 7.20 Nech R je reflexívna a tranzitívna relácia na množineX. Dokážte, že R ∩R−1

je relácia ekvivalencia na množine X. �

Cvičenie 7.21 Nech R1 a R2 sú dve relácie ekvivalencie na množine X.

(a) Dokážte, že R1∩ R2 je relácia ekvivalencie na množine X.
(b) Popíšte triedy ekvivalencie R1∩ R2 pomocou tried ekvivalencie relácií R1 a R2.

�

Cvičenie 7.22 Daná je funkcia f : X→ Y. Definujme reláciu R na množine X predpisom(
xRy

)
⇔
(

f (x) = f (y)
)
. Dokážte, že R je relácia ekvivalencie na množine X. �

V nasledujúcej úlohe budeme používať pojem „charakteristická funkcia množiny“, a preto si ho
najskôr definujeme.

Definícia 7.4.1 — Charakteristická funkcia množiny. Nech U je univerzum a A ⊆ U .
Potom pre každé x ∈U definujeme funkciu f predpisom

f (x) =

{
1 , ak x ∈ A
0 , ak x 6∈ A

Takto definovaná funkcia f : A→{0,1} sa nazýva charakteristická funkcia množiny A.

Cvičenie 7.23 Nech U je univerzum, A ⊆ U a f je charakteristická funkcia množiny A.
Na U definujeme reláciu R predpisom

(
xRy

)
⇔
(

f (x) = f (y)
)
. Podla cvičenia 7.22 je R

relácia ekvivalencie na U . Ako budú vyzerať triedy ekvivalencie pre reláciu R? �
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Cvičenie 7.24 Nech O je pevne daný bod v rovine. Nech R je relácia ekvivalencie na množine
všetkých bodov roviny daná predpisom

(
ARB

)
⇔
(
|AO| = |BO|

)
, kde |AO|, resp. |BO|

označujú dĺžky úsečiek AO, resp. BO. Načrtnite triedu ekvivalencie nejakého bodu C 6= O. �

Cvičenie 7.25 Relácia ekvivalencie na množine X je daná maticou. Ako pomocou matice
relácie určíme triedu ekvivalencie daného prvku x ∈ X? �

Cvičenie 7.26 Nájdite všetky triedy ekvivalencie relácie R danej maticou

R=


a b c d

a 1 0 0 0
b 0 1 0 1
c 0 0 1 0
d 0 1 0 1


�

Cvičenie 7.27 Ako len pomocou matice relácie zistíme, či je daná relácia funkciou? �

Cvičenie 7.28 Nech A je matica funkcie f : X→Y vzhľadom na nejaké usporiadanie množín
X a Y. Akú podmienku musí matica A spĺňať, aby funkcia f bola surjekcia? �

Cvičenie 7.29 Pre každú z daných relácií R z množiny X = {1,2,3,4} do množiny
Y = {a,b,c,d} zistite, či ide o funkciu. Pokiaľ je daná relácia funkcia, tak nájdite jej obor
hodnôt, nakreslite jej šípkový diagram, zistite, či ide o injekciu, surjekciu, bijekciu. Pokiaľ je
daná funkcia bijektívna, nájdite k nej inverznú funkciu.

(a) R=
{
(1,a),(2,a),(3,c),(4,b)

}
(b) R=

{
(1,c),(2,a),(2,d),(3,b),(4,c)

}
(c) R=

{
(1,c),(2,d),(3,a),(4,b)

}
(d) R=

{
(1,d),(2,d),(4,a)

}
(e) R=

{
(1,b),(2,b),(3,b),(4,b)

}
�

Cvičenie 7.30 Koľko existuje rôznych funkcií f : X→Y z množiny X= {1,2,3} do množiny
Y= {a,b,c,d}? �

Cvičenie 7.31 Koľko existuje rôznych injektívnych funkcií f : X→ Y, ak

(a) X= {1,2,3} a Y= {a,b,c,d}?
(b) X= {1,2,3,4} a Y= {a,b,c,d}?
(c) X= {1,2,3,4,5} a Y= {a,b,c,d}?

�

Cvičenie 7.32 Koľko existuje rôznych surjektívnych funkcií f : X→ Y, ak

(a) X= {1,2,3,4} a Y= {a,b,c,d}?
(b) X= {1,2,3,4} a Y= {a,b,c}?
(c) X= {1,2,3,4} a Y= {a,b,c,d,e}?

�
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Cvičenie 7.33 Koľko existuje rôznych bijektívnych funkcií f : X→ Y, ak

(a) X= {1,2,3,4} a Y= {a,b,c,d,e}?
(b) X= {1,2,3,4,5} a Y= {a,b,c,d}?
(c) X= {1,2,3,4,5} a Y= {a,b,c,d,e}?

�

Cvičenie 7.34 Koľko existuje rôznych bijektívnych funkcií f : X → X na množine
X= {1,2, . . . ,n}? �

Cvičenie 7.35 Na množine X= {a,b,c} je daná funkcia f = {(a,b),(b,c),(c,b)}.
(a) Zapíšte zložené funkcie f ◦ f a f ◦ f ◦ f ako množiny usporiadaných dvojíc.
(b) Zapíšte zložené funkcie f ◦ f a f ◦ f ◦ f pomocou matíc.
(c) Definujeme funkciu

f n = f ◦ f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸
n-krát

.

Zapíšte funkcie f 9 a f 623 ako množiny usporiadaných dvojíc a pomocou matíc.
�

Cvičenie 7.36 Na množine X= {0,1,2,3,4}máme danú funkciu f (x) = 4x (mod 5). Zapíšte
funkciu f ako množinu usporiadaných dvojíc a nakreslite jej šípkový diagram. Zistite, či je
funkcia f injekcia, surjekcia, bijekcia. �

Cvičenie 7.37 Na množine X= {0,1,2,3,4,5} máme danú funkciu f (x) = 4x (mod 6). Za-
píšte funkciu f ako množinu usporiadaných dvojíc a nakreslite jej šípkový diagram. Zistite, či
je funkcia f injekcia, surjekcia, bijekcia. �

Cvičenie 7.38 Na množine N definujte funkciu, ktorá

(a) je injekcia, ale nie surjekcia.
(b) je surjekcia, ale nie injekcia.
(c) je bijekcia, ale nie identická funkcia (identická funkcia je f (n) = n).
(d) nie je ani injekcia, ani surjekcia.

�

Cvičenie 7.39 Riešte úlohu 7.38, ale pre funkciu f : Z→ N. �

Cvičenie 7.40 Majme f : A→ B a S,T⊆ A. Dokážte, že platí

(a) f (S∪T) = f (S)∪ f (T) (b) f (S∩T)⊆ f (S)∩ f (T)
(c) ak f je injekcia, tak f (S∩T) = f (S)∩ f (T) �

Cvičenie 7.41 Majme f : A→ B a S,T ⊆ B. Definujeme f−1(S) = {a ∈ A : f (a) ∈ S}.
Dokážte, že platí

(a) f−1(S∪T) = f−1(S)∪ f−1(T) (b) f−1(S∩T) = f−1(S)∩ f−1(T)
(c) f−1(S) = f−1(S) �
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Cvičenie 7.42 Majme dané funkcie g : X→ Y a f : Y→ Z. O každom z nasledujúcich
výrokov zistite, či je pravdivý. Ak je daný výrok pravdivý, dokážte ho, ak nie je pravdivý,
nájdite kontrapríklad.

(a) Ak g je injekcia, tak aj f ◦g je injekcia.
(b) Ak f je surjekcia, tak aj f ◦g je surjekcia.
(c) Ak g je surjekcia, tak aj f ◦g je surjekcia.
(d) Ak f aj g sú surjekcie, tak aj f ◦g je surjekcia.
(e) Ak f aj g sú bijekcie, tak aj f ◦g je bijekcia.
(f) Ak f ◦g je injekcia, tak aj f je injekcia.
(g) Ak f ◦g je injekcia, tak aj g je injekcia.
(h) Ak f ◦g je surjekcia, tak aj f je surjekcia.
(i) Ak f a f ◦g sú injekcie, tak aj g je injekcia.
(j) Ak f a f ◦g sú surjekcie, tak aj g je surjekcia.

�

Cvičenie 7.43 Nech RR označuje množinu všetkých funkcií z množiny R do množiny R. Pre
a ∈ R definujeme funkciu Ea : RR→ R predpisom Ea( f ) = f (a).

(a) Je funkcia Ea injektívna? Zdôvodnite!
(b) Je funkcia Ea surjektívna? Zdôvodnite!

�

Cvičenie 7.44 Nech U je univerzum a A ⊆ U . Charakteristickú funkciu množiny A, pozri
definíciu 7.4.1 (strana 149), označíme CA(x). Dokážte že platí

(a) ∀x ∈U : CA∩B(x) =CA(x).CB(x)

(b) ∀x ∈U : CA∪B(x) =CA(x)+CB(x)−CA(x).CB(x)

(c) ∀x ∈U : CA(x) = 1−CA(x)

(d) ∀x ∈U : CA\B(x) =CA(x).
(
1−CB(x)

)
(e) Ak A⊆ B, tak ∀x ∈U : CA(x)≤CB(x)

(f) ∀x ∈U : CA4B(x) =CA(x)+CB(x)−2CA(x).CB(x)

Poznámka: Symbol4 je symetrická diferencia množín, definovaná na strane 41.
�

Cvičenie 7.45 Majme dané množinyA aB, pričom |A|=m, |B|= n a m 6= n. Určte podmienku
na to, aby funkcia f : A→ B mohla byť injekcia. Môže byť potom funkcia f aj surjekcia? �

Cvičenie 7.46 Ukážte, že existuje bijekcia z množiny A×B do množiny B×A. �

Cvičenie 7.47 Zistite

(a) koľko existuje surjekcií z trojprvkovej množiny na dvojprvkovú množinu.
(b) koľko existuje injekcií z trojprvkovej množiny na štvorprvkovú množinu.

�
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Cvičenie 7.48 Ktoré z nasledujúcich vlastností fukcií sa zachovávajú pri kompozícii funkcií?
Svoje tvrdenia dokážte!

(a) Injektívnosť? (b) Surjektívnosť? (c) Bijektívnosť?
�
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