
6. Binárne relácie, ich vlastnosti a reprezentácia

Relácia popisuje/vyjadruje vzťah medzi množinami. Vo všeobecnosti to môže byť n množín.
V takom prípade hovoríme o n-árnej relácii. Nás ale budú zaujímať prevažne vzťahy medzi dvoma
množinami a vtedy hovoríme o binárnej relácii. Binárne aj n-árne relácie slúžia na vyjadrovanie
vzťahov medzi objektami reálneho života, pri ich popisovaní jazykom matematiky.

6.1 Binárne relácie

Ako už bolo spomenuté v úvode, binárne relácie vyjadrujú vzťah medzi dvoma množinami. Ilus-
trujeme si to na jednoduchom príklade.

� Príklad 6.1 V jazykovej škole Adam študuje angličtinu a nemčinu, Beáta francúzštinu a španiel-
činu, Cyril francúzštinu a Daniela španielčinu. Máme teda množinu študentov A={Adam, Beáta,
Cyril, Daniela} a množinu jazykov B ={angličtina, francúzština, nemčina, španielčina}. To, aký
jazyk kto študuje, sme popísali slovne, dá sa to vyjadriť aj tabuľkou alebo obrázkom

študent jazyk
Adam angličtina
Adam nemčina
Beáta francúzština
Beáta španielčina
Cyril francúzština

Daniela španielčina

a dá sa to vyjadriť aj pomocou usporiadaných dvojíc

R= {(A,a),(A,n),(B,f),(B,š),(C,f),(D,š)} .

Je zrejmé, že R⊆ A×B. Množina R sa nazýva binárna relácia a vyjadruje vzťah medzi prvkami
množiny A a prvkami množiny B, čiže to ktorý prvok jednej množiny, je vo vzťahu s prvkom druhej
množiny. �
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Vzťah medzi prvkami dvoch množín môžeme formalizovať pomocou pojmu binárnej relácie.

Definícia 6.1.1 — Binárna relácia. Ľubovoľná podmnožina kartézskeho súčinu X×Y sa
nazýva binárna relácia R z množiny X do množiny Y. Ak je (x,y) ∈R, tak hovoríme, že x je
v relácii s y a zapisujeme to xRy.
Ak platí X= Y, tak hovoríme, že R je binárna relácia na množine X.

Ako sme si už ukázali v príklade 6.1, binárne relácie sa dajú popísať
1. vymenovaním množiny R ,
2. tabuľkou,
3. šípkovým diagramom (príklad 6.1),
4. orientovaným grafom (pozri príklad 6.2),
5. pomocou nejakej vlastnosti zadanej napr. predpisom (príklad 6.2),
6. maticou (pozri podkapitolu 6.4, str. 128).

Pri popisovaní binárnej relácie R z množinyX do množinyY kreslíme množinu X vľavo, množinu
Y vpravo a z prvku x ∈ X pôjde šípka do prvku y ∈ Y práve vtedy, ak xRy. Pre binárnu reláciu
R na množine X (pre X= Y ) zostrojíme orientovaný graf s množinou vrcholov X.

� Príklad 6.2 Ukážeme si príklad relácie R na množine A= {1,2,3,4} definovanú predpisom

R= {(a,b) ; a,b ∈ A ∧ a≤ b} .

Platí R⊆A×A, túto reláciu vieme popísať aj vymenovaním jej prvkov

R= {(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,3),(2,4),(3,3),(3,4),(4,4)}

a pomocou orientovaného grafu túto reláciu môžeme zakresliť napríklad
tak, ako to vidíme na obrázku vľavo.

�

Ak máme reláciu R na množine X, tak vrcholy grafu relácie R budú prvky množiny X. Ak pre
x,y ∈X, je (x,y) ∈R, tak v orientovanom grafe pôjde orientovaná hrana z vrcholu x do vrcholu y.
Ak (x,x) ∈R, tak v grafe bude slučka na vrchole x.

� Príklad 6.3 Reláciu R na množine X = {a,b,c,d} môžeme zadať aj pomocou orientovaného
grafu. Nech je grafom relácie

Potom R= {(a,a),(b,c),(c,b),(d,d)}. �

6.2 Vlastnosti relácií

Na predmete Diskrétna matematika sa budeme zaoberať prevažne binárnymi reláciami na mno-
žine, čiže binárnymi reláciami, pre ktoré X=Y. V oboch kapitolách o reláciach, pokiaľ v konkrét-
nom prípade nebude uvedené inak, budeme pojmom relácia označovať binárnu reláciu na množine.
Teraz si definujeme a na príkladoch ilustrujeme niektoré vlastnosti relácií.

Definícia 6.2.1 — Reflexívna relácia. Majme reláciu R na množine X. Potom relácia R je
reflexívna, ak pre každé x ∈ X : (x,x) ∈R.
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Relácia z príkladu 6.2 je reflexívna, lebo pre všetky x ∈ X : x ≤ x. Preto má jej orientovaný
graf slučku pri každom svojom vrchole. To je zároveň vlastnosť grafu každej reflexívnej relácie.
Relácia z príkladu 6.3 nie je reflexívna, lebo (b,b) 6∈R a ani (c,c) 6∈R. Vidno to aj z jej grafu.
Pri vrchole b, ani pri vrchole c táto relácia nemá slučku.

Definícia 6.2.2 — Symetrická relácia. Majme reláciu R na množine X. Potom relácia R
je symetrická, ak platí (∀x ∈ X)(∀y ∈ X) : (x,y) ∈R⇒ (y,x) ∈R.

Relácia z príkladu 6.3 je symetrická, pretože platí

(a,a) ∈R ⇒ (a,a) ∈R

(d,d) ∈R ⇒ (d,d) ∈R

(b,c) ∈R ⇒ (c,b) ∈R

(c,b) ∈R ⇒ (b,c) ∈R

Ak v orientovanom grafe symetrickej relácie existuje hrana z vrcholu x do vrcholu y, tak musí
existovať aj spätná hrana z vrcholu y do vrcholu x. Graf relácie z príkladu 6.3 má túto vlastnosť
a graf relácie z príkladu 6.2 ju nemá. Relácia z príkladu 6.2 nie je symetrická, pretože pre x 6= y
neplatí implikácia (x≤ y)⇒ (y≤ x).
Na to, ako zistiť, či daná relácia nie je symetrická si znegujeme jej definíciu. Negáciou tvrdenia

(∀x ∈ X)(∀y ∈ X) : (x,y) ∈R⇒ (y,x) ∈R

je tvrdenie

(∃x ∈ X)(∃y ∈ X) : (x,y) ∈R ∧ (y,x) 6∈R

Na orientovanom grafe relácie sa to prejaví tak, že existuje hrana z vrcholu x do vrcholu y, ale
neexistuje spätná hrana z vrcholu y do vrcholu x.

Definícia 6.2.3 — Antisymetrická relácia. Majme reláciu R na množine X. Potom relácia
R je antisymetrická, ak platí (∀x ∈ X)(∀y ∈ X) :

(
(x,y) ∈R ∧ (y,x) ∈R

)
⇒ (x = y).

Relácia z príkladu 6.2 je antisymetrická, pretože platí (x ≤ y ∧ y ≤ x)⇒ (x = y). Naopak,
relácia z príkladu 6.3 antisymetrická nie je, pretože (b,c) ∈R a (c,b) ∈R, ale b 6= c.

Z vety o obmenenej implikácii, spomenutej v podkapitole o nepriamom dôkaze (podkapitola
2.2), vieme, že výroky p⇒ q a ¬q⇒¬p sú tautologicky ekvivalentné. Spravme teraz obmenenú
implikáciu ku implikácii z definície 6.2.3. Pôvodná implikácia je

(∀x ∈ X)(∀y ∈ X) :
(
(x,y) ∈R ∧ (y,x) ∈R

)
⇒ (x = y).

Ku nej obrátená, tautologicky ekvivalentná, implikácia bude

(∀x ∈ X)(∀y ∈ X) : (x 6= y)⇒
(
(x,y) 6∈R ∨ (y,x) 6∈R

)
.

Z posledne uvedenej implikácie vyplýva, že v orientovanom grafe antisymetrickej relácie medzi
každými dvoma rôznymi vrcholmi existuje najviac jedna hrana. Graf relácie z príkladu 6.2 túto
podmienku spĺňa, graf relácie z príkladu 6.3 ju nespĺňa.
Ak relácia nemá členy (x,y) pre x 6= y, tak je automaticky antisymetrická.

� Príklad 6.4 Napríklad relácia R= {(a,a),(b,b),(c,c)}, ktorej graf je na nasledovnom obrázku,
je antisymetrická. Takisto je z predošlých definícií a grafu tejto relácie zrejmé, že je aj symetrická.

Z tohto príkladu vidíme, že vlastnosť „byť antisymetrická“,
neznamená „nebyť symetrická“. Relácia môže byť súčasne
symetrická aj antisymetrická. �
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To, kedy daná relácia nie je antisymetrická, zisťujeme tak, že znegujeme podmienku v definícii
6.2.3. Pôvodna podmienka je

(∀x ∈ X)(∀y ∈ X) :
(
(x,y) ∈R ∧ (y,x) ∈R

)
⇒ (x = y)

a jej negácia bude mať podobu

(∃x ∈ X)(∃y ∈ X) :
(
(x,y) ∈R ∧ (y,x) ∈R

)
∧ (x 6= y).

Na orientovanom grafe nie antisymetrickej relácie nastáva situácia, že dva rôzne vrcholy sú oboj-
smerne spojené hranami. Taký graf je napríklad graf relácie z príkladu 6.3. Medzi vrcholmi b a c
existujú hrany v oboch smeroch a pritom b 6= c, sú to dva rôzne objekty z množiny X.

Definícia 6.2.4 — Tranzitívna relácia. Majme reláciu R na množine X. Potom relácia R je
tranzitívna, ak platí (∀x ∈ X)(∀y ∈ X)(∀z ∈ X) :

(
(x,y) ∈R ∧ (y,z) ∈R

)
⇒
(
(x,z) ∈R

)
.

� Príklad 6.5 Nech R je relácia na množine X= {1,2,3} definovaná predpisom

R=
{
(x,y) : x,y ∈ X ∧ x≤ y

}
.

Orientovaný graf tejto relácie je na obrázku vpravo. Relácia R je tranzitívna,
pretože platí

(x≤ y ∧ y≤ z)⇒ (x≤ z) .

�

Vo všeobecnosti musíme na overenie tranzitívnosti danej relácie prehľadať všetky dvojice
usporiadaných dvojíc, pre ktoré platí (x,y) ∈R, (y,z) ∈R a zistiť či aj (x,z) ∈R. V prípadoch ak
x = y, alebo y = z, je podmienka

(
(x,y) ∈R ∧ (y,z) ∈R

)
⇒
(
(x,z) ∈R

)
automaticky splnená

a netreba ju overovať. Overovať stačí prípady, keď x 6= y 6= z.
Vlastnosť „byť tranzitívna“ na orientovanom grafe relácie znamená, že ak existuju hrana

z vrcholu x do vrcholu y a existuje hrana z vrcholu y do vrcholu z , tak musí existovať aj hrana
z vrcholu x do vrcholu z . Celkovo, ak je daná relácia tranzitívna, môžu nastať dva prípady.

1. x 6= y , y 6= z , x 6= z

Červená hrana z vrcholu x do vrcholu z je vynútená tranzitívnosťou danej
relácie a existenciou hrán z x do y a z y do z .

2. x= z , x 6= y
Existenia hrán z x do y a z y do z = x vynucuje aj
existenciu slučky na vrchole x. Na obrázku vľavo je to
zvýraznené červenou farbou. Ale rovnako táto situácia
vynucuje aj existenciu slučky na vrchole y, čo je vidieť
na obrázku vpravo.



6.3 Operácie s reláciami 127

Ako zistíme, že daná relácia nie je tranzitívna? Znegujeme podmienku z definície 6.2.4. Pôvodná
podmienka je

(∀x ∈ X)(∀y ∈ X)(∀z ∈ X) :
(
(x,y) ∈R ∧ (y,z) ∈R

)
⇒
(
(x,z) ∈R

)
a jej negácia bude

(∃x ∈ X)(∃y ∈ X)(∃z ∈ X) :
(
(x,y) ∈R ∧ (y,z) ∈R

)
∧
(
(x,z) 6∈R

)
.

Relácia z príkladu 6.3 nie je tranzitívna, pretože (b,c) ∈ R, (c,b) ∈ R, ale (b,b), ani (c,c)
nepatria do relácie R.

� Príklad 6.6 Zoberme si reláciu R= {(a,b),(b,c)} na množine X= {a,b,c}.

Na obrázku vľavo je orientovaný graf relácie R. Táto relácia nie je tranzitívna,
pretože v grafe je hrana z vrcholu a do vrcholu b, je tam aj hrana z vrcholu b
do vrcholu c, avšak chýba tam pre tranzitívnosť „povinná“ hrana z vrcholu a
do vrcholu c. Na obrázku je táto chýbajúca hrana znázornená čiarkovane.

�

6.3 Operácie s reláciami

Pre ľubovoľnú reláciu R z množiny X do množinyY vieme zostrojiť aj „opačnú“ reláciu z množiny
Y do množiny X. Takáto „opačná“ relácia sa matematicky korektne nazýva inverzná relácia a dos-
taneme ju tak, že v relácii R prehodíme poradie všetkých jej usporiadaných dvojíc.

P Inverzné relácie sú zovšeobecnením inverzných funkcií.

Definícia 6.3.1 — Inverzná relácia. Majme reláciu R z množiny X do množiny Y. Inverzná
relácia k relácii R, označujeme ju R−1, je relácia z množiny Y do množiny X definovaná
predpisom R−1 = {(y,x); (x,y) ∈R}.

� Príklad 6.7 Majme množiny X= {2,3,4}, Y= {3,4,5,6,7} a reláciu R z množiny X do mno-
žiny Y, danú predpisom R=

{
(x,y) ; x | y ∧ (x,y) ∈ X×Y

}
. Takže prvky relácie R sú

R=
{
(2,4),(2,6),(3,3),(3,6),(4,4)

}
a potom inverzná relácia R−1 bude

R−1 =
{
(4,2),(6,2),(3,3),(6,3),(4,4)

}
.

Slovne by sme inverznú reláciu R−1 mohli popísať tak, že (x,y) ∈R−1 práve vtedy, ked „číslo x
je deliteľné číslom y“. �

Ak máme reláciu R1 z množiny X do množiny Y a reláciu R2 z množiny Y do množiny Z, tak
tieto dve relácie môžeme „zložiť“. Robíme to tak, že reláciu R2 aplikujeme na výsledok relácie
R1.

P Skladanie relácií je zovšeobecnením skladania funkcií.
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Definícia 6.3.2 — Skladanie relácií. Majme reláciu R1 z množiny X do množiny Y a reláciu
R2 z množiny Y do množiny Z. Zložením relácií R1 a R2 je relácia R2 ◦R1 z množiny X
do množiny Z, definovaná predpisom

R2 ◦R1 =

{
(x,z);

(
∃y ∈ Y : (x,y) ∈R1 ∧ (y,z) ∈R2

)}
.

� Príklad 6.8 Nech X= {1,2,3}, Y= {a,b,c} a Z= {x,y}. Ďalej nech R1 je relácia z množiny
X do množiny Y daná predpisom

R1 =
{
(1,a),(1,b),(2,b),(3,b),(3,c)

}
a R2 je relácia z množiny Y do množiny Z daná predpisom

R2 =
{
(a,x),(a,y),(b,y),(c,x)

}
.

Potom zložená relácia R2 ◦R1 bude

R2 ◦R1 =
{
(1,x),(1,y),(2,y),(3,x),(3,y)

}
.

Uvedené skladanie relácií R1 a R2 si môžeme pekne ilustrovať na nasledujúcom obrázku.

�

6.4 Maticová reprezentácia binárnych relácií

V časti 6.1 sme si ukázali, že binárne relácie sa dajú reprezentovať viacerými spôsobmi. Už sme
si na príkladoch ukázali reprezentáciu relácií vymenovaním ich prvkov, tabuľkou alebo šípkovým
diagramom (príklad 6.1, str. 123), orientovaným grafom aj popísaním vlastností nejakej relácie.
Ešte si ukážeme reprezentáciu binárnych relácií maticami.

Matice sú vhodný prostriedok na reprezentáciu binárnych relácií medzi dvoma konečnými
množinami. Ak máme reláciu R z množiny X do množiny Y, tak riadky matice budú zodpovedať
prvkom množiny X a stĺpce matice budú zodpovedať prvkom množiny Y, oboje v nejakom poradí.
Čísla v matici budú len 0 alebo 1. V prípade, že nejaký prvok množiny x ∈X je v relácii s prvkom
y ∈ Y, bude v matici na pozícii xy číslo 1. Na všetkých ostatných pozíciach budú čisla 0.

� Príklad 6.9 Majme reláciu R = {(1,b),(1,d),(2,c),(3,b),(3,c)} z množiny X = {1,2,3}
do množiny Y = {a,b,c,d}. Pri lexikografickom usporiadaní prvkov množín X a Y bude (6.1)
maticou relácie R.

a b c d

1 0 1 0 1
2 0 0 1 0
3 0 1 1 0

 (6.1)


d b a c

2 0 0 0 1
3 0 1 0 1
1 1 1 0 0

 (6.2)

Ak by sme ale prvky množiny X usporiadali v poradí (2,3,1) a prvky množiny Y v poradí
(d,b,a,c), tak maticou tej istej relácie R bude (6.2). �
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Ukážeme si ešte iný príklad. Tentoraz si zoberieme reláciu na množine.

� Príklad 6.10 Relácia R je daná na množine X= {a,b,c,d}, vymenovaním svojich prvkov

R= {(a,a),(b,b),(b,c),(c,b),(c,c),(d,d)} .
Pri lexikografickom usporiadaní prvkov množiny X bude matica relácie R


a b c d

a 1 0 0 0
b 0 1 1 0
c 0 1 1 0
d 0 0 0 1


�

P Matica relácie na množine je vždy štvorcová.

V časti 6.2 sme si definovali vlastnosti relácií: reflexívnosť, symetrickosť, antisymetrickosť,
tranzitívnosť. Ukázali sme ako zistíme, či daná relácia tieto vlastnosti má, alebo nemá, na základe
množinového zápisu alebo orientovaného grafu relácie. Často však, napr. pri reláciach na veľkých
množinách alebo spracovávaní na počítači, je na overovanie vlastností relácií výhodnejšia práve
ich maticová reprezentácia. Teraz si ukážeme ako z maticového zápisu danej relácie zistíme jej
vlastnosti. Rovnako ako v časti 6.2 sa tu budeme zaoberať len reláciami na množine a v ich maticovej
reprezentácií budú riadky aj stĺpce matice relácie vždy v rovnakom usporiadaní.

6.4.1 Reflexívnosť
Ak máme maticovú reprezentáciu reflexívnej relácie, tak všetky čísla na hlavnej diagonále matice
musia byť 1. Zoberme si napr. matice relácie z príkladu 6.2, strana 124. Bude to matica

Matica relácie z príkladu 6.2:


1 2 3 4

1 1 1 1 1
2 0 1 1 1
3 0 0 1 1
4 0 0 0 1

 (6.3)

Táto matica má všetky čísla na hlavnej diagonále 1 a z toho hneď vidíme, že zodpovedajúca relácia
je reflexívna. Pozrime sa teraz na maticu relácie z príkladu 6.3, strana 124.

Matica relácie z príkladu 6.3:


a b c d

a 1 0 0 0
b 0 0 1 0
c 0 1 0 0
d 0 0 0 1

 (6.4)

Táto matica má v 2. a 3. riadku na hlavnej diagonále čísla 0, a preto zodpovedajúca relácie nie je
reflexívna.

6.4.2 Symetrickosť
To, či daná relácia je, alebo nie je, symetrická, zistíme z jej matice rovnako ľahko ako jej reflexív-
nosť. Matica symetrickej relácie musí byť symetrická podľa hlavnej diagonály. Ak si maticu relácie
R označíme R a jej prvky ri j, tak pre symetrickú reláciu musí platiť R=RT , alebo inak povedané
∀i, j : ri j = r j i.
Relácia z príkladu 6.3 je symetrická, pozri maticu (6.4) a relácia z príkladu 6.2 symetrická nie je,
pozri maticu (6.3).
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6.4.3 Antisymetrickosť
Podľa definície je daná relácia na množine X antisymetrická, ak platí

(∀x ∈ X)(∀y ∈ X) :
(
(x,y) ∈R ∧ (y,x) ∈R

)
⇒ (x = y) .

Alebo môžeme povedať, že daná relácia na množine X antisymetrická nie je, ak platí

(∃x ∈ X)(∃y ∈ X) :
(
(x,y) ∈R ∧ (y,x) ∈R

)
∧ (x 6= y) .

Priamo z definície je zrejmé, že antisymetrickosť vieme z matice danej relácie overiť rovnako ľahko
ako predošlé vlastnosti. Budeme pritom overovať, či daná relácie nie je antisymetrická, pretože
tento test je jednoduchší (rýchlejší), než overovanie či, antisymetrická je. Ak si maticu relácie R
označíme R a jej prvky ri j, tak relácia R nie je antisymetrická, ak

∃ i, j : (i 6= j) ∧ (ri j = r j i = 1) .

Relácia z príkladu 6.3 nie je antisymetrická, pozri maticu (6.4). V tejto matici r23 = r32 = 1
a 2 6= 3. Relácia z príkladu 6.2 antisymetrická je, pozri maticu (6.3). Ešte si môžeme pozrieť aj
maticu relácie z príkladu 6.4 (str. 125). Je to matica

Matica relácie z príkladu 6.4:


a b c

a 1 0 0
b 0 1 0
c 0 0 1

 (6.5)

Táto relácia je aj symetrická, aj antisymetrická.

6.4.4 Tranzitívnosť
S overovaním tranzitívnosti danej relácie pomocou jej maticovej reprezentácie je to trochu kom-
plikovanejšie než s ostatnými troma vlastnosťami. Preto si najskôr situáciu ilustrujeme na príklade
relácie medzi dvoma množinami. Až potom sformulujeme vetu hovoriacu o tom, ako zistíme
tranzitívnosť relácie z jej maticováho zápisu. Bude to veta 6.4.3.

� Príklad 6.11 Nech R1 = {(1,a),(2,b),(3,a),(3,b)} je relácia z množiny X= {1,2,3} do mno-
žiny Y = {a,b} a nech R2 = {(a,x),(a,y),(b,y),(b,z)} je relácia z množiny Y do množiny
Z= {x,y,z}. Pri lexikografickom usporiadaní prvkov množín X, Y a Z budú mať relácie R1 a R2
matice R1 a R2.

R1 =


a b

1 1 0
2 0 1
3 1 1

 a R2 =

( x y z

a 1 1 0
b 0 1 1

)
a súčin týchto dvoch matíc bude

R1.R2 =


x y z

1 1 1 0
2 0 1 1
3 1 2 1


Ukážeme si čo predstavuje súčin R1.R2. Dokážeme, že ak by sme číslo 2 v poslednom riadku
nahradili číslom 1, tak takto upravená matica R1.R2 by bola maticou zloženej relácie R2 ◦R1.
Toto dokážeme ako lemu, aj keď ide len o pomocné tvrdenie ku tomuto konkrétnemu príkladu.
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Lema 6.4.1 — O súčine R1.R2 z príkladu 6.11. Nech i∈ {1,2,3} a k ∈ {x,y,z}. Potom prvok
v i. riadku a k. stĺpci matice R1.R2 (budeme ho označovať rik) je nenulový práve vtedy, keď
(i,k) ∈R2 ◦R1.

Dôkaz: v tvrdení sa jedná o ekvivalenciu, takže dokazovať ho budeme ako dve implikácie.

⇒ Prvok rik matice R1.R2 sa počíta ako skalárny súčin i. riadku matice R1 a k. stĺpca
matice R2. Označme si

i. riadok matice R1 : (s, t) a k. stĺpec matice R2 :
(

u
v

)
, kde s, t,u,v ∈ {0,1}.

Potom

rik =
( a b

i s t
)
.

( k

a u
b v

)
= s.u+ t.v .

Nech rik 6= 0, čiže s.u+ t.u 6= 0. Potom buď s.u 6= 0, alebo t.v 6= 0. Nech s.u 6= 0 (prípad
t.v 6= 0 sa ukáže podobne). Potom s 6= 0 a u 6= 0. To ale znamená, že (i,a) ∈ R1 a
(a,k) ∈R2, a preto (i,k) ∈R2 ◦R1.

⇐ Nech (i,k) ∈R2 ◦R1. Potom (i,a) ∈R1 a (a,k) ∈R2, alebo (i,b) ∈R1 a (b,k) ∈R2.
V prvom prípade s.u= 1, v druhom prípade t.v= 1. Z toho vyplýva, že rik = s.u+t.v 6= 0.
Takže dokázali sme, že ak (i,k) ∈R2 ◦R1, tak rik 6= 0.

Q.E.D.

V predošlom tvrdení sme dokázali, že (i,k) ∈ R2 ◦R1 práve vtedy, keď matica R1.R2 má v i.
riadku a k. stĺpci nenulové číslo. Preto matica R1.R2 je „takmer“ matica relácie R2 ◦R1. Stačí
ak všetky nenulové čísla matice R1.R2 nahradíme jednotkami a dostaneme tým maticu relácie
R2 ◦R1. Matica relácie R2 ◦R1 bude teda


x y z

1 1 1 0
2 0 1 1
3 1 1 1


�

Výsledok dokázaný v príklade 6.11 sa dá zovšeobecniť.

Veta 6.4.2 — O matici zloženej relácie. Nech X, Y a Z sú konečné množiny. Ďalej nech
R1 je relácia z množiny X do množiny Y a R2 je relácia z množiny Y do množiny Z. Zvoľme
si pevné usporiadanie množín X, Y a Z a nech R1 je matica relácie R1 a R2 je matica relácie
R2 v tomto usporiadaní. Potom matica relácie R2 ◦R1, vzhľadom na zvolené usporiadenie, sa
získa tak, že v matici R1.R2 všetky nenulové čísla nahradíme jednotkami.

Dôkaz: tejto vety sa robí analogicky ako dôkaz lemy 6.4.1.

Pomocou vety 6.4.2 už vieme rozhodnúť o tranzitívnosti danej relácie na základe jej maticovej
reprezentácie. Podmienku určenia tranzitívnosti danej relácie na základe jej maticovej reprezentácie
dokážeme ako vetu 6.4.3.
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Veta 6.4.3 — Tranzitívnosť relácie na množine. Relácia R na množine X je daná maticou
R, pričom prvky množiny X sú pevne usporiadané. Relácia R je tranzitívna práve vtedy, keď
platí tvrdenie: „ak (i j). prvok matice R2 je nenulový, tak aj (i j). prvok matice R je nenulový.“

Dôkaz: je založený na vete 6.4.2. Tvrdenie budeme opäť dokazovať ako dve implikácie.

⇒ Nech relácia R je tranzitívna a nech (i j). prvok matice R2 je nenulový. To, podľa vety
6.4.2, znamená, že (i, j) ∈R◦R. Musí preto existovať k ∈ X : (i,k) ∈R ∧ (k, j) ∈R.
Z tranzitívnosti relácie R potom dostávame, že (i, j) ∈R, čiže (i j). prvok matice R je
nenulový.

⇐ Nech platí tvrdenie: „ak (i j). prvok matice R2 je nenulový, tak aj (i j). prvok matice
R je nenulový.“ Nech x,y,z ∈ X a pri danom usporiadaní množiny X, x je i., y je k. a z
je j. prvok množiny X. Ďalej nech (x,y) ∈ R a (y,z) ∈ R. Potom (x,z) ∈ R ◦R, čiže
(i j). prvok matice R2 je nenulový. To podľa platného tvrdenia znamená, že aj (i j). prvok
matice R je nenulový, čo ďalej znamená, že (x,z) ∈R. Takže ak platí uvedené tvrdenie,
tak relácia R je tranzitívna.

Q.E.D.

Využitie vety 6.4.3 si ilustrujeme na nasledujúcich dvoch príkladoch.

� Príklad 6.12 Majme reláciu R= {(a,a),(b,b),(b,c),(c,b),(c,c),(d,d)}, (príklad 6.10) na mno-
žine X= {a,b,c,d}. Matica tejto relácie je

R=


a b c d

a 1 0 0 0
b 0 1 1 0
c 0 1 1 0
d 0 0 0 1

 a R2 =


a b c d

a 1 0 0 0
b 0 2 2 0
c 0 2 2 0
d 0 0 0 1

 .

Z uvedených matíc vidíme, že ak (i j). prvok matice R2 je nenulový, tak aj (i j). prvok matice R
je nenulový. To podľa vety 6.4.3 znamená, že relácia R je tranzitívna. �

� Príklad 6.13 Majme reláciu R= {(a,a),(a,c),(b,b),(c,b),(c,c),(d,d)}, definovanú na mno-
žine X= {a,b,c,d}. Matica tejto relácie je

R=


a b c d

a 1 0 1 0
b 0 1 0 0
c 0 1 1 0
d 0 0 0 1

 a R2 =


a b c d

a 1 1 2 0
b 0 1 0 0
c 0 2 1 0
d 0 0 0 1

 .

Z uvedených matíc vidíme, že neplatí tvrdenie „ak (i j). prvok matice R2 je nenulový, tak aj (i j).
prvok matice R je nenulový“, pretože

{
R2
}

12 = 1, ale {R}12 = 0. To podľa vety 6.4.3 znamená,
že relácia R nie je tranzitívna. �
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6.5 Cvičenia

Cvičenie 6.1 Nakreslite orientovaný graf relácie

(a) R= {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3)}, na množine X= {1,2,3},
(b) R= {(1,1),(2,3),(3,4),(4,1)}, na množine X= {1,2,3,4},
(c) X= {1,2,3,4} a R=

{
(x,y); (x,y) ∈ X2 ∧ x2 ≥ 4

}
.

�

Cvičenie 6.2 Zapíšte reláciu danú orientovaným grafom ako množinu usporiadaných dvojíc
a) b)

�

Cvičenie 6.3 Pre každú reláciu z cvičení 6.1 a 6.2 nájdite inverznú reláciu. �

Cvičenie 6.4 Predpisom R=
{
(x,y); 3 | (x− y) ∧ (x,y) ∈ X2

}
je daná relácia R na mno-

žine X= {1,2,3,4,5}.
(a) Zapíšte reláciu R ako množinu usporiadaných dvojíc.
(b) Nakreslite orientovaný graf relácie R.
(c) Zostrojte reláciu R−1.

�

Cvičenie 6.5 Predpisom R =
{
(x,y); x+ y≤ 6 ∧ (x,y) ∈ X2

}
je daná relácia R na mno-

žine X= {1,2,3,4,5}.
(a) Zapíšte reláciu R ako množinu usporiadaných dvojíc.
(b) Nakreslite orientovaný graf relácie R.
(c) Zostrojte reláciu R−1.

�

Cvičenie 6.6 Predpisom R =
{
(x,y); x = y−1 ∧ (x,y) ∈ X2

}
je daná relácia R na mno-

žine X= {1,2,3,4,5}.
(a) Zapíšte reláciu R ako množinu uspo-

riadaných dvojíc.
(b) Nakreslite orientovaný graf relácie R.
(c) Zostrojte reláciu R−1.

�

Cvičenie 6.7 Na množine X= {1,2,3,4} sú dané dve relácie

R1 = {(1,1),(1,2),(3,4),(4,2)} a R2 = {(1,1),(2,1),(2,2),(3,1),(4,4)} .

Nájdite relácie
(a) R1 ◦R1 (b) R1 ◦R2 (c) R2 ◦R1 (d) R2 ◦R2

�
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Cvičenie 6.8 Na množine X= {1,2,3,4} nájdite príklad relácie, ktorá je

(a) reflexívna a symetrická, ale nie tranzitívna,
(b) reflexívna, nie symetrická, nie tranzitívna,
(c) reflexívna a antisymetrická, ale nie tranzitívna,
(d) nie reflexívna, symetrická, nie antisymetrická, tranzitívna,
(e) nie reflexívna, nie symetrická, tranzitívna,

�

Cvičenie 6.9 Nech R a S sú dve relácie na množine X. O každom z nasledujúcich výrokov
rozhodnite, či je pravdivý. Ak je pravdivý, dokážte ho, ak nie je pravdivý, nájdite kontrapríklad.

(a) Ak R je tranzitívna, tak R−1 je tranzitívna.
(b) Ak R je reflexívna, tak R−1 je reflexívna.
(c) Ak sú R, S reflexívne, tak je R∪S reflexívna.
(d) Ak sú R, S reflexívne, tak je R∩S reflexívna.
(e) Ak sú R, S reflexívne, tak je R◦S reflexívna.
(f) Ak R je symetrická, tak R−1 je symetrická.
(g) Ak sú R, S symetrické, tak je R∪S symetrická.
(h) Ak sú R, S symetrické, tak je R∩S symetrická.
(i) Ak sú R, S symetrické, tak je R◦S symetrická.
(j) Ak R je antisymetrická, tak R−1 je antisymetrická.
(k) Ak sú R, S antisymetrické, tak je R∪S antisymetrická.
(l) Ak sú R, S antisymetrické, tak je R∩S antisymetrická.

(m) Ak sú R, S antisymetrické, tak je R◦S antisymetrická.
�

Cvičenie 6.10 Nájdite maticu relácie R z množiny X do množiny Y pri usporiadaní množín
X a Y tak, ako je to uvedené v zadaní.

(a) R=
{
(1,δ ),(2,α),(2,ε),(3,β ),(3,ε)

}
, X= {1,2,3} a Y= {α,β ,γ,δ ,ε}

(b) R=
{
(1,δ ),(2,α),(2,ε),(3,β ),(3,ε)

}
, X= {3,2,1} a Y= {ε,γ,β ,α,δ}

(c) R=
{
(x,a),(x,c),(y,a),(y,b),(z,d)

}
, X= {x,y,z} a Y= {a,b,c,d}

�

Cvičenie 6.11 Nájdite maticu relácie R na množine X vzhľadom na usporiadanie množiny
X uvedené v zadaní.

(a) R=
{
(1,2),(2,3),(3,4),(4,5)

}
, X= {1,2,3,4,5}

(b) R=
{
(1,2),(2,3),(3,4),(4,5)

}
, X= {5,3,1,2,4}

(c) R=
{
(x,y); (x < y) ∧ (x,y ∈ X)

}
, X= {1,2,3,4}

�
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Cvičenie 6.12 Zapíšte reláciu R danú maticou, ako množinu usporiadaných dvojíc

(a) 
w x y z

a 1 0 1 0
b 0 0 0 0
c 0 0 1 0
d 1 1 1 1



(b) ( 1 2 3 4

1 1 0 1 0
2 0 1 1 1

) (c) 
w x y z

w 1 0 1 0
x 0 0 0 0
y 1 0 1 0
z 0 0 0 1


�

Cvičenie 6.13 Je daná relácia R z množiny X do množiny Y. Ako možno z jej matice určiť
reláciu R−1? �

Cvičenie 6.14 Dané sú množiny X = {1,2,3}, Y = {x,y} a Z = {a,b,c} v uvedenom
usporiadaní. Okrem toho sú dané relácie

R1 =
{
(1,x),(1,y),(2,x),(3,x)

}
a R2 =

{
(x,b),(y,a),(y,b),(y,c)

}
.

Nájdite

(a) maticu relácie R1 pri daných usporiadaniach,
(b) maticu relácie R2 pri daných usporiadaniach,
(c) maticu zloženej relácie R2 ◦R1 pri daných usporiadaniach,
(d) reláciu R2 ◦R1 ako množinu usporiadaných dvojíc.

�

Cvičenie 6.15 Na množine X= {1,2,3} sú dané relácie R1 a R2 maticami

R1 =


1 2 3

1 1 0 0
2 0 1 1
3 1 0 1

 a R2 =


1 2 3

1 0 1 0
2 0 1 0
3 1 0 1


(a) Nájdite maticu relácie R1∪R2 pri rovnakom usporiadaní množiny X.
(b) Nájdite maticu relácie R1∩R2 pri rovnakom usporiadaní množiny X.

�

Cvičenie 6.16 O každej relácii z cvičení 6.4, 6.5 a 6.6 (strana 133) rozhodnite, či je reflexívna,
symetrická, antisymetrická, tranzitívna. �

Cvičenie 6.17 Maticou 

1 2 3 4 5

1 1 0 1 0 1
2 0 1 0 0 1
3 0 0 1 0 0
4 1 0 0 1 0
5 1 1 0 0 1


je daná relácia R na množine X= {1,2,3,4,5}. Zistite o tejto relácii, či je reflexívna, symet-
rická, antisymetrická, tranzitívna. �
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Cvičenie 6.18 Nasledujúce relácie sú všetky na množine prirodzených číselN. O každej z nich
rozhodnite, či je reflexívna, symetrická, antisymetrická, tranzitívna.

(a) R=
{
(x,y); x = y2 ∧ (x,y) ∈ N2

}
(b) R=

{
(x,y); 3 | (x− y) ∧ (x,y) ∈ N2

}
(c) R=

{
(x,y); 3 | (x+2y) ∧ (x,y) ∈ N2

}
(d) R=

{
(x,y); |x− y|= 2 ∧ (x,y) ∈ N2

}
(e) R=

{
(x,y); x− y = 2 ∧ (x,y) ∈ N2

}
(f) R=

{
(x,y); x > y ∧ (x,y) ∈ N2

}
(g) R=

{
(x,y); x≥ y ∧ (x,y) ∈ N2

}
�

Cvičenie 6.19 O každej z nasledujúcich relácií na danej množine X overte, či je reflexívna,
symetrická, antisymetrická, tranzitívna.

(a) X= {a,b,c,d} a R= {(a,a),(a,b),(b,b),(b,c),(b,d),(c,d),(d,d)}
(b) X= {0,1,2} a R=

{
(x,y); x≤ y ∧ (x,y) ∈ X2

}
(c) X= {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11} a R=

{
(x,y); 3 | (y− x) ∧ (x,y) ∈ X2

}
(d) X= N a R=

{
(x,y); x < 1+ y ∧ (x,y) ∈ X2

}
(e) X= Z a R=

{
(x,y); x < 1− y ∧ (x,y) ∈ X2

}
(f) X= Z a R=

{
(x,y); x | y2 ∧ (x,y) ∈ X2

}
(g) X= R a R=

{
(x,y); x.y ∈Q ∧ (x,y) ∈ X2

}
(h) X= R×R a (a,b)R(c,d) ⇔

(
(a+b≤ c) ∧ (b≤ d) ∧

(
(a,b),(c,d) ∈ X

))
�

Cvičenie 6.20 Nech X 6= /0. Definujeme reláciu R na potenčnej množine P(X) predpisom
(A,B) ∈R ⇔ (A⊆ B). Je táto relácia reflexívna, symetrická, antisymetrická, tranzitívna? �

Cvičenie 6.21 O každej relácii z cvičení 6.11 (strana 134), 6.12 c) a 6.15 (strana 135) zistite
z jej maticovej reprezentácie, či je príslušná relácia reflexívna, symetrická, antisymetrická,
tranzitívna. �

Cvičenie 6.22 Nech X je množina všetkých 4-bitových reťazcov. Každý bit má hodnotu 0
alebo 1. Definujeme reláciu R na množine X takto: r1Rr2 práve vtedy, keď nejaký podreťazec
dĺžky 2 reťazca r1 je rovnaký ako podreťazec dĺžky 2 reťazca r2. Napríklad 0111R1010, oba
reťazce obsahujú podreťazec 01, ale reťazce 1110 a 0001 nie sú v relácii, neobsahujú spoločný
podreťazec dĺžky 2. Je relácia R reflexívna, symetrická, antisymetrická, tranzitívna? �

Cvičenie 6.23 Nájdite maticu inverznej relácie ku každej relácii z cvičení 6.10, 6.11 (str. 134),
6.12 a 6.17 (str. 135). �
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