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[6. Binarne reldcie, ich viastnosti a reprezentacia

Rel4cia popisuje/vyjadruje vzfah medzi mnoZinami. Vo vSeobecnosti to modZe byt n mnoZin.
V takom pripade hovorime o n-arnej relacii. Nas ale budd zaujimat prevazne vzfahy medzi dvoma
mnoZinami a vtedy hovorime o bindrnej relédcii. Bindrne aj n-arne relécie sliZia na vyjadrovanie
vztahov medzi objektami redlneho Zivota, pri ich popisovani jazykom matematiky.

Bindrne reldcie

Ako uZ bolo spomenuté v tivode, bindrne reldcie vyjadrujd vztah medzi dvoma mnoZinami. Ilus-
trujeme si to na jednoduchom priklade.

m Priklad 6.1 V jazykovej Skole Adam Studuje angli¢tinu a nem¢inu, Bedta francizstinu a $paniel-
¢inu, Cyril francizstinu a Daniela $panieléinu. Mame teda mnoZinu Studentov A ={Adam, Beita,
Cyril, Daniela} a mnozinu jazykov B ={angli¢tina, francizstina, nemcina, $paniel¢ina}. To, aky
jazyk kto Studuje, sme popisali slovne, d4 sa to vyjadrif aj tabulkou alebo obrazkom

Student jazyk o
Adam  angli¢tina anglictina
Adam  nemcina francuzstina
Beita francizstina "

’ “ C e nemecina
Beita S$paniel¢ina o
Cyril francizstina Spaniel¢ina
Daniela  Spaniel¢ina

a dé sa to vyjadrif aj pomocou usporiadanych dvojic

R ={(A,a),(An),(B,f),(B,S),(C[),(DS)}.

Je zrejmé, ze R C A x B. MnozZina fR sa nazyva bindrna reldcia a vyjadruje vztah medzi prvkami
mnoziny A a prvkami mnoZiny B, ¢iZe to ktory prvok jednej mnozZiny, je vo vzfahu s prvkom druhej

mnoZziny.
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Vztah medzi prvkami dvoch mnoZin méZeme formalizovat pomocou pojmu bindrnej reldcie.

Definicia 6.1.1 — Bindrna reldcia. Lubovolnd podmnoZina kartézskeho sicinu X x Y sa
nazyva bindrna reldcia 2R z mnoZiny X do mnoziny Y. Ak je (x,y) € %R, tak hovorime, Ze x je
v relécii s y a zapisujeme to xSRy.

Ak plati X =Y, tak hovorime, Ze ‘R je bindrna reldcia na mnoZine X.

Ako sme si uz ukézali v priklade 6.1, bindrne reldcie sa daju popisat
1. vymenovanim mnozZiny R,
tabulkou,
Sipkovym diagramom (priklad 6.1),
orientovanym grafom (pozri priklad 6.2),
pomocou nejakej vlastnosti zadanej napr. predpisom (priklad 6.2),
6. maticou (pozri podkapitolu 6.4, str. 128).

A

Pri popisovani bindrnej reldcie R z mnoZiny X do mnoZiny Y kreslime mnoZinu X vlavo, mnoZinu
Y vpravo a z prvku x € X pojde Sipka do prvku y € Y prave vtedy, ak xRy. Pre bindrnu relaciu
R na mnozine X (pre X =Y ) zostrojime orientovany graf s mnoZinou vrcholov X.

m Priklad 6.2 Ukdzeme si priklad reldcie PR na mnozine A = {1,2,3,4} definovani predpisom
R={(a,b); a,bec A Na<b}.

- ‘ — Plati R C A x A, tito relaciu vieme popisaf aj vymenovanim jej prvkov

‘ R={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,3),(2,4),(3,3),(3,4), (4,4)}
‘ apomocou orientovaného grafu tito reldciu moéZeme zakreslit napriklad
) tak, ako to vidime na obrazku vlavo. .

Ak mame relaciu R na mnoZine X, tak vrcholy grafu reldcie R budid prvky mnoZiny X. Ak pre
x,y € X, je (x,y) € R, tak v orientovanom grafe pdjde orientovand hrana z vrcholu x do vrcholu y.
Ak (x,x) € R, tak v grafe bude slu¢ka na vrchole x.

n Priklad 6.3 Reldciu PR na mnoZine X = {a,b,c,d} mdzeme zadaf aj pomocou orientovaného

grafu. Nech je grafom reldcie
c@ by o
©)

Potom R = {(a,a), (b,c),(c,b),(d,d)}. .

Vlastnosti relacii

Na predmete Diskrétna matematika sa budeme zaoberaf prevazne binarnymi relaciami na mno-
Zine, CiZe bindrnymi reldciami, pre ktoré X = Y. V oboch kapitolach o relaciach, pokial v konkrét-
nom pripade nebude uvedené inak, budeme pojmom reldcia oznacovat bindrnu reldciu na mnoZine.
Teraz si definujeme a na prikladoch ilustrujeme niektoré vlastnosti reldcif.

Definicia 6.2.1 — Reflexivna relacia. Majme reldciu R na mnoZzine X. Potom reldcia R je
reflexivna, ak pre kazdé x € X: (x,x) € R.
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Reldcia z prikladu 6.2 je reflexivna, lebo pre vSetky x € X: x < x. Preto m4 jej orientovany
graf slucku pri kazdom svojom vrchole. To je zaroven vlastnost grafu kazdej reflexivnej relacie.
Reldcia z prikladu 6.3 nie je reflexivna, lebo (b,b) € R a ani (c,c) ¢ R. Vidno to aj z jej grafu.
Pri vrchole b, ani pri vrchole c¢ tito reldcia nema slucku.

Definicia 6.2.2 — Symetricka relacia. Majme reldciu 93 na mnoZine X. Potom reldcia R
je symetrickd, ak plati (Vx € X) (Vy € X): (x,y) € R= (y,x) € R.

Rel4cia z prikladu 6.3 je symetrickd, pretoZe plati

(a,a) eR = (a,a) €R (byc)eR = (c,b)eR

(d,d)eR = (d,d)eR (e,b)eR = (byc)eR
Ak v orientovanom grafe symetrickej reldcie existuje hrana z vrcholu x do vrcholu y, tak musi
existovaf aj spitnd hrana z vrcholu y do vrcholu x. Graf reldcie z prikladu 6.3 ma tito vlastnost
a graf reldcie z prikladu 6.2 ju nemad. Relécia z prikladu 6.2 nie je symetricka, pretoze pre x # y
neplati implikdcia (x <y) = (y <x).
Na to, ako zistit, ¢i dand reldcia nie je symetrickd si znegujeme jej definiciu. Negéciou tvrdenia

(M eX)(VyeX): (x,y) eR= (y,x) €ER

je tvrdenie
(TFeX)(IeX): (xy) eRA (x)€R

Na orientovanom grafe reldcie sa to prejavi tak, Ze existuje hrana z vrcholu x do vrcholu y, ale
neexistuje spatna hrana z vrcholu y do vrcholu x.

Definicia 6.2.3 — Antisymetricka relacia. Majme reldciu YR na mnozine X. Potom reldcia
R je antisymetrickd, ak plati (Vx € X)(VyeX): ((x,y) €R A (y,x) €R) = (x=Yy).

Reldcia z prikladu 6.2 je antisymetrickd, pretoze plati (x <y A y <x) = (x =y). Naopak,
reldcia z prikladu 6.3 antisymetrickd nie je, pretoze (b,c) € R a (c,b) € R, ale b # c.

Z vety o obmenenej implikécii, spomenutej v podkapitole o nepriamom dbkaze (podkapitola
2.2), vieme, Ze vyroky p = qa —q = —p st tautologicky ekvivalentné. Spravme teraz obmenenu
implikaciu ku implikdcii z definicie 6.2.3. P6vodnd implikdcia je

(VxeX)(VyeX): ((xr,y) €R A (yx) ER) = (x=y).
Ku nej obrétend, tautologicky ekvivalentnd, implikécia bude

(vxeX)(WeX): (x#y) = ((x,y) €R V (1) €R).

Z posledne uvedenej implikicie vyplyva, Ze v orientovanom grafe antisymetrickej reldcie medzi
kazdymi dvoma rdéznymi vrcholmi existuje najviac jedna hrana. Graf reldcie z prikladu 6.2 tito
podmienku spifia, graf reldcie z prikladu 6.3 ju nespliiia.

Ak reldcia nemd Cleny (x,y) pre x # y, tak je automaticky antisymetrickd.

n Priklad 6.4 Napriklad relécia R = {(a,a), (b,b),(c,c)}, ktorej graf je na nasledovnom obréazku,
je antisymetricka. Takisto je z predoslych definicif a grafu tejto reldcie zrejmé, Ze je aj symetricka.

Z tohto prikladu vidime, Ze vlastnost ,, byt antisymetrickd“,

@k) @D C(_D:) neznamend ,,nebyf symetrickd“. Reldcia mdze byt sicasne

symetricka aj antisymetricka. .
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To, kedy dani reldcia nie je antisymetrickd, zistujeme tak, Ze znegujeme podmienku v definicii
6.2.3. Pévodna podmienka je

(Vx e X) (VyeX): ((x,y) ER A (y,x)ei)‘i) = (x=y)

a jej negicia bude mat podobu
(IreX)(FeX): ((ry)eRA (yx) €R) A (x#£Y).

Na orientovanom grafe nie antisymetrickej reldcie nastdva situécia, Ze dva rozne vrcholy sd oboj-
smerne spojené hranami. Taky graf je napriklad graf relacie z prikladu 6.3. Medzi vrcholmi b a ¢
existuji hrany v oboch smeroch a pritom b # ¢, st to dva r6zne objekty z mnoziny X.

Definicia 6.2.4 — Tranzitivna reldcia. Majme reldciu R na mnozine X. Potom reldcia R je
tranzitivna, ak plati (Vx € X) (Vy € X) (Vz€ X): ((x,y) €R A (3,2) €R) = ((x,2) € R).

m Priklad 6.5 Nech fR je reldcia na mnozine X = {1,2,3} definovand predpisom

R={(xy): x,yeX Ax<y}.

Orientovany graf tejto reldcie je na obrazku vpravo. Reldcia R je tranzitivna,
pretoZe plati

(x<yAy<z)=(x<z).

Vo vSeobecnosti musime na overenie tranzitivnosti danej reldcie prehladat vSetky dvojice
usporiadanych dvojic, pre ktoré plati (x,y) € R, (y,z) € R azistif ¢iaj (x,z) € R. V pripadoch ak
x =1y, alebo y =z, je podmienka ((x,y) € R A (y,2) € R) = ((x,z) € R) automaticky splnend
a netreba ju overovat. Overovat staci pripady, ked’ x # y # z.

Vlastnost ,,byf tranzitivna“ na orientovanom grafe reldcie znamend, Ze ak existuju hrana
z vrcholu x do vrcholu y a existuje hrana z vrcholu y do vrcholu z, tak musi existovat aj hrana
z vrcholu x do vrcholu z. Celkovo, ak je dand reldcia tranzitivna, moZu nastaf dva pripady.

. 2y, y#z,x#=z

Cervend hrana z vrcholu x do vrcholu z je vynitend tranzitivnostou danej
relécie a existenciou hrdin zxdoyazydo z.

2. z=z,x#vy

Existenia hrdn z x do y a z y do z = x vynucuje 3j
existenciu slucky na vrchole x. Na obrdzku vlavo je to . .
zvyraznené Cervenou farbou. Ale rovnako této situdcia

_o vynucuje aj existenciu slucky na vrchole y, o je vidief @_o
na obrdzku vpravo.
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Ako zistime, Ze dand reldcia nie je tranzitivna? Znegujeme podmienku z definicie 6.2.4. P6vodna
podmienka je

(VxeX)(VyeX)(VzeX): ((x,y) €R A (12) €ER) = ((x,2) €R)
a jej negicia bude
(IreX)(FeX)(FzeX): ((ry) €R A (1,2) €R) A ((x,2) €R).

Relacia z prikladu 6.3 nie je tranzitivna, pretoze (b,c) € R, (c,b) € R, ale (b,b), ani (c,c)
nepatria do relacie R.

n Priklad 6.6 Zoberme si relaciu R = {(a,b), (b,c)} na mnozine X = {a,b,c}.

Na obrazku vlavo je orientovany graf reldcie 9. Této relécia nie je tranzitivna,
pretoZe v grafe je hrana z vrcholu a do vrcholu b, je tam aj hrana z vrcholu b
do vrcholu ¢, avSak chyba tam pre tranzitivnost ,,povinnd* hrana z vrcholu a
do vrcholu c. Na obrdzku je tito chybajica hrana zndzornen4 Ciarkovane.

Operdcie s relaciami

Pre 'ubovolnd relaciu YR z mnoziny X do mnoziny Y vieme zostrojif aj ,,opacni* reldciu z mnoZiny
Y do mnoZiny X. Takéto ,,opa¢nd* reldcia sa matematicky korektne nazyva inverznd relcia a dos-
taneme ju tak, Ze v relacii R prehodime poradie vsetkych jej usporiadanych dvojic.

P ) Inverzné reldcie st zovSeobecnenim inverznych funkcii.

Definicia 6.3.1 — Inverznd reldcia. Majme reldciu R z mnoziny X do mnoZiny Y. Inverzna
reldcia k reldcii 9%, oznaCujeme ju J}~!, je reldcia z mnoZiny Y do mnoZiny X definovani
predpisom R~ = {(y,x); (x,y) € R}.

m Priklad 6.7 Majme mnoziny X = {2,3,4}, Y = {3,4,5,6,7} arelaciu /& z mnoziny X do mno-
Ziny Y, dand predpisom R = {(x,y); x|y A (x,y) € X x Y}. TakZe prvky reldcie R st

R ={(2,4),(2,6),(3,3),(3,6),(4,4) }
a potom inverzna reldcia 93~! bude

R'=1{(4,2),(6,2),(3,3),(6,3),(4,4)} .

Slovne by sme inverzni reldciu 93~ mohli popisaf tak, Ze (x,y) € R~! prave vtedy, ked ,, éislo x
Jje delitelné cislom y*“. "

Ak médme reldciu R z mnoziny X do mnoziny Y a relaciu R, z mnoZiny Y do mnoZiny Z, tak
tieto dve reldcie moZeme ,,zloZit*. Robime to tak, Ze reldciu R, aplikujeme na vysledok relacie
Ri.

P ) Skladanie relacif je zovSeobecnenim skladania funkcii.
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Definicia 6.3.2 — Skladanie reldcii. Majme reldciu 93 z mnoziny X do mnoZiny Y a reldciu
R, z mnoziny Y do mnoZiny Z. ZloZenim reldcii R; a fR; je relacia Ry o R z mnoziny X
do mnoZiny 7Z, definovand predpisom

9%209%1:{(x,z); (HyEY: (x,y) €R; A (y,z)emz)}.

u Priklad 6.8 Nech X = {1,2,3}, Y = {a,b,c} a Z = {x,y}. Dalej nech %, je reldcia z mnoziny
X do mnoZiny Y dand predpisom

R = {(1,a),(1,b),(2,b),(3,b),(3,0)}

a MR, je reldcia z mnoZiny Y do mnoZiny Z dana predpisom

Ry = {(a,x),(a,y), (b,y), (Cax)} .

Potom zloZena relacia R, o R bude

RyoRy = {(l’x)’ (1,5),(2,5), (3,%), (37)7)} )

Uvedené skladanie relacii 931 a R, si méZeme pekne ilustrovaf na nasledujicom obrazku.

Ry
/

X

O FO 6

=

Maticova reprezentdcia bindarnych reldacii

V Casti 6.1 sme si ukdzali, Ze bindrne relécie sa daji reprezentovat viacerymi spdsobmi. UZ sme
si na prikladoch ukézali reprezentdciu reldcii vymenovanim ich prvkov, tabulkou alebo Sipkovym
diagramom (priklad 6.1, str. 123), orientovanym grafom aj popisanim vlastnosti nejakej relécie.
ESte si ukdZeme reprezentaciu bindrnych reldcii maticami.

Matice st vhodny prostriedok na reprezentaciu bindrnych reldcii medzi dvoma konecnymi
mnozinami. Ak mdme reldciu YR z mnoziny X do mnoziny Y, tak riadky matice budi zodpovedat
prvkom mnoZiny X a stipce matice budi zodpovedat prvkom mnoZiny Y, oboje v nejakom poradi.
Cisla v matici budi len 0 alebo 1. V pripade, Ze nejaky prvok mnoZiny x € X je v reldcii s prvkom
y € Y, bude v matici na pozicii xy ¢islo 1. Na vSetkych ostatnych poziciach budu cisla 0.

» Priklad 6.9 Majme reliciu R = {(1,b),(1,d),(2,¢),(3,b),(3,c)} z mnoziny X = {1,2,3}
do mnozZiny Y = {a,b,c,d}. Pri lexikografickom usporiadani prvkov mnozin X a Y bude (6.1)
maticou reldcie ‘.

a b ¢ d d b a c
1 /01 01 2 /0 0 0 1
210010 6.1) 3101 01 (6.2)
3\0 1 1 0 1\1 100
Ak by sme ale prvky mnoziny X usporiadali v poradi (2,3,1) a prvky mnoziny Y v poradi

(d,b,a,c), tak maticou tej istej reldcie R bude (6.2). "
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UkédZeme si eSte iny priklad. Tentoraz si zoberieme reldciu na mnoZine.

m Priklad 6.10 Reldcia R je dand na mnozine X = {a, b, c,d}, vymenovanim svojich prvkov

R= {(a7a>7 (b7b>7 (bvc)7 (C,b), (C,C), (dvd)} :
Pri lexikografickom usporiadani prvkov mnoziny X bude matica relacie R

a b ¢ d
a 1 00O
> 0 1 1 0
c]l 01 1 0
d \0 0 0 1

P ) Matica reldcie na mnoZine je vZdy Stvorcova.

V Casti 6.2 sme si definovali vlastnosti reldcii: reflexivnost, symetrickost, antisymetrickost,
tranzitivnost. Ukazali sme ako zistime, ¢i dand relacia tieto vlastnosti mé, alebo nema, na zaklade
mnoZinového zapisu alebo orientovaného grafu reldcie. Casto vsak, napr. pri reldciach na velkych
mnoZinach alebo spracovavani na pocitaci, je na overovanie vlastnosti relacii vyhodnejSia prave
ich maticova reprezenticia. Teraz si ukdZeme ako z maticového zdpisu danej reldcie zistime jej
vlastnosti. Rovnako ako v ¢asti 6.2 sa tu budeme zaoberaf len reldciami na mnoZine a v ich maticovej
reprezentacii budd riadky aj stipce matice relacie vzdy v rovnakom usporiadani.

Reflexivnhost

Ak mame maticovu reprezentaciu reflexivnej relécie, tak vSetky cisla na hlavnej diagondle matice
musia byt 1. Zoberme si napr. matice reldcie z prikladu 6.2, strana 124. Bude to matica

1 2 3 4

1 1 1 1 1

. ‘. 2101 11
Matica relacie z prikladu 6.2: 5 00 1 1 (6.3)

4 \0 0 0 1

Této matica m4 vSetky ¢isla na hlavnej diagondle 1 a z toho hned’ vidime, Ze zodpovedajica reldcia
je reflexivna. Pozrime sa teraz na maticu reldcie z prikladu 6.3, strana 124.

a b ¢ d

a 1 0 0O

. . o[ 0010
Matica reldcie z prikladu 6.3: .lo1 00 (6.4)

da\0 0 0 1

Tato matica ma v 2. a 3. riadku na hlavnej diagondle ¢isla 0, a preto zodpovedajuca reldcie nie je
reflexivna.

Symetrickost

To, ¢i dand rel4cia je, alebo nie je, symetrickd, zistime z jej matice rovnako l'ahko ako jej reflexiv-
nost. Matica symetrickej reldcie musi byt symetricka podla hlavnej diagondly. Ak si maticu reldcie
R oznatime R a jej prvky ry;, tak pre symetricki reldciu musf plati¢ R = R, alebo inak povedané
Vi,j: rij =Trji.

Rel4cia z prikladu 6.3 je symetrickd, pozri maticu (6.4) a relédcia z prikladu 6.2 symetrickd nie je,
pozri maticu (6.3).
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Antisymetrickost

Podra definicie je dana reldcia na mnoZine X antisymetricka, ak plati
(VxeX)(VyeX): ((x,y) ER A (yx) €R) = (x=Yy).

Alebo mdzeme povedat, Ze dand reldcia na mnoZine X antisymetricka nie je, ak plati

(TeX)(FyeX): ((x,y) €R A (yx) €R) A (x#£Y).

Priamo z definicie je zrejmé, Ze antisymetrickost vieme z matice danej reldcie overif rovnako ahko
ako predoslé vlastnosti. Budeme pritom overovat, ¢i dana relacie nie je antisymetrickd, pretoze
tento test je jednoduchsi (rychlejsi), nez overovanie ¢i, antisymetrickd je. Ak si maticu reldcie R
ozna¢ime R a jej prvky r;;, tak reldcia R nie je antisymetrickd, ak

i, jo (#J) A (ij=rji=1).
Reléacia z prikladu 6.3 nie je antisymetrickd, pozri maticu (6.4). V tejto matici rp3 = r3p = 1

a 2 # 3. Reldcia z prikladu 6.2 antisymetricka je, pozri maticu (6.3). ESte si mdZeme pozrief aj
maticu reldcie z prikladu 6.4 (str. 125). Je to matica

a b ¢
a 1 00

Matica relacie z prikladu 6.4:  » 010 (6.5)
c\0 0 1

Této relécia je aj symetrickd, aj antisymetrickd.

Tranzitivnost

S overovanim tranzitivnosti danej reldcie pomocou jej maticovej reprezentécie je to trochu kom-
plikovanejSie neZ s ostatnymi troma vlastnostami. Preto si najskor situdciu ilustrujeme na priklade
reldcie medzi dvoma mnoZinami. AZ potom sformulujeme vetu hovoriacu o tom, ako zistime
tranzitivnost reldcie z jej maticovdho zdpisu. Bude to veta 6.4.3.

m Priklad 6.11 Nech R, ={(1,q),(2,b),(3,a),(3,b)} je reldciaz mnoziny X = {1,2,3} do mno-
ziny Y = {a,b} a nech R, = {(a,x),(a,y),(b,y),(b,2)} je relicia z mnoziny Y do mnoZiny
Z = {x,y,z}. Pri lexikografickom usporiadani prvkov mnozin X, Y a Z budd maf reldcie R; a R,
matice R; a R,.

a b
Xy z
1 1 0
a {1 10
Ri=2| 0 1 a Rz_b<011>
3 1 1
a sucin tychto dvoch matic bude
Xy z
1 1 10
Rl.Rzz 2 0 1 1
31 2 1

UkdZeme si ¢o predstavuje sucin R;.R;. Dokdzeme, Ze ak by sme ¢islo 2 v poslednom riadku
nahradili ¢islom 1, tak takto upravend matica R;.R, by bola maticou zloZenej reldcie R, ofR;.
Toto dokdZeme ako lemu, aj ked ide len o pomocné tvrdenie ku tomuto konkrétnemu prikladu.
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Lema 6.4.1 — O suc¢ine R;.RR, zprikladu 6.11. Nechi € {1,2,3} a k € {x,y,z}. Potom prvok
v i. riadku a k. stipci matice R;.R, (budeme ho oznalovat ri) je nenulovy prave vtedy, ked
(i,k) € RyoMRy.

Dokaz: v tvrdeni sa jedna o ekvivalenciu, takZe dokazovaf ho budeme ako dve implikacie.

= Prvok ry matice R;.R, sa poéita ako skaldrny sd¢in i. riadku matice R; a k. stipca
matice R,. Oznaéme si

i. riadok matice Ry : (s,#) a k. stipec matice R, : (ﬁ) , kde s,t,u,v € {0,1}.

Potom

k
a b
u
Tik = i (s t).Z(V>:s.u+t.v.

Nech ry, # 0, ¢ize s.u+t.u # 0. Potom bud’ s.u # 0, alebo z.v # 0. Nech s.u £ 0 (pripad
t.v # 0 sa ukdZe podobne). Potom s # 0 a u # 0. To ale znamend, Ze (i,a) € R; a
(a,k) € Ry, apreto (i,k) € RyoNRy.

<= Nech (i,k) € Ry oR,. Potom (i,a) € R; a (a,k) € Ry, alebo (i,b) € Ry a (b,k) € Ry.
V prvom pripade s.u = 1, vdruhom pripade z.v = 1.Ztoho vyplyva, Ze ry =s.u+t.v#0.
TakZe dokézali sme, Ze ak (i,k) € Ry oM, tak ry # 0.

Q.E.D.

V predoslom tvrdeni sme dokdzali, Ze (i,k) € R, oM, prave vtedy, ked matica R;.R, md v i.
riadku a k. stlpci nenulové ¢islo. Preto matica R;.R; je ,,takmer* matica reldcie R, oR;. Staci
ak vSetky nenulové ¢isla matice R;.R, nahradime jednotkami a dostaneme tym maticu relacie

R, oR;. Matica relacie Ry o R bude teda

[}

—_— O = =
—_— = =
— O N

Vysledok dokdzany v priklade 6.11 sa d4 zovSeobecnit.

Veta 6.4.2 — O matici zloZzenej reldcie. Nech X, Y a Z sii kone¢né mnoziny. Dalej nech
R, je relacia z mnoZziny X do mnoziny Y a R, je reldcia z mnoZziny Y do mnozZiny Z. Zvolme
si pevné usporiadanie mnozin X, Y a Z a nech R; je matica reldcie R; a R, je matica reldcie
R, v tomto usporiadani. Potom matica relacie R, o R, vzhladom na zvolené usporiadenie, sa
ziska tak, Ze v matici R;.R, vSetky nenulové ¢isla nahradime jednotkami.

Do&kaz: tejto vety sa robi analogicky ako dokaz lemy 6.4.1.

Pomocou vety 6.4.2 uz vieme rozhodnif o tranzitivnosti danej reldcie na zdklade jej maticovej
reprezenticie. Podmienku urcenia tranzitivnosti danej reldcie na zdklade jej maticovej reprezentacie
dokazeme ako vetu 6.4.3.
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Veta 6.4.3 — Tranzitivnost reldcie na mnozine. Reldcia 3 na mnoZine X je dand maticou
R, priCom prvky mnoZiny X sd pevne usporiadané. Reldcia R je tranzitivna prave vtedy, ked
plati tvrdenie: ,,ak (ij). prvok matice R? je nenulovy, tak aj (ij). prvok matice R je nenulovy.

Dokaz: je zaloZeny na vete 6.4.2. Tvrdenie budeme opit dokazovat ako dve implikacie.

= Nech reldcia %R je tranzitivna a nech (ij). prvok matice R? je nenulovy. To, podla vety
6.4.2, znamend, Ze (i, j) € R oR. Musi preto existovat k € X: (i,k) € R A (k,j) € R.
Z tranzitivnosti reldcie R potom dostdvame, Ze (i, j) € R, CiZze (ij). prvok matice R je
nenulovy.

< Nech plati tvrdenie: ,,ak (ij). prvok matice R? je nenulovy, tak aj (ij). prvok matice
R je nenulovy.“ Nech x,y,z € X a pri danom usporiadani mnoziny X, x je i., y je k. a z
je j. prvok mnoziny X. Dalej nech (x,y) € R a (y,z) € R. Potom (x,z) € Ko R, Cize
(ij). prvok matice R? je nenulovy. To podra platného tvrdenia znamend, e aj (ij). prvok
matice R je nenulovy, ¢o dalej znamend, Ze (x,z) € R. TakZe ak plati uvedené tvrdenie,
tak reldcia R je tranzitivna.

Q.E.D.

VyuZzitie vety 6.4.3 si ilustrujeme na nasledujticich dvoch prikladoch.

n Priklad 6.12 Majmereldciu R = {(a,a), (b,b), (b,c),(c,b),(c,c),(d,d)}, (priklad 6.10) na mno-
zine X = {a,b,c,d}. Matica tejto reldcie je

a b ¢ d a b ¢ d

« /10 0 0 « /10 0 0
sl 0110 s 5] 0220
R="1o110 a R= 19220
d\0 0 0 1 d\0 0 01

Z uvedenych matic vidime, 7e ak (ij). prvok matice R? je nenulovy, tak aj (ij). prvok matice R
je nenulovy. To podla vety 6.4.3 znamen4, Ze reldcia ‘R je tranzitivna. "

m Priklad 6.13 Majme relaciu R = {(a,a),(a,c), (b,b),(c,b),(c,c),(d,d)}, definovani na mno-
zine X = {a,b,c,d}. Matica tejto reldcie je

a b ¢ d a b ¢ d

« /101 0 « /1 120
sl o0o 100 , sl 0100
R="1o110 a R= 19210
s\ 0 0 0 1 N0 0 01

Z uvedenych matic vidime, 7e neplati tvrdenie ,,ak (ij). prvok matice R? je nenulovy, tak aj (ij).
prvok matice R je nenulovy*“, pretoze {R2}12 =1, ale {R},, = 0. To podra vety 6.4.3 znamen4,
Ze reldcia R nie je tranzitivna. "
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6.5 Cyvicenia

Cvicenie 6.1 Nakreslite orientovany graf relacie
(@ ®R={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3)}, na mnozine X = {1,2,3},
() R={(1,1),(2,3),(3,4),(4,1)}, namnozine X = {1,2,3,4},
(©) X={1,2,3,4} a R={(x,y); (x,y) €X® A x* >4}

Cvicenie 6.2 Zapiste relaciu dand orientovanym grafom ako mnoZinu usporiadanych dvojic

a) b)
O™
4
2 O

I Cvicenie 6.3 Pre kazdu relaciu z cviceni 6.1 a 6.2 ndjdite inverznd relaciu. u

Cvicenie 6.4 Predpisom R = {(x,y); 3| (x—y) A (x,y) € X*} je dand reldcia R na mno-
Zine X =1{1,2,3,4,5}.

(a) Zapiste relaciu YR ako mnozinu usporiadanych dvojic.

(b) Nakreslite orientovany graf reldcie 9.

(c) Zostrojte relaciu R,

Cvicenie 6.5 Predpisom R = {(x,y); x+y <6 A (x,y) € X?} je dand reldcia R na mno-
zine X=1{1,2,3,4,5}.

(a) Zapiste relaciu SR ako mnoZinu usporiadanych dvojic.

(b) Nakreslite orientovany graf relacie fR.

(c) Zostrojte relaciu R,

zine X =1{1,2,3,4,5}.
(a) Zapiste relaciu SR ako mnoZinu uspo- (b) Nakreslite orientovany graf reldcie ‘R.
riadanych dvojic. (c) Zostrojte reldciu R

Cvicenie 6.7 Na mnozine X = {1,2,3,4} sd dané dve reldcie

R ={(1,1),(1,2),(3,4),(4,2)} a R={(1,1),(2,1),(2,2),(3,1),(4,4)}.
Néjdite rel4cie

| Cvicenie 6.6 Predpisom R = {(x,y); x=y—1A (x,y) € Xz} je dand relacia R na mno-
|
| (a) 9{1 o ﬁ)‘il (b) 9‘{1 o 9{2 (C) mz o 9‘{1 (d) 9‘{2 o 9{2



Kapitola 6. Bindrne reldcie, ich viastnosti a reprezentdacia

Cvicenie 6.8 Namnozine X = {1,2,3,4} ndjdite priklad reldcie, ktor4 je

(a) reflexivna a symetrickd, ale nie tranzitivna,

(b) reflexivna, nie symetrickd, nie tranzitivna,

(c) reflexivna a antisymetrickd, ale nie tranzitivna,

(d) nie reflexivna, symetrickd, nie antisymetrick4, tranzitivna,

(e) nie reflexivna, nie symetrickd, tranzitivna,

Cvicenie 6.9 Nech R a G su dve relacie na mnozine X. O kazdom z nasledujicich vyrokov
rozhodnite, ¢i je pravdivy. Ak je pravdivy, dokézte ho, ak nie je pravdivy, ndjdite kontrapriklad.

(a) Ak R je tranzitivna, tak S3~! je tranzitivna.
(b) Ak %R je reflexivna, tak 93~ je reflexivna.
(c) Ak sd fR, G reflexivne, tak je SRUG reflexivna.
(d) Aksu R, G reflexivne, tak je RN G reflexivna.
(e) Aksu ‘R, G reflexivne, tak je R0 S reflexivna.
(f) Ak R je symetrickd, tak 23! je symetrick4.
(g) Aksu R, G symetrické, tak je RUGS symetricka.
(h) Ak sa R, G symetrické, tak je RN S symetricka.
(1) Ak su R, G symetrické, tak je SRo & symetricka.
() Ak R je antisymetrick4, tak 937! je antisymetricka.
(k) Ak st R, G antisymetrické, tak je PRUGS antisymetricka.
(D) Ak st R, © antisymetrické, tak je 2N G antisymetricka.
(m) Ak st R, & antisymetrické, tak je SRo S antisymetricka.

Cvicenie 6.10 N4jdite maticu reldcie 8 z mnoZiny X do mnoZziny Y pri usporiadani mnoZin
X a Y tak, ako je to uvedené v zadani.

(@ R={(1,6),(2,a),(2, )(3[3, ,6)}, X={1,2,3} a Y={a,B,7,6,¢}
(b) R= {(1,5),(2,(1),( ’ )7( ’ 7 7 }’ X_{33271} a Y—{e,y,ﬁ,a,S}
(c) R= {(x,a),(x,c),(y,a),(y,b),(z,d)}, X= {x’yaz} ayY= {a,b,c,d}

Cvicenie 6.11 N4jdite maticu reldcie R na mnoZine X vzhladom na usporiadanie mnoZiny
X uvedené v zadani.

(@ R=1{(1,2),(2,3),(3,4),(4,5)}, X={1,2,3,4,5}
(b) ®=1{(1,2),(2,3),(3,4),(4,5)}, X={5,3,1,2,4}
(c) R= {(x,y); (x<y) A (x,yeX) }, X=1{1,2,3,4}
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Cvicenie 6.12 Zapiste relaciu R dani maticou, ako mnoZinu usporiadanych dvojic

(b) (©)

)
S = =
—_— O N
—_—— W

S Q
- O O = =
=

—_ O O O =
—_— = O =
—_ O O O n
N -
Y
—_— O &
N———
= =
S = O = =
OO OO =
O = O =
—_ o O O n

U
™

Cvicenie 6.13 Je dana reldcia R z mnoZiny X do mnoZiny Y. Ako moZno z jej matice urcif
reldciu /1?2 -

usporiadani. Okrem toho st dané relacie
={(Lx),(Ly),2.x),3x} a SR={(xb),(a),b),0c)}

(a) maticu relacie R pri danych usporiadaniach,
(b) maticu relacie *R; pri danych usporiadaniach,
(c) maticu zloZenej reldcie i, oR; pri danych usporiadaniach,

(d) relciu PR, o R ako mnoZinu usporiadanych dvojic.

Cvicenie 6.15 Na mnozine X = {1,2,3} st dané relicie R; a PR, maticami

2
1
a RQZZ
3

—_—0 = =
—_ = O W
_—0 O ==
O = =N
—_— 0 O w

1
R1=2
3

S = O

(a) Ngjdite maticu relacie 2R UR; pri rovnakom usporiadani mnoZiny X.

(b) N4jdite maticu reldcie J3; MR, pri rovnakom usporiadani mnoZiny X.

| Cvicenie 6.14 Dané si mnoziny X = {1,2,3}, Y = {x,y} a Z = {a,b,c} v uvedenom

Cvicenie 6.16 O kaZdej relécii z cviceni 6.4, 6.5 a 6.6 (strana 133) rozhodnite, ¢i je reflexivna,
symetrickd, antisymetrickd, tranzitivna. n

Cvicenie 6.17 Maticou

1 2 3 4 5
1 /1 0 1 01
21 01 0 0 1
31 001 00
4110010
s\1 1 0 0 1
je dand reldcia 98 na mnozine X = {1,2,3,4,5}. Zistite o tejto reldcii, ¢i je reflexivna, symet-

rickd, antisymetrickd, tranzitivna. n
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Cvicenie 6.18 Nasledujuce reldcie su vSetky na mnozine prirodzenych ¢isel N. O kazdej z nich
rozhodnite, ¢i je reflexivna, symetrickd, antisymetricka, tranzitivna.

(a) R= {(x,y); x=y* A (x,y) ENZ} (e) R= {(x,y); x—=y=2A (x,y) GNZ}
) R={(xy): 3| (x—y) A (xy)eN*} (B R={(xy); x>y A (x,y) e N*}
© R={(xy); 3| (x+29) A (x,y) €N’} (2) R={(xy); x>y A (x,y) €N’}
(d) R={(xy); x=y[=2 A (x,y) e N?*}

symetrickd, antisymetrickd, tranzitivna.
(a) X={a,b,c,d} a R={(a,a),(a,b),(b,b),(b,c),(b,d),(c,d),(d,d)}
(b) X={0,1,2} a R={(x,y); x<y A (x,y) €X*}
(¢) X={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11} a R={(x,y); 3| (y—x) A (x,y) € X?}
d X=NaR={(xy); x<1+y A (x,y) eX?}
) X=Z aR= {(x,y); x<1l=y A (x,y) GXZ}
) X=ZaR={(x,y); x|y A (x,y) €X*}
(g X=RaR= {(x,y); xyeQ A (x,) EXZ}

1
Cvicenie 6.19 O kazdej z nasledujicich relacif na danej mnoZine X overte, Ci je reflexivna,
() X=RxR a (a,0)R(c,d) < ((a—i—b <o) A (b<d) A ((ab),(c,d) € X))

Cvicenie 6.20 Nech X # 0. Definujeme reldciu $R na potenénej mnozine &?(X) predpisom
(A,B) € R & (A CB). Je této reldcia reflexivna, symetrickd, antisymetrickd, tranzitivna? =

Cvicenie 6.21 O kazdej relécii z cviceni 6.11 (strana 134), 6.12¢) a 6.15 (strana 135) zistite
z jej maticovej reprezenticie, ¢i je prisluSnd reldcia reflexivna, symetrickd, antisymetricka,
tranzitivna. =

Cvicenie 6.22 Nech X je mnozina vSetkych 4-bitovych refazcov. Kazdy bit ma hodnotu 0
alebo 1. Definujeme reldciu R na mnozine X takto: r| R r, prave vtedy, ked nejaky podretazec
dizky 2 refazca ry je rovnaky ako podrefazec dizky 2 refazca r. Napriklad 0111971010, oba
refazce obsahuji podrefazec 01, ale refazce 1110 a 0001 nie sd v relécii, neobsahuji spolo¢ny
podrefazec dizky 2. Je reldcia SR reflexivna, symetrickd, antisymetrickd, tranzitivna? u

Cvicenie 6.23 N4jdite maticu inverznej relacie ku kazdej relacii z cviceni 6.10, 6.11 (str. 134),
6.12 a 6.17 (str. 135). m
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