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5. Hamiltonovské cykly, izomorfizmus grafov. ..

Hamiltonovské cykly

Problém existencie hamiltonovskych cyklov! je tieZ problémom teérie grafov, ktory vznikol este
v jej prvopociatkoch ako hlavolam. V polovici 19. storo€ia irsky matematik Sir William Rowan
Hamilton vymyslel nasledovny hlavolam. Mame dodekaéder?, kazdy jeho vrchol predstavuje mesto
a kazdé jeho hrana je cestou spdjajicou dve mestd. Ulohou je zataf v niektorom meste, prejst
po cestach cez kazdé mesto prave raz a vratit sa do vychodzieho mesta. Tento problém je znamy
aj pod oznacenim ,, Problém obchodného cestujiiceho* a uz samotny ndzov naznacuje, Ze m4 aj
praktické aplikédcie. Na prvy pohlad sa mdze zdaf, Ze Hamiltonov problém je podobny problému
ndjdenia uzavretého eulerovského fahu v grafe. Su to vSak svojou podstatou aj naro¢nostou dva
velmi odliSné problémy, k ¢omu sa blizsie vyjadrime d’alej. Pozrime sa teraz na Hamiltonov
hlavolam.

Dodekaéder mdzeme reprezentovat grafom, aky vidime na ob-
razku vlavo. Uloha z Hamiltonovho hlavolamu sa potom trans-
formuje na dlohu ndjdenia takého cyklu v grafe dodekaédra, ktory
obsahuje kazdy vrchol grafu prave raz. Takyto Specidlny typ cyklu
sa nazyva hamiltonovsky a vyskytuje v mnohych praktickych ap-
likaciach teérie grafov. Uvedieme si jeho formalnu definiciu.

Definicia 5.1.1 — Hamiltonovsky cyklus. Hamiltonovsky cyklus v grafe G je taky cyklus,
ktory obsahuje vSetky vrcholy grafu G.

"Hamiltonovské cykly sa v slovenskej a Eeskej terminoldgii Gasto nazyvaja aj hamiltonovské kruznice.
Zpravidelny dvandststen.
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Ako sa mdZeme presvedcif na obrdzku vpravo, graf dodekaedra,
z Hamiltonovho hlavolamu, ma hamiltonovsky cyklus.

Aj kompletny bipartitny graf K3 3, na obrdzku vlavo, ma hamiltonovsky
cyklus. Je to napriklad cyklus (a,e,c, f,b,d).

Problém néjdenia hamiltonovského cyklu v grafe vyzerd podobne ako problém nijdenia uzav-
retého eulerovského fahu v grafe. Su vSak dva velmi odliSné problémy. Napriklad ani v grafe
dodekaedra, ani v bipartitnom grafe K33 uzavrety eulerovsky fah neexistuje, pretoZe oba tieto
grafy maji vsetky vrcholy neparneho stupnia. A pritom v oboch tychto grafoch hamiltonovsky
cyklus existuje. UZ len samotny problém zistenia, ¢i dany graf obsahuje hamiltonovsky cyklus,
sa velmi 1i$i od problému, ¢i dany graf obsahuje uzavrety eulerovsky fah. V pripade uzavretého
eulerovského fahu mame vetu 4.6.1, ktord ndm ddva jednoducho overitelnd podmienku, ¢i v danom
grafe takyto tah existuje, alebo nie. V pripade hamiltonovského cyklu Ziadna takito jednoducha
podmienka neexistuje. Je to totiZ jeden zo znamych NP-uplnych (¢iZe ,,vel'mi fazkych*) problémov.
To znamend, Ze pre dany vSeobecny graf, pokial je dostato¢ne velky, nevieme efektivne zistif,
¢i tento graf hamiltonovsky cyklus obsahuje, alebo nie. Ked'Ze hladanie hamiltonovskych cyklov,
alebo aspoii zisfovanie ich existencie, je pre mnohé praktické aplikdcie kI'icové, je tato problema-
tika intenzivne skimand. Existuji niektoré typy a triedy grafov, pre ktoré vieme potvrdif, alebo
vylicit existenciu hamiltovovského cyklu. UkdZeme si to na jednoduchom priklade.

= Priklad 5.1
(%]

DokaZeme, Ze graf na obrazku vpravo nemd hamiltonovsky cyklus. U1 V9

U3

Predpokladajme, Ze dany graf hamiltonovsky cyklus obsahuje. Graf na obrdzku m4 5 vrcholov,
a preto by jeho hamiltonovsky cyklus musel mat 5 hran, inak povedané, prave jedna jeho hrana
do hamiltonovského cyklu nepatri. Vynechajme teda z grafu hranu, ktord nie je v hamiltonovskom
cykle. Podla definicie 3.4.2 je cyklus pravidelny graf stupiia 2. Preto kazdy vrchol cyklu musi mat
stupeni 2. Ak ale z daného grafu vynechame krortikol'vek (jednu) hranu, tak vZdy ndm vznikne
vrchol, ktory je stupiia 1. Preto dany graf nemo6Ze mat hamiltonovsky cyklus. "

Na nasledujicom priklade si ukdZeme, Ze podobny argument nie vZdy funguje.
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m Priklad 5.2 Treba zistit, ¢i v grafe na obrazku vlavo existuje hamiltonovsky cyklus.

a b  Akby sme pouzili argument z predo§lé€ho prikladu, tak kazdy vrchol cyklu md stu-
peni 2, takZe ak v grafe existuje hamiltonovsky cyklus, musime vynechat po jedne;j
hrane pri vrcholoch a, b, d, e a dve hrany pri vrchole c¢. Spolu teda 6 hran. Dany graf
m4 8 hrdn a ak 6 vynechdme, tak ndm zostanu 2 a to je na hamiltonovsky cyklus
malo. Uvedena tivaha je v§ak nespravna, pretoze kazda hrana inciduje s dvoma

d e  vrcholmi a na zniZenie stupfiov uvedenych vrcholov nemusime vynechat 6 hran.

a b

Na obrazku vpravo sa mdzeme presvedcit, Ze dany graf ma hamiltonovsky cyklus.
Na zniZenie stupiiov vietkych vrcholov na 2, stacilo vynechat z grafu 3 hrany {a, b},

{c,d} a{c,e}.

n Priklad 5.3 UkéZeme, Ze graf na obrdzku vlavo nema hamiltonovsky cyklus.

a &

Vrcholy a a ¢ sd stupiia 2. Preto ak by dany graf mal hamil-
tonovsky cyklus, tak hrany {a,b}, {a,g}, {b,c} a {c,j} by
doti museli patrif. Nédsledne by hrany {b,d} a {b, f} nesmeli
patrit do hamiltonovského cyklu, pretoZe vrchol b uZ inciduje
s hranami {a,b} a {b,c}.

g h i ]

Ak ale vynechdme hrany {b,d} a {b, f}, tak vrcholy d a f budid maf stupefi 2, a preto hrany
{g,d}, {d,e}, {e,f} a {f,j} musia patrif do hamiltonovského cyklu. Nésledne by hrany {g,h},
{e,h}, {e,i} a{f,j} nesmeli patrif do hamiltonovského cyklu. Tym ndm zostali dva vrcholy / a i,
do ktorych sa uZ nemdme ako dostat. TakZe dany graf hamiltonovsky cyklus neobsahuje. "

Dalsim velmi zndmym hlavolamovym problémom, na ktory sa dé aplikovat problém hamiltonov-
ského cyklu v grafe, je ,,problém skdkania jazdca po Sachovnici®.

02y X
Skok jazdca na Sachovnici ma tvar pismena L. Znamena to, Ze
® ® . . . C o .
jazdec J ide pri fahu zo svojej pozicie najskor 2 poli¢ka priamo
J a potom 1 poli¢ko doprava, alebo dol'ava vzhladom na pdvodny
priamy smer. Na obrdzku vlavo vidime kriZikmi vyznacené po-
02y 02¢ I s oo ) .
licka, na ktoré moze skocif jazdec umiestneny v strede.
02y 029

Zadanie problému ,, prechddzky jazdca po Sachovnici* je nasledovné

Majme Sachovnicu rozmerov n X n. Zistite, pre ktoré hodnoty n € N moZe jazdec vyjst
zniektorého policka Sachovnice, prejst celou Sachovnicou tak, Ze kazdé policko navstivi
prdve raz a skonci na policku, z ktorého vysiel. Jedine na pociatocnom = koncovom
policku svojej ,, prechddzky “ bude stdf jazdec dvakrdt.

Problém prechddzky jazdca po Sachovnici si mdZeme modelovat grafom. Vrcholy grafu budd
policka Sachovnice a dva vrcholy budi spojené hranou prave vtedy, ak mdze jazdec skocit jednym
fahom z poli¢ka zodpovedajicemu jednému vrcholu na poli¢ko zodpovedajice druhému vrcholu.
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Pre takyto graf sa zauZival ndzov Knight graph’ a pre $achovnicu rozmeru n x n sa Knight graf
oznacuje KG,,.
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Pre n = 4 vidime graf KG4 na obrazku vlavo. UkdZeme si,
ako zistime, ¢i existuje hamiltonovsky cyklus grafu KGj.

PredovSetkym n musi byt parne Cislo. Graf KG, je totiz
bipartitny. Sachovnicu moZzeme rozdelif na biele a &ierne
policka a jazdec pri kaZzdom fahu meni farbu policka. To
znamend, Ze v grafe KG, kaZda hrana spdja dve policka
roznej farby. Ak by existoval v grafe hamiltonovsky cyklus,
zacinal by napriklad na bielom poli¢ku, potom by striedal
¢ierne a biele policka a skoncil by na pévodnom bielom
policku. Pocet hrdn hamiltonovského cyklu v bipartitnom

Pre n = 2 je Sachovnica prili§ mald na to, aby sa po nej
mohol jazdec pohybovat. Pozrime sa preto na najbliZsiu
vacSiu Sachovnicu pre n = 4. Vrcholy, zodpovedajice roho-
vym polickam Sachovnice, maju stupeii 2, a preto su hrany,
s nimi incidujice, v hamiltonovskom cykle ,,povinné*. Si-
tudciu vidime na obrazku vpravo. Dostali sme cylus a ak by
sme priddvali d’alSie hrany, tak bud’ zvySime stupne uZ na-
kreslenych vrcholov, alebo vzniknuty graf nebude suvisly.
Preto hamiltonovsky cyklus v grafe KG4 nemdZe existovat.
D4 sa ukazat, Zze graf KG,, ma hamiltonovsky cyklus pre
kaZzdé péarne Cislo n > 6, av§ak dokaz je netrividlny.

Izomorfizmus grafov

grafe musi byt parny, a preto n musi byt parne ¢islo.

V
\

i
YR

Pojem izomorfizmu grafov si najskor ilustrujeme na jednoduchom priklade.

n Priklad 5.4 Predpokladajme, Ze dvaja I'udia dostand za Glohu nakreslif graf, ktory mé 5 vrcholov
spojenych piatimi hranami do cyklu Cs. Tito dvaja Iudia nezavisle od seba nakreslia dva grafy,

ktoré vidime na obrazkoch 5.1 a 5.2.
a

Is 1

e b

L4 )

d T3 C

Obr. 5.1: Verzia 1. ¢loveka
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Obr. 5.2: Verzia 2. ¢loveka

Y2

Vidime, Ze podmienky zadania dlohy obaja l'udia splnili, a teda tieto dva grafy sd ,,rovnaké®, aj
ked na prvy pohlad vyzeraji rozne. Su to dve rdzne realizicie toho istého grafu. Takéto grafy sa

nazyvajui izomorfné.

3V Sachovej terminilégii knight = jazdec.
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Definicia 5.2.1 — Izomorfné grafy. Majme graf G = (V,E) a graf G’ = (V' E’). Potom grafy
G a G’ nazyvame izomorfné, ak existuje vzdjomne jednozna¢né zobrazenie (bijekcia) ¢ : V — V'
ich vrcholovych mnoZzin, ktoré zachovava susednost vrcholov a ndsobnost hrdn. Znamen4 to, Ze
ak u,v € V a medzi tymito vrcholmi je v grafe G n hran, tak potom medzi vrcholmi @ () a ¢(v)
v grafe G’ je tieZ prave n hran. Takéto bijektivne zobrazenie ¢ sa nazyva izomorfizmus grafov
GadG'.

p) V definicii 5.2.1 sme pouZili pojem ,,bijekcia®, ,,bijektivne zobrazenie*, resp. jeho slovensky
ekvivalent ,,vzdjomne jednoznacné zobrazenie“. Na predmete Diskrétna matematika tento
pojem bude formalne definovany az v podkapitole 7.3, pozri definiciu 7.3.4 (str. 145). Je v§ak
velmi pravdepodobné, Ze ste sa s nim uZ stretli na predmete Matematika 1. Pojem bijekcia,
resp. bijektivne, alebo vzdjomne jednoznacné, zobrazenie medzi dvoma mnoZinami, méZeme
neformdalne definovat nasledovnym spdsobom.

KazZdému prvku z jednej mnoZiny prindleZi prdve jeden prvok z druhej mnoZiny
a roznym prvkom jednej mnoZiny zodpovedajii rozne prvky druhej mnoZiny,
pricom obe uvedené vlastnosti musia platif obojsmerne.

Vratime sa teraz ku prikladu 5.4 a ukdZeme, Ze grafy z obrdzkov 5.1 a 5.2 si izomorfné. Graf
z obrazku 5.1 ma mnozinu vrcholov V = {a,b,c,d, e} a graf z obrazku 5.2 ma mnoZinu vrcholov
V' ={A,B,C,D,E} . Bijekciu ¢ : V — V' si definujeme predpisom

pa)=A, ob)=C, o¢(c)=E, ¢(d)=B, ¢(e)=D

Z uvedeného predpisu je zrejmé, Ze @ je bijekcia medzi mnoZinami vrcholov V a V’. Treba eSte
overit, ¢i tito bijekcia zachovava susednost vrcholov a ndsobnost hrdn. Oba grafy s obycajné a
ndsobné hrany nemajd. Staci preto overif, Ze dva vrcholy grafu G su susedné prave vtedy, ak sd
susedné ich obrazy v grafe G'. VypiSeme si vietky dvojice susednych vrcholov (hrany) grafu G a
grafu G’ a overime, Ze zobrazenie ¢ je bijekcia medzi nimi.

hrany grafu G hrany grafu G/
x; ={a,b} «— {AC}=y
xp ={b,c} +— {C,E}=y
x3={c,d} — {E,B} =y3
X4:{d,€} — {B,D}:y4
xs = {e,a} — {D,A} =ys

Z uvedeného je zrejmé, Ze bijekcia ¢ susednost vrcholov zachovédva. Takze @ je izomorfizmus
grafov G a G’ a o tychto dvoch grafoch mdZeme povedat, Ze su izomorfné.
Matice susednosti uvedenych dvoch grafov pri lexikografickom usporiadani ich vrcholov st:

a b ¢ d e A B C D E

a {0 1 0 0 1 A/0 01 10

b 1 01 0O Bl 0 0 0 1 1

G cl] O1 01 O G: ¢ 1 0 0 01
dal 0 01 0 1 D 1 1.0 00

e 1 0010 ENO 1 1 0 O

V nasledujicej vete si ukdZzeme, ako sa daji izomorfné grafy charakterizovat pomocou svojich
matic susednosti.



100 Kapitola 5. Hamiltonovské cykly, izomorfizmus grafov. . .

Veta 5.2.1 — O maticiach susednosti izomorfnych grafov. Grafy G a G’ st izomorfné prave
vtedy, ked’ sa ich matice susednosti pri vhodnom usporiadani vrcholov rovnaju.

Dokaz: tvrdenie vety md tvar ekvivalencie, takZe dokazovat ho budeme ako dve implikécie.
Mnozinu vrcholov grafu G oznaéme V = {;}!_, a mnoZinu vrcholov grafu G’ si oznaéme
Vi={vit.
= AK si grafy G a G’ izomorfné, tak ich matice susednosti, pri vhodnom usporiadani
vrcholov, sa rovnaju.
Grafy G a G’ st izomorfné préave vtedy, ak existuje bijekcia ¢ : V — V', ktord zachovdva
susednost vrcholov a ndsobnost hran. Nech ma matica susednosti grafu G vrcholy usporia-

dané lexikograficky, t.j. (uj,us,...,u,). Usporiadajme potom vrcholy matice susednosti
grafu G’ takto

(@), @(u2),.... 0(un)) .
Ak je v i-tom riadku a j-tom stipci matice susednosti grafu G &islo n, tak to znamend, Ze
vrcholy u; a u; st v grafe G spojené n hranami. Potom ale vrcholy ¢(u;) a ¢(u;) v grafe
G’ st tieZ spojené n hranami, a preto aj v matici susednosti grafu G’ bude pri zvolenom
usporiadani vrcholov v i-tom riadku a j-tom stipci &islo n.

< AK st matice susednosti grafov G a G’, pri nejakom usporiadani vrcholov, rovnaké,
tak grafy G a G’ s izomorfné.
Ak sd matice susednosti grafov G a G’ rovnaké, tak mdZeme ich vrcholy ,,premenovat* tak,
7Ze budi usporiadané lexikograficky. TakzZe bez straty vSeobecnosti mézeme predpokladat,

7e graf G ma vrcholy usporiadané (uj,us,...,u,) a graf G’ ma vrcholy usporiadané
(v1,v2,...,v,). Definujme si teraz bijekciu ¢ : V — V' predpisom
(p(ul) =Vi, (P(MQ) =V2, ..., ‘P(Mn) =Vn

Matice susednosti sd, pri zvolenom usporiadani vrcholov, rovnaké, takze ak medzi vr-
cholmi u; a u; je v grafe G n hrén, tak aj medzi vrcholmi v; a v; je v grafe G’ n hran.
Bijekcia ¢ je preto izomorfizmus grafov G a G’ a tieto grafy su izomorfné.

Q.E.D.

Vréfme sa ku grafom z obrazkov 5.1 a 5.2 z prikladu 5.4. UZ vieme, Ze grafy G a G’ sd izomorfné
a izomorfizmus ¢ zobrazuje ich vrcholy v poradi ¢ : (a,b,c,d,e) — (A,C,E,B,D). Potom podla
vety 5.2.1, ak v maticiach susednosti usporiadame vrcholy grafu G v poradi (a,b,c,d,e) a vrcholy
grafu G’ v poradi (A,C,E, B, D), tak dostaneme matice

a b ¢ d e A C E B D

a f0 1 0 0 1 A /01 0 01

b 1 01 00 c 1 01 00

G cl] O1 01 0 G: E| 01010
al 001 01 5|l 001 01

e 1 0010 p\1 0010

ktoré, ako vidime, su rovnaké.

Zaujimavou udlohou je zistit, ¢i si dva dané grafy izomorfné. Toto je fazky problém a vo vSe-
obecnosti nie je zndmy Ziaden polynomiélny algoritmus na jeho rieSenie. Na druhej strane zatial
ani neexistuje dokaz toho, Ze by sa jednalo o NP tplny problém a pre viaceré kategdrie grafov
existuju polynomidlne algoritmy na rieSenie tohto problému. Napriklad pre stromy je overovanie
izomorfizmu velmi jednoduché a rychle. Ako si ukdZeme neskor v Casti 11.2 (str. 217), existuje
linedrny algoritmus, ktory ndm zisti, ¢i dané dva stromy su, alebo nie sd, izomorfné. My si tu teraz
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ukédZeme sposob, ako sa pre dané dva grafy G| a G, da zistif, Ze izomorfné nie su. Tento sposob je
zaloZeny na tom, Ze ndjdeme nejaku vlastnost grafu G, ktord graf G, nema, ale mal by ju mat, ak
by bol izomorfny s grafom G. Takéto vlastnost sa nazyva invariant.

Definicia 5.2.2 — Invariant. Vlastnost P sa nazyva invariant, ak pre Tubovolné dva izomorfné
grafy G| a G plati tvrdenie: graf G| md vlastnost P prdve vtedy, ked graf G, md vlastnost P.

Z definicie 5.2.1 vyplyva, Ze ak grafy G a G’ st izomorfné, musia maf rovnaky pocet vrcholov
a rovnaky pocet hrdn, pretoZe medzi ich mnoZinami vrcholov existuje bijekcia, ktord zachovdva
susednost vrcholov a ndsobnost hran. To znamend, Ze vlastnosti ,,maf n vrcholov* alebo ,,mat p
hran‘ sd, v zmysle definicie 5.2.2, invarianty.

n Priklad 5.5 Zoberme si grafy G a G z nasledovnych obrizkov

G1 GZ

Tieto dva grafy nemo6Zu byt izomorfné, pretoZe graf G; md 5 vrcholov a graf G, méa 6 vrcholov. =

m Priklad 5.6 Ako dalsi priklad si vezmime nasledujice dva grafy G3 a Gy

Tieto dva grafy maju sice rovnaky pocet vrcholov (5), ale nem6Zu byt izomorfné, pretoZze graf Gz
ma 7 hran a graf G4 ma 6 hran. n

Dokédzeme vetu, Ze aj vlastnost ,,mat rovnaky pocet vrcholov rovnakych stupriov* je invariant.
Predtym si vSak dokdZeme pomocné tvrdenie.

Lema 5.2.2 — O invariantnosti stupiia vrcholu. Nech G = (V,E) a G' = (V' E’) su izo-
morfné grafy a @ je izomorfizmus medzi nimi. Potom pre kazdé u € V plati st (u) = st(¢(u)),
Cize stupeii vrcholu u je rovnaky ako stupenl jeho obrazu v izomorfnom grafe G'.

Dbkaz: podra cvicenia 4.10, ak mdme graf G = (V,E) s n vrcholmi a jeho Tubovolny vrchol
v; € V, tak stupeii vrcholu v; sa rovnd suctu Cisel v i. riadku matice susednosti grafu G. Podla
vety 5.2.1 st matice izomorfnych grafov, pri vhodnom usporiadani ich vrcholov, rovnaké. Preto
ak mdme dva izomorfné grafy, tak plati st(u) = st(¢@(u)),kde u €V a @(u) € V'. Q.E.D.

Na zaklade lemy 5.2.2 mdzeme vyslovif tvrdenie o invariantnosti stupniov vSetkych vrcholov.

Veta 5.2.3 — O invariantnosti stupnov vrcholov. Nech G a G’ st dva izomorfné grafy. Potom
tieto dva grafy maji rovnaky pocet vrcholov rovnakych stupiiov.

D&kaz: tvrdenie vety je dosledkom lemy 5.2.2. ZapiSme si vrcholy grafu G v poradi (uy, ..., u,)
a vrcholy grafu G’ ako ich obrazy v izomorfizme, t.j. v poradi (@ (u1),...,¢(u,)). Podla lemy
5.2.2 plati st (;) = st(@(u;)), a preto majd G a G’ rovnaky pocet vrcholov rovnakych stuptiov.
Q.E.D.
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m Priklad 5.7 Zoberme si grafy Gs a Gg z nasledovnych obréazkov

C

Gs

<t

e
[ k
Tieto dva grafy majd rovnaky pocet vrcholov (6) aj hran (10). Nem6zu vSak byt izomorfné, pretoze
graf Gs ma stupne vrcholov (2,3,3,4,4,4) a graf G¢ md stupne vrcholov (2,2,4,4,4,4). "

m Priklad 5.8 Pozrime sa na grafy G;7 a Gg z nasledovnych obrazkov

G 7 GS
Tieto dva grafy maji rovnaky pocet vrcholov (5) aj hrdn (7). NemdZu ale byt izomorfné, pretoze

graf G7 ma vrchol stupnia 4 a graf Gg vrchol stupiia 4 nema. "

Dokéazeme, Ze rovnako ako su stupne vrcholov invariantom, je aj vlastnost ,,maf ako podgraf cyklus
dlZky n* invariant.

Veta 5.2.4 — O invariantnosti cyklu C,,. Nech grafy G a G’ st izomorfné. Potom graf G
obsahuje ako podgraf cyklus C, prave vtedy, ked’ graf G’ obsahuje ako podgraf cyklus C,,.

Dokaz: podla definicie 5.2.1 ak su grafy G = (V,E) a G’ = (V/,E') izomorfné a ¢ : V — V’
je ich izomorfizmus, tak zobrazenie ¢ zachovéva susednost vrcholov a ndsobnost hran. Inak
povedané pre vietky v;,v; € V plati {v;,v;} €E < {@(v;),@(v;)} €E’.

Nech vrcholy (v1,v2,...,v,) tvoria cyklus C, v grafe G. Znamena to, Ze graf G obsahuje
hrany {v;,vi11} pre kazdé i € {1,2,...,(n— 1)} a hranu {v;,v,}. AvSak grafy G a G’ si
izomorfné, a preto graf G obsahuje uvedené hrany prave vtedy, ked graf G’ obsahuje hrany
{o(v1),0(va)} a {@(vi),@(vis1)} pre kazdé i € {1,2,...,(n—1)}. To znamend, Ze vrcholy
(@(v1),0(¥2),...,9(v,)) tvoria cyklus C, v grafe G'. Q.E.D.

n Priklad 5.9 Grafy Gg a Gy z nasledovnych obrdzkov

mayji rovnaky pocet vrcholov (8) aj hran (16). Podla vety 5.2.4 v§ak nemo6zu byt izomorfné, pretoze
graf Gpo obsahuje cyklus C3 (trojuholnik) ale graf Gy Ziaden C3 neobsahuje. "
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Pomocou izomorfizmu sa definuje samokomplementdrny graf. Pojem komplementdrny graf
bol definovany uz v kapitole 3 (definicia 3.2.8, str. 53). Samokomplementarne grafy si grafy
komplementarne samé so sebou a si zaujimavé z hladiska mnohych aplikicii. My tu uvedieme ich
formalnu definiciu a stretneme sa s nimi v cvi¢eniach na konci tejto kapitoly.

Definicia 5.2.3 — Samokomplementarny graf. Graf G sa nazyva samokomplementérny, ak
je izomorfny s grafom G.

m Priklad 5.10 Cesta na 4 vrcholoch (Py) a cyklus na 5 vrcholoch (Cs) sd jednoduché priklady
samokomplementarnych grafov. Vidime ich na nasledujuicich dvoch obrazkoch. Ciernou farbou je
zobrazeny graf G a ¢ervenou farbou jeho komplement G.

P42E

Iny priklad samokomplementdrneho grafu je na dalSom obrazku.

St mmmm==

Izomorfizmus stromov

Na zaver podkapitoly o izomorfizme grafov si este uvedieme jednu triedu grafov, pre ktoré vieme
lahko overit, ¢i st, alebo nie si dané dva grafy izomorfné. Touto triedou grafov, ako uZ bolo
spomenuté skor, su stromy. Teraz si uvedieme len niekolko prikladov a definicii a aZ v Casti 11.2
(str. 217) sa budeme venovat rychlym algoritmom na overovanie izomorfizmu stromov.

m Priklad 5.11 Si stromy 77 a 7> z nasledujiceho obrazku izomorfné?

a b2t
| ) Ukazeme, Ze stromy 77 a T, na obrazku vlavo sd izomorfné. Staci si vziat
‘\\ Tl € /! nasledovni bijekciu ich vrcholov
flay=1, f(b)=3, f(c)=2, f(d)=4, f(e)=5.
1 3 \2\\\ Tato bijekcia zachovava susednost vrcholov, o ¢om sa lahko m6Zeme
( T2 :} presvedcit z obrazku. Preto su stromy 77 a 7> izomorfné.
w4 5 ./
S~ -7 ]

To, Ze dva dané stromy nie su izomorfné, ukdZeme rovnako ako pri grafoch vSeobecne. Znamena
to, Ze ndjdeme nejaky invariant, ktory jeden z danych stromov ma a druhy nema.
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m Priklad 5.12 Su stromy 7; a 75 z nasledujticeho obrazku izomorfné?

a b oc d e )
AN /
Ukdzeme, 7e stromy 7; a T» na obrdzku vpravo nie si izomorfné. T
Staci si uvedomit, Ze strom 7> m4 vrchol stupiia 3 a strom 7] Ziaden // e
vrchol stupiia 3 nema. "1 3 5 4~
\

V dalSom priklade si ukdZeme, kol'ko existuje neizomorfnych stromov na 5 vrcholoch.

= Priklad 5.13 Korko existuje neizomorfnych stromov na 5 vrcholoch?

RieSenie: z vety 4.2.7 (strana 76) vieme, Ze strom na 5 vrcholoch m4 4 hrany. To znamen4, Ze
Ziaden vrchol nemdZe maf stupeti viac neZ 4. Okrem toho z definicie stromu vieme, Ze strom je
suvisly graf. TakZe kazdy vrchol musi mat stupefi aspoii 1. No a napokon, podla vety 4.2.8 (strana
76), vieme, Ze kazdy strom s asponl dvoma vrcholmi, mé aspoti 2 vrcholy stupiia 1. TakZe preberme
si moZnosti:

1. Strom na 5 vrcholoch m4 vrchol stupiia 4. V tom pripade m6Ze mat len 1 taky vrchol, pretoze
vrchol stupiia 4, inciduje so 4 hranami a spolu s druhymi koncovymi vrcholmi tychto 4
hran, mame spolu uz 5 vrcholov. TakZe takyto strom musi byf izomorfny so stromom 7
zobrazenym na obrazku 5.3.

2. Strom na 5 vrcholoch, m4 vrchol stupiia 3. Potom mdZe mat len jeden takyto vrchol. Ak by
mal aspoii dva vrcholy stupna 3, tak sticet stupiiov jeho vrcholov by bol asponi 9 a takyto graf
by mal viac neZ 4 hrany, ¢iZe by to nebol strom, a mdme spor. TakZe strom na 5 vrcholoch
modze mat len jeden vrchol stupiia 3, asponi dva vrcholy stupnia 1 (veta 4.2.8) a aby mal
prave 4 hrany, musi maf eSte jeden vrchol stupiia 2. Preto takyto strom musi byt izomorfny
so stromom 75 na obrazku 5.3.

3. Ak strom na 5 vrcholoch nema vrcholy stupiia 4, alebo 3, tak musi mat len vrcholy stupiia 1 a
2. Podla vety 4.2.8 musi maf aspoii dva vrcholy stupiia 1. Sucet stuptiov jeho vrcholov musi
byt 8, aby mal graf 4 hrany, takZe takyto strom na 5 vrcholoch musi mat tri vrcholy stupiia 2
a dva vrcholy stupiia 1. Takyto strom musi byt izomorfny so stromom 73 na obrdzku 5.3.

Spolu teda existuji 3 neizomorfné stromy na piatich vrcholoch.

Obr. 5.3: VSetky neizomorfné stromy na 5 vrcholoch
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Izomorfizmus korenovych stromov

Koreniovy strom sa od obycajného stromu lisi len tym, Ze ma jeden pevne vybrany vrchol, ktory sa
nazyva koreii. TakZe formélna definicia izomorfizmu korefiovych stromov bude nasledovna.

Definicia 5.2.4 — Izomorfizmus korefiovych stromov. Dva koreiiové stromy 7 = (V,E)
skoretiomu; € VaT, = (V' E") skoretiom v, € V' sdizomorfné, ak existuje bijekcia ¢ : V — V’,
ktord zachovava susednost vrcholov a naviac plati @ (u1) = vy.

Izomorfizmus koreniovych stromov je definovany rovnako ako izomorfizmus stromov (grafov)
rozsireny o podmienku, Ze bijekcia medzi vrcholovymi mnoZinami dvoch korefiovych stromov
musi zachovavaf aj kore. Ak porovndme definicie 5.2.1 a 5.2.4, tak vidime, Ze ndm vypadla
podmienka zachovania ndsobnosti hran. Stromy totiZ ndsobné hrany mat nemoZzu.

Takze ak st dva korefiové stromy izomorfné, tak sa koreii jedného stromu zobrazi na koreni
druhého stromu a okrem toho musi byt zachovand susednost vrcholov.

= Priklad 5.14 Su koretiové stromy 7; a 75 z nasledujiceho obrazku izomorfné?

UkdZeme, Ze koreniové stromy 77 a 1, na ob-
U1 W rdzku vlavo sd izomorfné. KedZe ide o koreniové
stromy, izomorfizmus musi zachovat koreii. Takze
f(vi) = wj. Ostatné vrcholy potom mdZeme zo-
brazit takto

T2 We Wy fv2) =ws, f(v3) =ws, fva) =w
f(v5)2W67 f(V6):W7; f(V7):W5.

Této bijekcia zachovava korene stromov aj susednost vrcholov, o ¢om sa l'ahko m6Zeme presvedcit
z obrdzku. Preto sd stromy 77 a 7> izomorfné. Okrem toho, uvedeny izomorfizmus nie je jediny
mozny. Ak by sme prehodili f/(vs) =w7a f’(ve) = we, pri zachovani zobrazeni zvy$nych vrcholov,
tak tieZ dostaneme izomorfizmus stromov 77 a T5. n

(%) (%] (L) W3 \W4

1;

Vs Vg (% Wy

n Priklad 5.15 St koretiové stromy 7; a 75> z nasledujiceho obrazku izomorfné?

Korenové stromy 77 a T, na obrazku vpravo, nie st izomorfné, vy wy
pretoZe korenl stromu 77 ma stupeit 3 a korel stromu 7, ma
stupeii len 2. KedZe stupeil, v izomorfizme si zodpovedajtcich
vrcholov, je invariant, nemdZu byt tieto koreniové stromy izo- V3 V4 Wo

morfné. Ak by sme vsSak grafy 77 a 7> brali len ako stromy, ¢iZe vs T T Wy Ws
nie ako koreniové stromy, tak by boli izomorfné. 1 2 .

U2 wWs

n Priklad 5.16 KoTko existuje neizomorfnych korefiovych stromov na 4 vrcholoch?

RieSenie: z vety 4.2.7 (strana 76) vieme, Ze strom na 4 vrcholoch m4 3 hrany. To znamen4, Ze
Ziaden vrchol nemdZe maf stupeni viac nez 3. Okrem toho strom je suvisly graf a kazdy vrchol musi
mat stupeni aspoil 1. Naviac ide o korefiovy strom, takZe jeden vrchol je zafixovany a oznaceny ako
koreii stromu. TakZe preberme si moZnosti:

1. Koreil stromu m4 stupeni 3. Potom inciduje s 3 hranami a koren, spolu s druhymi koncovymi
vrcholmi incidujdcich hrdn, ndm ddva dokopy 4 vrcholy. TakZe takyto strom musi byt
izomorfny so stromom 77, na obrazku 5.4.

2. Koreni stromu mé stupenl 2. Potom inciduje s dvoma hranami a susedi s dvoma vrcholmi,
oznaéme si ich b a c. Chyba ndm este 1 vrchol a tento méZeme spojif hranou bud’ s vrcholom
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b, alebo s vrcholom c, ale nie s oboma, pretoZe by vznikol cyklus. TakZe vysledny strom
musi byt izomorfny so stromom 73, na obrazku 5.4.

3. Koreni stromu mé stupeni 1. Potom inciduje len s jednou hranou a susedi len s jednym
vrcholom. Chybaji ndm eSte dalSie 2 vrcholy, aby vysledny strom mal 4 vrcholy. Ozna¢me
si koreii stromu « a jeho syna b. Potom mame dve moZnosti: bud ma vrchol » dvoch synov,
alebo m4 len jedného syna. TakZe vysledny strom musi byt izomorfny bud so stromom 73,
alebo so stromom 74 na obrazku 5.4.

Spolu teda existuji 4 neizomorfné koreniové stromy na 4 vrcholoch.

Obr. 5.4: Vsetky neizomorfné koreriové stromy na 4 vrcholoch

Izomorfizmus bindrnych stromov

Binérne stromy sa od korefiovych stromov liSia po¢tom a poradim (favy/pravy) synov vrcholu.
Formélna definicia izomorfizmu bindrnych stromov bude nasledovna.

Definicia 5.2.5 — Izomorfizmus bindarnych stromov. Dva bindrne stromy 77 = (V,E) s ko-
refiomu; €V aT, = (V' E') s koretiom v; € V' sii izomorfné, ak existuje bijekcia @ : V — V'
zachovavajica susednost vrcholov, koreii (plati ¢(u;) = v;) a poradie synov vrcholov. T.j. ak
uj je ravy (pravy) syn vrcholu u;, tak ¢ (u;) je Tavy (pravy) syn vrcholu ¢ (u;).

Izomorfizmus binarnych stromov je teda definovany rovnako ako izomorfizmus korefiovych
stromov, roz8ireny o podmienku, Ze izomorfizmus medzi vrcholovymi mnoZinami bindrnych stro-
mov musi zachovavat aj poradie synov vrcholov. TakZe l'avy (pravy) syn vrcholu jedného stromu sa
musi zobrazif na lavého (pravého) syna vrcholu druhého stromu. Samozrejme musi byt zachovana
aj susednost vrcholov a koreni stromov.

n Priklad 5.17 Si bindrne stromy 7} a 75 z nasledujiceho obrizku izomorfné?
v wq UkdZeme, Ze bindrne stromy 77 a 7> na obrazku vlavo st izomorfné.
Vo W Kedze ide o bindrne, a teda aj korefiové, stromy, izomorfizmus musi
{ l ! ’ l zachovaf koren. TakZe f(vi) = w;. Ostatné vrcholy potom mdZeme
1 2 zobrazif takto
Us Vg W3 Wy fv2) =wa, f(v3)=ws, f(va) =ws.

Tato bijekcia zachovava korene stromov aj susednost vrcholov a poradie synov, o ¢om sa ahko
mdZeme presvedcit z obrazku. Preto sd stromy 77 a 75 izomorfné. "



5.2 Ilzomorfizmus grafov 107

n Priklad 5.18 Su bindrne stromy 7} a 75 z nasledujiceho obréazku izomorfné?

Binarne stromy 77 a 7> na obrazku vpravo nie sd izomorfné, pretoZe U1 w1
koreii stromu 77 md len pravého syna a koreii stromu 7, mé len lavého Vs Wy

syna. TakZe nemdze existovaf Ziadna bijekcia, ktord by zachovala Tl T2
poradie synov korefia. Pritom ako grafy, aj ako koretiové nie bindrne

stromy, su 71 a T, izomorfné. V3 V4 W3 W4

V nasledujicom priklade si ukdZeme, kol'ko existuje neizomorfnych bindrnych stromov na troch
vrcholoch.

= Priklad 5.19 Korko existuje neizomorfnych bindrnych stromov na 3 vrcholoch?

RieSenie: z vety 4.2.7 (strana 76) vieme, Ze strom na 3 vrcholoch ma 2 hrany. To znamena, Ze
Ziaden vrchol nemo6zZe mat stupen viac nez 2. Okrem toho strom je stvisly graf a kazdy vrchol musi
mat stupei aspoil 1. Naviac ide o koretlovy strom, takZe jeden vrchol je zafixovany a oznaceny ako
koreii stromu. TakZe preberme si moZnosti:

1. Koreil stromu ma stupeii 2. Potom inciduje s 2 hranami a koreii, spolu s druhymi koncovymi
vrcholmi incidujicich hran, ndm déva dokopy 3 vrcholy. Takze takyto strom musi byt
izomorfny so stromom 77, na obrdzku 5.5.

2. Koreni stromu m4 stupeii 1. Potom tento vrchol m4 len 1 syna a tento musi mat tieZ jedného
syna, pretoZe potrebujeme spolu 3 vrcholy. Ked'Ze vSak ide o bindrny strom, musime v oboch
drovniach rozliSovat, ¢i sa jednd o lavého, alebo o pravého syna. Mdme preto dokopy 4
moznosti.

(a) Koreii mé Tavého syna a ten mé lavého syna. Potom je vysledny strom izomorfny
so stromom 75, na obrazku 5.5.

(b) Korent m4 l'avého syna a ten md pravého syna. Potom je vysledny strom izomorfny
so stromom 73, na obrazku 5.5.

(c) Koreii m4 pravého syna a ten md pravého syna. Potom je vysledny strom izomorfny
so stromom 7}, na obrazku 5.5.

(d) Korent ma pravého syna a ten ma lavého syna. Potom je vysledny strom izomorfny
so stromom 75, na obrazku 5.5.

Spolu teda existuje 5 neizomorfnych binarnych stromov na 3 vrcholoch. Su to stromy, ktoré vidime
na nasledujicom obrazku.
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Obr. 5.5: VSetky neizomorfné bindrne stromy na 3 vrcholoch
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Rovinnost grafov

Predstavme si situdciu, Ze mame tri domy Dy, D, D3, tri studne Sy, S», S3 Dl D2 D3
a kazdy dom chceme spojit s kazdou studiiou cestou tak, aby sa tieto cesty
nekriZili. D4 sa to? Situdciu vidime na obrdzku vpravo a ide o graf K3 3.
KaZzdy si moZe skusit tento graf nakreslit tak, aby sa jeho hrany nekriZili
(ani ,,mimodroviiovo* ), ale urcite sa mu to nepodari. Dokaz, preco je to

tak, uvedieme neskor. S 1 S 2 S 3

Definicia 5.3.1 — Rovinny graf. Graf G sa nazyva rovinny, ak sa dd v rovine nakreslif tak,
aby sa jeho hrany nepretinali. Takémuto nakresleniu hovorime rovinné nakreslenie grafu G.

p) V definicii 5.3.1 sa pouZiva bliZsie neSpecifikovany pojem ,,rovina“. V tedrii grafov budeme
tymto pojmom oznacovat dvojrozmerny priestor (plochu) R x R zodpovedajici beznému
dvojrozmernému Euklidovskému priestoru E2. Takejto ploche v topologickej tedrii grafov
zodpovedd povrch gule. Topologicka tedria grafov v sicasnosti intenzivne skima problémy
suvisiace s vnaranim (kreslenim) grafov aj do ploch vyssich rodov (torus. . . ). Tieto napohlad
,.hlavolamové* dlohy maju totiz vel'mi doleZité aplikdcie vo viacerych oblastiach vedy a
techniky. V mikroelektronike napr. pri ndvrhu procesorov.

Graf K3 3 z Gvodu tejto Casti teda nie je rovinny a rovnako nie je rovinny ani graf Ks
K 5% na obrazku vlavo. TieZ méZeme skusif nakreslif tento graf tak, aby sa jeho hrany
nepretinali a nepodari sa ndm to. Rovnako ako pri grafe K3 3 uvedieme formalny
dokaz nerovinnosti grafu Ks neskor. Ale napriklad graf K4 rovinny je, ako vidime
na nasledujicom obrazku.
Ky

Ako vidime, niektoré grafy rovinné su a niektoré nie. VSimnime si, Ze ak nakreslime do ro-
viny rovinny graf, tak tento ndm rovinu rozdeli na niekol'ko oblasti ohrani¢enych hranami grafu.
Napriklad graf K4, nakresleny na predo§lom obrdzku vpravo, rozdeluje rovinu na 4 oblasti: dva
vnttorné trojuholniky, oblast medzi Stvorcom a oblikovou hranou a napokon cely zvySok roviny.
Teraz uvedieme formdlnu definiciu niekolkych pojmov pouZivanych v topologickej tedrii grafov.

Definicia 5.3.2 — Oblasf, hranica oblasti, susedné oblasti. Nech G je sivisly, rovinny graf
nakresleny v rovine tak, Ze jeho hrany sa nepretinaji. Potom

> kazdd hranu grafu G pozdiZne rozreZeme na polovicu a rovina, v ktorej bol graf G
nakresleny, sa tym moze (ale nemus{) rozpadnuf na niekolko Casti. Maximalne stvislé
casti roviny, ktoré takto dostaneme, sa nazyvaju oblasti grafu G,

> hranica oblasti je cyklus idiici rozrezanymi hranami grafu G po obvode prislusnej oblasti,

> dve oblasti grafu, ktorych hranice maju spolo¢nud hranu, nazyvame susedné oblasti.

p ) V definicii 5.3.2 sme opif pouZili bliZSie neSpecifikovany pojem ,,stvisld ¢ast roviny*. For-
mdlnu matematickd definiciu nebudeme uvadzat, ale tento pojem si neformalne moézZeme
opisaf naslednovne. Ak je nejakd oblast stivislou ¢astou roviny, tak z l'ubovolného jej bodu
vieme ceruzkou nakreslit ¢iaru do Tubovolného iného jej bodu tak, Ze pri kresleni nezdvih-
neme ceruzku z papiera a nakreslend Ciara nepretne hranicu tejto oblasti.
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» Priklad 5.20 a b
Pozrime sa napriklad na graf, ktory mame na obrdzku vpravo. Je to ro-

vinny graf so Styrmi oblastami ozna¢enymi 1,2,3,4. Oblast 1 je ohra- | &v
ni¢end cyklom (b,c,d, f), oblast 2 je ohraniCend cyklom (a,e,d, f),

oblast 3 je ohrani¢end cyklom (a,b, f) a nakoniec oblast 4 je ohrani- d c
¢end cyklom (a,b,c,d,e). 4

V predoslom priklade su cykly tvoriace hranice oblasti zaroven cyklami v danom grafe. Tato
situdcia sa ndm javi ako prirodzend a je intuitivne zrejm4. Pozrime sa vSak na nasledujici priklad.

= Priklad 5.21

hi Graf na obrdzku vlavo je rovinny graf s dvoma oblastami. Toto je
eSte intuitivne zrejmé. Ale o st hranice tychto oblasti? Umyselne sme

2 > hs v danom grafe neoznacili vrcholy, ale hrany. Podla Sleﬁnicie 5.3.2 do-
2 staneme oblasti grafu tak, Ze kazdud jeho hranu pozdlZzne ,,rozreZeme*.

To znamend, Ze hrana A; sa ndm rozpadne na dve po-
lovice, ktoré si pracovne oznacime h;, a h;,. Vysledok
vidime na obrdzku vpravo. TakZe oblasf 1 je ohranicend
cyklom (hi4,hoq,h34,haq,hap) a oblast 2 je ohrani¢end
cyklom (hyp, hop, h3p). V skuto€nosti nemame hrany 4,
a h;p, ale len hrany 4;. Preto su podla definicie 5.3.2 v da-
nom grafe hrany Ay, h;, hs spolo¢né obom oblastiam a
hrana hy4 patri len do oblasti 1.

h3p

KaZdé rovinné nakreslenie ubovol'ného rovinného grafu ma minimalne jednu oblast. V definicii
5.3.2 a v priklade 5.20 sme pouzili pojem rovina. Vo vSeobecnosti sa vS§ak v tedrii grafov grafy
kreslia nielen do roviny, ale aj do rdznych inych pléch (napr. na povrch torusu). Okrem toho sa
namiesto namiesto kreslenia hovori o vndrani grafov.

p) V nasledujicom texte, vSade kde budeme pisat o ,,pocte oblasti rovinného grafu G*, alebo
wrovinny graf G md o oblasti*, tym budeme rozumiet ,,pocet oblasti lubovolného rovinného
nakreslenia grafu G*. Vo vete 5.3.2 ukazeme, Ze vSetky rovinné nakreslenia daného grafu
maju ten isty pocet oblasti.

Lema 5.3.1 Ak je graf G strom, tak je rovinny a ma len 1 oblast.

Dokaz: to, Ze kazdy strom je rovinny graf, sa lahko dokdZze matematickou indukciou vzhladom
na pocet jeho vrcholov (pozri cvicenie 5.22). Fakt, Ze kazdy strom vieme nakreslif tak, Ze
vznikne len jedna oblast, trividlne vyplyva z definicie stromu — strom je acyklicky graf.

VSimnime si, Ze graf z prikladu 5.20 mé v = 6 vrcholov, & = 8 hrdn a 0 = 4 oblasti a plati preni
vzorec v —h+ o0 = 2. To nie je ndhoda, ale doleZity vzfah platiaci pre vSetky rovinné grafy. Objavil
a dokézal ho Leonhard Euler. Pre kazdy suvisly rovinny graf plati nasledujtica veta.
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Veta 5.3.2 — Eulerova veta o rovinnych grafoch. Ak G je sivisly, rovinny graf s v vrcholmi,
h hranami a o oblasfami, tak plati vzfah

v—h+o=2.
Do&kaz: budeme robif indukciou vzhladom na pocet hran .

1. Overenie pre h = O: stvisly graf bez hran pozostdva len z jedného vrcholu a ma len
jednu oblast. Cizev=1,h=0ao=1aplativ—h+0o=1-0+1=2.

2. Indukény krok: predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre vSetky suvislé rovinné grafy, ktoré
maju najviac (n — 1) hran. Potom ukdZeme, Ze musi platif aj pre grafy s n hranami.
Majme stvisly, rovinny graf G, ktory ma v vrcholov, 2 = n hran a o oblasti. M6Zu nastat
dva pripady

(a) Graf G je strom. Potom podla lemy 5.3.1 ma len jednu oblast a podla lemy 4.2.4
mih=(v—1)hrdnaplati v—h+o=v—(v—1)+1=v—v+1+1=2.

(b) Graf G nie je strom. Potom obsahuje cyklus a nech 4; je hrana tohto cyklu. Tato
hrana leZi na hranici dvoch oblasti, ktoré sa po jej odstraneni spoja do jednej. TakZe
odstranenim hrany /; z grafu G dostaneme graf G’, ktorého pocet vrcholov, hrdn
a oblasti bude v =v, ¥ = (h—1) = (n—1) a o’ = (0o — 1). Podla indukéného
predpokladu pre graf G’ plati tvrdenie vety, takZe

V—W+0=2=v—(h—1)+(0—1)=v—h+1+0—-1 =v—h+o=2

Q.E.D.

Veta 5.3.2 ma mnoho dosledkov. Uvedieme si niektoré z nich.

Désledok 5.3.3 — 1. Désledok vety 5.3.2. Nech G je suvisly, rovinny graf s v vrcholmi, &
hranami a o oblastami, v ktorom st vSetky oblasti ohrani¢ené cyklami C, povodného grafu G.
Potom plati

Dokaz: ak su vSetky oblasti ohrani¢ené cyklami C,, p6vodného grafu G, tak hrana leZi na hra-
niciach dvoch oblasti, t.j. musi byt obsiahnutd v dvoch cykloch dizky n. Preto plati

2h
oon=2h — o= —.
n

Dosadenim o do vztahu v — i + 0 = 2 dostaneme horeuvedené tvrdenie. Q.E.D.

Désledok 5.3.4 — 2. Dosledok vety 5.3.2. Nech G je obycajny, suvisly, rovinny graf s asponi
v > 3 vrcholmi a 4 hranami, ktory ma maximalny moZny pocet hrdn. Potom kazda jeho oblast
je ohranicend cyklom C;3 a plati

h=3v—-6

Dokaz: ak by niektord oblast nebola ohrani¢end cyklom Cs, mohli by sme pridat d’al§iu hranu
bez toho, aby sme porusili rovinnost grafu. Overenie tohto tvrdenia prenechdvame na Citatela.
To by bol ale spor s predpokladom, Ze G m4 maximélny moZny pocet hrdn. Takze v grafe G je
kazda oblast ohranicena cyklom C3 a dosadenim n = 3, do vzfahu z dosledku 5.3.3, dostaneme
vysSieuvedené tvrdenie. Q.E.D.
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Dosledok 5.3.5 — 3. Dosledok vety 5.3.2. Nech G je suvisly, rovinny graf s v vrcholmi a £
hranami, ktory ma vSetky oblasti ohrani¢ené cyklami C4 pdvodného grafu G. Potom plati

h=2v—4

Dokaz: Toto je len Specidlny pripad dosledku 5.3.3 pre n = 4 a niet ¢o dokazovaf. Q.E.D.

Pomocou uvedenych dosledkov uz vieme dokézat, Ze grafy K5 a K33, spominané za definiciou
5.3.1, nie su rovinné.

Désledok 5.3.6 — O nerovinnosti grafov K5 a K3 3. Grafy Ks a K3 3 nie su rovinné.
Doékaz:

K — Graf K5 je obycajny a kompletny takZe ma maximalny mozny pocet hran. Pocet jeho
hran je h = (3) = 10. Ak by bol rovinny, tak by, podra dosledku 5.3.4, musel mat
3v—6=3.5—6 =9 < 10 hran, ¢im dostavame spor. Takze graf K5 nie je rovinny.
Q.E.D.

K3 3 — Graf K3 3 neobsahuje cykly Cs ani Ziadne iné cykly nepdrne;j dizky. Preto, ak je rovinny,
nemoZe mat viac nezZ 2v —4 = 2.6 — 4 = 8 hréan (pozri dosledok 5.3.5 a cvicenie 5.23).
Graf K33 md vSak 7 =9 > 8 hrdn, ¢im dostdvame spor. Preto graf K33 nie je rovinny.
Q.E.D.

Dal§im peknym a dolezitym dosledkom Eulerovej vety 5.3.2, je nasledujiica veta.

Veta 5.3.7 — O stupnoch vrcholov rovinného grafu. Kazdy obycajny, sivisly, rovinny graf
G s aspon v > 2 vrcholmi md aspoti dva vrcholy stupfia nanajvys 5.

.....

podla vety 3.2.1, plati

h:;-gst(ui) >—-(v—1).6=3(v—1)=3v-3.

N —

Dostali sme nerovnost 4 > 3v — 3, ktora je v spore s dosledkom 5.3.4. Predpoklad bol preto
nespravny a graf G musi mat aspoii dva vrcholy stupiia nanajvys 5. Q.E.D.

V dosledku 5.3.6 sme ukdzali, Ze grafy K5 a K3 3 nie st rovinné. Pol'sky matematik Kazimierz
Kuratowski v roku 1930 dokézal, Ze pomocou tychto dvoch grafov sa daju charakterizovat vSetky
rovinné grafy. Skor nez sformulujeme Kuratowského vetu, potrebujeme definovat pojmy subdivizia
hrany a homeomorfné grafy.

Definicia 5.3.3 — Subdivizia hrany. Opericia nahradenia Iubovolnej hrany grafu G cestou
Tubovolnej dizky sa nazyva subdivizia hrany.

» Priklad 5.22

I Na obrazku vlavo mdme dané dva grafy G a
G 1 ! G 2 G». Graf G, sme z grafu G; dostali subdivi-

ho ziou vyznacenych hrén Ay a h.
| |
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Definicia 5.3.4 — Homeomorfné grafy. Grafy G, a G, si homeomorfné, ak existuje graf G,
z ktorého vieme dostat graf G, aj graf G,, kone¢nou postupnostou subdivizii hran.

a Priklad 5.23 Podra definicie 5.3.4 sd grafy Gy a G, z prikladu 5.22 homeomorfné, pretoze graf
G, dostaneme z grafu G| subdiviziou dvoch jeho hran. "

n Priklad 5.24 Grafy G, G, a G3, na nasledujicom obrézku, si navzdjom homeomorfné

5 E G

Ale ziadne dva z grafov G4, G5 a Gg, na dalSom obrazku, nie si homeomorfné.

Gy G G

Veta 5.3.8 — Kuratowského veta. Graf G je rovinny prave vtedy, ked neobsahuje podgraf
homeomorfny s grafom K alebo K3 3.

Dokaz Kuratowského vety presahuje rdmec nédplne predmetu Diskrétna matematika, a preto ho
nebudeme uvadzat.

Katalég Specidlnych grafov

V tejto Casti uvedieme niekolko Specidlnych grafov, priCom slovo ,,specidlny“ v tomto pripade
znamend len to, Ze tieto grafy maju v literatire svoje zauZivané mend a ¢asto aj zauZivané oznacenia.
Niektoré Specidlne grafy, ako st kompletny graf, kompletny bipartitny graf, cyklus a cesta, uz boli
spomenuté skor, dalSie budd nové.

Kompletny graf (K,,)

Kompletny graf bol definovany na strane 52. Pripominame, Ze kompletny graf na n vrcholoch sa
oznacuje K, a je to obycajny graf s n vrcholmi, ktory obsahuje hranu medzi l'ubovol'nymi dvoma
rdznymi vrcholmi.

Kompletny bipartitny graf (K,,.,)

Kompletny bipartitny graf bol definovany na strane 54. Oznacujeme ho K, , a je to obyCajny
bipartitny graf s dvoma particiami m a n vrcholov, pricom kazdy vrchol jednej particie susedi
s kazdym vrcholom druhej particie.

Cesta (P,)

Cesta bola definovand na strane 55, avS§ak bez uvedenia oznacenia. Cesta je sled, v ktorom sa Ziaden
vrchol neopakuje. Oznacenie P, budeme pouZivat pre cestu dlZky n, ¢iZe pre cestu s n hranami a
n+ 1 vrcholmi.

Cyklus (Cy,)
Cyklus bol definovany na strane 57. Cyklus C,, je stvisly pravidelny graf stupnia 2 na n vrcholoch.
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Hviezda (S,)

Hviezda* S, je dplny bipartitny graf K- 1,n- OznaCenie S, nie je tplne jednotné.
NajcastejSie S, oznacuje graf na n+ 1 vrcholoch, t. . jeden centrdlny vrchol a
n vrcholov s nim spojenych tak, ako je to vidief na obrazku vpravo. Niektori
autori vSak do ¢isla n zahffiaju aj centrdlny vrchol, takZe S, u nich oznacuje
graf na n vrcholoch. A napokon v kapitole 3 na strane 62 pouZivame oznacenie
S, pre kostru grafu (odvodené od slova skeleton). TakZe pri oznaceni S, si je
potrebné z kontextu overit, o aky graf sa jedna.

Koleso (W,,)

Koleso® (Wheel) W, je graf, ktory mé jeden centrdlny vrchol a ten je spojeny so vietkymi
vrcholmi cyklu C,,_ . Priklad kolesa W,, vidime na obrazku vlavo. Na rozdiel
od hviezdy sa pri oznacovani kolesa centralny vrchol zapocitava do n. TakZe
koleso W, je vzdy graf na n vrcholoch. Koleso je typ grafu, ktory ma
viaceré vlastnosti zaujimavé z hladiska aplikécii. Tieto vlastnosti sivisia
napr. s rovinnosfou, ale aj s farbenim grafov, ktorym sa my na predmete
Diskrétna matematika nezaoberame.

Hdsenica

Husenica® je graf, ktory je zaujimavy z hladiska aplikécii. Hisenica je strom, z ktorého po od-
strdneni vSetkych listov zostane len cesta. Na obrdzkoch niZSie je tito cesta vyznaend svetlejSou
modrou farbou. Niekedy sa za hiisenicu povazuje len taky strom, z ktorého po odstraneni vSetkych
listov zostane cesta a naviac vSetky vrcholy tejto cesty, ktoré nie su jej listy, maji stupeni 0 alebo
2. Priklady htisenic su na obrazkoch 5.6 a 5.7. Hudsenicu, v ktorej z kazdého vrcholu svetlo modre;j
cesty vychddzajui najviac 3 listy, budeme pracovne nazyvat ,,oby¢ajna hisenica“. Vo v§eobecnosti
mdZe hisenica vyzeraf aj tak, ako to vidno na obrdzku 5.7.

Obr. 5.6: ,,Obycajnd* hisenica Obr. 5.7: Huisenica

“https://en.wikipedia.org/wiki/Star_(graph_theory)
Shttps://en.wikipedia.org/wiki/Wheel_graph
Shttps://en.wikipedia.org/wiki/Caterpillar_tree
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5.5 Cyvicenia

Cvicenie 5.1

Na4jdite hamiltonovsky cyklus v grafe na obrazku vlavo.

Cvicenie 5.2 Zistite, ¢i dané grafy maji hamiltonovsky cyklus

/N G2
A e N
N

Gy Gy

Cvicenie 5.3 Zistite ¢i dané dvojice grafov su izomorfné a ak s, néjdite ich izomorfizmus.

(a) (b)
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Cvicenie 5.4 Zistite, ¢i dané dvojice grafov st izomorfné a ak su, ndjdite ich izomorfizmus.
(a) (b) ,

a b h v a b h 7
>< g J " g J
/N /N

d c [ k d c [ k

(©) (d)
a b g h a b h
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Cvicenie 5.5 Rozhodnite a zdovodnite, ¢i dana vlastnost grafu je invariant

(a) mat Cy, (e) maf n cyklov Cy,

(b) mat n vrcholov stupiia £, (f) mat k komponentov,

(c) byt stvisly, (g) mat uzavrety eulerovsky tah,
(d) byt nestivisly, (h) byt bipartitny,

(i) maf hranu {u,v}, priom st(u) =iast(v) = j.

Cvicenie 5.6 N4jdite nejaku vlastnosf grafu, ktord je invariant a dokézte, Ze je invariantom. =

Cvi€enie 5.7 N4jdite
(a) vSetky neizomorfné obycajné grafy na 3 vrcholoch a zistite, kolko z nich je sdvislych,
(b) vSetky neizomorfné obycajné grafy na 4 vrcholoch a zistite, kol'ko z nich je sivislych,
(c) vsetky neizomorfné obycajné grafy na 5 vrcholoch a zistite, kolko z nich je stvislych,

(d) vSetky neizomorfné obycajné grafy, ktoré maji 6 vrcholov a 4 hrany.

Cvicenie 5.8 N4jdite samokomplementarny graf s aspofi dvoma vrcholmi rdznych stuptiov. =

Cvicenie 5.9 Dokazte, 7e ak existuje samokomplementdrny graf na n vrcholoch, tak n ddva
po deleni 4 zvySok 0 alebo 1. u

Cvicenie 5.10 Nakreslite graf s danymi vlastnostami alebo zdovodnite, preco neexistuje
(a) Uplny bindrny strom so 4 vnitornymi a 5 koncovymi vrcholmi,
(b) dplny bindrny strom s vyskou 3 a 9 koncovymi vrcholmi,
(c) tplny bindrny strom s vyskou 4 a 9 koncovymi vrcholmi.

Cvicenie 5.11 Najdite vSetky neizomorfné

(a) stromy s 3 vrcholmi, (e) korenové stromy s 5 vrcholmi,
(b) stromy so 4 vrcholmi, (f) bindrne stromy s 2 vrcholmi,
(c) stromy so 6 vrcholmi, (g) binarne stromy s 4 vrcholmi,
(d) koreriové stromy s 3 vrcholmi, (h) binarne stromy so 5 vrcholmi.

Cvicenie 5.12 Nech T = (V,E) je strom. Dokazte, Ze pre lubovolné jeho dva vrcholy u,v € V,
ktoré nie su listy, existuje list [ € V taky, Ze najkratSia cesta z vrcholu u do listu /, vedie cez
vrchol v. "

Cvicenie 5.13 Nech T je strom. Dokazte, Ze kazdy jeho vrchol nadobida svoju excentricitu
v niektorom liste stromu 7. m

Cvicenie 5.14 Najdite vSetky navzdjom neizomorfné pravidelné obycajné grafy stupiia 3
na 6smich vrcholoch. Kolko z nich je nesuivislych? L
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Cvicenie 5.15 Dokazte, Ze ak G je obycajny rovinny graf s v vrcholmi, 4 hranami, o oblastami

a k komponentami, tak plati
v—h+o=1+k

I Cvicenie 5.16 Kolko rdznych navzajom neizomorfnych kostier ma graf Ks? u

Cvicenie 5.17 O kazdom z danych parov stromov rozhodnite, ¢i su tieto stromy izomorfné.
Ak s, najdite izomorfizmus, ak nie s, ndjdite invariant, ktory jeden strom spliia a druhy nie.

(a) (b)
U1 w1 w2 W1 gy
V2 \ vz s w U1 V4
3 N <> W3 W4y
V4 N V3 Vs Ws
Ve Ws We U (0 We
(c) (d)
U3 U1
U3 w1 V9
V4
w3 2 ws V4 Vs
V1 U9 < Ve
> wg W4
5
() w Wy
0 g w2 W w We
4

Cvicenie 5.18 O kazdom z danych parov koreriovych stromov rozhodnite, ¢i su tieto koretiové
stromy izomorfné. Ak su, ndjdite izomorfizmus, ak nie sd, ndjdite invariant, ktory jeden strom
spliia a druhy nie.

(@) (b)
U1 (] V1 wy
V9 Z! w2 Wy V2 2 Wa
Vs U3 — w3 We U3 Uy w4
Vg  Ws w3
Us Ws
U7 Vs Wy wWs

(c) Grafy z cvicenia 5.17 (c), brané ako korefiové stromy s korefimi v3 a wy.
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Cvicenie 5.19 O kazdom z danych parov bindrnych stromov rozhodnite, ¢i si izomorfné. Ak
s(l néjdite izomorfizmus, ak nie su, ndjdite invariant ktory jeden strom spliia a druhy nie.

oy N

(c) Grafy z cvicenia 5.18 (b), brané ako bindrne stromy.

Cvicenie 5.20 Nech Q, je graf, ktorého mnoZine vrcholov zodpovedaji vSetky n-rozmerné
bindrne vektory. Dva jeho vrcholy sd spojené hranou prave vtedy, ked sa im zodpovedajice
vektory liSia prave v 1 bite.

(a) Kolko vrcholov a kolko hran ma graf Q, pre dané n € N?

(b) Aké st stupne vrcholov v grafe Q,,?

(c) Nakreslite graf Q, pre n € {1,2,3,4}.

(d) Napiste matice susednosti a incidencie grafu Q, pre n € {1,2,3}.

(e) Ma Q,, hamiltonovsky cyklus pre kazdé n € N?

(f) Aky priemer ma graf Q, pre dané n € N?

Cvicenie 5.21 Dokazte, Ze graf na obrazku niZ$ie nie je rovinny.

I Cvicenie 5.22 Dokazte, Ze kazdy strom je rovinny graf. =

Cvicenie 5.23 Dokdzte, ze ak sivisly, obycajny, rovinny graf G s v vrcholmi neobsahuje oblast
ohrani¢ent neparnym cyklom, tak ma maximalne 4 = 2v —4 hran. u

Cvicenie 5.24 Dokézte, Ze suvisly, rovinny, graf G s v vrcholmi, ktory neobsahuje oblast
ohrani¢entl cyklom mensim nez C4, md maximdlne h = 2v —4 hrén. u

Cvicenie 5.25 Nakreslite obycajny, stvisly, rovinny graf s v vrcholmi, ktory ma vSetky oblasti
ohranicené cyklami Cs pre

(a) v=3 (c)v=5 e) v=7
(b) v=4 (d v=6 ) v=28 .
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Cvicenie 5.26 Nakreslite obycCajny, suvisly, rovinny graf s v = 7 vrcholmi, ktorého vsetky
oblasti st ohrani¢ené cyklami C4. Kolko m4 tento graf hran? m

Cvicenie 5.27 Prekazdy zuvedenych grafov rozhodnite, ¢i je rovinny. Ak je rovinny, nakreslite
ho tak, aby sa jeho hrany nepretinali. Ak rovinny nie je, tak to dokdZte.

A &

3

G
—N G5 G6
>
o P4
G
G@ ° G G1o

Cvicenie 5.28 Nakreslite obycajny, sivisly, rovinny graf s v =35 vrcholmi, ktory ma 7 = 6
hran. Kol'ko ma tento graf oblasti a akymi cyklami su tieto oblasti ohranic¢ené? u

Cvicenie 5.29 Dokézte, 7e pre kazdé prirodzené Cislo v > 4 existuje rovinny graf s v vrcholmi,
ktory mé vsetky oblasti ohrani¢ené cyklami Cjy. u



