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4.1 Reprezentdcia grafov

V predoslej kapitole sme grafy reprezentovali ich diagramami, t. j. nakreslili sme si obrdzok grafu
ako v priklade 3.1, alebo sme ich zadali vymenovanim ich vrcholov a hrén ako v priklade 3.2. Pri
praktickych aplikdciach, kde potrebujeme analyzovat grafy a pracovaf s nimi, s tymto pristupom
nevystacime. Potrebujeme preto formalnejsi a predovsetkym efektivnej$i spdsob reprezentacie
grafov. UkdZeme si dva spdsoby reprezenticie grafov. Prvym bude matica susednosti a druhym
matica incidencie grafov.

4.1.1 Matica susednosti
Jeden zo spdsobov reprezenticie grafov je popisat graf pomocou jeho matice susednosti.

Definicia 4.1.1 — Matica susednosti grafu. Nech G je graf s mnoZinou vrcholov V, ktorej
velkost je |V| = n. Matica susednosti grafu G bude matica s rozmermi n X n, ktorej riadky a
stipce zodpovedajii vrcholom grafu G pri pevne zvolenom usporiadani. Cislo a; j» v i. riadku a
j. stpci matice susednosti, vyjadruje pocet hran, ktoré spjaji vrcholy i a j v grafe G.

Predosli definiciu si ilustrujeme na jednoduchom priklade.

= Priklad 4.1

Majme graf G, ktory vidime na obrazku vpravo. Graf G ma 3 vrcholy, a preto matica
susednosti grafu G bude maf rozmery 3 x 3. Zvolin}e si nejaké pevné usporiada- a b
nie vrcholov, napriklad lexikografické®. Riadky a stlpce matice budid zodpovedat
vrcholom grafu G pri zvolenom usporiadani. Prvky a;; matice susednosti budu

prirodzené Cisla vyjadrujice pocet hran icidujicich s vrcholmi i a j v grafe G. Ak
sa jednd o slucky, CiZe i = j, tak kazd4 slucka inciduje s vrcholom dvakrat. Kazda

“podra abecedy
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hrana prispeje do stictu prvkov matice susednosti ¢islom 2. Preto matica a
susednosti grafu G bude

SN O o

b
1
0
2

S
O = N 2

o

My sa vicsSinou budeme zaoberaf len obyCajnymi grafmi. Pre maticu susednosti obyc¢ajného grafu
bude platif a; =0 a pre i # j bude a;; € {0,1}. Budeme skimaf vlastnosti matic susednosti
obycajnych grafov a to, ¢o a akym spdsobom sa z nich dé zistif.

Pozrime sa teraz na obycajny graf, ktor me na obrazku vlavo. Matica

a b

ry m.

b

1

. . 0

susednosti tohto grafu je A = |
c

1

O = = O 9
—_O = = 0
S = = O

d

Co vieme povedaf o maticiach A,A%, A3 ... A", ...? Co predstavuji prvky
C d tychto matic. D4 sa ukézat, Ze pre ,obyéajny graf G prvok a;; v matici A"
predstavuje pocet rdznych sledov dlzky » z vrcholu i do vrcholu ;.

Tlustrujeme si to na priklade vysSieuvedeného grafu.

a b ¢ d a b ¢ d a b ¢ d

a f0 1 1 0 a f0 1 10 a 2 1 1 2
vl to | sf 10t b1 3201
c| 1 1 0 1 c| 1 1 0 1 c| 1 2 3 1
a\0 1 10 d\0 1 10 d\2 11 2

Prvok a;; matice A? v i.riadku a j. stipci, je po&et roznych sledov dizky 2 z vrcholu i do vrcholu j.
Lahko to mbZeme overif na obrazku. Okrem toho st v A? na hlavnej diagonale stupne prislusnych
vrcholov, ¢o v oby&ajnom grafe zodpoveda poétu sledov dizky 2 z vrcholu i do vrcholu i.
Napriklad &islo v b-tom riadku a c-tom stipci matice A2 vypogitame ako skalarny sicin

=11+0.1+1.0+1.1=2

—_— O = =0

Do celkového st¢tu 2 sa zapoéita 1 len v pripade, e v b-tom riadku a i-tom stipci a i-tom riadku
a c-tom stipci matice A bolo &islo 1. To znamend, Ze existuje taky vrchol i, Ze medzi vrcholmi b
a i aj medzi vrcholmi i a ¢ je hrana. TakZe z vrcholu b sa vieme do vrcholu ¢ dostaf cez vrchol i,
&o je sled dizky 2. V naSom priklade je vrchol i bud vrchol a, alebo vrchol d, &o zodpovedd dvom
sledom dizky 2 medzi vrcholmi b a c.

Teraz tvrdenie o n. mocnine matice susednosti grafu vyslovime a dokdZeme nasledujicu vetu.
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Veta 4.1.1 — O matici susednosti. Nech G je obyc¢ajny graf a A je jeho matica susednosti.
Potom &islo v riadku i a stipci j matice A" sa rovnd po&tu roznych sledov dizky n z vrcholu i
do vrcholu j v grafe G.

Dokaz: budeme robif indukciou vzhl'adom na ¢&islo 7.

1. Overenie pre n = 1: pre n = 1 je A! = A matica susednosti grafu G. Ak ¢&islo v i-tom

. Indukény krok: predpokladajme, Ze uvedené tvrdenie plati pre nejaké ¢islo n. Potom

riadku a j-tom stipci tejto matici je 1, tak existuje hrana, &iZe sled dizky 1 medzi vrcholmi
i a j atvrdenie plati.
dokédZeme, ze musi platif aj pre &islo (n+1).

AI’H—] — An A

Prvok v i-tom riadku a k-tom stipci matice A" dostaneme ako skaldrny siin i-tého
riadku matice A" a k-tého stlpca matice A

k-ty stipec matice A
n

5}

i-ty riadok matice A" .
(S],Sz,...,Sj,...,Sm) . l‘" = Si.h+s2.hb+...F8itj+ ...+ Sptn.

J

Im

Podrla induk¢éného predpokladu predstavuje Cislo s; pocet sledov dizky n z vrcholu i
do vrcholu j v grafe G. Dalej vieme, e t; € {0, 1} a plati #; = 1 prve vtedy, ak v grafe
G existuje hrana medzi vrcholmi j a k. Kazdy sled dizky (n+1), z vrcholu i do vrcholu
k v grafe G, mé ako predposledny vrchol j prave vtedy, ak existuje sled dizky n medzi
vrcholmi i a j a ak existuje hrana medzi vrcholmi j a k, Cize ak s; #0 at; = 1. V grafe
G existuje preto prave s;.¢; sledov dizky (n+ 1) z vrcholu i do vrcholu k, ktoré majd ako
predposledny vrchol j. Uvedeny skaldrny sucin je vlastne sucet poctu vSetkych sledov
dizky (n+1) z vrcholu i do vrcholu k v grafe G, ktorych predposledny vrchol je j, cez
vietky vrcholy j susediace s vrcholom k. To si vietky sledy dizky (n+ 1) z vrcholu i
do vrcholu k v grafe G. Q.E.D.

Tvrdenie z predoslej vety si ilustrujeme na nasledujicom priklade.

s Priklad 4.2

a

b

Vrafme sa teraz ku grafu, s ktorym sme sa zaoberali pred sformulovanim
vety 4.1.1. Jeho matica susednosti a $tvrtd mocnina matice susednosti su
uvedené nizSie. Z matice A* napriklad vidime, Ze pocet roznych sledov
dizky 4 z vrcholu a do vrcholu a je 10.

a b ¢ d a b c d

a 0110 a 10 9 9 10
b 1 01 1 4 b 9 15 14 9
A= ¢ 1 1 0 1 A= c 9 14 15 9
a\0 1 1 0 d 10 9 9 10
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St to sledy
(a7b7a7b7a) (a7b7c7b7a) (a?b7d7c7a) (aﬁc7a7c?a) (a7c7d7b7a)
(a,b,a,c,a) (a,b,d,b,a) (a,c,a,b,a) (a,c,b,c,a) (a,c,d,c,a)

4.1.2 Matica incidencie

Dalsim spésobom reprezentacie grafov je matica incidencie.

Definicia4.1.2 —Maticaincidencie grafu. Nech G je graf s mnozinou vrcholov V, mnoZinou
hrén E a |V| = m, |E| = n. Matica incidencie grafu G bude matica s rozmermi m X n, ktorej
riadky zodpovedaji vrcholom a stipce hrandm grafu G, oboje pri pevne zvolenom usporiadani.
Pre vSetky Cisla a;j, v i-tom riadku a j-tom stipci matice incidencie, plati a; ;€40,1,2}. Cislo
a;j vyjadruje pocet incidencii vrchola i s hranou j v grafe G.

= Priklad 4.3

Majme graf G, ktory vidime na obrazku vpravo. Jeho matica

e e3 eyq es (4

" 01000 Ui
. . v 1 0 0 0 O €6 €1 Uy
incidencie bude ” L1110 | e €3

vy 00 1 1 2 €9
Hrana e je slucka, ¢o v matici incidencie spozname podla toho, V4 ex U3

e v prislu§nom stipci je namiesto dvoch jednotiek len jedna

dvojka.

Matica incidencie sa obvykle pouziva pre obycajné grafy, CiZe grafy bez sluiek a ndsobnych hran.
Preto pozostdva vicSinou len z nil a jednotiek a l'ahko sa s iou nardba. Stupeii vrcholu v; sa z matice
incidendie vypocita ako sucet ¢isel v riadku i.

4.2  Stromy

Stromy su z hladiska praktickych aplikacii jednou z najddlezitejsich podtried grafov a maju Siroké
uplatnenie v informatike. Prakticky vSetky hierarchicky usporiadané Struktiry dét sa reprezentujd

¥ |z| bin
v E book
d E grub
¥ |z| Fanks

pomocou stromov. Kazdy sa uZ urcite stretol so stromami v podobe
rodokmeniov, obrdzkami hierarchicky usporiadanych Struktir r6znych
inStitucii, ,,pavikov* Sportovych turnajov atd. Informatikom je urcite
velmi dobre zndmy pojem ,,adresdrovy strom‘ (directory tree). Na ob-
razku vlavo je zobrazena Cast adresarového stromu linuxového filesys-
tému. AvSak nielen adresdrova Struktira sa v informatike reprezentuje
pomocou stromov. Aj data spracovavané v databdzach a akékolkek
iné déta, usporiadané hierarchicky, sa reprezentujd pomocou stromov.
Ako si ukdzeme neskor, stromova Struktira dit ndm umoziuje rychle
prehladdvanie a triedenie. Sportovcom bude bliZs{ nasledujtici priklad.
Predstavme si tenisovy turnaj, na ktorom do seminifindle postupili Sty-
ria hrd¢i A, B, C a D. V semifindle vyhral hra¢ A nad hrac¢om B a hrac¢
D porazil hrac¢a C. Vo findle potom hra¢ A vyhral nad hri¢om D a
stal sa vitazom turnaja. Této situdcia sa da reprezentovat ,,pavikom*
z obrazku 4.1.
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U4 V9 U7 Vg U5 Uy
Us

U1
Vg U3 V2
U? ,U3 ’U1

Obr. 4.1: ,Pavik® tenisového Obr.4.2: Grafovdreprezenticia Obr. 4.3: Koreiovd podoba
turnaja obrazku 4.1 stromu z obrazku 4.2

Tento sa dd zasa reprezentovaft grafom, ktory vidime na obrdzku 4.2. Napokon, ak tento graf oto¢ime
0 90°, dostaneme tzv. korefiovi podobu tohto stromu, zobrazent na obrdzku 4.3. Takto nakresleny
graf sa skuto¢ne podobd na strom, odkial pochddza aj jeho ndzov. Vrchol v; predstavuje , koren*
stromu, hrany predstavuji jeho vetvy a vrcholy vy, vs, vg a vy st jeho , listy*.
V predoslych motiva¢nych prikladoch sme si uviedli niekolko prikladov stromov a teraz si formalne
definujeme pojem strom a ukdZeme si niektoré vlastnosti, ktoré stromy maju.

[l Definicia 4.2.1 — Strom. Suvisly a acyklicky graf sa nazyva strom.

Predosla definicia je velmi stru¢nd a jednoduchd. Pojem strom sa d4 zadefinovaft aj aspoii troma
dal$imi sposobmi a v niektorych zdrojoch sa m6Zeme stretntif s jeho alternativnymi definiciami.
Zavisi to predovsetkym od toho, o autor sleduje a ktord z definicif jeho cielom najviac vyhovuje.
My si najskor ukazeme priklad grafov, ktoré nie st stromy, potom priklad grafu, ktory je strom.
Nakoniec si vo vete 4.2.7 ukdZeme Styri alternativne definicie pojmu strom a dokdZeme, Ze su
navzdjom ekvivalentné.

n Priklad 4.4 Grafy na obrazkoch 4.4 a 4.5 nie sud stromy.

Obr. 4.4: Graf, ktory nie je strom Obr. 4.5: Graf, ktory nie je strom

Graf na obrazku 4.4 sice nema cyklus, ale nie je stvisly. Pozostdva z dvoch komponentov. Graf
na obrézku 4.5 sice je stvisly, ale obsahuje cyklus C3. Graf na obrazku 4.6 je strom. Je stvisly a
neobsahuje cyklus.

Obr. 4.6: Graf, ktory je strom

Ak sa pozrieme na definicie kostry (str. 62) a stromu (str. 73), tak zistime, Ze stromy su grafy,
ktoré st sami sebe kostrou. Predtym, ako sformulujeme slibenu vetu o stromoch, dokdaZeme Sest
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pomocnych tvrdeni, ktoré budeme vyuZivat v jej dokaze. Tym zdihavy dokaz vety o stromoch
rozlozZime na Sest dokazov jednoduchych tvrdeni.

Lema 4.2.1 Ak je suvisly graf G = (V,E) acyklicky, tak je obyCajny a medzi lubovolnymi
dvoma vrcholmi u,v € V existuje prave jedna cesta.

Dokaz: rozdelime do troch bodov.

R

1. Graf G je suvisly, ¢iZe medzi Tubovolnymi dvoma jeho vrcholmi existuje cesta.

2. Graf Gjeacyklicky, a preto nemoZe obsahovat slucky a nasobné hrany. Dokaz je trividlny a

robi sa sporom. Ak by graf G obsahoval sluc¢ku, tak dostdvame spor s tym, Ze je acyklicky.
Slucka je totiz stvisly pravidelny graf stupnia 2, takZe podla definicie 3.4.2 je to cyklus
dizky 1. A ak by v grafe G existovali medzi vrcholmi u a v ndsobné hrany /; a hy, tak
tieto by tvorili cyklus dizky 2 (u,hy,v,hs), ¢im opif dostdvame spor s tym, Ze graf G je
acyklicky. Tym je dokdzané, Ze acyklicky graf je obycajny.

. Potrebujeme uZ len dokdzaf, 7e v grafe G = (V, E) medzi fubovolnymi dvoma vrcholmi

neexistuje viac neZ jedna cesta. Toto sa tieZ dokdZze sporom. Nech u,v € V a predpo-
kladajme, Ze medzi tymito vrcholmi existuji dve rézne cesty P; a P». Podme po cestich

p {3_1\ Py a P, z vicholu u do vrcholu v. Nech x je prvy vrchol, ktory je

| eSte spolocny obom cestdm, ale uz nasledujice vrcholy ciest P a

CE 1'3' Y U P strozne. Nech y je prvy vrchol cesty Py za vrcholom x, ktory
2

je zdroven aj vrcholom cesty P. Situdcia je zobrazend na obrdzku vysSie, pricom cesty
P a P, st zvyraznené zelenou a Cervenou farbou. KedZe sme predpokladali, Ze cesty P
a P, st rdzne, musia také vrcholy x a y existovat. Ale potom, ak spojime useky ciest P; a
P, medzi vrcholmi x a y, tak dostaneme cyklus, ¢o je spor s tym, Ze graf G je acyklicky.

V predoslych troch bodoch sme dokézali, ze suvisly acyklicky graf G je obycajny a medzi
Tubovol'nymi dvoma jeho vrcholmi existuje prave jedna cesta. Q.E.D.

V druhom pomocnom tvrdeni dokdZeme opacnu implikaciu.

Lema 4.2.2 Ak v oby¢ajnom grafe G = (V,E) existuje medzi lubovolnymi dvoma vrcholmi
u,v € V prave jedna cesta, tak graf G je suvisly a acyklicky.

Dokaz: je trividlny a v podstate ten isty ako dokaz lemy 4.2.1. Rozdelime ho do dvoch bodov.

1. V grafe G existuje medzi l'ubovol'nymi dvoma jeho vrcholmi (prave jedna) cesta, takze

graf G je suvisly.

.V grafe G existuje medzi fubovolnymi dvoma jeho vrcholmi prave jedna cesta, a preto

graf G nemoZe obsahovat cyklus na viac neZ 1 vrchole. Dokaz tohto tvrdenia sa rob{
sporom a je ten isty ako dokaz tretiecho bodu z lemy 4.2.1. Jediny cyklus, ktory by graf
G mohol obsahovat, je slucka. Ale graf G je obycajny, takZe slucky a ndsobné hrany
neobsahuje.

V predoslych dvoch bodov sme dokézali, Ze ak v oby¢ajnom grafe G = (V, E) existuje medzi
Tubovolnymi dvoma vrcholmi u,v € V prave jedna cesta, tak graf G je sivisly a acyklicky.

Q.E.D.

Tretie pomocné tvrdenie bude len obmenenou implikdciou lemy 3.4.4, takZe ho vlastne uZ mame
dokazané a len ho sformulujeme inymi slovami.
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Lema 4.2.3 Ak je graf G acyklicky, tak kazda jeho hrana je most.

Dokaz: tvrdenie tejto lemy je obmenenou implikéciou tvrdenia lemy 3.4.4. Preto je tdto lema
ekvivalentnd s lemou 3.4.4, a tym je dokdzand. Q.E.D.

Nasledujuce tvrdenie je veI'mi ddlezité a Casto sa v suvislosti so stromami vyuZziva.

Lema 4.2.4 Ak je graf G strom na v vrcholoch, tak md 4= (v—1) hrén.

Dokaz: graf G je strom, t.j. je to suvisly, oby€ajny graf a podla lemy 4.2.3 je kazd4 jeho hrana
most. Tvrdenie budeme dokazovaf matematickou indukciou vzhl'adom na pocet vrcholov v.

1. Ak obycajny graf G md v = 1 vrchol, tak musi mat 2 = 0 hrdn a tvrdenie plati.

2. Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre grafy, ktoré majd najviac v — 1 vrcholov. Potom
dokdzeme, Ze tvrdenie plati aj pre grafy, ktoré maji v vrcholov.
Mame obycajny, stvisly a acyklicky graf, ktory ma v vrcholov. Podla lemy 4.2.3 je kazda
hrana takého grafu mostom. Ak teda vynechdme l'ubovolnu jednu hranu grafu G, tak sa
ndm tento rozpadne na dva komponenty. Jeden komponent bude mat v; < v vrcholov,
druhy bude mat v, < v vrcholov a pre oba plati indukény predpoklad, ¢ize h; = (v; — 1)
ahy=(vy—1).Kedze vi+vy =vah;+h, =h— 1, dostdvame

h=vi—14+wn—-14+1=vi+v—-1=v-1 Q.E.D.

Posledné dve pomocné tvrdenia tieZ hovoria o pocte vrcholov stromov a tieZ sa Casto vyuZivajd
v mnohych inych tvrdeniach tykajicich sa stromov a ich vlastnosti.

Lema 4.2.5 Ak je graf G stvisly, ma v vrcholov a (v— 1) hrén, tak je acyklicky.

Do&kaz: budeme robit sporom. Predpokladajme, Ze v grafe G existuje nejaky cyklus C, s vrcholmi

{vi,...,vn}. Tych vrcholov grafu G, ktoré neleZia na cykle
2 Cy, je (v—n) a mnozinu tychto vrcholov si ozname
IhQ us A={wuz,...,uy_p}. Pre kazdy vrchol u; € A zostrojme

najkratSiu cestu vedicu z u; do niektorého vrcholu cyklu C,
a oznaCme si h; hranu tejto cesty, ktord inciduje s vrcholom
u;. Je zrejmé, Ze pre i # j plati h; # h;. TakZe pocet hrdn
grafu G musi byt aspoti h = n+ (v—n) = v (poCet hran cyklu
C, a v8etkych hrédn £;), o je spor s predpokladom, Ze hran je
(v—1). Takze predpoklad existencie cyklu C, bol nespravny
a graf G je acyklicky. Q.E.D.

Lema 4.2.6 Ak je graf G acyklicky, md v vrcholov a (v— 1) hrdn, tak je suvisly.

Dokaz: budeme robif sporom. Predpokladajme, Ze graf G nie je suvisly a pozostiava z n > 2
komponentov Gy, ..., Gy, ktorych pocty vrcholov st vy, . .., v,. Graf G je acyklicky, takze kazdy
komponent je strom a v leme 4.2.4 sme dokazali, Ze pre kazdé i : h; = v; — 1. Preto pre pocet
vrcholov grafu G musi platif

'M=
M=

I
—_

v=) v; (hi+1)= (Zh>+n:v—l+n>v—l+1:v

Il
oL,

1 i

Tym sme dostali spor s predpokladom, Ze hréan je (v — 1). Takze graf G musi byf stvisly. Q.E.D.
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Teraz si uz sformulujeme vetu o stromoch.

Veta 4.2.7 — Veta o stromoch. Pre obycajny graf G su nasledujuce Styri tvrdenia ekvivalentné
A) Graf G je strom (v zmysle definicie 4.2.1).

B) Graf G je obycajny a l'ubovolné jeho dva vrcholy st spojené prave jednou cestou.
C) Graf G je stvisly, md v vrcholova h = (v—1) hran.
D) Graf G je acyklicky, ma v vrcholov a h = (v—1) hran.

Dokaz: mame dokazaf ekvivalenciu Styroch tvrdeni. Budeme to dokazovaf ako Styri implikacie
A) = B) = C) = D) = A). Tym dokdZeme, Ze Tubovolné dve z tvrdeni A), B), C), D) su
navzdjom ekvivalentné.
> A) = B): Ak graf G je strom, tak je obycajny a Fubovolné dva jeho vrcholy si
spojené prave jednou cestou. Tato implikacia je zhodnd s lemou 4.2.1. Q.E.D.

> B) = C): Ak je graf G obycajny a F'ubovolné jeho dva vrcholy si spojené prave
jednou cestou, tak je sivisly, ma v vrcholova h = (v — 1) hran. Podla lemy 4.2.2 je
graf G za danych podmienok suvisly a acyklicky, t.j. strom. A v leme 4.2.4 je dokazané,
Ze strom na v vrcholoch md 7 = (v—1) hrdn. Q.E.D.

> C) = D): Ak graf G je sivisly, ma v vrcholova h = (v —1) hran, tak je acyklicky
a ma v vrcholova h = (v—1) hran. V tomto pripade staci dokdzat, Ze za danych
podmienok je graf G acyklicky. To je tvrdenie lemy 4.2.5. Q.E.D.

> D) = A): Ak graf G je acyklicky, ma v vrcholova h = (v —1) hran, tak je strom.
V tomto pripade nam staci dokazaf, ze za danych podmienok je graf G suvisly, ¢o je
dokazané v leme 4.2.6. Q.E.D.

Veta 4.2.7 nam nielen hovori o tom, Ze uvedené Styri tvrdenia, mozné definicie pojmu strom,
sd navzdjom ekvivalentné, ale aj ndm poskytuje tvrdenia o vlastnostiach stromov. Vyplyva z nej, Ze
ak graf G je strom, tak pocet jeho vrcholov je o 1 viA¢si nez pocet jeho hran, alebo inak povedané,
pocet jeho hrdn je o 1 mensi neZ pocet jeho vrcholov.

Okrem toho, ako uz bolo v dokaze vety 4.2.7 (a v leme 4.2.3) spomenuté, ak graf G je strom,
tak kazd4 jeho hrana je most. Toto tvrdenie je priamym dosledkom definicie 4.2.1 a lemy 3.4.4.
Uvedieme si este jednu vetu o vlastnostiach stromov.

Veta 4.2.8 — O vrcholoch stromov. Kazdy strom s aspoii dvoma vrcholmi mé asponi dva
vrcholy stupnia 1.

Dokaz: nech graf G je strom, ktory md v vrcholov, oznaéme si ich {uj,us,...,u,}, a h hran.
Potom podra vety 3.2.1 a vety 4.2.7 plati

Y st(u)=2r=2(v—1)=2v-2
i=1

Pre vSetky i musi platif st (#;) > 1, pretoZe stupeii Ziadneho vrcholu, v strome s aspoil dvoma
vrcholmi, nemoze byt 0. Avsak, ak by asponl (v — 1) vrcholov malo stupeii 2 alebo viac, tak by
sme dostali spor, pretoze uvedend suma by bola najmenej 2(v — 1) + 1 = 2v — 1. TakZe strom
s aspoii dvoma vrcholmi musi mat aspon dva vrcholy stuptia 1. Q.E.D.

Kde su stromy, tam je aj les a tam su aj listy. TakZe tdto Cast pre tplnost zakon¢ime d’al§imi dvoma
definiciami.
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|| Definicia 4.2.2 — Les. Graf G, ktorého vSetky komponenty st stromy, sa nazyva les.

Napriklad graf z obrazku 4.4 (str. 73) nie je strom, ale je to les. Tento graf pozostava z dvoch
komponentov, ktoré sd oba stromy.

| Definicia 4.2.3 — List. List je vrchol stromu, ktorého stupei je 1.

= Priklad 4.5
a e

Graf na obrazku vlavo je strom so 4 listami. Su to vrcholy a, b, e, f, ktoré
maju stupeni 1.

Korenové stromy

Koreriové stromy sd v podstate normdlne stromy. Rozdiel spociva len v tom, Ze pri korefiovych
stromoch si vyberieme jeden z vrcholov a ten prehldsime za koreri. Vo vSetkych aplikaciach,
v ktorych pomocou stromov repezentujeme nejaké hierarchicky usporiadané data, sa pouZivaji
prave koreriové stromy.

Definicia 4.3.1 — Korenovy strom, koren. Korefiovy strom je strom s pevne vybranym
vrcholom u, ktory sa nazyva korei.

u

0. uroven Pri kresleni korefiovych stromov sa obvykle umiest-
{iroveii fuje korefi bud nahor, alebo nadol, je to vecou do-
hody. My budeme koretiové stromy kreslif takmer

. Uroven vzdy s korefiom hore. Na obrazku vlavo mame pri-

. Grovei klad koretiového stromu s troma troviiami vrcholov.

Koren stromu sa vzdy povazuje za 0. droven.
Obr. 4.7: Korenovy strom s vySkou 3

Definicia 4.3.2 — Uroveii vrcholu, vyska korefiového stromu. Ak 7 je korefiovy strom, u
jeho koren a v jeho Tubovolny vrchol, tak droveti vrcholu v je jeho vzdialenost od korenia u.
Vyska koretiového stromu je maximalna drovei, ktord dosahujui jeho vrcholy.

Na obrazku 4.7 mame priklad korefiového stromu, ktory ma 3 tirovne vrcholov a vysku 3.

a Priklad 4.6 Pomocou koretiovych stromov mdZeme napriklad reprezentovat algebraické vyrazy.
Strom na obrazku niZSie reprezentuje vyraz

cx(a—b)+(c+d)+(a—D)
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n Priklad 4.7 Alebo mézeme koretiové stromy aplikovaf na vetny rozbor vety ,,Maly chlapec ita
knihu. “ tak, ako to mame zobrazené na obrazku nizsie.

Veta

prisudkova
cast

podmetova
cast

privlastok { predmet

Maly chlapec ¢ita knihu.
Teraz si definujeme terminoldgiu pouZivant v stivislosti s korefiovymi stromami.

4.3.1 Terminolégia korenovych stromov

Najskor si uvedieme obsiahlu definiciu a potom si nové pojmy ilustrujeme na priklade.

Definicia 4.3.3 — Terminolégia korenovych stromov. Nech T je korefiovy strom s koreiom
vo a vrcholmi x, y, z a v§eobecne v;. Dalej nech (vo,vi,...,v,—1,V,) je cesta z vrcholu v
do vrcholu v,,. Potom

a) vrchol v,_; sa nazyva otec (alebo rodic’) vrcholu vy,

b) vrcholy vy, vy,...,v,—1 sa nazyvaju predkovia vrcholu vy,

c¢) vrchol v, sa nazyva syn (alebo diefa) vrcholu v,_,

d) ak vrchol x je predkom vrcholu y, tak vrchol y sa nazyva potomok vrcholu x,
e) ak vrcholy x a y st deti vrcholu z, tak sa vrcholy x a y nazyvaju sirodenci,

f) vrchol, ktory nem4 synov, sa nazyva koncovy vrchol.

g) vrchol, ktory nie je koncovy, sa nazyva vnaiitorny vrchol,

h) podstrom s koretiom x stromu 7 je podgraf stromu 7" s mnoZinou vrcholov

V = {x}U{y; yje potomok x }
a s mnoZzinou hran

E = {e; e je hrana cesty z vrcholu x do Tubovolného vrcholu z mnoziny V }

Ako vidime, terminoldgia koreriovych stromov je prevzatd z genealdgie. To nie je ndhoda, ale
je to dosledok toho, Ze rodokmene sa uz po starocia, omnoho skdr nez vznikla tedria grafov a
pojmy ako strom a koreriovy strom, reprezentujui a kreslia pomocou korefiovych stromov.

Poslednou kategdriou stromov, s ktorou sa na predmete Diskrétna matematika stretneme, si
bindrne stromy. PredovSetkym v informatike sa s bindrnymi a vSeobecne s n-arnymi stromami
stretdvame velmi casto. Su to frekventovane vyuZivané ddtové Struktiry pouZivané napriklad
na ukladanie a triedenie dat v databdzach, siborovych systémoch atd. Na predmete Diskrétna
matematika sa budeme zaoberaf len s bindrnymi stromami.
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m Priklad 4.8 Na obréazku 4.8 je zobrazend mald ¢ast rodokmeria starogréckych bohov.

(Urdnus)
Qiroditd  CKronos) Qeeind  Hyperion)
& CZews)  Qoseidond  (dde  Céra

oD Gad Ao Do

Obr. 4.8: Cast rodokmetia starogréckych bohov

(a) Otec Apoldna je Zeus. Rodi¢ Erosa je Afrodita.

(b) Predkovia Hermesa su Zeus, Kronos a Uranus.

(c) Deti Urdnusa si Afrodita, Kronos, Ocednus a Hyperion.

(d) Potomkovia Kronosa sti Zeus, Poseidon, Hades, Héra, Apolén, Aténa, Hermes a Dionyzos.

(e) Afrodita, Kronos, Ocednus a Hyperion st sirodenci.

(f) Koncové vrcholy st Ocednus, Hyperion, Eros, Poseidon, Hades, Héra, Apolén, Aténa, Her-
mes a Dionyzos.

(g) Vnitorné vrcholy si Urdnus, Afrodita, Kronos a Zeus.

(h) Podstrom s korefilom Kronos je zobrazeny na obrazku 4.9.

Obr. 4.9: Podstrom s koreniom Kronos
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Bindrne stromy

Bindrne stromy' st velmi doleZita datovd Struktira pouZivand v informatike. Je to v informatike
najCastejSie vyuzivany typ stromov, pouZivany na

 prehladdvanie a triedenie dat,

* reprezentdciu dét (ddlezitym prikladom je napr. Huffmanov kéd).
Z hladiska tedrie grafov ide o usporiadané koreniové stromy. Bindrne stromy sa Casto v literatire bert
ako orientované grafy. KedZe vSak ide o koretiové stromy, ktoré majui prirodzenu orienticiu, nie je
nutné este naviac orientovaf hrany grafu. My preto budeme bindrne stromy braf ako neorientované
grafy a v texte budeme binarne stromy oznacovat pismenami B,B1,B5 ...

Bindrne stromy sa daji definovaf viacerymi sposobmi. NajcastejSou je induktivna definicia
(v informatickej terminolégii rekurzivna definicia), ktort si uvedieme ako prvi. Okrem toho sa
daji bindrne stromy definovat aj explicitne, o je sice ndzornejsie, av§ak faZkopadnejsie. Obe tieto
definicie sd ekvivalentné.

Definicia 4.4.1 — Binarny strom - indukfivne. Bindrny strom je bud’ prdzdny strom, t.j.
nema Ziadnu hranu ani vrchol, alebo je to korefiovy strom s korefiom a usporiadanou dvojicou
podstromov (B}, B> ), kde B} aj B, su bindrne stromy. Podstromu B} hovorime lavy podstrom a
podstromu B, hovorime pravy podstrom.

Uvedend definicia nam hovori, Ze prazdny graf, Cize graf bez hran a vrcholov, sa povazuje
za bindrny strom. Prdzdny graf sim osebe ale, v praktickych aplikdciach, nie je prili§ uZitocny,
takZe sa radSej pozrieme na tie bindrne stromy, ktoré st neprazdne. St to také koretiové stromy,
v ktorych kazdy vrchol mad prave dva podstromy, tvoriace usporiadant dvojicu (Bj,B;), kde B
aj B, su bindrne stromy. AZ teraz vstupuje do hry aj prazdny graf, pretoZe jeden, alebo aj oba,
z tychto podstromov, mdZu byt aj prazdne grafy. TakZe bindrny strom by sme mohli definovat aj
ako Specidlny koreriovy strom. Bude to korefiovy strom, v ktorom kazdy vrchol ma 0, 1, alebo 2
synov a synov kazdého vrcholu rozliSujeme na lavého a pravého. Z toho potom vyplyva explicitnad
definicia bindrnych stromov.

Definicia 4.4.2 — Bindrny strom - explicitne. Bindrny strom je korefiovy strom, v ktorom
kazdy vrchol ma bud 0 synov, alebo jedného syna, alebo ma 2 synov. Synovia vrcholu tvoria
usporiadanu dvojicu a oznacuju sa ako /avy syn a pravy syn vrcholu. Aj v pripade, Ze vrchol ma
len jedného syna, rozliSujeme, ¢i ide o l'avého, alebo pravého syna.

= Priklad 4.9

Graf na obrazku vlavo je bindrny strom. Jeho koreii je vrchol a, ktory mé l'avého
syna b a pravého syna c. Vrchol b nemd lavého syna, jeho lavy podstrom je
prazdny graf, a ma pravého syna d. Vrchol ¢ ma l'avého syna e a nemd pravého
syna, jeho pravy podstrom je prazdny graf. Podstrom s korefiom b je lavy
podstrom vrcholu a a podstrom s korefiom c je pravy podstrom vrcholu a.

Existuje viacero typov bindrnych stromov. Su to napriklad dpiny, kompletny, dokonaly (perfect
binary tree), vyvdZeny ... My si zatial definujeme len tplny a vyvédZzeny bindrny strom.

INesmieme si mylif bindrne stromy a tzv. B-stromy. B-strom (B—tree = self-balancing tree) je takisto stromova datova
Struktdra, pouzivand v informatike na efektivne ukladanie a triedenie velkého mnoZstva dat. B-stromy si zovSeobecnenim
bindrnych stromov a pri B-stromoch moZe maft kazdy vrchol viac nez 2 synov.
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Definicia 4.4.3 — Uplny bindrny strom. Bindrny strom, v ktorom kazdy vrchol ma 0 alebo 2
synov, sa nazyva Uplny bindrny strom.

p) Strom z prikladu 4.9 nie je tGplny, pretoZe vrcholy b a ¢ maju len po jednom synovi. Vrchol
b ma len pravého a vrchol ¢ m4 len Tavého syna.

= Priklad 4.10

Graf na obrazku vpravo je tplny bindrny strom. Kazdy jeho vrchol mé bud
dvoch synov, alebo nemd Ziadneho syna.

f g9 h 1

Definicia 4.4.4 — Vyvazeny bindrny strom. Bindrny strom, v ktorom sa vySka Favého a
pravého podstromu kazdého vrcholu 1iSi najviac o 1, sa nazyva vyvdZeny bindrny strom.

p) Ani jeden zo stromov z prikladov 4.9 a 4.10 nie je vyvaZeny. V strome z prikladu 4.9 ma
vrchol ¢ podstromy s vyskou 2 a 0, a preto nemdze byt vyvazeny. V strome z prikladu 4.10
ma vrchol a podstromy s vySkou 1 a 3, a preto nie je vyvazeny.

n Priklad 4.11

Graf na obrdzku vlavo je vyvdZeny bindrny strom. Pod-
stromy kazdého jeho vrcholu sa liSia svojou vySkou naj-
viac o 1. Tento strom vSak nie je dplny, pretoZe vrchol b
ma len jedného syna.

Graf na obrazku vpravo je vyvazeny, tplny binarny strom.
KaZdy jeho vrchol md bud 0, alebo 2 synov a podstromy
kazdého jeho vrcholu sa svojou vyskou liSia najviac o 1.

Uplné a vyvaZzené bindrne stromy st dolezité pri efektivnom ukladani a kédovani dét. Napriklad
Huffmanov kéd (podkapitola 10.3, str. 204), s ktorym sa budeme zaoberaf neskor, je vlastne dplny
binarny strom. Délezitym vysledkom o dplnych bindrnych stromoch je nasledujtica veta.

Veta 4.4.1 — O poéte koncovych vrcholov Uplnych bindrnych stromov. Nech B je dplny
bindrny strom, ktory ma n vnttornych vrcholov. Potom B ma (n+ 1) koncovych vrcholov a pocet
vSetkych jeho vrcholov je (2n+1).

Do6kaz: v koretlovom strome je kazdy vrchol, okrem korenia, syn nejakého vnitorného vrcholu.
Uplny bindrny strom B m4 n vniitornych vrcholov. Vnitorné vrcholy si také, ktoré majd synov,
a ked’Ze strom je Uplny, musia maf 2 synov. Takze v strome B musi byt 2n synov. Vsetkych
vrcholov stromu B musi byf (2n+ 1), €o je pocet vSetkych synov a koreila stromu. Pocet
koncovych vrcholov potom dostaneme, ked od celkového poctu vrcholov odpocitame vnitorné
vrcholy. Koncovych vrcholov je teda (2n+1) —n= (n+1). Q.E.D.

Nasledujica veta ddva do suvislosti pocet koncovych vrcholov bindrneho stromu a jeho vysku
(hibku). Tvrdenie vety je intuitivne zrejmé a Fahko sa d4 nahliadnuf aj priamym vypo&tom poctu
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koncovych vrcholov stromu. My vSak tito vetu budeme dokazovat pomocou matematickej indukcie.
Je to, v tomto pripade, matematicky ,,CistejSi* sposob. AZ za dokazom vety ukazeme, ako by sa
dalo tvrdenie vety nahliadnuf aj inym sp&sobom.

Veta 4.4.2 — O suvislosti vysky a poc¢tu koncovych vrcholov bindrnych stromov. Nech
bindrny strom B mé vysku £ a pocet jeho koncovych vrcholov je z. Potom plati nerovnost

log,t <h.

Dd&kaz: uvedena nerovnost sa ekvivalentne da zapisaf ako
r <2k,
Pomocou matematickej indukcie budeme dokazovat takto upravenud nerovnost.

1. Pre h = 0 je bindrny strom bud prazdny, alebo pozostdva z jedného izolovaného vrcholu.
Tak7er < laplati r <1=20=2"

2. Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre Tubovolny bindrny strom s vy$kou najviac (h—1).
Potom ukdZeme, Ze tvrdenie musi platif aj pre f'ubovolny bindrny strom s vyskou h.
Nech je vrchol a koretilom bindrneho stromu B. Potom tento ma 2 podstromy B; a Bj.
Oznacme si vySky a pocet koncovych vrcholov podstromov By a B, ako Ay, t; a hy, 1.

Vysky podstromov B; a B, sd nanajvys (h— 1). Koncové vrcholy bindrneho stromu B su
zjednotenim koncovych vrcholov podstromov B; a B,. Plati teda

h<(h-1), hb<(h—1) a t+n=t.
Podrla uvedenych nerovnosti pre podstromy B; a B, plati indukény predpoklad, CiZe plati
11 <2M a1, <2M . Odtial dostdvame
t=1+1p <2M 2k <201 4 o=l — oh
Q.E.D.

V bindrnom strome moZe mat kazdy vrchol najviac 2 synov. Ak mdme bindrny strom vysky
h, tak je zrejmé, Ze pocet jeho koncovych vrcholov, listov, bude najvacsi prave vtedy, ked’ vSetky
vrcholy na 0. az (h — 1). drovni budd maf prave 2 synov. Takymto bindrnym stromom sa hovori
dokonalé (perfect binary tree). Formdlnu definiciu sme sice neuviedli a ani ju uvddzat nebudeme,
ale uvedeny neformalny popis jej zodpovedd. Napriklad rodokmeti nejakej konkrétnej osoby?,
ktory zobrazuje vSetkych predkov aZ po h. predchddzajicu genericiu, je dokonaly bindrny strom.
Kazdy normélny jedinec m4 2 rodicov, 4 starych rodi¢ov, 8 prarodi¢ov? atd’. Ak sa viak pozrieme
na rodokmei Don Carlosa (1545-1568)%, pozri obrdzok 4.10 (str. 83), tak vidime, Ze mal 2 rodicov,
4 starych rodicov, ktorych tvorili dva stirodenecké pary, len 4 prarodic¢ov a 6 praprarodi¢ov namiesto
obvyklych 16. V pripade incestu rodokmeii nie je strom, pretoZe obsahuje cykly.

Ako uz bolo spomenuté pred vetou 4.4.2, tvrdenie vety je intuitivne zrejmé a d4 sa nahliadnuf aj
priamym vypo&tom poétu listov stromu. Bindrny strom vysky 4 = 0, mdZe maf maximalne 1 = 2°
list. Binarny strom vysky # = 1 bude mat maximdlny pocet koncovych vrcholov prave vtedy, ked
bude dokonaly. CiZe ak jeho koreii bude mat 2 synov. V kazdom dalom kroku bude po&et kon-
covych vrcholov maximdlny prave vtedy, ak prislusny bindrny strom bude dokonaly. Dokonaly
binarny strom vysky /& bude mat presne dvojndsobne viac koncovych vrcholov, nez dokonaly
bindrny strom vy3ky (i — 1). Odtial je potom zrejmé tvrdenie vety, CiZe platnost nerovnosti ¢ < 2.
Rovnost sa nadobtida len pre dokonalé bindrne stromy.

Vzfah vysky bindrneho stromu a poctu jeho koncovych vrcholov si ilustrujeme na nasledujicom
priklade.

2Vynimky tvoria pripady incestu, pozri priklad Don Carlos.
3Podra zékona by toto malo platif aZ po 4. generaciu predkov.
“4Habsburg preslaveny a zidealizovany zndmou Verdiho operou Don Carlos.
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Ferdinand II. Izabela I.
Aragoénsky Kast flska
Manuel I. Méria Filip L. Johana
Portugalsky Kastilska Kast ilsky Kast ilska

Izabela Jan IIL Katarina
Portugalska Karol V. Portugalsky Kastilska
Filip IL. Maria
\ / -

Don Carlos

Obr. 4.10: Rodokmeii Don Carlosa — koreii ,,stromu* je v tomto pripade umiestneny dole.

= Priklad 4.12

Graf na obrazku vlavo je dokonaly bindrny
strom s vySkou & = 2. M4t = 4 koncové vrchoy
a vidime, Ze v tomto pripade nastdva rovnost
log,t =log,4=2=h.

Graf na obrazku vpravo je vyvdZeny binarny
strom, ktory nie je dokonaly. Jeho vyskajeh =3
a pocet jeho koncovych vrcholov je t = 6. Plati
preto ostra nerovnost log,t =log,6 <3 =h.

Eulerovské tfahy

V Casti 3.1 sme uz spomenuli, Ze pociatky tedrie grafov sa datuji do zacCiatku 18. storocia a su spo-
jené so Zanrom, ktorému dnes hovorime ,,zdbavnd®, alebo ,,rekrea¢nd‘ matematika. Prvy problém
vtedy eSte neexistujicej tedrie grafov bol problém Konigsbergskych mostov. Tento problém vzni-
kol ako zdbavny hlavolam, ale ako sa neskor ukdzalo, stretneme sa s nim v mnohych praktickych
aplikdcidch tedrie grafov. Pozrieme sa preto na tento problém bliZsie.

Koénigsbergské mosty

Cez mesto Konigsberg (dnesny Kaliningrad) tecie rieka Pregel. Uprostred nej st ostrovy a mesto
s ostrovmi, ako aj ostrovy navzdjom, boli pospajané 7 mostami. Vtedajsia® situdcia je zobrazend
na obrdzku 4.11.

SVdaka mapim na internete sa l'ahko mdZeme presvedGit, Ze v stcasnosti sa dva mosty, spdjajiice Tavy ostrov
s mestom, presunuli na pravy ostrov. Tento detail je vSak pre rieSenie danej Glohy nepodstatny. Z hladiska tedrie grafov
je to identicka situdcia.
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Obr. 4.11: Konigsbergské mosty na zaciatku 18. storocia

Vzhladom na to, Ze na zaciatku 18. storocia eSte neboli kind, radio, televizia ani internet, zabavali
sa mesfania tym, Ze sa vo vol'nom Case prechadzali po meste, alebo navstevovali koncerty. A niekto
z nich vymyslel tlohu, prejst sa po meste tak, Ze prechadzku za¢neme v nejakom bode A, prejdeme
po kazdom z mostov prave raz a prechddzku ukonéime opéf v bode A. Bod A si mozeme, v rdmci
mesta, zvolit lubovolne. Mnohf sa pokusali tito dlohu vyrieSit, ¢i uz prakticky, alebo teoreticky, ale
neuspeli. O dlohe sa dozvedel aj $vajciarky matematik Leonhard Euler, ktory v tom case pdsobil
na akadémii v Petrohrade. Euler si v§imol, Ze tvar mesta, ostrovov a dizka mostov nemajud Ziaden
vplyv na rieSenie ulohy. Takze dlohu m6Zeme pretransformovat na jednoduchy matematicky prob-
1ém. Casti mesta a ostrovy si ozna¢ime ako body A, B,C, D a &iarami spojime body zodpovedajtice
Castiam mesta, ktoré su spojené mostami. Asi tak, ako vidime na obrazku 4.12.

Obr. 4.12: Konigsbergské mosty po Eulerovej tprave

Cervené body a modré &iary z predo§lého obrazku mdZeme chapat ako graf so 4 vrcholmi a so 7
hranami. Graf pritom chipeme v zmysle definicie 3.2.1. Predo$ly obrdzok si m6Zeme prekreslit
do krajsej podoby.

Obr. 4.13: Konigsbergské mosty ako graf
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P6vodnad tdloha o prechddzke po Konigsbergu sa potom transformuje na tlohu ndjst taky uzavrety
fah (definicia 3.3.3) v grafe na obrdzku 4.13, ktory obsahuje vSetky hrany (a tym aj vrcholy). Sami
sa Tahko moZeme, na grafoch z obrdzkov 4.14 a 4.15, presvedcit, Ze nie kazdy sivisly graf ma
uzavrety fah obsahujtci vsetky jeho hrany.

Obr. 4.14: Nemé uzavrety fah Obr. 4.15: M4 uzavrety fah

Euler dokazal, Ze dloha o Konigsbergskych mostoch je nerieSitelnd. A ako spravny matematik
sa neuspokojil s tym, Ze by vyriesil len jeden konkrétny hlavolam pre mesto Konigsberg. On tento
problém zovSeobecnil a vyriesil ho pre Tubovolny graf. Euler naSiel a dokdzal podmienky hovoriace
o tom, pre ktoré grafy existuje otvoreny alebo uzavrety fah obsahujici vSetky hrany. Na jeho pocest
sa preto fahy, obsahujice vsetky hrany daného grafu, nazyvaji eulerovské tahy.

Otvorené a uzavreté eulerovské tahy

Pri definovani eulerovskych fahov nemd zmysel zaoberaf sa nestivislymi grafmi. Ak by bol graf
nesuvisly (m4 viac neZ 1 komponent), tak v iom celkom urcite Ziaden tah, obsahujici vSetky hrany,
nebude existovat. TakZe sa budeme zaoberaf len stvislymi grafmi.

Definicia 4.6.1 — Otvoreny a uzavrety eulerovsky fah. Nech G je sivisly graf. Potom
v grafe G

> otvoreny eulerovsky fah je taky tah, ktorého pociato¢ny a koncovy vrchol si dva rézne
vrcholy a ktory obsahuje vSetky hrany grafu G.

> uzavrety eulerovsky tah je taky uzavrety fah, ktory obsahuje vSetky hrany grafu G.

= Priklad 4.13

Graf na obrdzku vpravo ma uzavrety eulerovsky fah
(8,1,2,3,4,5,6,7,8,2,4,6,8).

Na priklade 4.13 si v§imnime, Ze v danom grafe je stupeii kazdého jeho vrcholu parny. Euler dokézal,
Ze to je nutnd aj postacujica podmienka existencie uzavretého eulerovského fahu v sivislom grafe.
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Veta 4.6.1 — Veta o uzavretom eulerovskom tfahu. V grafe G existuje uzavrety eulerovsky

tah préve vtedy, ked je graf G suvisly a stupeni kazdého jeho vrcholu je parny.
Dokaz: Veta je sformulovand ako ekvivalencia a dokazovat ju budeme ako dve implikacie.

= AKkv grafe G existuje uzavrety eulerovsky tah, tak je graf G savisly a stupen kazdého

jeho vrcholu je parny.

Uzavrety eulerovsky tah musi obsahovat vSetky vrcholy grafu. To podla vety 3.3.1 zna-
mend, Ze medzi fubovolnymi dvoma vrcholmi existuje cesta, a preto je graf G suvisly.
Okrem toho uzavrety eulerovsky fah prechddza kazdou hranou grafu préave raz, takze ak
ideme po tomto fahu, tak do kazdého vrcholu musime vojst jednou a vyjst inou, eSte

nepouzitou, hranou. To ale znamen4, Ze stupeii kazdého vrcholu musi byt parny.

AK je graf G suvisly a stupen kazdého jeho vrcholu je parny, tak v grafe G existuje

uzavrety eulerovsky fah.

Dokaz budeme robif matematicou indukciou vzhladom na pocet hrdn grafu G. Nech G je

suvisly graf, ktorého vSetky vrcholy st parneho stupiia a pocet jeho hran je e.

1. Overenie tvrdenia pre e = 0 a e = 1: suvisly graf bez hran (e = 0) je len jeden vrchol

a ten ma trividlny uzavrety eulerovsky fah.
Jediny suvisly graf s jednou hranou a vSetkymi vrcholmi parneho U@

stuptia, je slucka. Cize taky graf, aky je na obrdzku vpravo.
Tento graf ma uzavrety eulerovsky fah (v,h;,v), ¢ize tvrdenie pren plati.

. Indukény krok: predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre vSetky grafy, ktoré majd na-

najvy§ e = (n— 1) hrdn a na zdklade toho dokdZeme, Ze potom musi platif aj pre
grafy, ktoré maji e = n hran.

Majme suvisly graf G s e = n hranami, ktorého vSetky vrcholy st parneho stupiia.
Vyberme si fubovolnd hranu grafu G a ozna¢me ju h;. Sporom lahko dokazeme,
Ze hrana h; nemdzZe byt most. Ak by hrana s; bola most, tak po jej vynechani
by sa graf G rozpadol na dva komponenty, pri¢om v kazdom z nich by bol prave
jeden vrchol neparneho stupiia. To je spor s vetou 3.2.1 (pozri cvicenie 3.6). Ak
hrana h; nie je most, tak podla lemy 3.4.4 musi patrif do nejakého cyklu, oznaéme
si ho C. Ak z grafu G vynechame vsetky hrany cyklu C, tak sa nam G rozpadne
na komponenty {Gj,...,Gy}, priom modzZe nastaf aj pripad k = 1. VSetky tieto
komponenty su suvislé grafy so vSetkymi vrcholmi parneho stupiia a menej nez n
hranami. TakZe podla indukéného predpokladu v kazdom z nich existuje uzavrety
eulerovsky fah. Uzavrety eulerovsky fah v grafe G potom vytvorime nasledovnym
sposobom. Zacneme vo vrchole komponentu G; leZiacom na cykle C. Vytvorime
v lom uzavrety eulerovsky fah, po hranich cyklu C sa presunieme do nasledujticeho
komponentu. V fiom tieZ vytvorime uzavrety eulerovsky fah, po hranach cyklu C sa
presunieme d’alej a takto pokracujeme az do komponentu Gy. Z neho sa, po vytvoreni
jeho uzavretého eulerovského fahu, vratime po hrandch cyklu C do vychodzieho
vrcholu.

Q.E.D.

P

Matematickd indukcia, ktord sme pouZili v dokaze vety 4.6.1, je iny typ matematickej
indukcie, nez s akym sme sa zatial stretdvali. Doteraz sme vzdy predpokladali, Ze tvrdenie
plati pre &slo (n— 1) a na zdklade toho sme dokdzali, Ze musi platif aj pre &islo n. Teraz
predpokladdme, Ze tvrdenie plati pre vSetky ¢isla menSie neZ n a na zéklade toho dokdZeme
platnost tvrdenia aj pre ¢islo n.
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Z vety 4.6.1 vyplyva, Ze tiloha o Konigsbergskych mostoch nema rieSenie. Graf z obrazku 4.13
nielenze nema vsetky vrcholy parneho stupna, ale on ma vSetky vrcholy neparneho stupnia. To isté
plati aj o grafe z obrazku 4.14.

= Priklad 4.14

Y6 Graf na obrazku vlavo je stivisly a ma vsetky vrcholy parneho stupna.
Jeho stupne vrcholov su

st (V]) =st (V3) =st (V6) =2

st (Vz) =st (V4) =st (V5) =4
Takze podla vety 4.6.1 ma tento graf uzavrety eulerovsky fah. Je to
napriklad fah

V1 Vo V3 (V1,V2,V3,V5,V6,V4,V5,V2,V4, V1) .

Uy Us

Na zdklade vety 4.6.1 a vdaka tomu, Ze grafy, ktoré maju uzavrety eulerovsky fah, maji vyznamné
postavenie v mnohych praktickych aplikaciach, ma zmysel definovat pojem eulerovsky graf.

Definicia 4.6.2 — Eulerovsky graf. Suvisly graf G, ktorého vSetky vrcholy sd parneho stupiia,
sa nazyva eulerovsky graf.

Eulerovské grafy su prave tie grafy, ktoré maji uzavrety eulerovsky fah. Tieto grafy vieme
nakreslif jednym fahom tak, Ze za¢neme aj skon¢ime v tom istom vrchole. V r6znych aplikdciach
vSak ma zmysel sa zaoberaf aj takymi grafmi, ktoré sice nemajd uzavrety eulerovsky fah, ale maji
otvoreny eulerovsky fah. Tieto grafy vieme nakreslif jednym fahom tak, Ze kreslenie za¢iname a
kon¢ime v dvoch réznych vrcholoch.

Veta 4.6.2 — Veta o otvorenom eulerovskom tfahu. V grafe G existuje otvoreny eulerovsky
fah prave vtedy, ked je graf G suvisly a ma prave dva vrcholy neparneho stupna.

Dokaz: Veta je sformulovand ako ekvivalencia a dokazovaf ju budeme ako dve implikacie.

< Ak je graf G sivisly a ma prave dva vrcholy neparneho stupia, tak v nom existuje
otvoreny eulerovsky fah.
Nech u a v su tie dva vrcholy grafu G, ktoré si neparneho stupiia. Spojme tieto dva
vrcholy novou hranou 4 a dostaneme eulerovsky graf G'. Podla vety 4.6.1 v grafe G/
existuje uzavrety eulerovsky fah a v niom musi existovaf bud sled (u,h,v), alebo sled
(v,h,u). Vynechanim hrany i dostaneme otvoreny eulerovsky fah v grafe G, ktory sa
zacina v jednom z vrcholov u, v a kon¢i sa v druhom z nich.

= Ak v grafe G existuje otvoreny eulerovsky tah, tak potom je graf G sivisly a ma
prave dva vrcholy neparneho stupna.
Ak v grafe G existuje otvoreny eulerovsky fah, tak tento sa zacina vo vrchole u, koncéi
vo vrchole v a u # v. To znamend, Ze vrcholy u a v su neparneho stupiia, pretoze tah
z jedného z nich na zaciatku len vychddza a do druhého z nich na konci len vchadza.
VSetky ostatné vrcholy grafu G musia byt parneho stupiia, pretoze tah do kazdého z nich
musi vojst jednou a vyjst inou, eSte nepouzitou, hranou. Naviac graf G musi byt sivisly,
pretoZe otvoreny eulerovsky fah obsahuje vSetky jeho vrcholy, a preto medzi l'uvovolnymi
dvoma vrcholmi existuje podla vety 3.3.1 cesta.
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= Priklad 4.15

Graf na obrazku vpravo, podla definicie 4.6.2, nie je eulerovsky a veta Vs

4.6.1 ndm hovori, Ze v iom neexistuje uzavrety eulerovsky fah. Stupne

jeho vrcholov st st(vs) =2, st(vy) =st(v2) =3, st(vz) =st(vq) =4.

Tento graf md prave dva vrcholy {v;,v,} neparneho stupiia a vsetky U3 Vy
ostatné vrcholy parneho stupna. Podla vety 4.6.2 ma teda graf G otvoreny
eulerovsky fah. Napriklad (vi,vo,v3,v1,Vv4,Vs,v3,v4,v2). Vidime, Ze tento
tah zacina vo vrchole vy a kon¢i vo vrchole v,, teda prave v jedinych dvoch

vrcholoch, ktorych stupeii je nepérny. U1 V2

m Priklad 4.16 Domino kameii m4 tvar obdiznika, ktory je zloZeny z dvoch §tvorcov. V kazdom
zo $tvorcov je nakreslenych n 6k, kde n € {0,1,2,3,4,5,6}. Priklady dvoch domino kametiov sd
na nasledujicom obrazku.

O O] O OOO#OOOO

O O] O O |O O O OoO|J]O O

Kompletnd sada domino kametiov obsahuje kamene so vSetkymi moZnymi neusporiadanymi dvo-
jicami {m,n} 0k, pricom m,n € {0,1,2,3,4,5,6} a kazdd neusporiadand dvojica {m,n} 0k sa
v sade vyskytuje prave raz.

Uloha na okraj: kolko domino kametiov obsahuje kompletna sada?

Je moZné vSetky domind usporiadat do kruhu tak, aby sa susediace domino kamene navzijom
dotykali Stvorcami obsahujicimi rovnaky pocet 6k?
Riesenie:

Této zdanlivo komplikovand dloha m4 vd’aka grafom a
vete 4.6.1 jednoduché rieSenie. Domino kamefiom pri-
radime neorientovany graf G tak, Ze vrcholy budi zod-
povedat po¢tu ok a hrany samotnym kametiom. Cize
graf bude mat 7 vrcholov z mnoziny {0,1,2,3,4,5,6}
a vrcholy incidujice s hranou grafu, zodpovedaji poctu
0k na domino kameni. Graf G, predstavujici kompletni
sadu domino kamenov, vidime na obrazku vpravo.
Usporiadaf domino kamene do kruhu tak, aby sa su-
sediace domino kamene navzdjom dotykali Stvorcami
obsahujicimi rovnaky pocet 6k, zodpovedd ndjdeniu
uzavretého eulerovského fahu v grafe G. Graf G je su-
visly a vSetky jeho vrcholy st parneho stupiia, takze
v flom, podla vety 4.6.1 existuje uzavrety eulerovsky
tah. Odpoved na tlohu v zadanf je preto ,,4no*. "

n Priklad 4.17 Bude sa daf vyriesSif dloha z prikladu 4.16 aj v pripade, Ze pocet 6k na kameioch
by sa vyberal len z mnoziny {1,2,3,4,5,6}?

RieSenie: Nie. Odpoved opit vyplyva z vety 4.6.1. Ak si rovnakym spdsobom ako v predoslom
priklade nakreslime neorientovany graf zodpovedajici kompletnej sade domino kameiov, tak kazdy
vrchol tohto grafu bude mat stupeti 7, ¢ize neparny. A podla vety 4.6.1 takyto graf neobsahuje
uzavrety eulerovsky fah. "
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Pred uvedenim cviceni ku tejto kapitole si eSte definujeme tri nové pojmy, ktoré sa v tychto
cviceniach pouZivaju.

Definicia 4.6.3 — Pdrovanie. Nech G = (V,E) je graf. Potom mnoZina E’ C E sa nazyva
parovanie, ak Ziadne dve hrany z mnoZiny E’ nemaji spolo¢ny vrchol a Ziadna hrana z E’ nie
je slu¢ka. Povedané inak, podmnoZina hrén E’ C E grafu G je parovanie, ak mé kazdy vrchol
grafu G’ = (V,E') stupeii 0 alebo 1.

Definicia 4.6.4 — Maximdlne pdrovanie. Maximadlne parovanie grafu G je také parovanie,
ktoré ma najvac¢si mozny pocet hran.

Definicia 4.6.5 — Perfekiné pdrovanie. Nech G = (V,E) je graf. Potom mnoZina E’ C E sa
nazyva perfektné (dokonalé) parovanie, ak je to parovanie a pokryva vSetky vrcholy z mnoZiny
V, t.j. kazdy vrchol z V inciduje s prave jednou hranou z E’.

n Priklad 4.18 Vezmime si napriklad grafy G| a G, zobrazené niZsie. Potom

ha /AN 3 o
A G
1

he hy

h5 h5

v grafe Gy:
(a) E' = {he} je podra definicie 4.6.3 parovanie.
(b) E’ = {h4,he} nie je parovanie, pretoZe hrany hy a he incidujd so spolo&nym vrcholom.
(c) E'={hy,hs}, alebo E” = {h3,hs}, alebo E"” = {hy,hs} ... si maximdlne parovania.
(d) neexistuje perfektné parovanie, pretoZe graf G; ma 5 vrcholov. Jeho maximélne parovanie
modze mat najviac 2 hrany a 4 vrcholy.

v grafe G;:
(a) E' = {h} je parovanie.
(b) E' ={hy,h,} nie je parovanie, pretoze hrany h; a h; inciduji so spoloénym vrcholom.
() E' ={hy,h3,hs} aE" = {hy,hs,he} sd jediné dve maximdlne parovania.
(d) obe uvedené maximalne parovanie su sicasne aj perfektné parovania, pretoze pokryvaju celd
vrcholovd mnoZinu grafu G,.
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4.7 Cvicenia

Cvicenie 4.1 Nakreslite grafy dané maticou susednosti a priamo z matice zistite, ktoré z tychto
grafov sd obycajné

a b ¢ d e a b ¢ d e a b ¢ d e

a 00 010 a 001 10 a 01 1 0 1

»| 001 0 1 »p| O 0 1 1 1 b 1 0 0 1 1

(@) ¢ 01 0 1 1 () ¢ 1 1 0 01 (e) ¢ 1 00 1 1

d 1 01 0O d 1 1 0 0 1 al 01 1 0 1

e 01 100 e 01 1 10 e 1 11 10

a b ¢ d e a b ¢ d e a b ¢ d e

a 2 0 010 a 01 00O a 00 0 1 1

»| 001 0 1 b 1 0 00O »| 00 0 1 1

® |01 211 @@ |l 000 11 ® <] 000 11

d 1 01 00 dl 0 0 1 0 1 d 1 11 00

e 01 100 e 00 1 1 2 e 1 11 00

[ |
Cvicenie 4.2 Ku danym grafom napiSte maticu susednosti.

(2) (b) ()
(d ©) ()

Gy G G
(g) (h)

G7 G8

Cvicenie 4.3 Nakreslite graf dany maticou incidencie
hi hy hy hy hs he

a 1 0 0 0 0 1
»[ 0O 1 1 0 1 O
€ 1 0 01 0 O
il 01 0 1 0 O
e\N0O O 1 0 1 1

I Cvicenie 4.4 Napiste matice incidencie grafov G| az G7 z cviCenia 4.2. n
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Cvicenie 4.5 Napiste matice susednosti a incidencie grafov
(@) K4 (b) Ks (©) Cs (d) K33 (e) K4

Cvicenie 4.6 Vypocitajte druhé mocniny matic susednosti grafov
(@) Ky (b) Ks (©) K33 (d) K>3 (e Cs

Cvicenie 4.7 Co vieme povedaf o grafe G, ak jeho matica susednosti A ma tvar

(0|4 (Ao
@) A_<A2 0) ®) A‘(@ A2>

kde @ oznacuje v priklade (a) Stvorcovi nulovid maticua A, A, oznacuji v priklade (b) lubovolné

(pripustné) Stvorcové matice?
Cvicenie 4.8 Co vieme povedaf o grafe G, ak jeho matica incidencie A m4 tvar

(0|4 (A0
() A—<A2 0) (b) A—(q) Az)

kde @ oznacuje nulovi maticu a Ay, A, sd Tubovolné (pripustné) matice?

Cvicenie 4.9 Co vieme povedat o grafe, ktorého matica incidencie ma nulovy riadok? Nakres-

Cvicenie 4.10 Majme graf G = (V,E) s n vrcholmi a nech v; € V. Dokézte, Ze stupeti vrcholu

v; sa rovnd suctu Cisel v i. riadku matice susednosti grafu G, t.j.
n
st(v;) = Zaip
Jj=1

kde a;; je Cislo v i. riadku a j. stipci matice susednosti grafu G.

Cvicenie 4.11 Ktoré z nasledujicich grafov si stromy? Zdévodnite, preco dany graf je, alebo

nie je, strom.

| lite taky graf.

AR XX
SN 35 -
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z X7

I Cvicenie 4.12 Pre ktoré ¢islan € N je graf K, stromom? u

z X7

I Cvicenie 4.13 Pre ktoré ¢isla m,n € N je graf K, , stromom? =

Cvicenie 4.14 Dokazte, ze jediny strom na n vrcholoch, ktory sa d4 nakreslitf jednym fahom,
jecesta P,_j. m

Cvicenie 4.15 Najdite strom, ktory ma parny pocet vrcholov, ale nema perfektné parovanie
(pozri definicia 4.6.5). n

I Cvicenie 4.16 Dokézte, ze graf s n vrcholmi a menej neZ (n — 1) hranami nie je sivisly. =

CVIcenle 4.17 Dokézte, ze graf G je strom prave vtedy ked plati, Ze G je suvisly graf a
vynechanlm Tubovolnej jeho hrany vznikne nestivisly graf. L

Cvicenie 4.18 Dokazte, ze graf G je strom prave vtedy ked plati, Ze G je acyklicky graf a pri-
danim Tubovolnej hrany, pri nezmenenej mnoZine vrcholov, vznikne cyklicky graf (obsahujuici
cyklus). u

Cvicenie 4.19 Nakreslite graf G, ktory je sivisly, ma jedind cestu medzi lubovolnymi dvoma
vrcholmi, ale nie je strom. Ak sa to nedd, tak dokdZte, Ze sa to ned4. u

(a) Nech ¢ je jeho koreii. Nijdite troven vSetkych vrcholov
a vysku stromu.

(b) Nech f je jeho koren. Ngjdite uroven vSetkych vrcholov
a vysku stromu.

(c) Nech e je jeho koren. Najdite droveini vsSetkych vrcholov
a vysku stromu.

Cvicenie 4.21

Na obrazku vpravo je dany strom.
(a) Nech e je jeho koren. Néjdite droven vSetkych vrcho-
lov a vySku stromu.
(b) Nech g je jeho koreii. Najdite troven vSetkych vrcho-
lov a vySku stromu.
(c) Nech n je jeho korei. N4jdite droven vsetkych vrcho-
lov a vySku stromu.

Cvicenie 4.22 Dokazte, Ze vSetky kostry daného grafu maji rovnaky pocet hran. n

Cvicenie 4.20
d g Na obrazku vlavo je dany strom.
J
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Cvicenie 4.23

Na obrazku vlavo je dany koreriovy strom. Najdite

a
(a) rodic¢ov vrcholu c, (h) rodic¢ov vrcholu A,
(b) predkov vrcholu c, (1) predkov vrcholu j,
(c) deti vrcholu d, (j) deti vrcholu e,
(d) potomkov vrcholu c, (k) potomkov vrcholu e,
(e) sturodencov vrcholu f, (1) sdrodencov vrcholu A,
(f) koncové vrcholy, (m) vnitorné vrcholy,
(g) podstrom s koretiom j, (n) podstrom s korefiom e.

Cvicenie 4.24 Co sa dd povedat o

(a) dvoch vrcholoch korefiového stromu, ktoré maji rovnakého otca (rodic¢a)?
(b) dvoch vrcholoch koreniového stromu, ktoré maju tych istych predkov?

(c) vrchole koretiového stromu, ktory nemd Ziadnych predkov?

(d) dvoch vrcholoch korefiového stromu, ktoré maji spoloéného potomka?

Cvicenie 4.25 Nakreslite obyCajny graf s danymi vlastnostami, alebo zddvodnite, preco taky
graf neexistuje.

(a) Graf ma 6 hran a 8 vrcholov.

(b) Graf je acyklicky, ma 4 hrany a 6 vrcholov.

(c) Graf je strom a ma vSetky vrcholy stupiia 2.

(d) Graf je strom a ma 6 vrcholov so stuptiami 1,1,1,1,3,3.

(e) Graf je korefiovy strom, md 4 vnutorné vrcholy a 6 koncovych vrcholov.

(a) rozhodnite, ¢i dany graf ma uzavrety eulerovsky fah. Ak dno, ndjdite ho.

(b) rozhodnite, ¢i dany graf mé otvoreny eulerovsky tah. Ak 4no, ndjdite ho.

R L
N

| Cvicenie 4.26 Pri kazdom z uvedenych grafov
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Cvicenie 4.27 Pri kazdom z uvedenych grafov
(a) rozhodnite, ¢i dany graf ma uzavrety eulerovsky fah. Ak dno, ndjdite ho.
(b) rozhodnite, ¢i dany graf mé otvoreny eulerovsky fah. Ak 4no, ndjdite ho.
(c) n§jdite polomer a priemer daného grafu.
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I Cvicenie 4.28 Zistite pre ktoré ¢isla n € N ma graf K, uzavrety eulerovsky fah. u
I Cvicenie 4.29 Zistite pre ktoré ¢isla m,n € N md graf K, , uzavrety eulerovsky fah. =

Cvicenie 4.30 Dany je graf na obrdzku vpravo.

(a) Rozhodnite ¢i dany graf mé uzavrety eulerovsky tah.
Ak 4no, ngjdite ho.

(b) Rozhodnite ¢i dany graf ma otvoreny eulerovsky fah.
Ak 4no, ngjdite ho.

(c) N4jdite polomer a priemer daného grafu.

Cvicenie 4.31 Négjdite vSetky grafy, ktoré maji vSetky vrcholy neparneho stupiia a dajui sa
nakreslif jednym fahom. u

Cvicenie 4.32 V Pythone alebo v C naprogramujte test, ktory zisti, ¢i dany graf ma uzavrety
alebo otvoreny eulerovsky tah.. u
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