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[3. Zdakladné pojmy tedrie grafov

3.1 Historicky Gvod

Tedria grafov je pomerne mladd matematickd disciplina, ma v§ak velmi vdZne praktické uplatnenie.
Prvopodiatky teérie grafov siahaji do zaciatku 18. storocia a st spojené s menom $vajciarskeho
matematika a fyzika Leonharda Eulera, ktory vicSinu svojho Zivota pdsobil v Rusku, kde je aj
pochovany. V roku 1736 Euler publikoval pracu s ndzvom Solutio problematis ad geometriam situs
pertinentis, v ktorej rieSil problém prechddzky po mostoch mesta Konigsberg (dne$ny Kaliningrad).
Bola to, z dneSného pohladu, hlavolamova dloha. AZ ovela neskor sa ukdzalo, Ze problém, ktory

Obr. 3.1: Problém mostov mesta Konigsberg

Euler vyrieSil, m4d vyznamné uplatnenia v doprave, elektrotechnike, informatike a v mnohych
dalsich technickych disciplinach. Euler pri svojom rieSeni abstrahoval podstatu problému. Mapu
mesta previedol do jej topologickej podoby, ti dalej reprezentoval pomocou grafu a pomocou grafu
potom problém vyriesil.

Dalgich takmer 200 rokov sa teéria grafov rozvijala v ,,ilegalite. To znamend, 7e matematici
rieSili problémy, ktoré dnes patria do tedrie grafov, ale tedria grafov esSte neexistovala ako samos-
tatnd matematickd disciplina. Medzi sldvne a velmi zndme problémy teérie grafov, ktorymi sa
matematici zaoberali uz v 19. storoci, patria napriklad problém obchodného cestujiiceho a problém
Styroch farieb. Problém obchodného cestujiiceho! ako prvy matematicky sformuloval frsky mate-

U'https://en.wikipedia.org/wiki/Travelling_salesman_problem
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matik W.R. Hamilton v roku 1800 a odvtedy sa nim zaoberali a stdle zaoberaji mnohi vyznamni
matematici. Tento problém sa radi medzi problémy kombinatorickej optimalizacie a je to NP-tiplny
problém sivisiaci s pldnovanim, logistikou, mikroelektronikou, operaénym vyskumom a informa-
tikou. Problém $tyroch farieb? ako prvy sformuloval F. Guthrie, Ziak znimeho matematika Augusta
de Morgana, v roku 1852. Tymto problémom sa tieZ zaoberali mnohi sldvni matematici, okrem
iného aj Arthur Cayley, ktory sa povaZuje za jedného z otcov tedrie grafov. Problém Styroch farieb
vel'mi dlho odoldval pokusom o vyrieSenie. UZ v 19. storo¢i pri§li matematici s jeho ,,dokazmi*.
S najuspesnejsimi pokusmi prisli A. Kempe v roku 1879 a P. Tait v roku 1880. Oba tieto ,,dokazy*
odolévali vySe 11 rokov, ale nakoniec sa ukazali ako chybné v rokoch 1890 a 1891. Okrem tychto
dvoch nasledoval este cely rad viac ¢i menej Uspe$nych pokusov o vyrieSenie problému Styroch
farieb. Na jeho vyrieSenie bola dokonca vypisana aj velkd finan¢na odmena. AvSak az v roku 1976
sa dvom matematikom, K. Appelovi a W. Hakenovi, podarilo vyriesit tento problém za pomoci po-
&itaov. Ich dokaz spocival v overovani 19363 moZnosti pomocou poéita¢a. Bol to prvy vyznamny
matematicky problém dokédzany s podporou pocitacov. Formdlny matematicky ddkaz problému
Styroch farieb sa, sice bez overovania moznosti, ale taktiez s pomocou programu Cogq, podaril az
v roku 2005 matematikom B. Wernerovi a G. Gonthierovi.

Oba spomenuté problémy boli spociatku sformulované ako hlavolamové dlohy. AZ o desafrocia
neskor sa ukdzalo, Ze majd obrovsky vyznam pre mnohé nové odvetvia techniky aj prirodnych vied,
ktoré v Case formulécie tychto problémov este ani neexistovali. To isté plati aj o d’al§ich problémoch
tedrie grafov a matematickych problémoch vseobecne. To, ¢o dnes vyzerd ako od Zivota odtrhnutd
tedria, sa o pdr desafroci moZe ukdzaft ako pre technickud prax podstatnd vec.

Prvi monografiu o tedrii grafov napisal azZ v roku 1936 madarsky matematik Dénes Konig.
Odvtedy patri teéria grafov medzi najrychlejsie sa rozvijajice matematické discipliny s mnozZstvom
praktickych aplikdcii v informatike, technike, prirodnych vedach, v ekonémii a dokonca aj v tzv.
humanitnych vedach.

Okrem prednéSok a tohto textu si velmi dobrym zdrojom informécii z tedrie grafov, kniha
[15], pripadne dvoje voIne dostupné skripta [10] a [18], knihy [6], [4], [5], [17] atd..

Definicia grafu, typy grafov, zdkladné pojmy

V praxi sa Casto stretdvame s réznymi typmi diagramov. M6Zu to byt napriklad mapy cestnej alebo
Zelezni¢nej siete, rozvody plynu, elektriny alebo vody, vyrobné plany, plosné spoje alebo navrhy
mikroprocesorov, chemické vizby, Struktira DNA atd’. Napriklad m&Zeme mat cestni mapu medzi

8 slovenskymi krajskymi mestami, ktord vyzerd tak, ako je to znidzornené na obrazku vysSie.
Cervené kruhy predstavujui krajské mesta a ZIté Ciary predstavuju cesty, ktoré ich spajajd. Predpo-
kladajme, Ze mdme za tilohu napldnovat trasu zadsobovacieho auta, ktoré mé vyStartovat z Bratislavy,

’https://en.wikipedia.org/wiki/Four_color_theorem
3Neskor sa tento po&et podarilo zredukovat.
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po kazdej z ciest mé prejst prave raz a ma skonCit opit ZA

v Bratislave. Pri takomto type ulohy nie je podstatné, aké

dlhé a klukaté su cesty, ani aké st velké mestd a dokonca TN PO
ani to, ako su tieto mestd rozloZené. Takze cestnu sief me-

dzi mestami mdZeme abstrahovat od tychto, pre dand dlohu

nepodstatnych detailov a méZeme si ju zndzornif grafom, BB

ktory vidime na obrdzku vpravo. Body na grafe zodpove-
daji mestdm a budeme ich nazyvat vrcholy grafu. Ciary
spdjajuce vrcholy grafu zodpovedaju cestdm a budeme ich
nazyvat hrany grafu. Na grafe potom budeme riesit po-
pisand dlohu. PodrobnejSie sa takymito tlohami budeme BA NR
zaoberaf az v dalSich Castiach. Nateraz sme si na uvedenej tilohe len ilustrovali pojem neorien-
tovaného grafu. Ako vidime, pojem graf v teérii grafov sa 1iSi od pojmu graf v matematickej
analyze.

Okrem neorientovanych grafov existuju eSte aj orientované grafy. Na predoslej tlohe by sme
to mohli predstavit tak, Ze cesty medzi mestami st jednosmerné, ¢iZe autd po nich mézu jazdit
len jednym predpisanym smerom. Pojem orientovaného grafu si, pre
vacSiu ndzornost, ilustrujeme eSte aj na Uplne odliSnom type tlohy.
Na Sportovom turnaji hraji Styri muzstva a, b, ¢, d systémom ,,kazdy
s kazdym*®. MuZstvo a porazilo muzstvd b, ¢ a d, muzstvo b porazilo
muzstvo d, muZstvo ¢ porazilo muZstvo b a napokon muzstvo d porazilo
muzstvo c. Toto méZeme znazornif pomocou orientovaného grafu, ktory
vidime na obrdzku vlavo. Vrcholy grafu predstavujd muZstvd a Sipky,
nazyvané orientované hrany grafu, zndzoriuju kto koho porazil.

TT KE

Pojmy, ktoré sme si neformdlne ilustrovali na predoslych prikladoch, si teraz definujeme aj
formélne. Najskor si definujeme neorientovany a potom orientovany graf. Pojem orientovaného
grafu vSak budeme, v rdmci predmetu Diskrétna matematika, pouZivat len na prednaskach o rela-
ciach. Na prednaskach, zaoberajicich sa teériou grafov a jej aplikdciami v informatike, sa budeme
zaoberaf len neorientovanymi grafmi.

Definicia 3.2.1 — Neorientovany graf. Neorientovany graf, alebo stru¢ne len graf, je uspo-
riadand dvojica G = (V,E). Prvky mnoziny V sa nazyvaju vrcholy (vertices) grafu G. Prvky
mnoziny E sa nazyvaju hrany (edges) grafu G a zodpovedaji jedno a dvojprvkovym podmno-
Zindm mnoZiny V.

p) Trebasiuvedomif, Ze na mnoZinu V sa v definicii 3.2.1 nekladu Ziadne poZiadavky. Uvedend
definicia preto zahffia aj prdzdny graf, t.j. graf, ktory nema Ziadne vrcholy ani hrany. Prazdny
graf dostaneme, ak bude V = 0. Dalej uvedena definicia priptista aj nekonecny graf, t. . graf,
ktory ma nekone¢ny pocet vrcholov, napriklad ak bude V = Z. My sa budeme zaoberaf len
konecnymi grafmi, t.j. grafmi s kone¢nym poctom vrcholov a hran.

Vrcholy grafu obvykle oznacujeme pismenami u,v,vq,vs,... avSsak mdZeme ich oznacif aj
inak, ako sme to videli na priklade s krajskymi mestami Slovenska. Hrany grafu budeme obvykle
oznacovat pismenami &, hy,hs, ... a ak to bude potrebné, budeme ich zapisovat ako jednoprvkové
alebo dvojprvkové mnoziny. Napriklad i; = {u,v} bude oznaCovaf hranu spéjajiicu vrcholy u a v
a hy = {u} bude oznacovaf hranu spdjajicu vrchol u sdm so sebou.

p) Definicia 3.2.1 pripdSfa aj moZnost, Ze medzi dvoma vrcholmi grafu G je aj viac neZ len jedna
hrana. Majme napriklad graf s vrcholmi V = {u,v,...} a hranami E = {hy,hy,...}, pricom
hy ={u,v} a hy = {u,v}. Uvedeny zépis znamend, Ze vrcholy u a v sd spojené aspoii dvoma
hranami. V definicii 3.2.1 je v slove ,,zodpovedaji‘‘ ukryté priradenie medzi hranami grafu a
podmnoZinami mnoZiny V. TakZe spravne by sme mali pisaf #; — {u,v} a hp — {u,v}. Pre
jednoduchost vSak aj nad’alej budeme pouzivat symbol ,,=*.
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Teraz si eSte definujeme pojmy tykajtice sa vrcholov a hrdn grafu a potom si tieto nové pojmy
ilustrujeme na prikladoch.

Definicia 3.2.2 — Vrcholy a hrany grafu.

> Incidencia — Ak h = {u,v}, CiZe hrana h spéja vrcholy u a v, tak potom hovorime, Ze
tieto vrcholy incidujii s hranou £ a aj naopak, hrana # inciduje s vrcholmi u a v.

> Susednost — Ak mdme hranu & = {u,v}, t.j. vrcholy u a v si spojené hranou, tak tieto
vrcholy sa nazyvaji susedné vrcholy.

> Nasobné hrany — Ak su dva vrcholy spojené viac neZ jednou hranou, tak hrany, ktoré
ich spdjaju, sa nazyvaju ndsobné hrany.

> Slucka — Ak je vrchol u spojeny hranou (susedi) sim so sebou, napriklad # = {u}, potom
sa takd hrana sa nazyva slucka.

> Izolovany vrchol — Vrchol, ktory neinciduje so Ziadnou hranou sa nazyva izolovany

vrchol.
= Priklad 3.1 u
V grafe, ktory vidime na obrdzku vpravo, je vrchol v izolovany vrchol a 4, .
hrany A a hy, ktoré spdjaji vrcholy u a w, si ndsobné hrany. Vrcholy u a w
s susedné vrcholy a oba inciduji s hranami A; aj h;. ha .U
w

P Vzfah medzi vrcholom a hranou, alebo hranou a vrcholom, sa vZdy bude nazyvat incidencia
a vzfah medzi vrcholom a vrcholom sa vZdy bude nazyvat susednost.

m Priklad 3.2 Dany je neorientovany graf G = (V,E) s vrcholovou mnozinou V = {1,2,3,4} a
s hranami E = {hy,hy, h3,ha,hs,he}, priCom hrany su definované predpisom

hy={1,4}, hy={2,4}, h3={2,3}, ha={3,4}, hs={3,4}, he={2}

2h6

Graf G je zobrazeny na obrazku vlavo. Hrana A je slucka, inciduje len
s vrcholom 2. Hrany /4 a hs st nasobné hrany, spdjajice vrcholy 3 a 4.
Hrana A, inciduje s vrcholmi 2 a 4 a rovnako aj tieto vrcholy incidujd
s hranou h,.

Formélna definicia orientovaného grafu je podobnd definicii neorientovaného grafu, len naviac
eSte musime definovat orientdciu hran.

Definicia 3.2.3 — Orientovany graf. Orientovany graf, alebo digraf (directed graph), je
usporiadand dvojica G = (V,E). Prvky mnoziny V sa nazyvajd vrcholy grafu G. Prvky mnoZiny
E sa nazyvaju orientované hrany grafu G a zodpovedajui usporiadanym dvojiciam prvkov
mnoZziny V.

Ak h = (u,v) kde u # v, tak hovorime, Ze orientovana hrana & spéja vrcholy u a v, priCom
vrchol u je pociatoény a vrchol v je koncovy vrchol hrany h. Ak h = (u,u), tak hovorime, Ze
orientovand hrana £ je slucka.

Ostatné pojmy z definicie 3.2.2 platia rovnako pre neorientované aj pre orientované grafy.
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» Priklad 3.3 Dany je orientovany graf G = (V,E) s vrcholovou mnozinou V = {1,2,3,4} a
s hranami E = {hy,hy,h3,ha,hs,he}, priCom hrany su definované predpisom

h=(1,4), h=(4,2), h=3,2), h=3,4), hs=(3,4), he¢=(2,2)

Graf G je zobrazeny na obrdzku vpravo. VSetky hrany tohto grafu
maji orientdciu. Hrana hg = (2,2) je slucka, inciduje len s vrcho-
lom 2. Hrany h4 a hs st ndsobné hrany. Obe maji pociatocny vrchol
3 a koncovy vrchol 4.

Teraz si definujeme pojem obycajny graf. VicSina grafov, s ktorymi sa na predmete Diskrétna
matematika budeme stretavaf, budi obycajné grafy.

I Definicia 3.2.4 — Obyc¢ajny graf. Obycajny graf, nazyvany aj jednoduchy graf, je graf bez

slu¢iek a ndsobnych hran.

n Priklad 3.4 Graf na obrazku 3.2 je oby¢ajny graf. Graf na obrazku 3.3 mé ndsobné hrany, a preto
nie je obyCajny. Rovnako ani graf na obrazku 3.4 nie je obycCajny, pretoZze ma slucku.

d a C a C
b b b
Obr. 3.2: Obycajny graf Obr. 3.3: Nasobné hrany Obr. 3.4: Graf so sluckou

Dal§im doleZitym pojmom, s ktorym sa asto budeme stretavat, je stuperi vrcholu. Jeho formélna
definicia je nasledovna.

Definicia 3.2.5 — Stuperni vrcholu. Stuperi vrcholu u v grafe G je pocet hrédn, ktoré s vrcholom
u incidujd, pricom slu¢ky sa po¢itajd dvakrat. Stupenl vrcholu u oznacujeme st (u) .

s Priklad 3.5

Stupne vrcholov grafu na obrazku vpravo su

Slucka pri vrchole ¢ inciduje s tymto vrcholom dvakrét, a preto
sa do stupiia vrcholu ¢ aj zapocitavd dvojndsobne.

b

Pre sucet stupiiov vrcholov v grafe, plati nasledujica, velmi jednoduchd, ale zaroven aj velmi
doleZita a Casto vyuZivand veta.
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Veta 3.2.1 — Sacet stupnov vrcholov v grafe. Nech G je graf aV = {v,v,,...,v,} st jeho
vrcholy. Potom plati rovnost

n
Z st(v;) = 2e,
kde e je pocet hran grafu G. =1

Doékaz: Tvrdenie budeme dokazovat matematickou indukciou vzhladom na pocet hran grafu.

n
1. Overenie pre e = 0: Ak graf G nemé Ziadnu hranu, tak potom Z st(v;)) =2-0=0, takZe

i=1

tvrdenie plati.
2. Indukény krok: Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre vSetky grafy s e = (k — 1) hranami.

Potom ukaZeme, Ze tvrdenie plati aj pre grafy s e = k hranami. Zoberme si graf Gs e =k
hranami. Vynechanim jednej jeho hrany dostaneme graf G’ s ¢/ = (k— 1) hranami, pre
ktory podl'a indukéného predpokladu tvrdenie plati. TakZe

n
G : Y st(vi) =2¢ =2k—2.
i=1

Ak do grafu G’ vratime odobrati hranu, tak této sicet stuptiov vrcholov zvysi o 2. Kazda
hrana ma 2 konce a bud’ inciduje s jednym vrcholom dvakrét a je to slucka, alebo inciduje
s dvoma r6znymi vrcholmi, s kaZzdym prave raz. V kazdom pripade do stcétu stupiiov
vrcholov prispeje ¢islom 2. Preto pre graf G plati

n
G: Y st(vi)=2k—2+2=2k=2e. QED.
i=1

Veta 3.2.1 je sice velmi jednoducha ale fakt, Ze sicet stupiiov vrcholov grafu je vZdy parny
ma vazne praktické dosledky, o ktorych sa moéZeme presvedcit napriklad aj v cviceniach 3.3 az 3.6
na konci kapitoly. Pomocou stupiia vrcholov méZeme definovat pojem pravidelny graf. Pravidelné
grafy maji mnoZstvo aplikdcif v praktickych tlohéch a patria medzi najviac skimané grafy.

Definicia 3.2.6 — Pravidelny graf. Graf nazjvame pravidelny stupiia s, ak vSetky jeho vrcholy
su stupiia s.

m Priklad 3.6 Pravidelné sd napriklad grafy na nasledovnych obrazkoch

Obr. 3.5: Stupeni 2 Obr. 3.6: Stuperi 3 Obr. 3.7: Stupeni 4 Obr. 3.8: Stuperi 5

|
Dal§im délezitym pojmom teérie grafov je komplemy graf.

Definicia 3.2.7 — Kompletny graf. Kompletny (tiplny) graf na n vrcholoch sa oznacuje K,
a je to obyCajny graf s n vrcholmi, ktory obsahuje hranu medzi Tubovolnymi dvoma réznymi
vrcholmi.
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m Priklad 3.7 Na obrédzku 3.9 je kompletny graf na 3 vrcholoch (K3). Na obrdzkoch 3.10 a 3.11 je
kompletny graf na 4 vrcholoch (Kjy), nakresleny dvoma réznymi spdsobmi. Graf K je na obrazku
3.10 nakresleny s pretinajicimi sa hranami a na obrazku 3.11 bez pretinajtcich sa hran.

Obr. 3.9: Graf K3 Obr. 3.10: Graf Ky Obr. 3.11: Graf K4

Pomocou kompletného grafu vieme jednoducho definovat pojem komplementdrny graf, ktory
sa vyuZziva v niektorych aplikdciach. Stretneme sa s nim napriklad v cvi¢eniach 3.7, 3.8.

Definicia 3.2.8 — Komplementdrny graf. Nech G je oby¢ajny graf na n vrcholoch. Potom
komplementérny (doplnkovy) graf ku grafu G budeme oznaCovat G a dostaneme ho tak, Ze
z grafu K, vynechame vsetky hrany, ktoré patria do grafu G.

P Predosl4 definicia vlastne hovori, Ze G mé rovnaku mnoZinu vrcholov ako graf G a hranou
su v grafe G spojené prave tie vrcholy, ktoré nie si spojené hranou v grafe G.

= Priklad 3.8 Na nasledujiicich dvoch obrazkoch je priklad grafu G a jeho komplementu G.

Obr. 3.12: Graf G Obr. 3.13: Komplementarny graf G

Nasledujicou doélezitou kategériou grafov st bipartitné grafy.

Definicia 3.2.9 — Bipartitny graf. Graf G s mnoZinou vrcholov V sa nazyva bipartitny, ak
existuji podmnoZziny V; a V, mnoziny V také, Ze plati ViNV, =0, VUV, =V akazd4 hrana
grafu G inciduje s jednym vrcholom z mnoZziny V; a s jednym vrcholom z mnoZiny V,.

p) Bipartitné grafy s také grafy, v ktorych mnoZinu vrcholov mdZeme rozdelif na dve Casti tak,
Ze Tubovolné dva vrcholy, patriace do rovnakej Casti, nie st navzajom spojené hranou.

a Priklad 3.9

U1 Graf na obrdzku vlavo je bipartitny. Jeho mnoZinu vrcholov V méZeme rozdelit

.\ vy Na dve podmnoziny Vi = {vi,v2,v3} a Vo = {vg,vs} tak, Ze Vi NV, =0,

V1 UV, =V akazd4 hrana tohto grafu inciduje s jednym vrcholom z mnoZiny

V1 a s jednym vrcholom z mnoziny V,. Pritom, ako mdzeme vidiet, tento graf

Us  neobsahuje vSetky hrany medzi V; a V,. Napriklad medzi vrcholmi v; a vs5 nie
U3 je hrana.

(%
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= Priklad 3.10

DokdZeme, Ze graf na obrdzku vpravo nie je bipartitny. Dokaz bu- Vg Us U4
deme robit sporom. Budeme preto predpokladat, Ze graf na obrazku
vpravo bipartitny je. Bez ujmy na v§eobecnosti moéZeme predpokla-
dat, Ze v| € V}, pretoZe tvaha pre pripad v| € V; by bola identick4.
Vrcholy v, a ve st susedné vrcholu vy, pretoZe inciduji s hranami (o V9 U3

vychddzajicimi z vrcholu v;. To znamen4, Ze vrcholy v, a v musia patrif do V,. To vSak je spor
s tym, Ze dany graf je bipartitny, pretoze vrcholy v, a vg sd spojené hranou. V bipartitnom grafe
kazda hrana musi incidovat s jednym vrcholom z V; a s jednym vrcholom z V;. Preto dany graf
nemoZe byt bipartitny. "
Dalsi pojem, ktory si zadefinujeme, je kompletny bipartitny graf.
Definicia 3.2.10 — Kompletny bipartitny graf. Nech m,n € N, m > 1 a n > 1. Kompletny
(uplny) bipartitny graf oznaCujeme K, , a je to obyCajny graf na m -+ n vrcholoch, ktorého
mnoZzina vrcholov sa dd rozdelif na dve disjunktné podmnoziny V; a V; tak, ze |Vi| =m a
|V2| = n, pri€om kazdy vrchol z V; je spojeny hranou s kazdym vrcholom z V5.

n Priklad 3.11 Graf z prikladu 3.9 nie je kompletny bipartitny, pretoZe v fiom chybaji napriklad
hrany medzi vrcholmi v; a vs alebo medzi vrcholmi v, a v4.
Grafy na obrdzkoch 3.14 a 3.15 su priklady kompletnych bipartitnych grafov K> 4 a K3 3.

Obr. 3.14: Graf K> 4 Obr. 3.15: Graf K33

Sledy, fahy, cesty a cykly v grafe

Vrafme sa ku motivaénym prikladom z Casti 3.1 a 3.2. Nech vrcholy grafu predstavuji mesté (alebo
geografické miesta) a hrany grafu predstavuji cesty medzi tymito mestami. Potom ,,pochddzku®,
zacinajicu v niektorom z miest, vedenud po vyznacenych cestich a prechddzajtiicu d'al$imi mestami,
nazyvame v tedrii grafov sled*.

Definicia 3.3.1 — Sled, dizka sledu. Nech vo a v, st vrcholy grafu G. Sled z vrcholu v
do vrcholu v, dizky n je striedava (striedaji sa vrcholy s hranami) postupnost (n+ 1) vrcho-

lov a n hran (vo,hy,vi,ha,...,Vy—1,hn,Vn), kde hrana h; inciduje s vrcholmi v;_; a v; pre
i€{1,2,...,n}. Pod dlzkou sledu sa rozumie pocet jeho hran.
p) Vobycajnom grafe mdzeme sled (vo,/1,V1, ..., Va—1,/n, vy) struéne zapisat ako (vo, V1, ..., Va—1,Vn)s

¢ize mozeme vynechat z jeho zapisu hrany. V obyc¢ajnom grafe nam postupnost vrcholov jed-
noznacne urcuje aj postupnost hran medzi nimi.

4V niektorych starSich publikdcidch z oblasti teérie grafov Ceskej a slovenskej proveniencie sa sled nazyval aj
pochddzka alebo prechddzka.
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= Priklad 3.12

V grafe na obrazku vpravo je (1,hy,2,hs,3,h3,4,h4,2) sled dizky
4 z vrcholu 1 do vrcholu 2. Ked'Ze dany graf nema ndsobné hrany,
da sa tento sled zapisaf aj ako (1,2,3,4,2).

Iny sled v danom grafe je (1,h;,2,h4,4,he,5,hs,2,h,3). Je to
sled di7ky 5 z vrcholu 1 do vrcholu 3 a d4 sa skrdtene zapisat ako
(1,2,4,5,2,3). Napokon (5) je sled dizky 0 na vrchole 5.

Definicia 3.3.2 — Uzavrety a otvoreny sled. Sled z vrcholu u do vrcholu v sa nazyva uzavrety,
ak u =v. Ak u # v, tak sled sa nazyva otvoreny.

m Priklad 3.13 Prvé dva sledy z prikladu 3.12 s otvorené sledy. Prvy z nich zacina vo vrchole 1 a
kon¢i vo vrchole 2 a druhy z nich zac¢ina vo vrchole 1 a konéi vo vrchole 3. Posledny sled z prikladu
3.12 je uzavrety sled. Sled (5) je sled dizky 0, ktory sa za&ina aj kon&i vo vrchole 5. Iny priklad
uzavretého sledu z grafu v priklade 3.12 je (2,h2,3,h3,4,h6,5,hs,2). .

V sledoch sa vo vSeobecnosti vrcholy aj hrany mdZu opakovat. Napriklad v grafe z prikladu
3.12 by sme mohli chodit ,.,dokola po slede (2,h4,4,he,5,hs,2,hs,4,he,5,hs,2,...) Definujeme
si teraz Specidlne typy sledov, v ktorych takého ,,behanie dokola* nie je povolené.

Definicia 3.3.3 — Tah a cesta aich dizka. Sled, v ktorom sa kazd4 hrana vyskytuje najviac
raz, sa nazyva tah. Sled, v ktorom sa kazdy vrchol vyskytuje najviac raz, sa nazyva cesta. Dizka
tahu alebo cesty je pocet hran prislusného tahu alebo cesty.

p) Treba si uvedomif, Ze kazda cesta je aj fah a kazdy fah je aj sled. Preto ak by sme si oznaili
sled, tah a cesta mnoziny vsetkych sledov, fahov a ciest, tak plati
cesta C tah C sled

Naopak to vo vSeobecnosti neplati, pretoZe existuju sledy, ktoré nie st fahmi a existuju fahy,
ktoré nie s cestami.

= Priklad 3.14

a b
V grafe, na obrazku vlavo, (a,b,d,c,b) je tah, (a,b,d,a,b) nie je tah,
pretoze dvakrat obsahuje hranu {a,b}. (a,b,d,c) je cesta a (a,b,d,c,b) nie
je cesta, pretoZe dvakrat obsahuje vrchol b..

d c .

p ) Rovnako, ako sa v definicii 3.3.2 definoval uvavrety a otvoreny sled, sa definuje aj uzavrety
a otvoreny fah.

Ako uz bolo spomenuté v poznamke za definiciou 3.3.3, je zrejmé, Ze kazda cesta je aj tah a kazdy
tah je aj sled. Opacna implikdcia vSak neplati, t.j. nie kazdy sled je fah a nie kazdy fah je cesta.
Plati vSak nasledujiica veta.
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Veta 3.3.1 — O existencii cesty. Majme graf G a v fiom vrcholy # a v. Potom ak medzi
vrcholmi u a v existuje v grafe G sled, tak medzi nimi existuje v grafe G aj cesta.

Dokaz: Nech v grafe G existuje sled medzi vrcholmi u a v. Potom st dve moZnosti.
1. V slede medzi vrcholmi u a v sa Ziadny vrchol neopakuje a potom je tento sled cestou.

2. V slede medzi vrcholmi u a v sa opakuje vrchol w. V tom pripade si dany sled rozdelime
na 3 Casti
* s bude sled medzi vrcholom u a prvym vyskytom vrcholu w v pévodnom slede,
* ¢ bude sled medzi poslednym vyskytom vrcholu w v pévodnom slede a vrcholom v
* a x bude prostrednd cast povodného sledu, medzi prvym a poslednym vyskytom
vrcholu w v fiom.

Situdciu vidime na obrazku: @---=--- Q@--=-=-=- Q@-=-=-==- o)

prvy vyskyt posledny vyskyt
Potom ak vynechdme prostrednd €ast x, spolu s jednym krajnym vyskytom vrcholu w, tak
dostaneme sled st, ¢o bude sled z vrcholu u do vrcholu v, v ktorom sa vrchol w neopakuje.
KedZe vrcholov v pévodnom slede je koneény pocet, tak kone¢nym opakovanim tohto
postupu vieme eliminovat vSetky opakujice sa vrcholy, ¢im dostaneme sled z vrcholu u
do vrcholu v bez opakovania vrcholov, ¢iZe dostaneme cestu z # do v. Q.E.D.

Pomocou najkratSej cesty medzi vrcholmi u a v v grafe G vieme definovat vzdialenost vrcholov
u av v grafe G. Dalej pomocou minimdlnej a maximélnej vzdialenosti dvoch vrcholov v grafe G,
vieme definovaf polomer a priemer grafu.

Definicia 3.3.4 — Vzdialenost, excentricita, polomer, priemer. Majme graf G = (V,E) a
nech u a v su jeho vrcholy (u, Ve V). Potom

> Vzdialenost vrcholov u a v v grafe G sa oznacuje dg(u,v) a je to dizka najkratiej cesty
medzi tymito vrcholmi v grafe G.

> Excentricita vrcholu u v grafe G sa oznacuje eg(u) a definujeme ju predpisom

eg(u) = max{dg(u,v): veV}.
> Polomer grafu G sa oznaCuje r(G) a definuje sa predpisom r(G) = min{eg(u): ucV}.
> Priemer grafu G sa oznaCuje d(G) a definuje sa predpisom d(G) = max {eg(u): u€V}.

Pomocou pojmu polomer grafu sa definuje pojem centrdlneho vrcholu a centra grafu. Tieto pojmy
su kIic¢ové pre algoritmus o zistovani izomorfizmu stromov, ktorym sa budeme zaoberat neskor,
v podkapitole 11.2.3.

Definicia 3.3.5 — Centrdlny vrchol, centrum grafu. Majme graf G = (V,E). Potom

> vrchol v € V sa nazyva centrdlny vrchol, ak plati eg(v) = r(G).

> centrum grafu G, ozna¢ime ho C(G), je mnozina vSetkych jeho centrdlnych vrcholov, t. j.
C(G)={veV;es(v)=r(G)}.

Centrum grafu je teda mnoZina vrcholov prislusného grafu, ktoré maji minimalnu excentricitu.
VoIne mdZeme povedaf, Ze centrum je tvorené vrcholmi, ktorych vzdialenost od vSetkych ostatnych
vrcholov grafu je najmens$ia moZna. Su typy grafov, napriklad cykly, v ktorych je centrum tvorené
celou ich vrcholovou mnoZinou.
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Suvisly graf, podgraf, komponent stvislosti

DalSou déleZitou vlasnosfou grafov je ich stvislost.

Definicia 3.4.1 — Suavisly a nesuvisly graf. Graf G = (V, E) sa nazyva suvisly, ak pre lubo-
volné u,v € V existuje cesta z vrcholu u# do vrcholu v. Graf G sa nazyva nesuvisly, ak nie je
suvisly.

n Priklad 3.15 Graf na obrdzku 3.16 je stvisly, pretoZze medzi jeho f'ubovolnymi dvoma vrcholmi
existuje cesta. Graf na obrazku 3.17 nie je stvisly, pretoZe sa v iom daji ndjst viaceré dvojice
vrcholov, medzi ktorymi neexistuje cesta. Kol'ko takych réznych dvojic vrcholov existuje?

\/——

Obr. 3.16: Stvisly graf Obr. 3.17: Nestivisly graf "

Na predoslom priklade sme si ilustrovali, Ze sivisly graf pozostava ,,z jedného kusa* a nesivisly
graf pozostdva ,,z viacerych (stvislych) kusov*. Tieto suvislé kusy, z ktorych graf pozostdva, sa
nazyvaju komponety sivislosti a forméalne budi definované neskor. Dolezité ale je zapamitaf si,
Ze suvislé grafy maji vZdy len jeden komponent sivislosti a nestvislé grafy majd vzdy viac nez
jeden komponent stivislosti. Napriklad graf na obrdazku 3.17 ma dva komponenty stvislosti.

Dal§im délezitym pojmom, ktory definujeme, bude cyklus.

Definicia 3.4.2 — Cyklus. Cyklus je stvisly pravidelny graf stuptia 2. DiZka cyklu je pocet
jeho hran. Cyklus dizky n sa oznacuje C,.

Pre cyklus C, plati nasledujice tvrdenie.

Veta 3.4.1 Ak v; av; st dva rozne vrcholy cyklu C,, tak medzi nimi existuji dve rozne cesty.

Doékaz: cyklus C, ma n vrcholov, ktorym postupne priradime oznacenia vy az v,,—1. Na zaciatku
si zvolme T'ubovolny vrchol cyklu C,, a oznaéme ho vy. Podla definicie 3.4.2 je C, pravidelny
graf stupiia 2, takze vrchol vop m4 2 susedov. Jedného z nich oznaéme v;. Vrchol v m4 takisto 2
susedov. Jeden z nich je vrchol vy a toho druhého oznac¢ime v,. Takto budeme postupovat dale;j,
pri¢om vrchol v;, pre i < (n— 1), bude susedif s vrcholmi v;_; a vy .

Teraz predpokladajme, Ze niektory vrchol v, pre k < (n—1), by v C, susedil s vrcho-
lom vy. Potom by Ziaden vrchol vy, pre k < I < (n— 1), kvdli stuptiom vrcholov nemohol susedif
so Ziadnym z vrcholov v; pre i € {0,...,k}. To by znamenalo, Ze dany graf by bol nestvisly,
¢o by bol spor s definiciou 3.4.2. N&S predpoklad bol preto nesprdvny a Ziaden vrchol v, pre
k < (n—1), nie je susedny s vrcholom vy.

Uvedenym spdsobom postupne oznacime vSetky vrcholy C,, ako vy aZ v,,—1. Tym dostaneme
sled, v ktorom vrcholy vy a v,,_; majui stupeni 1 a vSetky ostatné vrcholy maju stupeii 2. Naviac sa,
vzhladom na spdsob oznacovania vrcholov a ich stupne, Ziaden vrchol nemdze opakovat. Preto
je tento sled cestou. Podl'a definicie 3.4.2 ma byt C,, pravidelny graf stupiia 2, takZe eSte musime
navzdjom hranou spojif vrcholy vo a v,—;. Tym dostaneme uzavrety sled (vo,vi,...,Va—1,V0)-
Ak si zoberieme I'ubovolné dva r6zne vrcholy v; a v; cyklu C,, tak medzi nimi existuju dve rdzne
cesty. Tieto cesty vyberieme zo sledu (vo, vy, ...,v,—1,Vv0) tak, Ze jedna bude za&inaf vo vrchole
v; a druhd bude zacinaf vo vrchole v; a obe pdjdu v smere rasticich indexov vrcholov. Q.E.D.
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= Priklad 3.16

a d V grafe, na obrazku vlavo, (a,c,d,e,c,b,a) nie je cyklus, pretoZe sa v fiom
opakuje vrchol ¢, ktory preto nie je stupiia 2. Ale (a,c,b,a) a (c,d,e,c) st
cykly, oba maju dizku 3. V oboch pripadoch sa jednd o pravidelné grafy

b e stupnia 2. .

p) LubovolIny vrchol cyklu si m6Zeme oznacit ako poCiato¢ny (koncovy). Potom sa v zdpise cyklu
okrem pociato¢ného (koncového) vrcholu Ziaden iny vrchol nesmie opakovat. CiZe v jednom
vrchole ,,rozpojeny* cyklus je cesta. Tdto pozndmka naznacuje ind moZnu definiciu cyklu.

V tedrii grafov sa mnohé pojmy dajui definovaf viacerymi alternativnymi spdsobmi. Preto sa
v literattire a na webe mdZeme stretnif s rdznymi, avsak vyznamovo ekvivalentnymi, definiciami
rovnakych pojmov. Jednym z dvoch prikladov takychto alternativnych definicii, ktoré si v tomto
texte ukdZeme, bude prave definovany pojem cyklus. Druhym takymto pojmom bude pojem strom,
ktory bude definovany az v nasledujicej kapitole. Vo vete 4.2.7 (str. 76) si uvedieme az 4 rdzne
definicie pojmu strom.

Plati nasledujica veta.

Veta 3.4.2 — Alternativne definicie cyklu C,,. Nasledujice dve tvrdenia su ekvivaletné.
A) Cyklus C, je suvisly pravidelny graf stupiia 2 na n vrcholoch.
B) Cyklus C, je cesta dizky n, na ktorej stotoznime jej po&iatoény a koncovy vrchol.

Doékaz: mame dokézat ekvivalenciu dvoch tvrdeni. Budeme to dokazovat ako dve implikdcie.

> A) = B): Ak v siivislom pravidelnom grafe stupnia 2 na n vrcholoch rozdvojime
jeden vrchol, tak dostaneme cestu diiky n.
Majme suvisly pravidelny graf stuptia 2 na n vrcholoch. Ozna¢me si fubovol'ny vrchol ako
vo a vrcholy s nim susediace ozna¢me v a v,,_;. Podl'a vety 3.4.1 musi medzi vrcholmi v; a
vu—1 existovat cesta neobsahujica vrchol vg. Preto ak vrchol vy ,,zdvojime* (rozsekneme),
spravime z neho vrcholy vop a vk, pricom vrchol vop bude sused vrcholu vy a vrchol vog
bude sused vrcholu v,_1, tak dostaneme cestu dfiky n (cestu na n+ 1 vrcholoch). Q.E.D.

> B) = A): Ak na ceste dizky n stotoinime jej pociatoény a koncovy vrchol, tak
dostaneme suvisly pravidelny graf stupna 2 na n vrcholoch.
Cesta dizky n je stvisly graf na n+ 1 vrcholoch s n hranami, pri¢om poéiatoény a
koncovy vrchol cesty majud stupeii 1 a vSetky jej ostatné vrcholy maju stupeni 2. Oznacme
si pociatocny vrchol cesty vop a jej koncovy vrchol vog. Ak stotoZnime vrcholy vop a vog
do vrcholu oznaceného vy, tak dostaneme suvisly graf na n vrcholoch, ktoré vSetky majd
stupen 2. Dostali sme teda suvisly, pravidelny graf stupfia 2 na n vrcholoch. Q.E.D.

p ) Pokial je explicitne dané, Ze ide o cyklus, alebo ak to je zrejmé z kontextu, tak sa v zdpise
cyklu koncovy vrchol vynechdva, pretoze je totoZny s pociatoénym vrcholom. TakZe cykly
z prikladu 3.16 by sa zapisali ako cyklus (a,c,b) resp. cyklus (c,d,e).

Nasledujicim dolezitym pojmom, ktory potrebujeme poznat, je podgraf.

I Definicia 3.4.3 — Podgraf. Graf G' = (V’,E’) sa nazyva podgraf grafu G = (V,E), ak plati
V' CV aE CE.
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p) Jednoducho by sa dalo povedat, Ze podgraf grafu G dostaneme, ak vyberieme niektoré jeho
vrcholy a niektoré hrany spéjajuce tieto vrcholy. Hrany mdZeme vybraf len také, ktorych oba
incidujtce vrcholy sd vybraté.

V definicii 3.4.3 by samotné podmienky V' CV a E’ C E nestacili na to, aby iSlo o podgraf.
Délezity je aj fakt, Ze v pripade G’ ide o graf. O tom hovori aj predchddzajica pozndmka. Pojem
podgrafu si ilustrujeme na nasledujicich dvoch prikladoch.

= Priklad 3.17

b
Zoberme si napriklad graf na obrdzku vpravo. Tento graf méd vrcholovi
mnozinu V = {a,b,c} ahrany E = {hy,hy,h3,hs,hs}. Tri z jeho podgrafov ho h3
vidime na nasledujicich troch obrdzkoch. ‘
hs
b b c hi a
@
h2 h3
" Q.
hs o——o
c a e hi a c hi a
Ale nasledujice dva grafy nie su podgrafy povodného grafu.
b d b
ho @ hy h. Prvy z nich obsahuje hranu /g, ktord v povodnom grafe
hs nie je a druhy obsahuje vrchol d, ktory v pévodnom
he grafe nie je.
c a c hi a .

» Priklad 3.18

N4jdite vSetky neprazdne podgrafy grafu na obrazku vpravo. hl U2

U1

RieSenie: Dany graf ma len jednu hranu a s fiou incidujice dva vrcholy. TakZe v jeho podgrafoch
bud hranu vyberieme, alebo nie a ked’ hranu nevyberieme, moZeme vybraf jeden alebo oba z danych
vrcholov. Takze dany graf ma 4 neprazdne podgrafy, ktoré vidime na nasledujicich obrazkoch.

@ @
v () (%
hl 2 2 2

¢ G e« G2 o G3 Gy

p ) Z prikladu 3.18 vidime, Ze graf je podgrafom samého seba, ¢o je aj v silade s definiciou
3.43,pretoze V' CVaE CEplatiajked V' =V aE' =E.
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Teraz si ,,suvislé kusy* grafu, spomenuté za prikladom 3.15, formélne definujeme ako komponenty
suvislosti. 1de o d’al$i dolezity pojem tedrie grafov a pri jeho definicii sa pouZivaji pojmy sivisly
graf a podgraf, ktoré sme uz definovali.

Definicia 3.4.4 — Komponent stvislosti grafu. Nech G je graf. Potom komponent stvislosti
grafu G je maximadlny suvisly podgraf grafu G.

p) Pojem ,maximélny* sa v definicii 3.4.4 chdpe v mnoZinovom zmysle. To znamend, Ze
maximalny stvisly podgraf grafu G je taky podgraf grafu G, do ktorého sa ned4 pridaf Ziadna
hrana a s fiou incidujice vrcholy z grafu G tak, aby podgraf zostal stuvisly.

Pojem ,,maximdlny* v definicii 3.4.4 neznamend, Ze kazdy graf md len jeden komponent
stvislosti. Ak by sme pouZili terminolégiu matematickej analyzy, tak by sa to dalo prirovnat
k lokdlnemu maximu. Rovnako ako funkcia m6Ze mat viacero lokdlnych maxim, méze mat aj
graf viacero maximdlnych suvislych podgrafov — komponentov. Napriklad graf na obrazku 3.16
je suvisly a ma len jeden komponent stvislosti. Ale graf na obrdzku 3.17 nie je suvisly a mé dva
komponenty. Jeden z jeho komponentov je graf K3 (trojuholnik) a druhy je cesta dizky 2.

p) Ako uZ bolo spomenuté za prikladom 3.15, kazdy sdvisly graf ma préve jeden komponent
suvislosti a kaZzdy nesuvisly graf ma vZdy viac neZ jeden komponent suvislosti. Toto tvrdenie
by sa dalo sformulovat a dokézaf aj ako veta, ale nebudeme to robif, pretoze dokaz je trividlny.

m Priklad 3.19 Majme graf G dany nasledovnym obrdzkom

V3 (s
hy i th Uy %
@
M hg (%) (%

Tento graf md tri komponenty sdvislosti. Ozna¢me si ich G} = (V},E}), Gy = (V»,E;) a
G3 = (V3,E3). Komponent G| obsahuje len vrcholy Vi = {vy,v2,v3}, komponent G, obsahuje
len vrchol V, = {v4} a komponent G3 obsahuje len vrcholy V3 = {vs,ve}. Hranové mnoZiny
komponentov sd E| = {hy,hy,h3}, E; =0 a E3 = {hs}. "

= Priklad 3.20
Graf na obrdzku vpravo ma tri komponenty
stivislosti

* hviezdu s tromi ,,cipmi*.

* kompletny graf K3 (trojuholnik)

« acestu dizky 1 (jednu hranu).

O komponentoch suvislosti trividlne plati nasledujica veta.
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Veta 3.4.3 — O komponentoch. Majme graf G = (V,E) anech u,v € V. Ak st vrcholy u a v
spojené sledom (cestou), tak patria do rovnakého komponentu sivislosti.

Doékaz: Nech vrcholy u a v st spojené sledom. Potom su, podla vety 3.3.1, spojené aj cestou c.
Oznaéme si komponent stvislosti, do ktorého patri vrchol u, ako K a predpokladajme, Ze vrchol
v nepatri do K. V takom pripade existuje na ceste ¢ vrchol x, ktory ako posledny este patri do K
(moZe byt aj u = x). Cesta c, spdjajica vrcholy u a v, sa d4 potom rozdelif na dve Casti ¢ a c; tak,
7Ze jej Cast ¢ eSte patri do K a Cast ¢;, aj s vrcholom v, uz do K nepatri. Situdcia je zndzornend
na nasledujicom obrazku.

Ak teraz do grafu K priddme eSte aj vSetky hrany a vrcholy cesty ¢, tak podla definicie 3.4.1
zostane takyto graf suvisly. To je vSak spor s definiciou 3.4.4, pretoZe komponent stvislosti grafu
G je maximalny sivisly podgraf grafu G. Preto predpoklad, Ze vrchol v nepatri do komponentu
K bol nespravny, a tym je veta dokdzand. Q.E.D.

S komponentmi stvislosti stvisia aj d'al§ie dva pojmy, ktoré budeme vyuzivat v dalSich kapitolach.
St to pojmy most a artikuldcia.

Definicia 3.4.5 — Most a artikuldcia. Majme graf G = (V,E). Potom

.....

.....

m Priklad 3.21 Zoberme si ako priklad graf z nasledujiceho obrazku

1 komponent 2 komponenty

Tento graf ma jeden komponent, ¢iZe je sivisly. Hrana /& v uvedenom grafe je most, pretoZe ked ju
z grafu vynechdme, rozpadne sa nim na dva komponenty. Zaroven je hrana 4 v danom grafe jediny
most, pretoZe vynechanim Ziadnej inej (jednej) hrany sa pocet komponentov nezvysi. "

Na dralsom priklade si ilustrujeme pojem artikuldcia.

a Priklad 3.22 Zoberme si graf z prikladu 3.16. Tento graf je sdvisly, t.j. md len 1 komponent
sivislosti. Ak ale z neho vynechdme vrhol ¢ a hrany s nim incidujice, tak sa ndm graf rozpadne
na 2 komponenty.

1 komponent 2 komponenty
a d a d
— P
b e b e

Pojmy most a artikuldcia st velmi jednoduché, ale Casto tieto pojmy a vlastnosti grafov z nich
vyplyvajice vyuzivame pri formulovani a dékazoch réznych aj netrividlnych tvrdeni. Vacé§ina
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vlastnosti tykajicich sa uvedenych pojmov je takd jednoduchd, Ze ich mdéZeme zaradif medzi
cvigenia. Len jednu z tychto vlastnosti si tu dokdZeme ako lemu®.

Lema 3.4.4 — O mostoch. Dany je graf G = (V,E). Ak hrana h € E nie je most, tak patr{
do nejakého cyklu.

Dokaz: Mdme graf G = (V,E) a v fiom hranu 4 € E, ktord nie je most. To znamend, Ze jej
vynechanim sa pocet komponentov nezvysi. Nech u a v st vrcholy incidujice s hranou 4. Tieto
dva vrcholy su spojené hranou £, ¢o podla vety 3.4.3 znamend, Ze v grafe G patria do rovnakého
komponentu suvislosti. KedZe vynechanim hrany /4 sa pocet komponentov grafu G nezvysi,
musia vrcholy u a v, aj po vynechani hrany 4, patrif do toho istého komponentu. Podla definicii
3.4.4 a3.4.1 to znamend, Ze musi existovaf cesta ¢ spdjajica vrcholy u a v, neobsahujiica hranu
h. Situdcia musi vyzerat tak, ako vidime na nasledovnom obrizku
u h v

N _———-

Ked k ceste ¢ priddme hranu & dostaneme cyklus, t. j. hrana 4 patri do cyklu grafu G. Q.E.D.

p ) Tvrdenie lemy 3.4.4 je ekvivalentné s tvrdeniami:

* Hrana h je most, ak nepatri do Ziadneho cyklu grafu G.
Takto sa napriklad v [32] definuje pojem most.
* Hrana h je bud most, alebo patri do nejakého cyklu. (pozri cvicenie 3.34)

3.5 Kostra grafu

Na zaver tejto kapitoly si eSte definujeme pojem ,,kostra grafu “, ktory je velmi doleZzity a budeme
sa s nim eSte Casto stretdvaf v nasledujuicich kapitoldch a mnohych praktickych aplikdciach teérie
grafov. Kostra grafu sa v aplikdciach vyuziva vSade tam, kde v stvislom grafe na n vrcholoch
potrebujeme maf minimdlny moZny pocet hrdn (spojeni) medzi tymito n vrcholmi. Najskor si
definujeme dva jednoduché pomocné pojmy a pomocou nich definujeme kostru grafu.

Definicia 3.5.1 — Faktor grafu. Faktor grafu G je taky podgraf grafu G, ktory obsahuje vietky
jeho vrcholy.

[l Definicia 3.5.2 — Acyklicky graf. Graf G sa nazyva acyklicky, ak neobsahuje Ziaden cyklus.
P Predosla definicia spada skor do oblasti ,,jazykovedného okienka“, kedZe je vS§eobecne zndme,
7e predpona a- pochddza z gréctiny a vyjadruje zapor. TakZe a-cyklicky v preklade znamena

,-necyklicky, nemajici cyklus, netvoriaci cyklus.. . . *.

[ Definicia 3.5.3 — Kostra grafu. Kostra grafu G je suvisly, acyklicky faktor grafu G.

= Priklad 3.23 Napriklad S; a S, zvyraznené Cervenou a zelenou farbou, su dve kostry grafu G.
Pozri nasledovné obrazky.

5Lemou sa v matematike nazyvaji pomocné tvrdenia.
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Z prikladu 3.23 vidime, Ze graf mdZe mat aj viac neZ jednu kostru. Lahko sa d4 dokézat, Ze
kazdy suvisly graf musi maft aspoil jednu kostru (cvicenie 3.35). Ked'Zze priamo z definicie kostry
grafu vyplyva, Ze ak graf G ma kostru, tak je suvisly, tak plati nasledujica veta.

Veta 3.5.1 — O existencii kostry. Konecny graf G ma kostru prave vtedy, ked’ je sivisly.

Dokaz: tvrdenie je ekvivalencia, budeme ho preto dokazovat ako dve implikacie.

= Ak graf G ma kostru, tak je savisly.
Podra definicie 3.5.3 je kostra sivisly faktor grafu G. To znamen4, Ze medzi Tubovolnymi
dvoma vrcholmi grafu G existuje cesta, ¢iZze G je suvisly graf.

< Ak graf G je suvisly, tak ma kostru.
Ak graf G je acyklicky, tak je sdim sebe kostrou. Predpokladajme preto, Ze graf G obsahuje
nejaky cyklus C. Hrana cyklu nemdZze byt most (lema 3.4.4 a poznamka za fiou), takze
vynechanim jednej hrany cyklu C, dostaneme podgraf grafu G, ktory mé vSetky vrcholy
grafu G, je suvisly a neobsahuje cyklus C. Graf G mdZe obsahovat len konecny pocet
cyklov, takZe konecnym poctom opakovani uvedeného postupu dostaneme podgraf grafu
G, ktory obsahuje vsetky jeho vrcholy a je suvisly aj acyklicky. To znamend, Ze graf G
ma kostru. Q.E.D.

Na prvy pohlad by sa mohlo zdat, Ze veta 3.5.1 ndm ddva vhodny ndvod, algoritmus, na kon-
Strukciu kostry grafu. Zdanie vSak klame! Problém je v tom, Ze ndjst (vSetky) cykly v danom
grafe je zloZzity, casovo ndro¢ny problém. Existujd iné, omnoho efektivnejSie algoritmy, ktorymi
sa budeme zaoberaf neskor.
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3.6 Cyvicenia

Cvicenie 3.1 Dand je mnoZina ¢&isel {1,3,4,6,9,12,36}. Prirad’te tymto ¢islam vrcholy grafu
a vrchol u spojte orientovanou hranou s vrcholom v préave vtedy, ked plati u | v (¢islo u deli ¢islo
v). Kolko hran bude maf takyto orientovany graf? Pre ktoré &isla u,v plati, Ze existuje hrana
(u,v) a sucasne aj hrana (v,u)? n

Cvicenie 3.2 K, je kompletny graf na n vrcholoch.
(a) Nakreslite K,K3,Ky, ..., Ks.
(b) Kolko hrdn ma graf K, pre n € N ?

Cvicenie 3.3 Nakreslite graf so Siestimi vrcholmi, ktorych stupne su 1, 2, 3, 4, 5, 2 alebo
dokazte, Ze to nie je mozZné. -

Cvicenie 3.4 Predseda viktoridnskeho klubu klenotnikov nahlésil Scottland Yardu vlamanie
a kradez Sperkov a hotovosti v hodnote miliénov libier z ich klubového trezoru. KedZe si
inSpektor Lestrade nevedel s pripadom rady, prizval na pomoc Sherlocka Holmesa, ktory raz
vypocul predsedu klubu a chcel po iom zoznam vSetkych ¢lenov klubu. Ten mu na to povedal:
,.Clenovia nagho klubu si velmi zakladaji na svojom sikromi a nikdy sa nestretivame vietci
naraz a ani neexistuje kompletny zoznam ¢lenov klubu. Stretdvame sa maximélne v 5 - clennych
skupinkdch, ked spolu vedieme obchodné rokovania a uzatvdrame obchody. Ako predseda klubu
vam viem povedaf len to, Ze na$ klub ma spolu 13 ¢lenov a kazdy ¢len klubu pozna prave 5
dalsich ¢lenov klubu.*“ Na to Sherlock Holmes povedal in§pektorovi Lestradovi, Ze tak to urcite
nebolo a predseda klubu zrejme klame aj pokial ide o kradez Sperkov a petiazi. Ako to zistil? =

Cvicenie 3.5 Dokazte, ze neexistuje pravidelny graf neparneho stupiia, s neparnym poctom
vrcholov. -

Cvicenie 3.6 Dokazte, ze v kazdom grafe je poCet vrcholov neparneho stupiia vzdy parny. =

Cvicenie 3.7 Nakreslite komplementarne grafy ku grafom z obrazkov 3.5, 3.6, 3.7 a 3.8
na strane 52. Su tieto grafy pravidelné? u

Cvicenie 3.8 Dokdzte, 7e ak je graf G pravidelny, tak aj graf G je pravidelny. u

Cvicenie 3.9 Nakreslite tri priklady nekompletnych bipartitnych grafov a tri priklady kom-
pletnych bipartitnych grafov. u

Cvicenie 3.10 Urcte pocet hran grafu K, , (kompletny bipartitny) pre m,n € N. =
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[T & Hi

Cvicenie 3.12 Rozhodnite, ¢i sd nasledujtice 3 stvislé grafy bipartitné

o & O

Cvicenie 3.13 Ak sa dd nakreslite graf G s danymi vlastnostami alebo zdovodnite, preco taky
graf neexistuje

| Cvicenie 3.11 Rozhodnite, ¢i su nasledujice 4 stvislé grafy bipartitné

(a) G ma 6 vrcholov, kazdy stupiia 3.

(b) G ma 7 vrcholov, kazdy stupna 3.

(¢) G md 4 vrcholy, kazdy stupiia 1.

(d) G ma 6 vrcholov a 4 hrany.

() G ma 4 hrany a 4 vrcholy so stupiiami 1, 2, 3, 4.
(f) G méa 4 vrcholy so stupiiami 1, 2, 3, 4.

(g) G je obycajny graf a ma 6 vrcholov so stupnami 1, 2, 3,4, 5,5
(h) G je obycajny graf a ma S vrcholov so stupfiami 2, 3, 3, 4, 4
(i) G je obycajny graf a ma 5 vrcholov so stupiiami 2, 2, 4, 4, 4

I Cvicenie 3.14 Nakreslite graf, v ktorom plati r(G) = d(G). n
I Cvicenie 3.15 Nakreslite graf, v ktorom plati d(G) = 2r(G). .
I Cvicenie 3.16 Dokazte, Ze pre kazdy graf platia nerovnosti r(G) < d(G) < 2r(G). .

Cvicenie 3.17 Dokazte, ze okrem pociatocného (koncového) vrcholu sa v cykle Ziadne iné
vrcholy nem6Zu opakovaft. Inak povedané, ak cyklus ,,rozsekneme* v lubovolnom jeho vrchole,
tak dostaneme cestu. u

I Cvicenie 3.18 Nakreslite dva priklady stvislych a dva priklady nestivislych grafov. u

Cvicenie 3.19 Dokézte, ze kazdy sivisly graf ma prave jeden komponent stivislosti a Ze kazdy
nestvisly graf ma viac neZ jeden komponent suvislosti. u
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Cvicenie 3.20 Pre grafy z obrazkov 3.18, 3.19 a 3.20 najdite
(a) sledy roznej dizky,
(b) uzavreté a otvorené sledy,

(c) sledy, ktoré su/nie su tahy, cesty, cykly,
(d) cykly.

d

Obr. 3.18 Obr. 3.19

b d
Obr. 3.20: Petersenov graf
|
I Cvicenie 3.21 Pre grafy z obrazkov 3.18, 3.19 a 3.20 n4jdite ich rézne podgrafy. u

Cvicenie 3.22 Pre graf G z nasledujiceho obrdzku najdite vSetky komponenty stvislosti a
zapiSte ich formalne ako jeho podgrafy (pomocou mnoZich ich vrcholov a hrén).

a b i
G L= A\
d & g h
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Cvicenie 3.23 Pre graf G z nasledujiiceho obrazku najdite vSetky jeho cykly

c d
G . a b e
g f
Obr. 3.21
|
I Cvicenie 3.24 Pre graf G z obrazku 3.21 njdite vSetky cesty z vrcholu a do vrcholu e. =
I Cvicenie 3.25 Dokdzte, Ze ak je graf G nesuvisly, tak graf G je stvisly. u

Cvicenie 3.26 Pre graf G z nasledujticeho obrazku najdite
(a) niektoré jeho stvislé podgrafy,
(b) vetky sivislé podgrafy G’ = (V',E’) s najmens$im moZnym poctom hran tak, aby platilo
Vi=V.
d

G° a b e

Cvicenie 3.27 Pre grafy z obrazkov 3.22, 3.23, 3.24 a 3.25 néjdite vsetky ich podgrafy.

U3 U3
by
hl < >. hl hg hl h2
ho
(%) hg (%)

m U1

Obr. 3.22 Obr. 3.23 Obr. 3.24 Obr. 3.25

Cvicenie 3.28 Na vecierku sa zisiel isty pocet (aspon 2) Tudi, z ktorych sa niektori poznaji a
niektori nie. MdZe nastaf situdcia, v ktorej
(a) jeden Clovek sa poznd prave s jednym pritomnym a vSetci ostatni l'udia sa poznaji prave
s dvoma pritomnymi?
(b) jeden Clovek sa poznd prave s jednym pritomnym a vSetci ostatni fudia sa poznaju aspon
s dvoma pritomnymi?
(c) Ziadni dvaja Iudia sa nepoznaji prave s rovnakym poctom pritomnych?

Cvicenie 3.29 Kolko rdznych cyklov obsahuje graf
(a) Ky (b) Ks (c) Ko (d) K33 (e) K3s.
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Cvicenie 3.30 Dokazte, Ze v kaZzdom obycajnom grafe s aspofi 2 vrcholmi musia existovat
aspon dva vrcholy rovnakého stupiia. u

Cvicenie 3.31 Dokézte, ze vynechanim mosta z grafu G sa pocet jeho komponentov sivislosti
zvacsi vzdy prave o 1. u

pocet komponentov suvislosti grafu G moéze zvacsif o l'ubovolné n > 1, kde n € N. =

Cvicenie 3.33 Dany je graf G = (V,E). Dokdzte, Ze ak h € E je most, tak nepatri do Ziadneho
cyklu v grafe G. u

I Cvicenie 3.32 Dokazte, Ze vynechanim artikuladcie a hrdn s fiou incidujicich z grafu G sa
I Cvicenie 3.34 Dany je graf G = (V,E) a hrana h € E. Doké’te, Ze h je bud most, alebo patr{

do nejakého cyklu v grafe G. u
I Cvicenie 3.35 Dokazte, Ze kazdy suvisly graf ma aspon jednu kostru. [
I Cvicenie 3.36 Dokazte, ze kazdy savisly graf na n vrcholoch ma aspoii (n — 1) hrén. n
Cvic¢enie 3.37

g Najdite aspori tri rozne kostry grafu zobrazenom na obrazku vlavo.

Cvicenie 3.38 N4jdite vsetky kostry nasledujicich grafov

(©)
b a b / g ¢
@
a d @ e h d




[1] Martin Aigner: Combinatorial Theory, SPRINGER VERLAG, HEIDELBERG 1979.

[2] Bohuslav Balcar, Petr étépe’mek: Teorie mnozin, ACADEMIA, PRAHA 1986.

[3] Berezny, Drazenskd, Kravecova: Zbierka iloh z diskrétnej matematiky, FEI TU, KOSICE
2005. http://web.tuke.sk/fei-km/sites/default/files/prilohy/10/Zbierka-DM.pdf

[4] J. A.Bondy, U.S. Murty: Graph Theory With Applications, NORTH-HOLLAND 1976.

[5] Reinhard Diestel: Graph Theory, SPRINGER 2000.

[6] Harary, Frank: Graph theory, ADDISON-WESLEY 1969.

[7] Richard Johnsonbaugh: Discrete Mathematics, PEARSON 2017.

[8] Josef Kaucky: Kombinatorické identity, VEDA, VYDAVATELSTVO SAV, BRATISLAVA 1975.

[9] Martin Knor: Uvod do matematickej logiky, FIIT STU, BRATISLAVA 2016.
http://www.math.sk/jmkollar/literatura/Knor-Uvod_do_matematickej_logiky.pdf

[10] Martin Knor: Teéria grafov, SVF STU, BRATISLAVA 2008.
http://www.svf.stuba.sk/docs/dokumenty/skripta/teoria_grafov_martin _knor.pdf

[11] Martin Knor, Jozef Kollar: Matematika pre architektov, STU BRATISLAVA, 2002.

[12] Donald E. Knuth: The Art of Computer Programming, Volume 1, ADDISON-WESLEY,
1997.

[13] Sergei K. Lando: Lectures on Generating Functions, AMERICAN MATHEMATICAL SOCIETY,
STUDENT MATHEMATICAL LIBRARY 2003.

[14] Milan Mares: Piibéhy matematiky, PISTORIUS & OLSANSKA, PRIBRAM 2011.

[15] J. Matousek, J. Nesetfil: Kapitoly z diskrétni matematiky, KAROLINUM, PRAHA 2002.


http://web.tuke.sk/fei-km/sites/default/files/prilohy/10/Zbierka-DM.pdf
http://www.math.sk/jmkollar/literatura/Knor-Uvod_do_matematickej_logiky.pdf
http://www.svf.stuba.sk/docs/dokumenty/skripta/teoria_grafov_martin_knor.pdf

248 POUZITA A ODPORUCANA LITERATURA

[16] M. B. Menbmuros, A. M. Pessarxun, A. H. Konouiosa, FO. H. Makapos, 5. C.
Creurun: KomouraTOopHLIA AHaMU3 — 3a1auyu U ynpaskHeHusd, V3 JATEJILCTBO
>HAYKA«, MOCKBA 1982.

[17] B. A. Hocos: KomOunaropuka u teopus rpagos, MOCKBA 1999.
http://intsys.msu.ru/staff/vnosov/combgraph.htm (PDF verzia)

[18] Stanislav Paliich: Algoritmicka teéria grafov, ZILINSKA UNIVERZITA, 2008.
http://frcatel.fri.uniza.sk/users/paluch/grafy.pdf

[19] Jan Plesnik: Grafové algoritmy, VEDA, BRATISLAVA 1983.

[20] Franco P. Preparata, Raymond T. Yeh: Uvod do téorie diskrétnych matematickych $truktir,
ALFA, BRATISLAVA 1982.

[21] Edward M. Reingold, Jurg Nievergelt, Narsingh Deo: Combinatorial Algorithms — Theory
and Practice, PRENTICE-HALL, NEW JERSEY 1977.

[22] Beloslav Rie&an a kol.: Ulohy z matematiky pre 4. roénik gymnazia, SPN, BRATISLAVA
1976.

[23] Beloslav Riecan a kol.: Matematika pre 4. ro¢nik gymnazia, SPN, BRATISLAVA 1987.

[24] Beloslav Riecan a kol.: Zbierka dloh z matematiky pre 4. ro¢nik gymnazia, SPN, BRATI-
SLAVA 1991.

[25] Karol Rovan a kol.: Zbierka rieSenych iloh z algebry pre SVS a odborné $koly, SPN,
BRATISLAVA 1969.

[26] K. A. Priorukos: Beenerue 8 Komounaropanm Aramms, VI31ATEJILCTBO MOC-
KOBCKOI'O Y HUBEPCUTETA, MOCKBA 1985.

[27] Raymond M. Smullyan: A Beginner’s Guide to Mathematical Logic, DOVER PUBLICATI-
ONS, NEW YORK 2014.

[28] FrantiSek Vejsada, Frantiek Talafous: Zbierka tloh z matematiky pre SVS a gymnazia,
SPN, BRATISLAVA 1973.

[29] Naum J. Vilenkin: Rozhovory o mnozinach, SPN, BRATISLAVA 1972.

[30] Herbert S. Wilf: generatingfunctionology, ACADEMIC PRESS, INC. 1994.
https://www.math.upenn.edu/ “wilf/DownldGF.html

[31] Niklaus Wirth: Algoritmy a Struktiry ddajov, ALFA, BRATISLAVA 1989.

[32] Stefan Znam: Kombinatorika a teéria grafov, PF UK, BRATISLAVA 1978.


http://intsys.msu.ru/staff/vnosov/combgraph.htm
http://frcatel.fri.uniza.sk/users/paluch/grafy.pdf
https://www.math.upenn.edu/~wilf/DownldGF.html







m‘*m’:f:g:‘ -l‘:’i'a'ul'_.lpr i "HM 1;:. = T
s ﬁfmw #ﬁ“"’{%‘r 'r";'?‘ q:'f?‘ Poruferkeir :
T L R L T T L .._._""" T
i o e o 1) ST g st
: ! - I
ST g o R H.rlr:ﬁ Dhang H e,y % Ly af-LE'iﬁNWMr#m.Jml';m.{Hm“"" ey
mﬂ'ﬁywﬁ?t e J"Il 'rt sber ety SN eon ) B, ﬂ-"'""f"ww

] TR .y Pkl
e r.fmi";’;,'-;” E:- 2 [ i e
Sl / / st & - o A8 it 8D D eyl Y
&?ﬂfﬁﬁfﬁﬁ” gty *raiﬁfri%"’* S o et
i, i, 2 s R Y T 'yl
.&Nﬁ:ﬂ@ ,ﬂrnql '-' Rl S S s D J;Tﬂ'u!;;,!‘ufr
l.?!':w, s g A feie o r ,ﬁ. ﬁ: Il Dot i .IIL""I‘?-J.*IIH;.':,.IJ gf;iﬁﬂ

L
Brr s iy wﬂ:wrm :‘:rwr? g ﬁwrmm i 2

B ddied Doy e ﬁ.#ﬂ_‘_“#f"q?rm.rmﬁf

# "l‘*"-‘m-'i'm i TT
BRcL, WD febee fa. Wi 2
P

e ""fﬁ'l'rfd-" i mﬂrf

i
e ierd qupir fre L r D By i
fﬂfmmmm:mmsr et oo et (8 18
BT iy o, O, CrrRTeTL

Bulint einr CRapiewamnorisf o, Oriap afied A

J oo o T

B, 'r'""‘:’:'. st "-"4"-!'hrr;.r..-mfm':-
IR

D b M«ﬂr;?:;mﬂ?—j

ﬂ'l"fm B,
ﬁ_ﬂ e tki'mm,-

: B any .r': .
LEED | fpgnie sk ! A

€ operator ,,patri do mnoZiny“........... 11
¢ operator ,,nepatri do mnoziny*“......... 11
C operator vlastnej podmnoZiny.......... 12
C operator nevlastnej podmnoZziny. . ...... 12
U operéator zjednotenia mnozin........... 12
M operator prieniku mnozin.............. 13
\ operator rozdielu mnozin .............. 13
A komplement mnoZiny A............... 14
— operator logickej negacie.............. 20
V operator disjunkcie ................... 20
A operator konjunkcie................... 20
& operdtor ekvivalencie................. 20
= operator implikdcie .................. 20
3 existencny kvantifikator ............... 23
V vSeobecny kvantifikdtor ............... 23
| operdtor ,adelib* (a|b)............. 40
A\ operator symetrickej diferencie . ... .... 41
acyklicky graf .......................... 62
algoritmus
Bortvkov .......... ...l 203
Dijkstrov ........... ... ... 229-231
hladania kostry grafy............... 179
Jarnikov (Primov).................. 197
konstrukcie oc¢islovaného stromu z Priife-
rovhokédu.................... 241

/ .:E E'W Mr-.h".r". j,.r.-.;'mmn-sqr-g}rg gurm‘-i

konStrukcie optimalneho Huffmanovho

kédu.............. ...l 206
konsStrukcie Priiferovho kédu z ocislova-
ného stromu................... 235
konStrukcie prehladdvacieho bindrneho
SEOMU. .« v eeeeeeeeeeeeeennn 215
Kruskalov.................... 201, 202
PAZIAVY o oottt 201
prehladdvania grafu do hibky ... .... 187
prehladdvania grafu do Sirky ........ 182
zostavovania identifikacného kédu binar-
neho stromu................... 219
zostavovania identifikaéného kédu kore-
nového stromu ................ 222
antisymetrickost (rel4cie)........... 125, 130
Appel Kenneth (1932-2013) ............. 48
ASCIIKOd ..o 204
atomickd formula....................... 20
axioma. ... 31
backtracking.................. ... ... 186
bijektivnost............ ...l 145
bindrny strom............ ... ... 80
binomicky koeficient................... 171
Bordvka Otakar (1899-1995)....... 196, 203

Bouton Charles Leonard (1869-1922)....224



252 INDEX
Catalanovo Cislo. .................. 174, 213 faktorgrafu........... ... ... .l 62
Cayley Arthur (1821-1895) ...... 16, 48, 241 faktoridl ............... ... ... ... 39
centralny vrchol grafu ................... 56 dvojny ... 172
centrumgrafu .............. ... 56 Fano Roberto Mario (1917-2016) ....... 204
cesta(vgrafe)...................... 55,112 Fibonacci Leonardo (~1170 — ~1240) ... 167
cyklus (vgrafe) .................... 57,112 Fibonacciho postupnost................. 167
formula
atomicka...............ii i 20
prvotnd ... 20
9 VYroKova .......... ...l 20, 22
cislo formuly
Catalanovo ... 174,213 ekvivalentné. ....................... 22
CeléZi.nviiiiii 15 fronta........... ... L 180
iraciondlne . ... ... 15 funkeia ... 143
komplexné C............ooovin. 16 DUEKVIA .+« e e 145
kvaternion .............. ... ... 16 charakteristickd funkcia mnoZiny . . .. 149
oktonion............. ...l 16 definicny obor. ..........coueenn... 143
prirodzené N....................... 14 injektivna............ ..., 144
raciondlne Q ................... L 15 Inverzna .......................... 145
redlne R ... 15 KOODOT . . . .o 143
oborhodnbt....................... 143
parcidlna............. ... ...l 143
surjektivna.............. .. ... 144
déatova Struktdra vytvérajica
fronta..........cooiiiiii, 180 exponencidlna, 175
zasobnik ......... ... .o oL 180 obycajnd, 160
dokaz zloZend ...... ... ... il 146
matematickou indukciou ......... 37, 39
101570 0 T:1 1101 35
priamy..........ccooiiiiiiian, 32 Lo
Gauss Carl Friedrich (1777-1855) ........ 38
] 010 () 1 4 LA 36 L
de Moivre Abraham (1667-1754) ... ... 155 ~ geometrickd postupnost
de Morgan Augustus (1806-1871) ... ..... 48 sucet prvych n Elenov............... 39
L. Gonthier Georges ... 48
definfcia ................ciiiiii.... 32 ¢
Dijkstra Edsger Wybe (1930-2002) . 197,230 & . -
Dijkstrov algoritmus............... 229,231 AEYRIEEY ovrereeeeeeeee e
o ) artikulacia ............. ... . L. 61
d%SJ.unkcm} (V) SRRILTIERTLILIMSRELEN. 21 DADATLNY . vvvv oo 53
disjunktné mnoziny ..................... 13 kompletny ( Konn), 54, 112
(o) 110 0 11 1 4 56
CESTA . .ottt 55,112
CeSta (Py) v v v 112
ekvivalencia (<) ...l 22 eyklus. ... 57,112
ekvivalencia (relacie)................... 140 hamiltonovsky, 95
entropicky kod. ...l 204 eyklus (Gp) vvvveiii i 112
Euklides Alexandrijsky (~3. stor. pred n.1.)15 digraf............. .. ...l 50
Euklidovsky priestor ................... 108 dizkatahu.......................... 55

Euler Leonhard (1707-1783) 47, 84, 109, 156



INDEX 253
graf
dizkacyklu......................... 57 KOSEEA .« oo v e e 62
dizkasledu.............coooeeeinnn.. 54 minimdlna, 196
dokonalé parovanie.................. 89 Kuratowského veta................. 112
Eulerova veta o rovinnych grafoch ... 110 Tavy podstrom..................... 213
eulerovsky ............. ... 87 €S . oo 77
eulerovsky tah .......... ... 85 1 77
otvoreny, 85, 87 matica incidencie . .................. 72
uzavrety, 85, 86 matica susednosti................... 69
eXCCHtI'iCita VI'ChOlu ................. 56 minlmélna kostra .................. 196
faktor.............. ... ... ... ... 62 mno¥ina vrcholov
hodnota........................... 196 nezavisla, 225
hodnotahrany ..................... 195 stabilnd, 225
hodnota Sled‘f """"""""""" 229 T 61
homeomorfné grafy................ 112 najlacnejSiacesta.................. 230
hrana....... SRR 49 najlacnej Siakostra .. ... 196
oh-odnotena? 195 ndsobné hrany ...................... 50
hranlc.a oblasti..................... 108 NEKONEENY - -+ oo e 49
hisenica..............cooovio... 113 . .
) Neorientovany ...................... 49
hviezda (Sp) . vovvvveeeiien, 113 L
i denc holh 50 nesuvisly........ooooooiiiiii 57
?n01 f:nctla (vrchol-hrana).. ... iOl nezdvisld mnoZina vrcholov......... 225
?nva“a‘;l """""""""""""" Oblast. ..o 108
izomorfizmus
bycajny (jednoduchy) .............. 51
bindrnych stromov, 106 ooyeany (]/e noduchy)
N ohodnoteny ....................... 195
koreriovych stromov, 105 .
. ohodnotenie hrany ................. 195
izomorfizmus grafov............. 98, 99 . )
. . orientovand hrana ............... 49, 50
izomorfné grafy .................... 99 i .
jadro 295 orientovany ..................... 49, 50
jednoduchy (oby&aing) .............. 5 ot}voren}./ sled. ...t 55
Knight graph . ... ...\ 98 parovaPle, .......................... 89
KolesO (W)« ooeeeeeneee 13 maximdlne, 89
Komplementarny . ................... 53 perfektné parovanie ................. 89
kompletn}'/ (Kn) ................ 52’ 112 podgraf ............................ 58
kompletn}’/ bipartitn}’/ (Kn,n) """ 54’ 112 pOlOl:l'lCI' ............................ 56
komponent sdvislosti ............ 57, 60 pravy podstrom ...l 213
KOMEENY . ..o 49 pravidelny ...l 52
koreflovy strom..................... 77 prazdny ... 49,80
dieta vrcholu, 78 prehladdvanie do §f/rky ............. 182
koncovy vrchol, 78 prehladdvanie do hlbky............. 187
list, 78 priemer............coeviiiiiee.... 56
otec vrcholu, 78 problém obchodného cestujticeho. . ..234
podstrom, 78 rovinné nakreslenie ................ 108
potomok vrcholu, 78 FOVINOY ..ottt 108
predkovia vrcholu, 78 sled ..o 54

surodenci (vrcholy), 78
uroven vrcholu, 77
vnitorny vrchol, 78
vyska, 77

otvoreny, 55

uzavrety, 55
slucka (hrana) ...................... 50
stabilnd mnozina vrcholov ......... 225



254 INDEX
graf inverzndreldcia........................ 127
9 10) 11 SR P 73
binérny, 80
bindrny uplny, 81
bindrny dokonaly, 82 jadrografu............................ 225
bindrny prehladdvaci, 214 Jarnik Vojtéch (1897-1970) ........ 196, 197
bindrny vyvazeny, 81 Jarnikov (Primov) algoritmus ........... 197
koredi, 77, 105 jazyk L.rddu........... ...l 23
o¢islovany, 234 Jednotka
prehladdvaci bindrny, 213 Imaginirna.............coeevunnn... 16
stupefi vrcholu. ... .................. 31 kvaternionovd ...................... 16
subdivizia hrany ................... 111 oktonionova........................ 16
susedné oblasti .................... 108
susednost (vrchol-vrchol)............ 50
SUVISIY ..o 57 ) .
tah 55 kartézsky sucin.............. ... ... 19
uzavrety sled .............. ... ... 55 Kempe Alfred Bray (1849-1922) ... 48
VIChOL .o 49,50  Kod
centrdlny, 56 ASCIL.... .o 204
izolovany, 50 Huffmanov................ 80, 204, 206
stupe, 51 PFiiferov .......................... 234
vzdialenost vrcholov ................ 56 koeﬁc.lent L
Graves John Thomas (1806-1870) .. .. .. .. 16 binomicky ........... ... oL 171
Guthrie Francis (1831-1899)............. 48 Newtonov, 171
multinomicky ............ .. ... 177
koleso (graf)............. ...t 113
komplementdrna mnozina. ............... 14
Haken Wolfgang (1928—...) ............. 48 komponent suvislosti (grafu) ............. 60
Hamilton William R. (1805-1865) . 16, 48, 95 konjunkcia (A) ..o 21
harmonicka postupnost................. 166 kontradikcia.......... ... ool 20
Herén Alexandrijsky (10=75)............. 15 korefi.......oooviiiiii 77
Hippasos (~530—~450 pred n.1.)......... 15 korefiovy strom ..., 77
hodnota grafu ......................... 196 kostragrafu .......... ... ...l 62
hrana Ko&nig Dénes (1884-1944) ............... 48
koncovy vrchol ......... ... ... ... 181 Kruskal Joseph B. (1928-2010)....... 196, 201
pociatony vrchol .................. 181 Kruskalov algoritmus .................. 202
Huffman David Albert (1925-1999) .. ... 204  Kuratowski Kazimierz (1896-1980) . ... . 111
Huffmanovkéd................ 80,204,206  kvantifikator
hdsenica (graf) ........................ 113 existendny. ... 23
hviezda (graf) ......................... 113 vSeobecny. ... 23
hypotéza ..............o i, 32
Laplace Pierre-Simon (1749-1827) ... ... 156
implikdcia (=) ... 21 lema................ooil 62
induk¢ny les. . oo 77
krok . ... 38 LiSt. e 77
predpoklad......................... 38 logickd
injektivnost ....... ... . ool 144 hodnota................ ... ... .. 19
inverznd funkcia....................... 145 premennd ...............oiiiaana.. 19



INDEX 255
logicka
spojka. ... 19, 20
logicky negacia (7). ... 20
0] 1S 170 19 Newton Isaac (1642-1727).............. 171
VGEOK -+ 19 Newtonov binomicky koeficient ......... 171
logika
predikatova......................... 23
vyrokova. ... ... ... ..ol 22 P-kéd (prefixovy k6d) ..o\ ooeoei . 204
parovanie grafu......................... 89
perfektné pdrovanie ..................... 89
podgraf grafu........................... 58
matematickd indukcia. . .............. 37,39 ~ podmnoZina
matica vlastnd. ... 12
incidencie grafu .................... 72 postupnosf .
. Fibonacciho.............. ... ... 167
relcie. ... 128 o
susednosti grafu .................... 69 hfl rr,nomclf? """""""""""" 166
maximdlne pérovanie grafu 29 potenénd mnozZina. ...................... 13
LT e et pravdivostnd hodnota.................... 19
mnozina.. . .. L S 1 pravdivostnd tabulka .................... 20
charakteristickd funkcia ............ 149 prazdnamnoZina........................ 11
kartézsky sicin mnozin.............. 19 prazdny graf......... ... .. ool 80
komplementdrna..................... 14 prefixovy k6d......oiiii 204
konecnd. ... 12 prehladéavaci bindrny strom......... 213,214
mohutnost. ........... ... . 12 prehladdvanie grafu
nekoneCnda................iiii... 12 dohlbky ..................... 186, 187
podmnozina........................ 12 doSfrky ...................... 181, 182
potenCna .. ... ...t 13 prienik mnozin ................. ... ... 13
prazdna............... il 11 Prim Robert Clay (1921—...) ........... 197
rozklad .............. ... ... ..., 138 princip zapojenia-vypojenia.............. 18
spocitatelnd .. ...................... 37 problém
systtmmnozin .................... 138 NP-tplny ... 96
univerzalna......................... 14 obchodného cestujticeho ... .. 47,234
UDIVErZUML o .o oo oo oo 13, 14 Styroch farieb....................... 48
mnoZiny Priifer Ernst Paul Heinz (1896-1934) .. .. 241
disjunktng. .. .. ..o 13 Pritfferovkéd ...l 234
prienik mnoZin ..................... 13 prvky )
rovnost mnozZin..................... 11 porovnatelne ... 137
rozdiel mnozin 13 neporovnatelné.................... 137
S oo prvotnd formula......................... 20
symetricka diferencia mnozin ........ 41 .
’ _ 9 pseudokadd
Z!ednotenle mnozin ................. 12 Dijkstrovho algoritmu. . ............ 23]
mocninovyrad............ ... 156 hFadania kostry grafu............... 179
modulo (zvySok podeleni)............... 41 Jarnikovho algoritmu. .............. 197
modulo a(mod b)..................... 41 konStrukcie o¢islovaného stromu z Priife-
modus PONens . ........ceevviuuuueeenn.. 32 rovhokédu. ... o .. 241
mohutnost mnoziny ..................... 12 konstrukcie optimalneho Huffmanovho
Moskovsky papyrus ..............o..... 16 KOdu ..o 206
multinomickd veta ..................... 177 konstrukcie prehladdvacieho bindrneho
multinomicky koeficient................ 177 18 70) 1110 I 215



256 INDEX
konStrukcie Priiferovho kédu z ocislova- sucin
ného stromu................... 235 kartézsky ... 19
Kruskalovho algoritmu............. 202 surjektivnost . ...... ... .ol 144
prehladdvania grafu do hibky ....... 187 sylogizmus ..., 34
prehladdvania grafu do Sirky........ 182 symetrickd diferencia mnozin (A) ........ 41
zostavovania identifikaéného kédu binér- symetrickost (relacie) .............. 125, 129
neho stromu................... 219 systtmmnozin................. ... ... 138
zostavovania identifikacného kdédu kore-
nového stromu ................ 222
pytagorejcl . ...t 15 cabulka
pravdivostnd. ....................... 20
Tait Peter Guthrie (1831-1901)........... 48
rad tautoldgia . ... 20
formélny mocninovy ............... 156 tautologicky ekvivalentné formuly ........ 22
Maclaurinoyv . . ... oo 156 tranzitivnost (relacie)................... 126
MOCNINOVY . ...\ eie e, 156  trieda
Ta_y]()rov .......................... 156 rozkladu.......................... 138
reflexivnost (reldcie)............... 124, 129 zvySkova. ... 142
reldcia trieda ekvivalencie ..................... 141
/%15 1T R 123
antisymetrickd ................ 125, 130
bindrna....................... 123, 124
Siastotné usporiadanie . ............ 137 fah(vgrafe)............................ 55
ekvivalencie....................... 140
T1AYS) 72 1 b: A 127
maticova’l. reprezentdcia............. 128 UNiverZum mnozin................... 13, 14
DA MNOZINE ......veveiniiin e 124 usporiadand dvojica..................... 18
reflexf\./na .................... 124, 129 usporiadanie
Syme_kaé """""""""" 125,129 diastoCné. ..., 137
tranzitivna ........................ 126 neporovnatelnost, 137
zloZend . ........ ... ... 128 porovnatenost, 137
rovnost mnozin ......................... 11 linedrne . . . oo 138
rozdiel mnoZin.......................... 13
rozklad mnoZiny ....................... 138
triedy ekvivalencie................. 141
triedy rozkladu .................... 138 uplny bindrny strom..................... 81
semifaktoridl .................... ... ... 172 Vennove diagramy ...................... 16
skladanie funkcii....................... 146 veta
skladanie reldcif ....................... 128 Cayleyho.............coooiiiit, 242
sled(vgrafe) .................co il 54 Eulerova o rovinnych grafoch ....... 110
slucka (graf).............. il 50 Kuratowského ..................... 112
spocitatelnd mnozina.................... 37 multinomickd ............. ... 177
Stirling James (1692-1770) ............. 156 ocentre stromu.................... 224
strom (graf) ............... . 73 ocykloch.............. ... L. 58
vyvdZeny bindrny ................... 81 o existencii cesty v grafe............. 56
subdivizia hrany ....................... 111 o existencii jadra grafu............. 226



INDEX 257
veta vytvarajica funkcia
o existencii kostry grafu ............. 63 exponencidlna..................... 175
o explicitnom vyjadreni rekurentnych po- obyCajnd...................L. 160
stupnosti...................... 170 SUCEE .+ ettt 161
o invariantnosti cyklu Cp, . .......... 102 SUCIN ... 162
o invariantnosti stupiiov vrcholov . ... 101 vyvazeny bindrny strom ................. 81
o inverznej funkecii................. 145
o komponentoch grafu............... 61
o korektnosti prehl. algoritmov...... 191 o
o matematickej indukcii . ............ 39 Werner Benjamin . ...................... 48
o matici susednosti.................. 71
o matici zloZenej reldcie............ 131
o maticiach susednosti izomorfnych gra- zakladnd veta algebry.................... 16
fov.... Tt AR 100 zékladnd veta aritmetiky ................. 37
o mohutnosti Kartézskeho sicinu ... 19 zasobnik . ... ... 180
o optimdlnej lokalizdcii v prehfaddvacom zjednotenie mnozin ..................... 12
bindrnom strome ... 217 Jlozend funkcia. . ...................... 146
o otvorenom eulerovskom fahu.......... 87 zvySkovatrieda................ ... ..... 142
o pocte koncovych vrcholov tplnych bi- zvySok po deleni (modulo) ............... 41
narnych stromov................ 81
0 potenénej mnozZine ................ 40

o rel4cii danej rozkladom mnoZiny .. 139
o rozklade danom rel. ekvivalencie .. 141
o spravnosti Jarnikovho algoritmu . .. 199

ostromoch......................... 76
o stupiioch vrcholov rovinného grafu.111
o stcte stupiiov vrcholov grafu ....... 52
o suvislosti vySky a poctu koncovych vr-
cholov bindrnych stromov........ 82

o tranzitivnosti relicie na mnoZzine. . . 132
o uzavretom eulerovskom fahu ... .... 86
o vrcholoch stromov................. 76
pravidlo sylogizmu.................. 34
zdkladnd algebry.................... 16
zakladnd aritmetiky ................. 37
veta (matematickd) ...................... 31

vrchol

diefa...........oooiiii 78
koncovy ...l 50,78
TSt oo 77
0] 1< PP 78
POCIAtOCNY oot 50
PoOtomoK ... ... 78
predkovia ...l 78
rodi€ ... 78
sirodenci .........cooveiviin.. 78
) ¢ AP 78
A 018170)'5 1 78



