
2. Dôkazy v matematike

Matematika je jediná exaktná veda. To znamená, že všetky tvrdenia, ktoré sa v matematike nazývajú
vety, sa musia dokazovať pomocou nástrojov matematickej logiky a jazyka príslušnej teórie1.
Takéto dokázané tvrdenia, vety, potom majú v medziach svojej teórie univerzálnu platnosť. Medzi
najznámejšie matematické vety, s ktorými sme sa už určite stretli, patria napríklad Pythagorova
veta a Euklidova veta, ktoré obe postulujú tvrdenia o pravouhlom trojuholníku. Dokázali ich už
starí Gréci a my sme sa s nimi stretli najneskôr na strednej škole. Inou známou vetou, s ktorou sme
sa mohli stretnúť v rámci matematickej analýzy, je napríklad Newtonova-Leibnizova veta o určitom
integráli.

Pri budovaní matematickej teórie sa vždy vychádza z axióm. Axióma je nejaké základné
tvrdenie, ktoré sa považuje za platné a nedokazuje sa. Prvou podmienkou pri výbere axióm je
obmedziť ich počet na nevyhnutné minimum. Nie je totiž žiaduce stavať teóriu na veľkom počte
nedokázaných tvrdení. Snažíme sa preto vybrať vždy len minimálny počet axióm, ktoré nám
umožnia odvodiť pravdivé tvrdenia príslušnej teórie. Druhou podmienkou pri výbere axióm je
brať za axiómy len jednoduché tvrdenia, ktoré si vieme overiť nástrojmi mimo príslušnej teórie a
o ktorých platnosti málokto pochybuje a väčšina ľudí ich považuje za samozrejmé. Treťou a veľmi
dôležitou podmienkou pri výbere axióm je to, že vybrané axiómy nesmú byť sporné, t. j. nedá sa
z nich odvodiť výrok a zároveň jeho negácia. Ak by totiž nejaká teória obsahovala sporné axiómy,
tak potom v tejto teórii sú dokázateľné (pravdivé) všetky tvrdenia.

Ako prvý príklad si môžeme uviesť výrokovú logiku. Tam nám na dokázanie všetkých možných
pravdivých výrokov stačia 3 axiómy (pozri [9], str. 14). Jednou z nich je napr. výrok A⇒ (B⇒ A),
o ktorého pravdivosti sa môžeme presvedčiť napr. pravdivostnou tabuľkou, čo sa však nepovažuje
za dôkaz v jazyku výrokovej logiky. V prípade výrokovej logiky existujú aj iné axiomatické systémy,
než je ten, ktorý je uvedený v [9]. Všetky tieto axiomatické systémy sú navzájom ekvivalentné a
v [9] boli uvedené tri axiómy zvolené z toho dôvodu, že sa pomocou nich pomerne ľahko dokazujú
pravdivé výroky.

1matematická logika, teória množín, matematická analýza, geometria . . .
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Druhým príkladom môže byť teória množín, ktorá sa axiomaticky začala budovať koncom 19.
a začiatkom 20. storočia. V tejto teórii taktiež existuje viacero rôznych axiomatických systémov,
napríklad Zermelov, Zermel-Frankelov . . . Na vybudovanie celej teórie množín nám stačí 9 axióm
(pozri [2], str. 35). Prvou z týchto axióm je axióma existencie množín, ktorá hovorí (∃x)(x = x).
Písmeno x tu označuje množinu a s tým, že existuje nejaká množina, ktorá sa rovná sama sebe,
bude zrejme súhlasiť väčšina ľudí.

Posledným príkladom, ktorý si tu uvedieme, je Euklidovská geometria. Je to najstaršia mate-
matická teória postavená a budovaná na axiomatických základoch. Táto teória používa 5 axióm,
ktoré sformuloval Euklides v prvej knihe svojich Základov. Prvá z axióm Euklidovskej geometrie
hovorí: Ľubovoľné dva body sa dajú spojiť úsečkou. To je triviálne tvrdenie, s ktorého platnosťou
bude zrejme súhlasiť väčšina ľudí. Až v 19. storočí vznikli aj iné než euklidovské geometrie, s kon-
zistentnými axiomatickými systémami. Sú to napríklad Lobačevského (hyperbolická) geometria,
Riemannova geometria a ďalšie. Tieto neeuklidovské geometrie sa využívajú napr. v Einsteinovej
teórii relativity, kozmológii, kartografii, pri navigácii . . .

Komplexnejšie pojmy sa v matematických teóriách zavádzajú pomocou definícií. V definí-
cii popisujeme nový pojem pomocou už známych pojmov. Definícia presne vymedzuje obsah
definovaného pojmu.

Tvrdenie v matematickej teórii je pravdivé len vtedy, pokiaľ sa dá dokázať vychádzajúc z axióm,
už predtým dokázaných tvrdení a pomocou nástrojov matematickej logiky a jazyka príslušnej teórie.
Čiže tvrdenie sa stáva vetou až potom, keď existuje jeho dôkaz. Dovtedy je to len hypotéza, ktorá
môže, ale nemusí, byť pravdivá. V matematike existuje viacero základných typov dôkazov. Niektoré
z nich si tu preberieme a ilustrujeme na príkladoch.

2.1 Priamy dôkaz

Priamy dôkaz je postup, pri ktorom je dokazované tvrdenie odvodené priamou aplikáciou pred-
pokladov, axióm, definícií a už dokázaných viet. V priamych dôkazoch sa často využíva pravidlo
modus ponens, postavené na implikácii.

Definícia 2.1.1 — Modus ponens. Majme dve tvrdenia A a B . Pravidlo modus ponens hovorí,
že ak platia tvrdenia A a A⇒ B , tak potom platí aj tvrdenie B.

Logická pravdivosť pravidla modus ponens sa dá dokázať pomocou pravdivostných tabuliek
a toto pravidlo je súčasťou jazyka výrokovej logiky. V skutočnosti je to jediné odvodzovacie
pravidlo jazyka výrokovej logiky a pomocou neho sa z axióm dokazujú a dajú dokázať všetky
pravdivé výrokové formuly výrokovej logiky. Ako však bolo spomenuté, pravidlo modus ponens
sa v priamych dôkazoch, najmä komplexnejších tvrdení, často, ale nie vždy, využíva.

Na úvod si uvedieme priamy geometrický dôkaz Pythagorovej vety. Takéto „geometrické“ dôkazy
obľubovali starí Gréci.

� Príklad 2.1

V pravouhlom trojuholníku sa plocha štvorca zostrojeného nad pre-
ponou rovná súčtu plôch štvorcov zostrojených nad odvesnami. Do-
kážte!

Dôkaz: Vieme, že súčet uhlov trojuholníka je 180◦. To znamená, že v pravouhlom trojuholníku bude
súčet uhlov α +β = 90◦ . Nakreslime si teraz daný pravouhlý trojuholník štyrikrát nasledovným
spôsobom.
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Prepony štyroch kópií daného trojuholníka tvoria vnú-
torný štvorec a jeho odvesny tvoria vonkajší štvorec.
To, že útvar tvorený odvesnami je tiež štvorec, vyplýva
z faktu, že α + β = 90◦ . Poďme teraz spočítať plo-
chu vonkajšieho štvorca. Tú môžeme vypočítať dvoma
spôsobmi. Najskôr ako druhú mocnina strany štvorca

P = (a+b)2 = a2 +2ab+b2

a potom ako súčet štyroch pravouhlých trojuholníkov
a vnútorného štvorca

P = 4 · ab
2
+ c2 = 2ab+ c2 .

Keďže sa tieto plochy musia rovnať, platí

a2 +2ab+b2 = 2ab+ c2 ⇐⇒ a2 +b2 = c2 .

Tým sme ukázali, že súčet obsahov štvorcov nad odvesnami pravouhlého trojuholníka sa rovná
obsahu štvorca nad preponou tohto trojuholníka. Q.E.D.2 �

Ďalej si ukážeme tri príklady priamych dôkazov z oblasti teórie čísel.

� Príklad 2.2 Ak m,n ∈ Z , m je párne a n je nepárne, tak potom číslo m+n je nepárne. Dokážte!

Dôkaz: Číslo m je celé a párne. To znamená, že existuje číslo k ∈ Z také, že m = 2k. Číslo n je celé
a nepárne, čo znamená, že musí existovať číslo l ∈ Z také, že n = 2l +1. Potom platí

m+n = (2k)+(2l +1) = 2(k+ l)+1 .

Číslo k+ l je celé, čo znamená, že číslo 2(k+ l) je párne číslo a číslo m+ n = 2(k+ l)+ 1 je
nepárne číslo. Tým je dokázané, že súčet párneho a néparneho čísla je nepárne číslo. Q.E.D. �

� Príklad 2.3 Druhá mocnina párneho čísla n je párne číslo. Dokážte!

Dôkaz: Číslo n je párne (a teda samozrejme aj celé), čiže existuje číslo k ∈ Z také, že n = 2k.
Potom platí

n2 = (2k)2 = 4k2 .

Číslo 4k2 je párne, čiže druhá mocnina párneho čísla je párne číslo. Q.E.D. �

� Príklad 2.4 Štvorec súčtu dvoch nepárnych čísel m,n ∈ Z je párne číslo. Dokážte!

Dôkaz: budeme robiť postupne.

• Najskôr ukážeme, že súčet dvoch nepárnych čísel je párne číslo. Ak čísla m,n∈Z sú nepárne,
tak musia existovať čísla k, l ∈ Z také, že platí m = 2k+1 a n = 2l +1 . Potom platí

m+n = (2k+1)+(2l +1) = 2(k+ l)+2 = 2(k+ l +1) .

Číslo 2(k+ l+1) je párne a tým sme dokázali, že súčet dvoch nepárnych čísel je párne číslo.

2 Q.E.D.= quod erat demonstrandum = „čo bolo treba dokázať“
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• V príklade 2.3 sme dokázali, že druhá mocnina párneho čísla je párne číslo. Označme si
tvrdenie „Ak číslo je párne︸ ︷︷ ︸

A

, tak jeho druhá mocnina je párna︸ ︷︷ ︸
B

“ (skrátene A⇒ B ).

• V prvom kroku sme ukázali, že súčet dvoch nepárnych čísel je párny. Čiže súčtom dvoch
nepárnych čísel dostaneme číslo x a označne si tvrdenie „Číslo x je párne.“ pomocou A.

• Teraz už vieme, že platí tvrdenie A a platí tvrdenie A⇒ B . Podľa pravidla modus ponens
potom platí aj tvrdenie B. Q.E.D. �

P Treba však priznať, že vo vyššie uvedenom postupe sme trochu „švindľovali“. V tvrdení
A, z tretieho bodu, je totiž ukrytá implikácia. Je to implikácia hovoriaca: „Ak sú dve čísla
nepárne, tak ich súčet je párny.“ Ak by sme túto implikáciu neskryli do jedného tvrdenia
A, ale nechali ju v pôvodnom tvare, tak by nešlo o pravidlo modus ponens, ale o pravidlo
sylogizmu.

Veta 2.1.1 — Pravidlo sylogizmu. Majme tri tvrdenia A, B a C . Pravidlo sylogizmu hovorí,
že ak platia tvrdenia A⇒ B a B⇒C, tak potom platí aj tvrdenie A⇒C.

P Pravidlo sylogizmu sme neuviedli ako definíciu, ako v prípade pravidla modus ponens, preto,
lebo to je odvodené pravidlo. Znamená to, že samotné pravidlo sylogizmu sa vo výrokovej
logike dá dokázať z axióm len pomocou pravidla modus ponens. Keďže ide o tvrdenie
matematickej logiky a je mimo rámca tohto kurzu, dokazovať ho tu nebudeme. Dôkaz pravidla
sylogizmu môžete nájsť v skriptách [9].

Teraz si ukážeme priamy dôkaz jedného tvrdenia z teórie množín.

� Príklad 2.5 Pre ľubovoľné dve množiny A a B platí A∪ (B\A) = A∪B. Dokážte!

Dôkaz: Z definíce 1.1.3 vieme, že dve množiny X a Y sa rovnajú (X = Y), ak majú rovnaké
prvky. Potrebujeme preto dokázať ekvivalenciu (x ∈X)⇔ (x ∈Y) , čo je to isté, ako dokázať dve
implikácie (x ∈ X)⇒ (x ∈ Y) a (x ∈ Y)⇒ (x ∈ X) . Konkrétne, v zadanej úlohe, to musíme
dokázať pre X= A∪ (B\A) a Y= A∪B.

1. (x ∈ X)⇒ (x ∈ Y) – Nech je x ∈X. Z definície zjednotenia vyplýva, že musí platiť x ∈A
alebo x ∈ B\A. Ak ale x ∈ B\A, tak z definície rozdielu množín vyplýva, že x ∈ B . Platí
teda, že x ∈ A, alebo x ∈ B. Potom však z definície zjednotenia platí, že x ∈ A∪B.

2. (x ∈ Y)⇒ (x ∈ X) – Nech je x ∈Y. Z definície zjednotenia vyplýva, že musí platiť x ∈A
alebo x ∈ B. Ak je x ∈A, tak musí platiť aj x ∈A∪ (B\A). Ak ale x 6∈A, tak potom musí
platiť x ∈ B a súčasne x ∈ B\A. Z toho opäť dostávame x ∈ A∪ (B\A).

Tým je dokázané tvrdenie A∪ (B\A) = A∪B. Q.E.D. �

V matematike málokedy existuje len jediný spôsob, ako možno vyriešit danú úlohu, alebo
dokázať nejaké tvrdenie. Takmer vždy existuje viacero ciest k správnemu riešeniu. Ukážeme si to
na predošlom príklade. Tvrdenie z príkladu 2.5 si dokážeme ešte aj iným spôsobom.

� Príklad 2.6 Pre ľubovoľné dve množiny A a B platí A∪ (B\A) = A∪B. Dokážte!

Dôkaz: Nech U je univerzum množín A a B , čiže A,B⊆U . Potom, podľa definície rozdielu
množín, platí B\A= B∩A. Takže

A∪ (B\A) = A∪ (B∩A) = (A∪B)∩ (A∪A) = (A∪B)∩U = A∪B . Q.E.D.
�
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Na záver časti o priamom dôkaze si ešte ukážeme dôkaz jedného triviálneho tvrdenia, využí-
vajúci tranzitívnosť relácie „≤“. O reláciách sa potom dozvieme viac v 6. kapitole.

� Príklad 2.7 Definujeme si funkciu „minimum z dvoch čísel“ takto

min(a,b) =


a , ak a < b
a , ak a = b
b , ak b < a .

Nech d1,d2 ∈ R. Ak d = min(d1,d2) a x≤ d, tak x≤ d1 a x≤ d2.

Dôkaz: Najskôr ukážeme, že platí d ≤ d1 a d ≤ d2. To vyplýva priamo z definície funkcie
minimum. Vieme, že d = min(d1,d2). Čiže d = d1 ak d1 ≤ d2 alebo d = d2 ak d2 < d1. V oboch
prípadoch platí d ≤ d1 a d ≤ d2. Ak máme x ∈ R a platí x ≤ d ≤ d1 a x ≤ d ≤ d2, tak musí
platiť aj x≤ d1 a x≤ d2. Q.E.D. �

2.2 Nepriamy dôkaz

Niekedy sa stáva, že tvrdenie v tvare „Ak platí . . . , tak platí . . . “ nevieme dokázať priamo, t. j.
odvodiť ho jednoduchým spôsobom z axióm a už dokázaných tvrdení. Uvedený tvar tvrdenia je
implikácia A⇒ B. Podľa vety o obmenenej (obrátenej) implikácii ([9], str. 18) platí, že výrokové
formuly A⇒ B a ¬B⇒¬A sú tautologicky ekvivalentné, čiže pre rovnaké ohodnotenia prvotných
formúl A a B budú mať rovnaké pravdivostné hodnoty. Na tejto tautologickej ekvivalencii je
postavený nepriamy dôkaz.

Ak tvrdenie v tvare A⇒ B nevieme jednoduchým spôsobom dokázať priamo, ale vieme
priamo dokázať jemu tautologicky ekvivalentné tvrdenie ¬B⇒¬A, tak takýto dôkaz sa nazýva
nepriamy dôkaz tvrdenia A⇒ B.

� Príklad 2.8 Pre každé n ∈ N platí, že ak 9 nedelí n2, tak 3 nedelí n. Dokážte!

Dôkaz: Uvedené tvrdenie nevieme jednoduchým spôsobom dokázať priamo. Problém sa ukrýva
v slovíčku „nedelí“. Negatívne tvrdenia sa obvykle dokazujú ťažšie, než ich pozitívne modifiká-
cie. Napríklad je ťažšie dokázať, že číslo a nedelí číslo b, než dokázať, že číslo a delí číslo b.
Takže pomôžeme si nepriamym dôkazom. Obmenená implikácia ku tvrdeniu zo zadania úlohy je
nasledovná

Pre každé n ∈ N platí, že ak 3 delí n, tak 9 delí n2.

Toto tvrdenie je tautologicky ekvivalentné s pôvodným a jeho priamy dôkaz je triviálny.
Ak 3 delí prirodzené číslo n, tak existuje k ∈ N také, že n = 3k. Potom n2 = 9k2 a z toho je

zrejmé, že 9 delí číslo n2. Q.E.D. �

Podobne jednoducho sa dá dokázať ďalšie tvrdenie z teórie čísel.

� Príklad 2.9 Pre každé n ∈ N platí, že ak n2 je párne, tak n je párne. Dokážte!

Dôkaz: Obmenená implikácia ku tvrdeniu zo zadania úlohy je nasledovná

∀n ∈ N platí, že ak n je nepárne, tak n2 je nepárne.

Toto tvrdenie je tautologicky ekvivalentné s pôvodným a jeho priamy dôkaz je triviálny.
Ak prirodzené číslo n je nepárne, tak to znamená, že existuje k ∈N také, že n = 2k+1. Potom

n2 = 4k2 +4k+1 = 2(2k2 +2k)+1, čo je zjavne nepárne číslo. Q.E.D. �

Nasledujúce tvrdenie, ktoré dokážeme nepriamo, bude hovoriť o racionálnych číslach.
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� Príklad 2.10 Pre každé x ∈ R platí, že ak x2 6∈Q, tak aj x 6∈Q. Dokážte!

Dôkaz: Obmenená implikácia ku tvrdeniu zo zadania úlohy je nasledovná

∀x ∈ R platí, že ak x ∈Q, tak aj x2 ∈Q .

Toto tvrdenie je tautologicky ekvivalentné s pôvodným a jeho priamy dôkaz je triviálny.
Ak reálne číslo x ∈Q, tak to znamená, že existujú čísla a,b ∈ Z také, že x = a

b . Potom x2 = a2

b2 ,
čo je zjavne racionálne číslo, a preto x2 ∈Q. Q.E.D. �

Posledný príklad nepriameho dôkazu bude znova z teórie čísel.

� Príklad 2.11 Pre každé (x ∈ R),(∀y ∈ R) : (x+ y≥ 2) ⇒ (x≥ 1 ∨ y≥ 1). Dokážte!

Dôkaz: Obmenená implikácia ku tvrdeniu zo zadania úlohy je nasledovná

(∀x ∈ R),(∀y ∈ R) : (x < 1 ∧ y < 1) ⇒ (x+ y < 2) .
Toto tvrdenie je tautologicky ekvivalentné s pôvodným a jeho priamy dôkaz je viac než triviálny.
Ak máme reálne čísla x < 1 a y < 1, tak platí x+ y < 1+1 = 2. Q.E.D. �

2.3 Dôkaz sporom
Niektoré tvrdenia nevieme jednoduchým spôsobom dokázať ani priamo, ani nepriamo. V takom
prípade nám môže pomôcť dôkaz sporom nazývaný aj reductio ad absurdum. Dôkaz sporom je
založený na tom, že namiesto dokazovaného tvrdenia predpokladáme platnosť jeho negácie a odvo-
dzujeme dôsledky, ktoré z toho vyplývajú. Táto naša snaha nás dovedie ku sporu, čiže k nejakému
tvrdeniu, ktoré je v rozpore s už známymi a dokázanými tvrdeniami, alebo predpokladmi. Z toho
vyplýva, že negácia pôvodného tvrdenia je nepravdivá, a preto musí byť pôvodné tvrdenie pravdivé.

Ako príklad si uvedieme dôkaz tvrdenia, že číslo
√

2 nie je racionálne. Ako už bolo spomenuté
pri racionálnych číslach, na strane 15, starí Gréci sa dlho domnievali, že všetky čísla sú buď celé,
alebo sa dajú vyjadriť ako zlomok. Až v 5. storočí pred n. l. sa Hippasovi podarilo zistiť, že existujú
aj čísla, ktoré sa nedajú vyjadriť ako zlomok. K tomuto svojmu objavu dospel nechtiac a úplnou
náhodou, keď sa snažil presne vyjadriť dĺžku uhlopriečky štvorca so stranou dĺžky 1. Hippasos
bol členom sekty pytagorejcov a na zverejnenie svojho objavu kruto doplatil, pretože tvrdenie, že
všetky čísla sa dajú zapísať ako zlomok, bol jeden z ústredných bodov ich učenia. Dôkaz sporom
toho, že

√
2 nie je racionálne číslo, si tu teraz uvedieme.

� Príklad 2.12 Číslo
√

2 nie je racionálne. Dokážte!

Dôkaz: Takéto tvrdenie nevieme dokázať priamo, ani nepriamo. Skúsme preto na chvíľu predpo-
kladať, že uvedené tvrdenie neplatí a odvodíme dôsledky, ktoré z toho vyplývajú. Negácia tvrdenia
zo zadania úlohy bude

Číslo
√

2 je racionálne.

Ak
√

2 ∈ Q, tak musia existovať čísla p,q ∈ Z také, že
√

2 = p
q . Bez straty na všeobecnosti

môžeme predpokladať, že čísla p a q sú nesúdeliteľné, čo znamená, že zlomok p
q je vo vykrátenom

tvare. Ak by totiž čísla p a q neboli nesúdeliteľné, tak ich vykrátime ich najväčším spoločným
deliteľom, dostaneme čísla p′,q′ ∈ Z a platilo by

√
2 = p′

q′ =
p
q . Takže máme nesúdeliteľné čísla

p,q ∈ Z a platí
√

2 =
p
q

=⇒ 2 =
p2

q2 =⇒ 2q2 = p2 .

Z poslednej rovnosti a príkladu 2.9 (str. 35) vyplýva, že číslo p je párne. Čiže existuje m ∈ Z také,
že p = 2m. Potom ale p2 = 4m2 a poslednú rovnosť si môžeme upraviť

2q2 = p2 =⇒ 2q2 = 4m2 =⇒ q2 = 2m2 .
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Opäť z poslednej rovnosti a z príkladu 2.9 vyplýva, že číslo q je párne. Takže sme ukázali, že obe
čísla p a q sú párne. Tieto čísla potom nie sú nesúdeliteľné, pretože sú obe deliteľné číslom 2, čo
je v spore s predpokladom na začiatku dôkazu. Takže z predpokladu, že tvrdenie zo zadania úlohy
neplatí, sme dospeli k sporu. Z toho vyplýva, že tvrdenie zo zadania úlohy musí platiť. Q.E.D. �

Uvedieme si ešte jeden príklad dôkazu sporom. Tento dôkaz tiež pochádza od starých Grékov,
rovnako ako Hippasov dôkaz z predošlého príkladu. Ide o klasický Euklidov dôkaz neexistencie
najväčšieho prvočísla.

� Príklad 2.13 Neexistuje najväčšie prvočíslo. Dokážte!

Dôkaz: priamy ani nepriamy dôkaz tohto tvrdenia spraviť nevieme. Na priamy dôkaz by sme museli
vymenovať všetky prvočísla, ktorých je nekonečne mnoho a o nepriamom dôkaze vôbec nemôžeme
uvažovať, pretože tvrdenie zo zadania úlohy nie je implikácia. Takže ideme sa pokúsiť o dôkaz
sporom. Negácia uvedeného tvrdenia je

Existuje najväčšie prvočíslo.

Budeme teda predpokladať, že existuje najväčšie prvočíslo a označíme si ho pn. Všetky existu-
júce prvočísla potom môžeme zoradiť podľa veľkosti do konečnej postupnosti {p1, p2, . . . , pn}.
Zostrojme si teraz číslo N ako súčin všetkých existujúcich prvočísel, zväčšený o 1

N = p1.p2 . . . pn +1 .

Základná veta aritmetiky hovorí, že každé prirodzené číslo väčšie než 1 sa dá jednoznačne
zapísať ako súčin mocnín prvočísel, t. j. napríklad 168 = 23.3.7. Preto, podľa základnej vety
aritmetiky, aj číslo N sa musí dať zapísať ako súčin mocnín prvočísel. Ale akých prvočísel? Číslo N
sme predsa zostrojili ako súčin všetkých existujúcich prvočísel zväčšený o 1. Takže ak ho budeme
deliť lubovoľným prvočíslom z množiny {p1, p2, . . . , pn}, tak dostaneme zvyšok 1 a predpokladali
sme, že iné prvočísla už neexistujú. Preto N nie je deliteľné žiadnym prvočíslom, a teda sa ani
nedá zapísať ako súčin mocnín prvočísel, čo je spor so základnou vetou aritmetiky. Predpokladom,
že existuje najväčšie prvočíslo sme sa, ako vidíme, dostali ku sporu. Takže tento predpoklad je
nesprávny a platí jeho negácia, t. j. neexistuje najväčšie prvočíslo. Q.E.D. �

2.4 Dôkaz matematickou indukciou

Matematická indukcia je metóda, pomocou ktorej sa dokazujú tvrdenia platiace pre prirodzené čísla,
alebo pre spočítateľné (nekonečné) množiny. Spočítateľné množiny sú také množiny, ktorých všetky
prvky sa dajú očíslovať pomocou navzájom rôznych prirodzených čísel. Princíp matematickej
indukcie sa dá ilustrovať nasledovným spôsobom.

1. Na nekonečnej tabuli majme postupnosť kruhov, očíslovaných číslami 1,2,3, . . . ,n, . . .
2. Nech je 1. kruh zafarbený.
3. Pre každé n ∈ N nech platí, že ak je n. kruh zafarbený, tak je aj (n+1). kruh zafarbený.

Asi každý bude súhlasiť s tým, že z uvedených troch bodov vyplýva, že všetky kruhy sú
zafarbené. A toto je práve princíp matematickej indukcie a veľmi významná vlastnosť prirodzených
čísel. Tento princíp sa používa pri dokazovaní pravdivosti výrokov, závisiacich od parametra n∈N.
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� Príklad 2.14 Nech Sn = 1+2+ · · ·+n. Potom pre každé n ∈ N platí Sn =
n(n+1)

2 . Dokážte!

Dôkaz: budeme robiť v dvoch krokoch.

1. Najskôr si platnosť tvrdenia overíme pre malé hodnoty n.

S1 = 1 = 1 =
1.2
2

S2 = 1+2 = 3 =
2.3
2

S3 = 1+2+3 = 6 =
3.4
2

. . . atď.
Vo všeobecnosti nie je potrebné overovať tvrdenie pre viacero hodnôt. Nám by úplne stačilo
overiť tvrdenie pre S1 . Toto sa nazýva prvý krok matematickej indukcie.

2. V ďalšom kroku dokážeme, že ak tvrdenie platí pre nejaké číslo n ∈ N, tak platí aj pre číslo
(n+1) ∈N. Predpoklad, že tvrdenie platí pre nejaké n ∈N, sa nazýva indukčný predpoklad.
Dôkaz, že z platnosti tvrdenia pre číslo n vyplýva platnosť tvrdenia pre číslo (n+ 1), sa
nazýva indukčný krok. V našom prípade musíme dokázať, že

ak Sn = 1+2+ · · ·+n =
n.(n+1)

2
, tak platí Sn+1 =

(n+1)(n+1+1)
2

=
(n+1)(n+2)

2
.

V bode č. 1 sme overili, že tvrdenie platí pre S1 a ak teraz ukážeme, že z platnosti tvrdenia
pre Sn vyplýva platnosť tvrdenia pre Sn+1, tak podľa princípu matematickej indukcie tvrdenie
platí pre všetky prirodzené čísla n. Ideme teda dokázať, že z platnosti tvrdenia pre Sn vyplýva
platnosť tvrdenia pre Sn+1.

Sn+1 = 1+2+ · · ·+n︸ ︷︷ ︸
Sn

+(n+1) =
n.(n+1)

2
+(n+1) =

n.(n+1)+2(n+1)
2

=
(n+1)(n+2)

2
.

Tým je dokázané, že ak platí tvrdenie pre Sn, tak platí aj pre Sn+1 a potom, podľa princípu
matematickej indukcie, platí aj ∀n ∈ N. Q.E.D.

�

P Tvrdenie z predošlého príkladu dokázal Carl Friedrich Gauss už ako 9 ročný školák. Nerobil
to však matematickou indukciou, ale priamym dôkazom. Tento geniálny matematik z prelomu
18. a 19. storočia bol už ako malý chlapec veľmi bystrý. Učiteľ v škole, do ktorej chodil,
sa raz chcel venovať nejakej svojej práci a aby ho žiaci nejaký čas nerušili, potreboval ich
„zabaviť“. Prikázal im preto vypočítať súčet čísel od 1 po 100 mysliac si, že im sčítavanie
100 čísel potrvá dosť dlho. Gauss si však všimol nasledovnú vec

1 + 2 + 3 + · · · + (n−2) + (n−1) + n
+ n + (n−1) + (n−2) + · · · + 3 + 2 + 1

(n+1) + (n+1) + (n+1) + · · · + (n+1) + (n+1) + (n+1)

t. j. ak v súčte prvých n prirodzených čísel sčíta prvé s posledným, druhé s predposledným
atď., tak vždy dostane výsledok (n+1). Keď takto spáruje každé z daných n čísel a spočíta
súčet všetkých párov, dostane hodnotu n.(n+1). V tejto hodnote je ale každé číslo pôvodného
súčtu zarátané dvakrát (napr. 1+ n a n+ 1), takže výsledok ešte treba vydeliť dvoma. A
Gaussov učiteľ bol veľmi prekvapený, keď správny výsledok súčtu čísel od 1 po 100 dostal
už po pár sekundách.

Sformulujeme teraz princíp matematickej indukcie ako vetu.
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Veta 2.4.1 — Matematická indukcia. Nech pre každé n ∈ N je V (n) výrok. Nech

1. Prvý krok – Výrok V (1) je pravdivý.
2. Indukčný krok – Nech pre každé n ∈ N : V (n) =⇒ V (n+1) .

Potom ∀n ∈ N je výrok V (n) pravdivý.

S faktoriálom sa skoro určite všetci stretli už na strednej škole, napr. pri kombinatorike. Avšak pre
úplnosť si tu uvedieme jeho formálnu definíciu.

Definícia 2.4.1 — Faktoriál. Nech n ∈ N. Faktoriál čísla n, označujeme n!, vypočítame ako

n! =

{
1 , ak n = 0

n.(n−1).(n−2) . . .2.1 , ak n≥ 1 .

� Príklad 2.15 Napr. 0! = 1, 3! = 3.2.1 = 6, 6! = 6.5.4.3.2.1 = 720 atď. �

Teraz si pomocou matematickej indukcie dokážeme ďalšie tvrdenie.

� Príklad 2.16 Pre každé n ∈ N : n≥ 1 platí n!≥ 2n−1. Dokážte!

Dôkaz: Toto tvrdenie, na rozdiel od príkladu 2.14, hovorí o nerovnosti. Rovnako ho však budeme
dokazovať matematickou indukciou.

1. Prvý krok indukcie – overíme si tvrdenie pre n = 1

1! = 1≥ 1 = 21−1.

2. Indukčný krok – z predpokladu, že platí n!≥ 2n−1 musíme dokázať, že platí (n+1)!≥ 2n.

(n+1)! = (n+1).n!≥ (n+1).2n−1 . (2.1)

Keďže n≥ 1, platí (n+1)≥ 2 a z nerovnosti (2.1) potom dostávame (n+1)!≥ 2n. Q.E.D.
�

Niekedy pomocou matematickej indukcie dokazujeme platnosť výrokov

V (n0) , V (n0 +1) , V (n0 +2) , . . . , kde n0 6= 1 .

V takom prípade bude prvý krok indukcie dôkaz pravdivosti výroku V (n0) a indukčným krokom
bude dôkaz, že pre každé n ∈ N : n ≥ n0 z pravdivosti výroku V (n) vyplýva pravdivosť výroku
V (n+1).

� Príklad 2.17 [Súčet prvých n členov geometrickej postupnosti.]
Majme a ∈ R a q ∈ R, q 6= 1. Potom pre všetky prirodzené čísla n≥ 0 platí

Nech Sn = a+aq1 +aq2 + · · ·+aqn , potom Sn =
a
(
qn+1−1

)
q−1

. Dokážte!

Dôkaz: budeme robiť matematickou indukciou, pričom prvý krok spravíme pre n = 0 .

1. Prvý krok – overenie pre n = 0.

Rovnosť S0 = a =
a
(
q0+1−1

)
q−1

platí.
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2. Indukčný krok – ukážeme, že z platnosti rovnosti pre n vyplýva platnosť rovnosti pre (n+1).

Sn+1 = a+aq1 +aq2 + · · ·+aqn︸ ︷︷ ︸
Sn

+aqn+1 =
a
(
qn+1−1

)
q−1

+aqn+1 =

=
aqn+1−a+aqn+2−aqn+1

q−1
=

a
(
qn+2−1

)
q−1

. Q.E.D.

�

P Špeciálne pre a = 1 a q = 2 podľa predošlého príkladu dostávame

1+2+22 + · · ·+2n = 2n+1−1 .

� Príklad 2.18 Pre každé n ∈ N 4 delí číslo 5n−1. Dokážte!

Dôkaz: budeme opäť robiť matematickou indukciou.

1. Prvý krok – pre n = 1: 4 delí číslo 51−1 = 4.

2. Indukčný krok – nech 4 delí číslo 5n−1 (zapisuje sa to 4 | (5n−1) ). Ukážeme, že z toho
vyplýva, že 4 |

(
5n+1−1

)
. Ak 4 | (5n−1), tak musí existovať k ∈ Z také, že 5n−1 = 4k.

Potom
5n+1−1 = 5n+1−5n +5n−1 = 5n (5−1)+4k = 4(5n + k) .

Keďže 4 | [4(5n + k)], je pôvodné tvrdenie dokázané. Q.E.D.
�

P Tvrdenie z predošlého príkladu sa dá ľahko dokázať aj priamym výpočtom – pozri cvičenie 2.7.

Nech X je množina. Pripomeňme si, že P(X) označuje potenčnú množinu množiny X. Podľa
definície 1.1.10 je to množina všetkých podmnožín množiny X. Napríklad

P({a,b}) = { /0,{a},{b},{a,b}} ,
P({a,b,c}) = { /0,{a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c},{a,b,c}} .

Dokážeme teraz vetu

Veta 2.4.2 — O potenčnej množine. Nech n ∈N, n≥ 0. Ak X je množina, |X|= n, potom
platí |P(X)|= 2n.

Dôkaz: sa dá spraviť priamo, alebo matematickou indukciou. My tu samozrejme spravíme dôkaz
indukciou.

1. Prvý krok – Pre n = 0 musí byť X= /0 a jediná podmnožina X je /0 . Takže P(X) = { /0}
a |P(X)|= 1 = 20.

2. Indukčný krok – Nech tvrdenie platí pre n a množina X má (n+ 1) prvkov. Zvoľne si
nejaký prvok x ∈ X. Podmnožín množiny X, ktoré obsahujú prvok x, je presne toľko ako
podmnožín množiny X, ktoré neobsahujú prvok x. Každej podmnožine X obsahujúcej
prvok x totiž vieme jednoznačne priradiť podmnožinu neobsahujúcu prvok x tak, že prvok
x z nej vynecháme. Opačne to platí tiež (pridáme prvok x).
Vynechaním prvku x z množiny X dostaneme množinu Y = X \ {x}, pre ktorú platí
|Y| = n a |P(Y)| = 2n. Takže podmnožín množiny X, ktoré neobsahujú prvok x je,
podľa indukčného predpokladu, 2n a presne toľko isto je aj podmnožín množiny X, ktoré
obsahujú prvok x. Platí teda |P(X)|= 2n +2n = 2n+1. Q.E.D.
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� Príklad 2.19 Tromino je plošný útvar zložený z troch štvorcov so stranou jednotkovej dĺžky .
Ak zo šachovnice s rozmermi 2k× 2k odstránime ľuvoboľné políčko, tak zvyšok šachovnice sa
bude dať pokryť trominami tak, aby sa neprekrývali. Dokážte!

Dôkaz: budeme robiť matematickou indukciou vzhľadom na k.

1. Prvý krok – Ukážeme, že tvrdenie platí pre k = 1.
Ak zo šachovnice s rozmermi 21×21 odstránime ľubovoľné políčko, tak to, čo
nám zostane, je tromino. Takže po odstránení ľubovoľného políčka sa zvyšok
šachovnice určite bude dať pokryť trominom.

2. Indukčný krok – Predpokladajme, že tvrdenie platí pre k a ukážeme, že potom musí platiť aj
pre (k+1).

Šachovnicu s rozmermi 2k+1×2k+1 si roz-
delíme na 4 šachovnice rozmerov 2k× 2k.
Zo šachovnice odstránime ľubovoľné po-
líčko. Na obrázku je toto vyznačené šedou
farbou. Do stredu šachovnice potom umiest-
nime jedno tromino tak, aby pokrývalo práve
jedno políčko v každej zo zvyšných troch
štvrtín šachovnive. Teraz v každej štvrtine
šachovnice chýba, alebo je pokryté, práve
jedno políčko. Podľa indukčného predpo-
kladu môžeme zvyšok každej zo štvrtín ša-
chovnice pokryť trominami, čiže šachovnica
2k+1× 2k+1 sa, po odstránení ľubovoľného
políčka, dá pokryť trominami. Tým je tvrde-
nie dokázané. Q.E.D.

�

Predtým, ako sa pustíme do cvičení, si zadefinujeme funkciu modulo a funkciu symetrickej dife-
rencie dvoch množín. Pomôže nám to zostručniť zápis niektorých úloh.

Definícia 2.4.2 — Modulo – zvyšok po delení. Majme čísla a ∈ Z a 0 6= p ∈ N. Potom
funkcia „a modulo p“, označujeme ju a (mod p), je zvyšok, ktorý dáva číslo a po delení
číslom p. Platí

r = a (mod p) ⇐⇒
(
(0≤ r < p) ∧ (∃k ∈ Z : a = k.p+ r)

)
.

Definícia 2.4.3 — Symetrická diferencia množín. Majme dve množiny A a B. Potom ich
symetrická diferencia, označujeme ju A4B, sa definuje ako

A4B= (A∪B)\ (A∩B) .
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2.5 Cvičenia

Priamy dôkaz
Cvičenie 2.1 Dokážte, že uvedená postupnosť je klesajúca

(a)
{ n+2

2n+1

}∞

n=1 (b)
{

1
n(n+1)

}∞

n=1
�

Cvičenie 2.2 Dokážte, že uvedená postupnosť je ohraničená

(a)
{ 2n

n+1 +
n+1
3n

}∞

n=1
(b)

{
3+ 1

2n

}∞

n=1 (c)
{

n2

n2+2n+1

}∞

n=1
�

Cvičenie 2.3 Dokážte, že pre každú aritmetickú postupnosť platí vzťah

a2
k−1 +8ak.ak+1 = (2ak +ak+1)

2 .
�

Cvičenie 2.4 Dokážte, že ak čísla a,b,c sú tri po sebe idúce členy aritmetickej postupnosti,
tak platí vzťah (a+b+ c)2−3(a2 +b2 + c2)+6(a−b)2 = 0. �

Cvičenie 2.5 Dokážte, že ∀x ∈ Z platí: buď x2 (mod 4) = 0, alebo x2 (mod 4) = 1. Inak
povedané, štvorec ľubovoľného celého čísla dáva po delení 4 zvyšok buď 0, alebo 1. �

Cvičenie 2.6 Dokážte, že ∀x ∈ Z platí: (3 | x2) ⇒ (3 | x). �

Cvičenie 2.7 Dokážte, že platí ∀n ∈ N : 4 | (5n−1). �

Cvičenie 2.8 Dokážte, že ∀m,n ∈ Z platí
(a) ak m,n sú párne, tak m+n je párne
(b) (2 | m ∧ 2 | n) ⇒ (2 | m.n)
(c) (2 - m ∧ 2 | n) ⇒ (2 | m.n)

(d) (2 - m ∧ 2 - n) ⇒ (2 | (m+n))
(e) (2 - m ∧ 2 - n) ⇒ (2 - m.n)
(f) (2 | m ∧ 2 | (m+n)) ⇒ (2 | n)

�

Cvičenie 2.9 Dokážte, že ∀x ∈Q platí (x 6= 0)⇒
(1

x ∈Q
)
. �

Cvičenie 2.10 Dokážte, že ∀x,y ∈Q platí

(a) x.y ∈Q (b) (x+ y) ∈Q
�

Cvičenie 2.11 Nech X a Y sú neprázdne množiny, pre ktoré platí X×Y=Y×X. Čo vieme
povedať o množinách X a Y? Dokážte to! �
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Cvičenie 2.12 Dokážte, že pre ľubovoľné dve množiny X a Y platí

(a) X∩Y⊆ X (b) X⊆ (X∪Y)
�

Cvičenie 2.13 Dokážte, že pre ľubovoľné dve množiny X a Y platí

(a) P(X)∪P(Y)⊆P(X∪Y)
(b) P(X∩Y) = P(X)∩P(Y)

(c) (P(X)⊆P(Y))⇒ (X⊆ Y)

�

Cvičenie 2.14 Dokážte, že pre ľubovoľné dve množiny A a B platí

(a) A4B= (A\B)∪ (B\A) (b) (A4B)4A= B
�

Cvičenie 2.15 Dokážte, že pre ľubovoľné tri množiny X , Y a Z platí

(a) (X⊆ Y)⇒ (X∪Z⊆ Y∪Z)
(b) (X⊆ Y)⇒ (X∩Z⊆ Y∩Z)

(c) (X⊆ Y)⇒ (Z\Y⊆ Z\X)
(d) (X⊆ Y)⇒ (Y\ (Y\X) = X)

(e) ((X∩Y= X∩Z)∧ (X∪Y= X∪Z))⇒ (Y= Z)
�

Cvičenie 2.16 Nech X , Y a Z sú tri množiny z univerza U a univerzum pre kartézky súčin
je U ×U . Dokážte nasledujúce tvrdenia, ak sú pravdivé. Inak nájdite kontrapríklad.

(a) ∀X,Y ∈U : (X⊆ Y)∨ (Y⊆ X)
(b) ∀X,Y ∈U : Y\X= X∪Y
(c) ∀X,Y ∈U : X\Y= Y\X

(d) ∀X,Y ∈U : X∩Y⊆ X
(e) ∀X,Y ∈U : X×Y= X×Y
(f) ∀X,Y ∈U : (X∩Y)∪ (Y\X) = Y

(g) ∀X,Y,Z ∈U : X× (Y\Z) = (X×Y)\ (X×Z)
(h) ∀X,Y,Z ∈U : X∩ (Y×Z) = (X∩Y)× (X∩Z)
(i) ∀X,Y,Z ∈U : X∪ (Y\Z) = (X∪Y)\ (X∪Z)
(j) ∀X,Y,Z ∈U : Y\Z= (X∪Y)\ (X∪Z)
(k) ∀X,Y,Z ∈U : X\ (Y∪Z) = (X\Y)∪Z
(l) ∀X,Y,Z ∈U : (X×Y)∪ (X×Z) = X× (Y∪Z)

(m) ∀X,Y,Z ∈U : X\ (Y×Z) = (X\Y)× (X\Z)
�

Cvičenie 2.17 Pre ľubovoľné tri množiny A, B a C dokážte, alebo vyvráťte tvrdenia

(a) ? (A4C= B4C)⇒ (A= B)
(b) ? (A4B)4C= A4 (B4C)
(c) A4 (B∩C) = (A4B)∩ (A4C)
(d) A∩ (B4C) = (A∩B)4 (A∩C)

(e) A4 (B∪C) = (A4B)∪ (A4C)
(f) A∪ (B4C) = (A∪B)4 (A∪C)
(g) A4B= B4A

�

Cvičenie 2.18 Dokážte, že pre ľubovoľné množiny A a Bi platí

A∪ (B1∩B2∩ . . .∩Bn) = (A∪B1)∩ (A∪B2)∩ . . .∩ (A∪Bn) .
�
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Nepriamy dôkaz
Cvičenie 2.19 Dokážte: ∀x ∈ R : (x2 6∈Q)⇒ (x 6∈Q). �

Cvičenie 2.20 Dokážte: ∀x ∈ R : (x3 6∈Q)⇒ (x 6∈Q). �

Cvičenie 2.21 Dokážte tvrdenia

(a) ∀n ∈ Z : (2 - n2)⇒ (2 - n)
(b) ∀x,y,z ∈ R : (x+ y+ z≥ 3)⇒ (x≥ 1 ∨ y≥ 1 ∨ z≥ 1)
(c) ∀x,y ∈ R : (x.y≤ 2)⇒ (x≤

√
2 ∨ y≤

√
2)

�

Dôkaz sporom
Cvičenie 2.22 Dokážte, že 3

√
2 nie je racionálne číslo. �

Cvičenie 2.23 Dokážte, že
√

3 nie je racionálne číslo.
(Pomôcka: najskôr vyriešte cvičenia 2.5 a 2.6.) �

Cvičenie 2.24 Dokážte, že nasledujúce čísla nie sú racionálne

(a) log2 (b) log5 (c) log15 (d) log21
�

Cvičenie 2.25 Dokážte, že pre ľubovoľné dve množiny A a B platí (A\B)∩ (B\A) = /0. �

Cvičenie 2.26 Dokážte, že pre ľubovoľnú množinu A platí A× /0 = /0. �

Cvičenie 2.27 Dokážte, že prvočísel je nekonečne veľa. �

Cvičenie 2.28 Dokážte, že ak 100 lôpt rozmiestnime do 9 krabíc, tak v aspoň jednej krabici
bude aspoň 12 lôpt. �

Cvičenie 2.29 Dokážte, že ak 40 lôpt rozmiestnime do 9 krabíc, pričom v každej krabici bude
aspoň 1 lopta, tak aspoň dve krabice budú obsahovať rovnaký počet lôpt. �

Cvičenie 2.30 Nech A = s1+s2+···+sn
n je aritmetický priemer čísel s1,s2, . . . ,sn ∈ R. Dokážte

(a) ∃i ∈ N : si ≤ A (b) ∃i ∈ N : si ≥ A
�

Cvičenie 2.31 Dokážte tvrdenia

(a) ∀x,y ∈ R : (x ∈Q ∧ y 6∈Q)⇒ (x+ y) 6∈Q
(b) ∀x,y ∈ R : (x ∈Q ∧ y 6∈Q ∧ x 6= 0)⇒ (x.y) 6∈Q
(c) (∀x,y ∈ R) : ((∀ε > 0) : x− y≤ ε)⇒ (x≤ y)

�
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Dôkaz matematickou indukciou
Cvičenie 2.32 Dokážte, že každé celé číslo väčšie než 1 vieme zapísať ako súčin mocnín
prvočísel. �

Cvičenie 2.33 Dokážte, že n bodov v rovine, z ktorých žiadne tri nie sú kolineárne, vieme
spojiť práve n(n−1)

2 priamkami, ak každý bod spájame s každým práve jednou priamkou. �

Cvičenie 2.34 Dokážte, že ∀n ∈ N platí

(a) 6 | (7n−1)
(b) 4 | (6.7n−2.3n)

(c) 31 |
(
5n+1 +62n−1

)
(d) 5 | (11n−1)

(e) 11 |
(
22n−1 +34n−2

)
(f) 30 |

(
74n+1−7

)
�

Cvičenie 2.35 Dokážte, že ∀n ∈ N platí nerovnosť 1
2n ≤

1.3.5...(2n−1)
2.4.6...2n . �

Cvičenie 2.36 Pre každé n ∈ N dokážte rovnosti

(a)
n

∑
i=1

(2i−1) = n2

(b)
n

∑
i=1

i.(i+1) =
n.(n+1).(n+2)

3

(c)
n

∑
i=1

i.(i+1).(i+2)=
n.(n+1).(n+2).(n+3)

4

(d)
n

∑
i=1

i.(i !) = (n+1)!−1

(e)
n

∑
i=1

i2 =
n.(n+1).(2n+1)

6

(f)
n

∑
i=1

(−1)i+1i2 = (−1)n+1 · n.(n+1)
2

(g)
n

∑
i=1

(2i−1)2 =
n.(2n−1)(2n+1)

3

(h)
n

∑
i=1

i3 =
(

n.(n+1)
2

)2

(i)
n

∑
i=1

1
i.(i+1)

= 1− 1
n+1

(j)
n

∑
i=1

1
(2i−1)(2i+1)

=
n

2n+1

(k)
n

∑
i=1

i2

(2i−1)(2i+1)
=

n(n+1)
2(2n+1)

(l)
n

∑
i=1

i
(i+1)!

= 1− 1
(n+1)!

(m)
n

∑
i=1

1
(i+1)2−1

=
3
4
− 1

2(n+1)
− 1

2(n+2)
�

Cvičenie 2.37 Dokážte, že pre 2≤ n ∈ N platí nerovnosť 1
2 +

2
3 +

3
4 + · · ·+

n
n+1 < n2

n+1 . �

Cvičenie 2.38 Dokážte, že pre n ∈ N platia nerovnosti

(a) pre n≥ 0 : 2n > n (b) pre n≥ 3 : 2n > 2n+1 (c) pre n≥ 5 : 2n > n2

�

Cvičenie 2.39 Nech A,B1,B2, . . . ,Bn sú ľubovoľné množiny. Dokážte, že platí

(a) A∩ (B1∪B2∪ . . .∪Bn) = (A∩B1)∪ (A∩B2)∪ . . .∪ (A∩Bn)

(b) B1∩B2∩ . . .∩Bn = B1∪B2∪ . . .∪Bn (c) |B1×B2× . . .×Bn|= |B1|.|B2| . . . |Bn|
�
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Cvičenie 2.40 Dokážte, že nasledujúce logické výroky sú tautológie

(a) (. . .((A⇒ A)⇒ A)⇒ . . .)⇒ A︸ ︷︷ ︸
2k A-čiek

(b) (. . .((¬A⇒ A)⇒ A)⇒ . . .)⇒ A︸ ︷︷ ︸
2k A-čiek

�
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