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(pribli¥ne 3. :ll'.::-ra&le pred n.L)

Matematika je jedind exaktnd veda. To znamend, Ze vSetky tvrdenia, ktoré sa v matematike nazyvajd
vety, sa musia dokazovaf pomocou néstrojov matematickej logiky a jazyka prislusnej tedrie!.
Takéto dokazané tvrdenia, vety, potom majui v medziach svojej tedrie univerzalnu platnost. Medzi
najzndmejSie matematické vety, s ktorymi sme sa uz urcite stretli, patria napriklad Pythagorova
veta a Euklidova veta, ktoré obe postuluji tvrdenia o pravouhlom trojuholniku. Dokézali ich uz
stari Gréci a my sme sa s nimi stretli najneskor na strednej Skole. Inou zndmou vetou, s ktorou sme
sa mohli stretnif v rdmci matematickej analyzy, je napriklad Newtonova-Leibnizova veta o ur¢itom
integrali.

Pri budovani matematickej tedrie sa vzdy vychddza z axiom. Axiéma je nejaké zdkladné
tvrdenie, ktoré sa povazuje za platné a nedokazuje sa. Prvou podmienkou pri vybere axidm je
obmedzif ich pocet na nevyhnutné minimum. Nie je totiZ Ziaduce stavat tedriu na velkom pocte
nedokdzanych tvrdeni. Snazime sa preto vybraf vZdy len miniméalny pocet axiém, ktoré nadm
umoZnia odvodif pravdivé tvrdenia prislusnej teérie. Druhou podmienkou pri vybere axiém je
braf za axiémy len jednoduché tvrdenia, ktoré si vieme overif ndstrojmi mimo prislusnej tedrie a
o ktorych platnosti malokto pochybuje a vicSina l'udi ich povaZuje za samozrejmé. Trefou a vel'mi
ddlezitou podmienkou pri vybere axiom je to, Ze vybrané axiémy nesmu byt sporné, t.j. neda sa
z nich odvodif vyrok a zaroven jeho negécia. Ak by totiZ nejaka tedria obsahovala sporné axiomy,
tak potom v tejto tedrii si dokdzateIné (pravdivé) vSetky tvrdenia.

Ako prvy priklad si mdZeme uviest vyrokovu logiku. Tam ndm na dokdzanie vSetkych moZnych
pravdivych vyrokov sta¢ia 3 axiémy (pozri [9], str. 14). Jednou z nich je napr. vyjrok A = (B = A),
o ktorého pravdivosti sa mdZeme presvedcit napr. pravdivostnou tabulkou, ¢o sa vSak nepovazuje
za ddkaz v jazyku vyrokovej logiky. V pripade vyrokovej logiky existuju aj iné axiomatické systémy,
nez je ten, ktory je uvedeny v [9]. VSetky tieto axiomatické systémy sd navzdjom ekvivalentné a
v [9] boli uvedené tri axiémy zvolené z toho dévodu, Ze sa pomocou nich pomerne Tahko dokazuji
pravdivé vyroky.

I matematickd logika, teéria mnozin, matematickd analyza, geometria. . .
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Druhym prikladom mdZe byt tedria mnoZin, ktora sa axiomaticky zacala budovat koncom 19.
a zaciatkom 20. storocia. V tejto teorii taktieZ existuje viacero rdéznych axiomatickych systémov,
napriklad Zermelov, Zermel-Frankelov . . . Na vybudovanie celej teérie mnoZin ndm sta¢i 9 axiém
(pozri [2], str. 35). Prvou z tychto axiém je axiéma existencie mnozin, ktord hovori (Ix)(x = x).
Pismeno x tu oznacuje mnoZinu a s tym, Ze existuje nejakd mnoZina, ktord sa rovnd sama sebe,
bude zrejme sthlasif vicsina ludi.

Poslednym prikladom, ktory si tu uvedieme, je Euklidovskd geometria. Je to najstarSia mate-
matickd tedria postavend a budovand na axiomatickych zdkladoch. Tato tedria pouZiva 5 axiom,
ktoré sformuloval Euklides v prvej knihe svojich Zdkladov. Prv4 z axiém Euklidovskej geometrie
hovori: Lubovolné dva body sa dajii spojit tiseckou. To je trividlne tvrdenie, s ktorého platnosfou
bude zrejme suhlasif vicSina fudi. Az v 19. storo¢i vznikli aj iné neZ euklidovské geometrie, s kon-
zistentnymi axiomatickymi systémami. Su to napriklad Lobacevského (hyperbolickd) geometria,
Riemannova geometria a dalSie. Tieto neeuklidovské geometrie sa vyuZzivaju napr. v Einsteinovej
tedrii relativity, kozmoldgii, kartografii, pri navigdcii.. . .

KomplexnejSie pojmy sa v matematickych tedridch zavadzaji pomocou definicii. V defini-
cii popisujeme novy pojem pomocou uZz zndmych pojmov. Definicia presne vymedzuje obsah
definovaného pojmu.

Tvrdenie v matematickej tedrii je pravdivé len vtedy, pokial sa d4 dokdzat vychddzajic z axiém,
uz predtym dokdzanych tvrdeni a pomocou nastrojov matematickej logiky a jazyka prislusnej tedrie.
Cize tvrdenie sa stiva vetou aZ potom, ked’ existuje jeho dokaz. Dovtedy je to len hypotéza, ktord
mdze, ale nemusi, byt pravdivd. V matematike existuje viacero zdkladnych typov dokazov. Niektoré
z nich si tu preberieme a ilustrujeme na prikladoch.

Priamy dokaz

Priamy dokaz je postup, pri ktorom je dokazované tvrdenie odvodené priamou aplikéciou pred-
pokladov, axiém, definicii a uz dokdzanych viet. V priamych ddkazoch sa ¢asto vyuZiva pravidlo
modus ponens, postavené na implikacii.

Definicia 2.1.1 — Modus ponens. Majme dve tvrdenia A a B. Pravidlo modus ponens hovori,
7e ak platia tvrdenia A a A = B, tak potom plat{ aj tvrdenie B.

Logickd pravdivost pravidla modus ponens sa d4 dokdzaf pomocou pravdivostnych tabuliek
a toto pravidlo je sicasfou jazyka vyrokovej logiky. V skutocnosti je to jediné odvodzovacie
pravidlo jazyka vyrokovej logiky a pomocou neho sa z axiém dokazujui a daji dokdzaf vSetky
pravdivé vyrokové formuly vyrokovej logiky. Ako vSak bolo spomenuté, pravidlo modus ponens
sa v priamych ddkazoch, najmé komplexnejSich tvrdeni, €asto, ale nie vZdy, vyuZiva.

Na tvod si uvedieme priamy geometricky dokaz Pythagorovej vety. Takéto ,,geometrické* dokazy
oblubovali stari Gréci.

= Priklad 2.1

V pravouhlom trojuholniku sa plocha $tvorca zostrojeného nad pre-
ponou rovnd suctu ploch Stvorcov zostrojenych nad odvesnami. Do-
kazte!

Do&kaz: Vieme, Ze stcet uhlov trojuholnika je 180°. To znamen4, Ze v pravouhlom trojuholniku bude
sicet uhlov & + B = 90° . Nakreslime si teraz dany pravouhly trojuholnik Styrikrat nasledovnym
spdsobom.
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Prepony Styroch képii daného trojuholnika tvoria vnud-
torny Stvorec a jeho odvesny tvoria vonkajsi Stvorec.
To, Ze Gtvar tvoreny odvesnami je tieZ Stvorec, vyplyva
z faktu, Ze o + B = 90°. Podme teraz spocitaf plo-
chu vonkajSieho Stvorca. Td mdzeme vypocitat dvoma
spdsobmi. Najskor ako druhd mocnina strany Stvorca

P=(a+b)*=a*+2ab+b*

a potom ako sucet Styroch pravouhlych trojuholnikov
a vnuitorného Stvorca

b
P:4-a?+c2 =2ab+c*.
KedZe sa tieto plochy musia rovnat, plati
@ +2ab+b* =2ab+? = a*+b*=c2.

Tym sme ukdzali, Ze sicet obsahov Stvorcov nad odvesnami pravouhlého trojuholnika sa rovna
obsahu $tvorca nad preponou tohto trojuholnika. Q.E.D.? "

Dalej si ukdZeme tri priklady priamych dokazov z oblasti teérie &isel.

m Priklad 2.2 Ak m,n € Z, m je parne a n je nepérne, tak potom ¢islo m + n je neparne. Dokdzte!

Dokaz: Cislo m je celé a parne. To znamend, Ze existuje &islo k € Z také, ze m = 2k. Cislo n je celé
a neparne, Co znamend, Ze musi existovat ¢islo / € Z také, Ze n = 21 + 1. Potom plati

m+n=(2k)+ (20 +1)=2(k+1)+1.

Cislo k +1 je celé, Go znamend, Ze &islo 2(k + 1) je parne &islo a &islo m+n = 2(k+1) +1 je
neparne ¢islo. Tym je dokdzané, Ze sicet parneho a néparneho ¢isla je neparne ¢islo. QE.D. =

m Priklad 2.3 Druhd mocnina parneho &isla n je péarne islo. Dokézte!

Dokaz: Cislo n je parne (a teda samozrejme aj celé), ¢ize existuje &islo k € Z také, 7e n = 2k.
Potom plati
n? = (2k)* = 4k*.

Cislo 4k? je parne, CiZe druhd mocnina parneho &isla je parne ¢islo. Q.E.D. "
m Priklad 2.4 Stvorec stétu dvoch nepérnych &isel m,n € Z je parne &islo. Dokdzte!

Do&kaz: budeme robif postupne.

* Najskor ukazeme, Ze sicet dvoch neparnych ¢isel je parne Cislo. Ak ¢islam,n € Z st neparne,
tak musia existovat ¢isla k,/ € Z také, Ze plati m =2k+1 a n=2[/+ 1. Potom plati

m4n=2k+1)+20+1)=2(k+1)+2=2(k+1+1).

Cislo 2(k+1+ 1) je parne a tym sme dokazali, Ze sti¢et dvoch neparnych &isel je parne &islo.

2 Q.E.D.= quod erat demonstrandum = ,,¢o bolo treba dokazaf*
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* V priklade 2.3 sme dokézali, Ze druhd mocnina parneho ¢isla je parne Cislo. Oznacme si
tvrdenie ,,Ak Cislo je pdrne, tak jeho druhd mocnina je pdrna“ (skritene A = B).

A B
* V prvom kroku sme ukézali, Ze sticet dvoch neparnych &isel je parny. Cize siétom dvoch
neparnych &isel dostaneme &islo x a oznaéne si tvrdenie ,,Cislo x je pdrne.“ pomocou A.
* Teraz uZz vieme, Ze plati tvrdenie A a plati tvrdenie A = B. Podla pravidla modus ponens
potom plati aj tvrdenie B. Q.E.D. -

p) Treba viak priznaf, Ze vo vySSie uvedenom postupe sme trochu ,.$vindlovali®. V tvrdeni
A, z tretieho bodu, je totiz ukrytd implikacia. Je to implikdcia hovoriaca: ,,Ak si dve cisla
nepdrne, tak ich sicet je pdrny.“ Ak by sme tito implikaciu neskryli do jedného tvrdenia
A, ale nechali ju v pdvodnom tvare, tak by neslo o pravidlo modus ponens, ale o pravidlo
sylogizmu.

Veta 2.1.1 — Pravidlo sylogizmu. Majme tri tvrdenia A, B a C. Pravidlo sylogizmu hovori,
7Ze ak platia tvrdenia A = B a B = C, tak potom plati aj tvrdenie A = C.

p) Pravidlo sylogizmu sme neuviedli ako definiciu, ako v pripade pravidla modus ponens, preto,
lebo to je odvodené pravidlo. Znamenad to, Ze samotné pravidlo sylogizmu sa vo vyrokovej
logike dd dokdzaf z axiém len pomocou pravidla modus ponens. KedZe ide o tvrdenie
matematickej logiky a je mimo rdmca tohto kurzu, dokazovat ho tu nebudeme. Dokaz pravidla
sylogizmu moZete ndjst v skriptach [9].

Teraz si ukdZeme priamy dokaz jedného tvrdenia z tedrie mnozZin.

m Priklad 2.5 Pre lubovolné dve mnoziny A a B plati AU(B\ A) = AUB. Dokézte!

Dékaz: Z definice 1.1.3 vieme, Ze dve mnoZiny X a Y sa rovnaju (X = Y), ak majd rovnaké
prvky. Potrebujeme preto dokédzat ekvivalenciu (x € X) < (x € Y), ¢o je to isté, ako dokazaf dve
implikicie (x € X) = (x€Y) a (x€Y) = (x € X). Konkrétne, v zadanej tilohe, to musime
dokdzatpre X=AU(B\A) a Y=AUB.

l. (xeX)= (x€Y) - Nechje x € X. Z definicie zjednotenia vyplyva, Ze musi platif x € A
alebo x € B\ A. Ak ale x € B\ A, tak z definicie rozdielu mnoZin vyplyva, Zze x € B. Plati
teda, Ze x € A, alebo x € B. Potom vSak z definicie zjednotenia plati, Ze x € AUB.

2. (x€Y)= (x€X) - Nechje x €Y.Z definicie zjednotenia vyplyva, Ze musi platif x € A
alebo x € B. Ak je x € A, tak musi platifaj x € AU(B\ A). Ak ale x ¢ A, tak potom musi
platif x € B asdcasne x € B\ A. Z toho opif dostdvame x € AU(B\ A).

Tym je dokdzané tvrdenie AU(B\A) =AUB. Q.E.D. .

V matematike malokedy existuje len jediny sposob, ako moZno vyrieSit dand ulohu, alebo
dokazaft nejaké tvrdenie. Takmer vZdy existuje viacero ciest k spradvnemu rieSeniu. UkdZeme si to
na predoslom priklade. Tvrdenie z prikladu 2.5 si dokdZeme eSte aj inym spdsobom.

m Priklad 2.6 Pre Tubovolné dve mnoziny A a B plati AU(B\ A) = AUB. Dokazte!
Do6kaz: Nech % je univerzum mnozin A a B, ¢ize A,B C % . Potom, podla definicie rozdielu
mnoZin, plati B\ A = BN A. Takze

AUMB\A)=AUBNA)=(AUB)N(AUA) = (AUB)N%Z =AUB. QE.D.
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Na zaver Casti o priamom ddkaze si eSte ukdZeme dokaz jedného trividlneho tvrdenia, vyuZzi-
vajuci tranzitivnost relacie ,,<*. O relaciach sa potom dozvieme viac v 6. kapitole.

n Priklad 2.7 Definujeme si funkciu ,, minimum z dvoch &isel “ takto

a, ak a<b
min(a,b) =4 a, ak a=b
b, ak b<a.

Nech dj,d, € R. Ak d =min(d,d;) a x<d,tak x<d; a x<d,.

D&kaz: Najskor ukdzeme, Ze plati d < d; a d < d,. To vyplyva priamo z definicie funkcie
minimum. Vieme, 7ze d = min(d,,d,). Cize d =d, ak dy < d,alebo d =d, ak d» < d;.V oboch
pripadoch plati d <d; a d <d;. Akmdme x € R a plati x <d <d; a x <d < d», tak musi
platifajx <d; a x<d,. QE.D. n

Nepriamy dokaz

Niekedy sa stdva, Ze tvrdenie v tvare ,, Ak plati . .. , tak plati ... “ nevieme dokézat priamo, t.].
odvodif ho jednoduchym spdsobom z axiém a uZ dokazanych tvrdeni. Uvedeny tvar tvrdenia je
implikdcia A = B. Podl'a vety o obmenenej (obratenej) implikécii ([9], str. 18) plati, Ze vyrokové
formuly A = B a —B = —A sti tautologicky ekvivalentné, ¢iZe pre rovnaké ohodnotenia prvotnych
formdl A a B budd mat rovnaké pravdivostné hodnoty. Na tejto tautologickej ekvivalencii je
postaveny nepriamy dokaz.

Ak tvrdenie v tvare A = B nevieme jednoduchym spdsobom dokazaf priamo, ale vieme
priamo dokdzaf jemu tautologicky ekvivalentné tvrdenie —B = —A, tak takyto dokaz sa nazyva
nepriamy dokaz tvrdenia A = B.

m Priklad 2.8 Pre kazdé n € N plati, Ze ak 9 nedeli n?, tak 3 nedeli n. Dokézte!

Dékaz: Uvedené tvrdenie nevieme jednoduchym spdsobom dokéazaf priamo. Problém sa ukryva
v slovi¢ku ,,nedeli”“. Negativne tvrdenia sa obvykle dokazuji faZSie, neZ ich pozitivne modifiké-
cie. Napriklad je tazSie dokdzat, Ze Cislo a nedeli Cislo b, nez dokdzat, Ze Cislo a deli cislo b.
TakZe pomo6Zeme si nepriamym ddokazom. Obmenend implikécia ku tvrdeniu zo zadania dlohy je

nasledovna
Pre kaZdé n € N plati, Ze ak 3 deli n, tak 9 deli n2.

Toto tvrdenie je tautologicky ekvivalentné s po6vodnym a jeho priamy dokaz je trividlny.

z w7

Ak 3 deli prirodzené &islo n, tak existuje k € N také, 7e n = 3k. Potom n?> = 9k> a z toho je

zrejmé, Ze 9 deli Cislo n?. Q.E.D. n

Podobne jednoducho sa da dokazat d’alSie tvrdenie z tedrie Cisel.

m Priklad 2.9 Pre kazdé n € N plati, Ze ak n? je parne, tak n je parne. DokaZte!
Dokaz: Obmenend implik4cia ku tvrdeniu zo zadania dlohy je nasledovni
Vn € N plati, Ze ak n je nepdrne, tak n* je nepdrne.

Toto tvrdenie je tautologicky ekvivalentné s pdvodnym a jeho priamy dokaz je trividlny.
Ak prirodzené ¢islo n je neparne, tak to znamena, Ze existuje k € N také, Ze n = 2k + 1. Potom
n? = 4k* + 4k + 1 = 2(2k* + 2k) + 1, &o je zjavne nepérne &islo. Q.E.D. .

Nasledujuce tvrdenie, ktoré dokdZeme nepriamo, bude hovorif o raciondlnych ¢islach.
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m Priklad 2.10 Pre kazdé x € R plati, Ze ak x*> ¢ Q, tak aj x ¢ Q. Dok4zte!
Do&kaz: Obmenend implikdcia ku tvrdeniu zo zadania dlohy je nasledovna
Vx € R plati, Ze ak x € Q, tak aj x> € Q.
Toto tvrdenie je tautologicky ekvivalentné s p6vodnym a jeho priamy dokaz je trividlny.

2 _ &
_sz

¢o je zjavne raciondlne &islo, a preto x> € Q. Q.E.D. "

Ak redlne Cislo x € Q, tak to znamen4, Ze existuju ¢isla a,b € Z také, 7Ze x = % . Potom x

Posledny priklad nepriameho dokazu bude znova z tedrie Cisel.

m Priklad 2.11 Pre kazdé (xeR),(VyeR): (x+y>2) = (x>1 Vv y>1). Dokdzte!
D&kaz: Obmenend implikécia ku tvrdeniu zo zadania dlohy je nasledovna
(VxeR),(WyeR): (x<1 Ay<l) = (x+y<2).

Toto tvrdenie je tautologicky ekvivalentné s povodnym a jeho priamy dokaz je viac neZ trividlny.
Ak médme redlne ¢isla x <1 a y<1,takplati x+y<1+4+1=2. QE.D. "

Dékaz sporom

Niektoré tvrdenia nevieme jednoduchym spdsobom dokézaf ani priamo, ani nepriamo. V takom
pripade ndm mdZe pomdct dokaz sporom nazyvany aj reductio ad absurdum. Ddkaz sporom je
zaloZeny na tom, Ze namiesto dokazovaného tvrdenia predpokladame platnost jeho negécie a odvo-
dzujeme ddsledky, ktoré z toho vyplyvaji. Tato naSa snaha nds dovedie ku sporu, ¢iZe k nejakému
tvrdeniu, ktoré je v rozpore s uZ znamymi a dokdzanymi tvrdeniami, alebo predpokladmi. Z toho
vyplyva, Ze negdcia pdvodného tvrdenia je nepravdiva, a preto musi byt povodné tvrdenie pravdivé.

Ako priklad si uvedieme dokaz tvrdenia, Ze &islo v/2 nie je raciondlne. Ako uZ bolo spomenuté
pri raciondlnych ¢islach, na strane 15, stari Gréci sa dlho domnievali, Ze vSetky ¢isla su bud celé,
alebo sa dajd vyjadrif ako zlomok. AZ v 5. storo¢i pred n. 1. sa Hippasovi podarilo zistit, Ze existujd
aj Cisla, ktoré sa nedaji vyjadrif ako zlomok. K tomuto svojmu objavu dospel nechtiac a dplnou
néhodou, ked sa snaZil presne vyjadrit dizku uhlopriecky §tvorca so stranou dizky 1. Hippasos
bol ¢lenom sekty pytagorejcov a na zverejnenie svojho objavu kruto doplatil, pretoZe tvrdenie, Ze
vSetky Cisla sa dajui zapisat ako zlomok, bol jeden z dstrednych bodov ich ucenia. D6kaz sporom
toho, 7e /2 nie je raciondlne Cislo, si tu teraz uvedieme.

a Priklad 2.12 Cislo v/2 nie je raciondlne. Dokéazte!

D&kaz: Takéto tvrdenie nevieme dokazaf priamo, ani nepriamo. Skisme preto na chvilu predpo-
kladat, Ze uvedené tvrdenie neplati a odvodime dosledky, ktoré z toho vyplyvajui. Negacia tvrdenia
zo zadania ulohy bude
Cislo /2 Jje raciondlne.

Ak V2 € Q, tak musia existovaf &isla p,g € Z také, ze V2 = g. Bez straty na vseobecnosti
mdZeme predpokladat, Ze ¢isla p a g st nesudelitené, ¢o znamend, Ze zlomok g je vo vykratenom
tvare. Ak by totiZ Cisla p a g neboli nesudelitelné, tak ich vykratime ich najvia¢$im spolo¢nym
delitefom, dostaneme &isla p’, ¢’ € Z a platilo by /2 = ‘Z—,/ = g . TakZe mame nestdelitelné &isla
P,q € Z aplati

p2

fz:% — 2:? — 247 =p°.

Z poslednej rovnosti a prikladu 2.9 (str. 35) vyplyva, Ze &islo p je parne. Cize existuje m € Z také,
7e p =2m.Potom ale p?> =4m? a poslednii rovnost si méZeme upravif

2q2:p2 == 2q2:4m2 == q2:2m2.
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Opit z poslednej rovnosti a z prikladu 2.9 vyplyva, Ze ¢islo g je parne. TakZe sme uk4zali, Ze obe
¢isla p a g su parne. Tieto Cisla potom nie sd nestdelitelné, pretozZe si obe delitelné ¢islom 2, ¢o
je v spore s predpokladom na zaciatku dokazu. TakZe z predpokladu, Ze tvrdenie zo zadania tlohy

neplati, sme dospeli k sporu. Z toho vyplyva, Ze tvrdenie zo zadania tlohy musi platif. Q.E.D. =

Uvedieme si eSte jeden priklad dokazu sporom. Tento dokaz tieZ pochddza od starych Grékov,
rovnako ako Hippasov dokaz z predoslého prikladu. Ide o klasicky Euklidov dokaz neexistencie
najvicsieho prvocisla.

m Priklad 2.13 Neexistuje najvicsie prvocislo. Dokazte!

D&kaz: priamy ani nepriamy dokaz tohto tvrdenia spravif nevieme. Na priamy dokaz by sme museli
vymenovat vietky prvocisla, ktorych je nekone¢ne mnoho a o nepriamom dokaze vobec nemdZeme
uvazovaft, pretoZze tvrdenie zo zadania tlohy nie je implikdcia. Takze ideme sa pokusit o dokaz
sporom. Negdcia uvedeného tvrdenia je

Existuje najvicsie prvocislo.

Budeme teda predpokladat, Ze existuje najvicsie prvocislo a oznacime si ho p,. VSetky existu-
juce prvocisla potom mozeme zoradif podla velkosti do kone¢nej postupnosti {pi,p2,...,pu}-
Zostrojme si teraz ¢islo N ako stucin vSetkych existujicich prvocisel, zvicSeny o 1

N:pl.pz...pn-l-l.

Zdkladnd veta aritmetiky hovori, Ze kazdé prirodzené &islo vicSie nez 1 sa d4 jednoznacne
zapisaf ako stéin mocnin prvoéisel, t.j. napriklad 168 = 23.3.7. Preto, podrla zikladnej vety
aritmetiky, aj &islo N sa musi daf zapisaf ako st¢in mocnin prvoéisel. Ale akych prvo&isel? Cislo N
sme predsa zostrojili ako stcin vSetkych existujucich prvocisel zva¢Seny o 1. TakZe ak ho budeme
delif lubovolnym prvocislom z mnoziny {p1, p2, ..., pn}, tak dostaneme zvySok 1 a predpokladali
sme, Ze iné prvocisla uz neexistuji. Preto N nie je delitelné Ziadnym prvocislom, a teda sa ani
ned4 zapisaf ako sti¢in mocnin prvocisel, ¢o je spor so zdkladnou vetou aritmetiky. Predpokladom,
Ze existuje najvicSie prvocislo sme sa, ako vidime, dostali ku sporu. TakZe tento predpoklad je
nespravny a plati jeho negécia, t. j. neexistuje najvacsie prvocislo. Q.E.D. "

Dokaz matematickou indukciou

Matematickd indukcia je metéda, pomocou ktorej sa dokazuju tvrdenia platiace pre prirodzené ¢isla,
alebo pre spocitatelné (nekone¢né) mnoziny. Spocitatelné mnoZiny su také mnoZziny, ktorych vsetky
prvky sa daju ocislovat pomocou navzdjom roéznych prirodzenych &isel. Princip matematickej
indukcie sa dé ilustrovat nasledovnym sposobom.

1. Na nekonecnej tabuli majme postupnost kruhov, o¢islovanych ¢islami 1,2,3,... n,...
2. Nech je 1. kruh zafarbeny.
3. Pre kazdé n € N nech plati, Ze ak je n. kruh zafarbeny, tak je aj (n+ 1). kruh zafarbeny.

Asi kazdy bude sthlasitf s tym, Ze z uvedenych troch bodov vyplyva, Ze vSetky kruhy su
zafarbené. A toto je prave princip matematickej indukcie a vel'mi vyznamnad vlastnost prirodzenych
¢isel. Tento princip sa pouZiva pri dokazovani pravdivosti vyrokov, zavisiacich od parametra n € N.
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a Priklad 2.14 Nech S, = 1 +2+---+n. Potom pre kazdé n € N plati S, = """ Dokdzte!
D&kaz: budeme robif v dvoch krokoch.

2

1. Najskor si platnost tvrdenia overime pre malé hodnoty n.

1.2
2.3
34

. atd.
Vo vSeobecnosti nie je potrebné overovat tvrdenie pre viacero hodn6t. Ndm by tplne stacilo
overif tvrdenie pre S . Toto sa nazyva prvy krok matematickej indukcie.

2 N7

. 'V dalsom kroku dokdzeme, Ze ak tvrdenie plati pre nejaké cislo n € N, tak plati aj pre ¢islo

(n+1) € N. Predpoklad, Ze tvrdenie plati pre nejaké n € N, sa nazyva indukcny predpoklad.
Dokaz, Ze z platnosti tvrdenia pre Cislo n vyplyva platnost tvrdenia pre Cislo (n+ 1), sa
nazyva indukc¢ny krok. V naSom pripade musime dokazat, ze

n.(n+1)

. 1 1+1 1 2
ak S, =142+ fn= . (n+1)(n+1+1) (n+1)(n+2)

tak plati = = .
, tak plati S,41 5 >

V bode ¢. 1 sme overili, Ze tvrdenie plati pre S| a ak teraz ukdZeme, Ze z platnosti tvrdenia
pre S, vyplyva platnost tvrdenia pre S, 1, tak podl'a principu matematickej indukcie tvrdenie
plati pre vSetky prirodzené ¢isla n. Ideme teda dokdzat, Ze z platnosti tvrdenia pre S, vyplyva
platnost tvrdenia pre S, .

n.(n+1)
2

Fr1) = n.(n+1);2(n+l) _ (n+l)2(n+2) .

Spr1 =142+ 4n+(n+1)=
N—————
S

Tym je dokdzané, Ze ak plati tvrdenie pre S,, tak plati aj pre S,+1 a potom, podla principu

matematickej indukcie, plati aj Vn € N. Q.E.D. .

Tvrdenie z predoslého prikladu dokdzal Carl Friedrich Gauss uz ako 9 ro¢ny skoldk. Nerobil
to v§ak matematickou indukciou, ale priamym ddkazom. Tento genidlny matematik z prelomu
18. a 19. storocia bol uz ako maly chlapec velmi bystry. Ucitel v §kole, do ktorej chodil,
sa raz chcel venovaft nejakej svojej praci a aby ho Ziaci nejaky €as nerusili, potreboval ich
.zabavit. Prikdzal im preto vypocitat sicet ¢isel od 1 po 100 mysliac si, Ze im s¢itavanie
100 ¢isel potrva dost dlho. Gauss si v§ak v§imol nasledovnu vec

I+ 2 + 3 4.+ (n-2) + (—1) + n
+ n + (mn—1) + (n=2) +---+ 3 + 2 + 1

(n+1) + (n+1) + @®+1) +---+ (+1) + (n+1) + (n+1)

t.j. ak v stucte prvych n prirodzenych cisel sCita prvé s poslednym, druhé s predposlednym
atd., tak vzdy dostane vysledok (n+ 1). Ked takto sparuje kazdé z danych n isel a spocita
stet vietkych pdrov, dostane hodnotu n.(n+ 1). V tejto hodnote je ale kazdé &islo povodného
suctu zardtané dvakrat (napr. 1 +n a n+ 1), takze vysledok este treba vydelif dvoma. A
Gaussov ucitel bol veImi prekvapeny, ked spravny vysledok sictu ¢isel od 1 po 100 dostal
uz po par sekundach.

Sformulujeme teraz princip matematickej indukcie ako vetu.
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Veta 2.4.1 — Matematicka indukcia. Nech pre kazdé n € N je V(n) vyrok. Nech
1. Prvy krok — Vyrok V(1) je pravdivy.
2. Indukény krok — Nech pre kazdé ne N: V(n) = V(n+1).

Potom Vn € N je vyrok V(n) pravdivy.

S faktoridlom sa skoro urcite vSetci stretli uZ na strednej $kole, napr. pri kombinatorike. AvSak pre
uplnost si tu uvedieme jeho formalnu definiciu.

Definicia 2.4.1 — Faktoridl. Nech n € N. Faktoridl ¢isla n, oznaCujeme n!, vypocitame ako

1, akn=0
n! =
n(n—1).n-2)...2.1, akn>1.

m Priklad 2.15 Napr. 0! =1, 31=3.2.1 =6, 6! =6.5.4.3.2.1 =720 atd. "
Teraz si pomocou matematickej indukcie dokdZeme dalSie tvrdenie.

m Priklad 2.16 Pre kazdé n € N: n>1 plati n! > 2"~!. Dokazte!

D&kaz: Toto tvrdenie, na rozdiel od prikladu 2.14, hovori o nerovnosti. Rovnako ho v§ak budeme
dokazovaft matematickou indukciou.

1. Prvy krok indukcie — overime si tvrdenie pre n =1
nN=1>1=2""1
2. Indukény krok — z predpokladu, Ze plati n! > 2"~! musime dokdzaf, e plati (n+1)!>2".
(n+1)!'=(n+1).n!>(n+1).2"". 2.1)

KedZze n > 1, plati (n+1) > 2 a z nerovnosti (2.1) potom dostdvame (n+ 1)! >2". Q.E.D.

|
Niekedy pomocou matematickej indukcie dokazujeme platnost vyrokov
V(l’lo), V(n0—|—l), V(n()—|—2),... , kde I’L();lé 1.

V takom pripade bude prvy krok indukcie dokaz pravdivosti vyroku V(ng) a indukénym krokom
bude dokaz, Ze pre kazdé n € N: n > ny z pravdivosti vyroku V(n) vyplyva pravdivost vyroku
V(n+1).

n Priklad 2.17 [Sicet prvych n ¢lenov geometrickej postupnosti. ]
Majme a € R a ¢ € R, g # 1. Potom pre vSetky prirodzené ¢isla n > 0 plati

a (qn+1 _ 1)

. Dokazte!
qg—1

Nech S,=a+aq'+aq*+---+aq", potom S, =

D&kaz: budeme robif matematickou indukciou, pricom prvy krok spravime pre n =0.

1. Prvy krok — overenie pre n = 0.

a (q0+1 _ 1)

Rovnost So=a=
qg—1

plati.
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2. Indukény krok — ukdZeme, Ze z platnosti rovnosti pre n vyplyva platnost rovnosti pre (n+1).

a n+l _ 1
Sur1 =a+aq +aq’+---+aq" +ag"™"' = (qq_1)+aq”“ =
Sn
aqn+1_a+aq11+2_aqn+1 a(qn+2_1)
= = . Q.E.D.

g—1 g—1

P ) Specidlne pre a=1 a g =2 podra predoslého prikladu dostdvame

1424224 42n =211,

m Priklad 2.18 Pre kazdé n € N 4 deli ¢islo 5" — 1. Dokdézte!
Dokaz: budeme opit robif matematickou indukciou.
1. Prvy krok —pre n = 1: 4 deli &islo 5' —1=4.

2. Indukény krok — nech 4 deli &islo 5" — 1 (zapisuje sato 4| (5" —1)). Ukdzeme, Ze z toho
vyplyva, ze 4 | (571 —1). Ak 4| (5" — 1), tak musi existovat k € Z také, Ze 5" — 1 = 4k.
Potom

ST =5 515 1 =5"(5—1)+4k=4(5"+k).

Kedze 4| [4(5"+k)], je povodné tvrdenie dokdzané. Q.E.D.

P ) Tvrdenie z predoslého prikladu sa d4 lahko dokazaf aj priamym vypod&tom — pozri cvicenie 2.7.

Nech X je mnozina. Pripometime si, ze &?(X) oznauje potenéni mnoZzinu mnoZziny X. Podla
definicie 1.1.10 je to mnozina vSetkych podmnozin mnoZiny X. Napriklad

’@({(Lb}) = {@,{a},{b},{a,b}},
Z({ab,cy) = {0.{a},{b},{c} {a,b},{a,c} {b,c} {a,b,c}}.

Dokazeme teraz vetu

Veta 2.4.2 — O potenénej mnozine. Nechn € N, n > 0. Ak X je mnoZina, |X|=n, potom
plati |2 (X)|=2"

Dokaz: sa da spravif priamo, alebo matematickou indukciou. My tu samozrejme spravime dokaz
indukciou.

1. Prvy krok —Pre n =0 musi byt X =0 ajedind podmnozina X je 0. Takze & (X)= {0}
a|2X)|=1=2°

2. Indukény krok — Nech tvrdenie plati pre n a mnoZzina X méa (n+ 1) prvkov. Zvolne si
nejaky prvok x € X. PodmnoZin mnoZiny X, ktoré obsahuju prvok x, je presne tol'ko ako
podmnoZin mnoziny X, ktoré neobsahuji prvok x. Kazdej podmnozine X obsahujicej
prvok x totiZ vieme jednoznacne priradif podmnoZinu neobsahujicu prvok x tak, Ze prvok
x z nej vynechame. Opacne to plati tieZ (priddme prvok x).
Vynechanim prvku x z mnoziny X dostaneme mnoZinu Y = X\ {x}, pre ktord plati
Y| =n a |2(Y)| = 2". TakZe podmnozin mnoziny X, ktoré neobsahuji prvok x je,
podla indukéného predpokladu, 2" a presne tol'ko isto je aj podmnoZin mnoZiny X, ktoré
obsahuju prvok x. Plati teda |2 (X)| =2" 42" =2"+!. QE.D.
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n Priklad 2.19 Tromino je plo$ny ttvar zloZeny z troch §tvorcov so stranou jednotkovej dizky [,
Ak zo Sachovnice s rozmermi 2% x 2% odstranime TuvoboIné policko, tak zvySok Sachovnice sa
bude daf pokryf trominami tak, aby sa neprekryvali. DokdZte!

Dokaz: budeme robif matematickou indukciou vzhladom na k.

1. Prvy krok — UkdZeme, Ze tvrdenie plati pre k = 1.

Ak zo Sachovnice s rozmermi 2! x 2! odstranime l'ubovolné policko, tak to, o
ndm zostane, je tromino. TakZe po odstrdneni Tubovolného polic¢ka sa zvySok
Sachovnice urcite bude daf pokryt trominom.

2. Induk¢ny krok — Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre k a ukdZeme, Ze potom musi platif aj
pre (k+1). 2k+1 > 2k+1

Sachovnicu s rozmermi 2¢+! x 281 s roz- I I 2 2
delime na 4 $achovnice rozmerov 2% x 2%, 2" X 2 2% X 2
Zo Sachovnice odstranime l'ubovolné po-
licko. Na obrédzku je toto vyznacené Sedou
farbou. Do stredu Sachovnice potom umiest-
nime jedno tromino tak, aby pokryvalo prave
jedno policko v kazdej zo zvyS$nych troch
Stvrtin Sachovnive. Teraz v kaZdej Stvrtine
Sachovnice chyba, alebo je pokryté, prave
jedno policko. Podla indukéného predpo-
kladu moZeme zvySok kaZzdej zo Stvrtin Sa-
chovnice pokryf trominami, ¢iZe Sachovnica
2k+1 5 2k+1 ga, po odstraneni Tubovolného i i 1 1
poli¢ka, da pokryt trominami. Tym je tvrde- 2" X 2 2" X 2
nie dokazané. Q.E.D.

Predtym, ako sa pustime do cviceni, si zadefinujeme funkciu modulo a funkciu symetrickej dife-
rencie dvoch mnoZin. Pomo6Ze ndm to zostru¢nit z4pis niektorych tloh.

Definicia 2.4.2 — Modulo - zvySok po deleni. Majme &isla a € Z a 0 # p € N. Potom
funkcia ,,a modulo p“, oznaCujeme ju a (mod p), je zvySok, ktory déva &islo a po deleni
¢islom p. Plati

r=a(mod p) < ((0<r<p) A (Zk€Z: a=kp+r)).
Definicia 2.4.3 — Symetrickd diferencia mnozin. Majme dve mnoZiny A a B. Potom ich
symetrickd diferencia, oznaujeme ju A A B, sa definuje ako

AAB=(AUB)\(ANB).
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2.5 Cvicenia

Priomy ddkaz
Cvicenie 2.1 Dokézte, ze uvedena postupnost je klesajica

(@) {;;21 (b) {" (n+1) }m—l

Cvicenie 2.2 Dokézte, Ze uvedena postupnost je ohranicena

@ {Zr+5H0 ® {343}, © {7t}

a%_l + 8ay.ay11 = (Zak +ak+1)2 .

Cvicenie 2.4 Dokazte, ze ak Cisla a, b, c su tri po sebe idice Cleny aritmetickej postupnosti,
tak plati vztah (a+b+c)? —3(a® +b*>+c*) +6(a—b)> = 0. .

‘ Cvicenie 2.3 Dokazte, ze pre kazdu aritmetickd postupnost plati vzfah
I Cvicenie 2.5 Dokazte, e Vx € Z plati: bud x*> (mod 4) = 0, alebo x*> (mod 4) = 1. Inak

povedané, Stvorec l'ubovolného celého ¢isla ddva po deleni 4 zvySok bud’ 0, alebo 1. "
I Cvicenie 2.6 Dokd’te, 7e Vx € Z plati: (3 |x?) = (3|x). ]
I Cvicenie 2.7 Dokdite, e plati ¥n € N: 4| (5" —1). .

Cvicenie 2.8 Dokazte, ze VYm,n € Z plati

(a) ak m,n su parne, tak m+n je parne d 2tm A 2tn) = (2| (m+n))
®) 2|m A 2|n) = (2|mn) (e) 24m A 24n) = (24m.n)
(©) 2tm A 2|n) = (2| m.n) 6 2|mA2|(m+n)) = (2|n)

Cvicenie 2.9 Dokazte, 7e Vx € Q plati (x#0) = (1 € Q). .

(a) x.yeQ ®) (x+y)€Q

Cvicenie 2.11 Nech X a Y st neprazdne mnoZiny, pre ktoré plati X x Y =Y x X. Co vieme

‘ Cvigenie 2.10 Dokdte, 7e Wx,y € Q plati
| povedat o mnoZindch X a Y? Dokézte to! "
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Cvicenie 2.12 Dokazte, Ze pre lubovolné dve mnoziny X a Y plati

(@) XNYCX (b) X C (XUY)

Cvicenie 2.13 Dokazte, zZe pre lubovolné dve mnoziny X a Y plati

@ Z(X)U2(Y) C P(XUY) © (Z(X)C 2(Y)) = (XCY)
b) 2(XNY)=2(X)n2(Y)

Cvicenie 2.14 Dokazte, Ze pre lubovolné dve mnoziny A a B plati
(a AAB=(A\B)U(B\A) (b) (AAB)AA=B

Cvicenie 2.15 Dokazte, Ze pre l'ubovolné tri mnoziny X, Y a Z plati
(a XCY)= XuzZcCYuz) © (XCY)= (Z\YCZ\X)
b)) (XCY)= (XNZCYNZ) @ X2CY)=(Y\(Y\X)=X)
@ (XNY=XNZ)AXUuY=XUZ))= (Y=2)

Cvicenie 2.16 Nech X, Y a Z su tri mnoziny z univerza %/ a univerzum pre kartézky suicin

(@ VX,YeZ: (XCY)V(YCX) @ VX, Ye#: XNYCX
b) VX,YeZ : Y\X=XUY () VX,YeZ : XxY=XxY

© VX,Ye#: X\Y=Y\X O VX,YeZ: (XNY)U(Y\X)=

(@) VXY, Ze¥ : Xx(Y\Z)=XxY)\(XxZ)
(h) VXY, ZeZ : XN(YxZ)=(XNY)x (XNZ)
() VX,Y,Z €% : XU(Y\Z)=(XUY)\(XUZ)
() VX,Y,Ze % : Y\Z=(XUY)\(XUZ)

k) VXY, Ze : X\(YUZ)=(X\Y)UZ

M) VX, Y, Ze¥: (XxY)UXxZ)=Xx(YUZ)
(m) VXY, Ze 7 : X\(YxZ)=X\Y)x(X\Z)

Cvicenie 2.17 Pre TubovoIné tri mnoziny A, B a C dokazte, alebo vyvratte tvrdenia
(@ x (A AC=BAC)=(A=B) ) AABUC)=(AAB)UAAC)
(b) * AAIB%)A(C AABAC) 6 AUBAC)=(AUB)A(AUC)
) AABNC)=(AAB)N(AAC) (g AAB=BAA
d AN(BAC)=(AnB)A(ANC)

Cvicenie 2.18 Dokazte, Ze pre l'ubovolné mnoziny A a B; plati

AU(B] ﬂBzﬂ...ﬂBn) = (AUB])ﬂ(AUBz)ﬁ...ﬂ(AUBn).

‘ je % x % . Dokazte nasledujice tvrdenia, ak su pravdivé. Inak ndjdite kontrapriklad.
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Nepriamy ddkaz
I Cvicenie 2.19 Dokézte: VxeR: (x> €Q) = (x € Q). .
I Cvienie 2.20 Dokdzte: VxeR: (¥’ € Q) = (x € Q). .
Cvicenie 2.21 Dokazte tvrdenia
(@ YneZ: (2tn?)= (2{n)

(b) Vx,y,zeR: (x+y+z>3)=x>1Vy>1Vz>1)
(c) Vx,yeR: (xy<2)= (x<\/_\/y<\/—)

DOokaz sporom
I Cvicenie 2.22 Dokéjte, 7e v/2 nie je raciondlne &islo. ]

Cvicenie 2.23 Dokazte, 7e v/3 nie je raciondlne &islo.
(Pomdcka: najskor vyrieste cvicenia 2.5 a 2.6.) "

Cvicenie 2.24 Dokazte, Ze nasledujice ¢isla nie sd raciondlne

(a) log2 (b) log5s (c) log15 (d) log21
I Cvicenie 2.25 Dokaézte, ze pre Tubovolné dve mnoziny A a B plati (A\B)N(B\A)=0. =
I Cvicenie 2.26 Dokazte, 7e pre l'ubovolnd mnoZinu A plati A x @ = 0. n
I Cvicenie 2.27 Dokazte, Ze prvocisel je nekonecne vela. "

Cvicenie 2.28 Dokéazte, ze ak 100 16pt rozmiestnime do 9 krabic, tak v aspon jednej krabici
bude aspon 12 16pt. "

Cvicenie 2.29 Dokazte, ze ak 40 16pt rozmiestnime do 9 krabic, pricom v kazdej krabici bude
aspor 1 lopta, tak aspoti dve krabice budid obsahovat rovnaky pocet 16pt. "

(@) dieN: 5, <A (b) dieN: 5;,>A

Cvicenie 2.31 Dokazte tvrdenia

(@ Vx,yeR: x€Q A y€Q)= (x+y) £Q
(b) Vx,yeR: x€QAYZQ A x#0)= (xy) €Q

‘ Cvicenie 2.30 Nech A = 252555 je gritmeticky priemer &isel 51,52, .., 5, € R. DokdZte
| © (Vx,yeR): (Ve>0): x—y<e)= (x<y)
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Dd&kaz matematickou indukciou

z s

Cvicenie 2.32 Dokéazte, ze kazdé celé Cislo vicSie nez 1 vieme zapisaf ako sicin mocnin
prvocisel. "

Cvicenie 2. 33 Dokazte, Ze n bodov v rovine, z ktorych Ziadne tri nie su kolinedrne, vieme
)

spojit prave = priamkami, ak kazdy bod spdjame s kazdym préve jednou priamkou. "

Cvicenie 2.34 Dokdzte, ze Vn € N plati

@ 6] (7"—1) (©) 31| (5" + 6> 1) (e) 11] (2214342
(b) 4] (6.7"—2.3") @ 5| (11"—1) (f) 30| (74+1-7)

< 135..2n=1)

Cvicenie 2.35 Dokazte, Zze Vn € N plati nerovnost 5. < 55055~ . "
g n.2n—1)2n+1)
(2i—1) 2i—1)2=
@) Z i ® L@i-1) 5
n. 1). 2 1
(b) Zz (i+1)= "0+ ;(”J“ ) (h) Z’ _ (ﬂ)
i=1
n.(n+1).(n+2).(n+3) < 1 1
1) 2 =1—
(c) ,=le i+1).(i42) = 1 @) ;i‘(iﬂ) i
z 1 n
d i) =m+1)!-1 i —
@ Z O X o@D - e
5o, n(n41).2n41) u 2 n(n+1)
€ = k =
© X 6 ®© Y D@D ~ 2@+ 1)
u , n.(n+1) " i 1
(f) —1 l+1i2: _1 n+l.— 1 : —1_
i:l( ) (=1) 2 @ l.;(l—l—l)' (n+1)!
Z 3 1 1
M Y GEE=1 =4 20+ D)  2n12) .
Cvicenie 2.37 Dokazte, ze pre 2 < n € N plati nerovnost é—i— —|— +o g < m "
Cvicenie 2.38 Dokazte, ze pre n € N platia nerovnosti
(@ pren>0: 2">n (b) pe n>3: 2" >2n+1 () pren25:2”>n2

Cvicenie 2.39 Nech A B|,B,,...,B, st lubovolné mnoziny. Dokézte, Ze plati
(@ AN(B;UB,U...UB,) = (ANB)UANBy)U...U(ANB,)

®) BiNB;N...nB,=B,UB,U...UB, (©) Bi xBy x...xB,| = B;].]By]...|B,|

| Cvicenie 2.36 Pre kazdé n € N dokazte rovnosti
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Cvicenie 2.40 Dokazte, Ze nasledujice logické vyroky st tautoldgie
@ (...(A=A)=A4)=...)=A ®) (.(FA=A)=A)=...)=A

2k A-Ciek 2k A-Ciek




[1] Martin Aigner: Combinatorial Theory, SPRINGER VERLAG, HEIDELBERG 1979.

[2] Bohuslav Balcar, Petr étépe’mek: Teorie mnozin, ACADEMIA, PRAHA 1986.

[3] Berezny, Drazenskd, Kravecova: Zbierka iloh z diskrétnej matematiky, FEI TU, KOSICE
2005. http://web.tuke.sk/fei-km/sites/default/files/prilohy/10/Zbierka-DM.pdf

[4] J. A.Bondy, U.S. Murty: Graph Theory With Applications, NORTH-HOLLAND 1976.

[5] Reinhard Diestel: Graph Theory, SPRINGER 2000.

[6] Harary, Frank: Graph theory, ADDISON-WESLEY 1969.

[7] Richard Johnsonbaugh: Discrete Mathematics, PEARSON 2017.

[8] Josef Kaucky: Kombinatorické identity, VEDA, VYDAVATELSTVO SAV, BRATISLAVA 1975.

[9] Martin Knor: Uvod do matematickej logiky, FIIT STU, BRATISLAVA 2016.
http://www.math.sk/jmkollar/literatura/Knor-Uvod_do_matematickej_logiky.pdf

[10] Martin Knor: Teéria grafov, SVF STU, BRATISLAVA 2008.
http://www.svf.stuba.sk/docs/dokumenty/skripta/teoria_grafov_martin _knor.pdf

[11] Martin Knor, Jozef Kollar: Matematika pre architektov, STU BRATISLAVA, 2002.

[12] Donald E. Knuth: The Art of Computer Programming, Volume 1, ADDISON-WESLEY,
1997.

[13] Sergei K. Lando: Lectures on Generating Functions, AMERICAN MATHEMATICAL SOCIETY,
STUDENT MATHEMATICAL LIBRARY 2003.

[14] Milan Mares: Piibéhy matematiky, PISTORIUS & OLSANSKA, PRIBRAM 2011.

[15] J. Matousek, J. Nesetfil: Kapitoly z diskrétni matematiky, KAROLINUM, PRAHA 2002.


http://web.tuke.sk/fei-km/sites/default/files/prilohy/10/Zbierka-DM.pdf
http://www.math.sk/jmkollar/literatura/Knor-Uvod_do_matematickej_logiky.pdf
http://www.svf.stuba.sk/docs/dokumenty/skripta/teoria_grafov_martin_knor.pdf

248 POUZITA A ODPORUCANA LITERATURA

[16] M. B. Menbmuros, A. M. Pessarxun, A. H. Konouiosa, FO. H. Makapos, 5. C.
Creurun: KomouraTOopHLIA AHaMU3 — 3a1auyu U ynpaskHeHusd, V3 JATEJILCTBO
>HAYKA«, MOCKBA 1982.

[17] B. A. Hocos: KomOunaropuka u teopus rpagos, MOCKBA 1999.
http://intsys.msu.ru/staff/vnosov/combgraph.htm (PDF verzia)

[18] Stanislav Paliich: Algoritmicka teéria grafov, ZILINSKA UNIVERZITA, 2008.
http://frcatel.fri.uniza.sk/users/paluch/grafy.pdf

[19] Jan Plesnik: Grafové algoritmy, VEDA, BRATISLAVA 1983.

[20] Franco P. Preparata, Raymond T. Yeh: Uvod do téorie diskrétnych matematickych $truktir,
ALFA, BRATISLAVA 1982.

[21] Edward M. Reingold, Jurg Nievergelt, Narsingh Deo: Combinatorial Algorithms — Theory
and Practice, PRENTICE-HALL, NEW JERSEY 1977.

[22] Beloslav Rie&an a kol.: Ulohy z matematiky pre 4. roénik gymnazia, SPN, BRATISLAVA
1976.

[23] Beloslav Riecan a kol.: Matematika pre 4. ro¢nik gymnazia, SPN, BRATISLAVA 1987.

[24] Beloslav Riecan a kol.: Zbierka dloh z matematiky pre 4. ro¢nik gymnazia, SPN, BRATI-
SLAVA 1991.

[25] Karol Rovan a kol.: Zbierka rieSenych iloh z algebry pre SVS a odborné $koly, SPN,
BRATISLAVA 1969.

[26] K. A. Priorukos: Beenerue 8 Komounaropanm Aramms, VI31ATEJILCTBO MOC-
KOBCKOI'O Y HUBEPCUTETA, MOCKBA 1985.

[27] Raymond M. Smullyan: A Beginner’s Guide to Mathematical Logic, DOVER PUBLICATI-
ONS, NEW YORK 2014.

[28] FrantiSek Vejsada, Frantiek Talafous: Zbierka tloh z matematiky pre SVS a gymnazia,
SPN, BRATISLAVA 1973.

[29] Naum J. Vilenkin: Rozhovory o mnozinach, SPN, BRATISLAVA 1972.

[30] Herbert S. Wilf: generatingfunctionology, ACADEMIC PRESS, INC. 1994.
https://www.math.upenn.edu/ “wilf/DownldGF.html

[31] Niklaus Wirth: Algoritmy a Struktiry ddajov, ALFA, BRATISLAVA 1989.

[32] Stefan Znam: Kombinatorika a teéria grafov, PF UK, BRATISLAVA 1978.


http://intsys.msu.ru/staff/vnosov/combgraph.htm
http://frcatel.fri.uniza.sk/users/paluch/grafy.pdf
https://www.math.upenn.edu/~wilf/DownldGF.html







m‘*m’:f:g:‘ -l‘:’i'a'ul'_.lpr i "HM 1;:. = T
s ﬁfmw #ﬁ“"’{%‘r 'r";'?‘ q:'f?‘ Poruferkeir :
T L R L T T L .._._""" T
i o e o 1) ST g st
: ! - I
ST g o R H.rlr:ﬁ Dhang H e,y % Ly af-LE'iﬁNWMr#m.Jml';m.{Hm“"" ey
mﬂ'ﬁywﬁ?t e J"Il 'rt sber ety SN eon ) B, ﬂ-"'""f"ww

] TR .y Pkl
e r.fmi";’;,'-;” E:- 2 [ i e
Sl / / st & - o A8 it 8D D eyl Y
&?ﬂfﬁﬁfﬁﬁ” gty *raiﬁfri%"’* S o et
i, i, 2 s R Y T 'yl
.&Nﬁ:ﬂ@ ,ﬂrnql '-' Rl S S s D J;Tﬂ'u!;;,!‘ufr
l.?!':w, s g A feie o r ,ﬁ. ﬁ: Il Dot i .IIL""I‘?-J.*IIH;.':,.IJ gf;iﬁﬂ

L
Brr s iy wﬂ:wrm :‘:rwr? g ﬁwrmm i 2

B ddied Doy e ﬁ.#ﬂ_‘_“#f"q?rm.rmﬁf

# "l‘*"-‘m-'i'm i TT
BRcL, WD febee fa. Wi 2
P

e ""fﬁ'l'rfd-" i mﬂrf

i
e ierd qupir fre L r D By i
fﬂfmmmm:mmsr et oo et (8 18
BT iy o, O, CrrRTeTL

Bulint einr CRapiewamnorisf o, Oriap afied A

J oo o T

B, 'r'""‘:’:'. st "-"4"-!'hrr;.r..-mfm':-
IR

D b M«ﬂr;?:;mﬂ?—j

ﬂ'l"fm B,
ﬁ_ﬂ e tki'mm,-

: B any .r': .
LEED | fpgnie sk ! A

€ operator ,,patri do mnoZiny“........... 11
¢ operator ,,nepatri do mnoziny*“......... 11
C operator vlastnej podmnoZiny.......... 12
C operator nevlastnej podmnoZziny. . ...... 12
U operéator zjednotenia mnozin........... 12
M operator prieniku mnozin.............. 13
\ operator rozdielu mnozin .............. 13
A komplement mnoZiny A............... 14
— operator logickej negacie.............. 20
V operator disjunkcie ................... 20
A operator konjunkcie................... 20
& operdtor ekvivalencie................. 20
= operator implikdcie .................. 20
3 existencny kvantifikator ............... 23
V vSeobecny kvantifikdtor ............... 23
| operdtor ,adelib* (a|b)............. 40
A\ operator symetrickej diferencie . ... .... 41
acyklicky graf .......................... 62
algoritmus
Bortvkov .......... ...l 203
Dijkstrov ........... ... ... 229-231
hladania kostry grafy............... 179
Jarnikov (Primov).................. 197
konstrukcie oc¢islovaného stromu z Priife-
rovhokédu.................... 241

/ .:E E'W Mr-.h".r". j,.r.-.;'mmn-sqr-g}rg gurm‘-i

konStrukcie optimalneho Huffmanovho

kédu.............. ...l 206
konsStrukcie Priiferovho kédu z ocislova-
ného stromu................... 235
konStrukcie prehladdvacieho bindrneho
SEOMU. .« v eeeeeeeeeeeeeennn 215
Kruskalov.................... 201, 202
PAZIAVY o oottt 201
prehladdvania grafu do hibky ... .... 187
prehladdvania grafu do Sirky ........ 182
zostavovania identifikacného kédu binar-
neho stromu................... 219
zostavovania identifikaéného kédu kore-
nového stromu ................ 222
antisymetrickost (rel4cie)........... 125, 130
Appel Kenneth (1932-2013) ............. 48
ASCIIKOd ..o 204
atomickd formula....................... 20
axioma. ... 31
backtracking.................. ... ... 186
bijektivnost............ ...l 145
bindrny strom............ ... ... 80
binomicky koeficient................... 171
Bordvka Otakar (1899-1995)....... 196, 203

Bouton Charles Leonard (1869-1922)....224



252 INDEX
Catalanovo Cislo. .................. 174, 213 faktorgrafu........... ... ... .l 62
Cayley Arthur (1821-1895) ...... 16, 48, 241 faktoridl ............... ... ... ... 39
centralny vrchol grafu ................... 56 dvojny ... 172
centrumgrafu .............. ... 56 Fano Roberto Mario (1917-2016) ....... 204
cesta(vgrafe)...................... 55,112 Fibonacci Leonardo (~1170 — ~1240) ... 167
cyklus (vgrafe) .................... 57,112 Fibonacciho postupnost................. 167
formula
atomicka...............ii i 20
prvotnd ... 20
9 VYroKova .......... ...l 20, 22
cislo formuly
Catalanovo ... 174,213 ekvivalentné. ....................... 22
CeléZi.nviiiiii 15 fronta........... ... L 180
iraciondlne . ... ... 15 funkeia ... 143
komplexné C............ooovin. 16 DUEKVIA .+« e e 145
kvaternion .............. ... ... 16 charakteristickd funkcia mnoZiny . . .. 149
oktonion............. ...l 16 definicny obor. ..........coueenn... 143
prirodzené N....................... 14 injektivna............ ..., 144
raciondlne Q ................... L 15 Inverzna .......................... 145
redlne R ... 15 KOODOT . . . .o 143
oborhodnbt....................... 143
parcidlna............. ... ...l 143
surjektivna.............. .. ... 144
déatova Struktdra vytvérajica
fronta..........cooiiiiii, 180 exponencidlna, 175
zasobnik ......... ... .o oL 180 obycajnd, 160
dokaz zloZend ...... ... ... il 146
matematickou indukciou ......... 37, 39
101570 0 T:1 1101 35
priamy..........ccooiiiiiiian, 32 Lo
Gauss Carl Friedrich (1777-1855) ........ 38
] 010 () 1 4 LA 36 L
de Moivre Abraham (1667-1754) ... ... 155 ~ geometrickd postupnost
de Morgan Augustus (1806-1871) ... ..... 48 sucet prvych n Elenov............... 39
L. Gonthier Georges ... 48
definfcia ................ciiiiii.... 32 ¢
Dijkstra Edsger Wybe (1930-2002) . 197,230 & . -
Dijkstrov algoritmus............... 229,231 AEYRIEEY ovrereeeeeeeee e
o ) artikulacia ............. ... . L. 61
d%SJ.unkcm} (V) SRRILTIERTLILIMSRELEN. 21 DADATLNY . vvvv oo 53
disjunktné mnoziny ..................... 13 kompletny ( Konn), 54, 112
(o) 110 0 11 1 4 56
CESTA . .ottt 55,112
CeSta (Py) v v v 112
ekvivalencia (<) ...l 22 eyklus. ... 57,112
ekvivalencia (relacie)................... 140 hamiltonovsky, 95
entropicky kod. ...l 204 eyklus (Gp) vvvveiii i 112
Euklides Alexandrijsky (~3. stor. pred n.1.)15 digraf............. .. ...l 50
Euklidovsky priestor ................... 108 dizkatahu.......................... 55

Euler Leonhard (1707-1783) 47, 84, 109, 156



INDEX 253
graf
dizkacyklu......................... 57 KOSEEA .« oo v e e 62
dizkasledu.............coooeeeinnn.. 54 minimdlna, 196
dokonalé parovanie.................. 89 Kuratowského veta................. 112
Eulerova veta o rovinnych grafoch ... 110 Tavy podstrom..................... 213
eulerovsky ............. ... 87 €S . oo 77
eulerovsky tah .......... ... 85 1 77
otvoreny, 85, 87 matica incidencie . .................. 72
uzavrety, 85, 86 matica susednosti................... 69
eXCCHtI'iCita VI'ChOlu ................. 56 minlmélna kostra .................. 196
faktor.............. ... ... ... ... 62 mno¥ina vrcholov
hodnota........................... 196 nezavisla, 225
hodnotahrany ..................... 195 stabilnd, 225
hodnota Sled‘f """"""""""" 229 T 61
homeomorfné grafy................ 112 najlacnejSiacesta.................. 230
hrana....... SRR 49 najlacnej Siakostra .. ... 196
oh-odnotena? 195 ndsobné hrany ...................... 50
hranlc.a oblasti..................... 108 NEKONEENY - -+ oo e 49
hisenica..............cooovio... 113 . .
) Neorientovany ...................... 49
hviezda (Sp) . vovvvveeeiien, 113 L
i denc holh 50 nesuvisly........ooooooiiiiii 57
?n01 f:nctla (vrchol-hrana).. ... iOl nezdvisld mnoZina vrcholov......... 225
?nva“a‘;l """""""""""""" Oblast. ..o 108
izomorfizmus
bycajny (jednoduchy) .............. 51
bindrnych stromov, 106 ooyeany (]/e noduchy)
N ohodnoteny ....................... 195
koreriovych stromov, 105 .
. ohodnotenie hrany ................. 195
izomorfizmus grafov............. 98, 99 . )
. . orientovand hrana ............... 49, 50
izomorfné grafy .................... 99 i .
jadro 295 orientovany ..................... 49, 50
jednoduchy (oby&aing) .............. 5 ot}voren}./ sled. ...t 55
Knight graph . ... ...\ 98 parovaPle, .......................... 89
KolesO (W)« ooeeeeeneee 13 maximdlne, 89
Komplementarny . ................... 53 perfektné parovanie ................. 89
kompletn}'/ (Kn) ................ 52’ 112 podgraf ............................ 58
kompletn}’/ bipartitn}’/ (Kn,n) """ 54’ 112 pOlOl:l'lCI' ............................ 56
komponent sdvislosti ............ 57, 60 pravy podstrom ...l 213
KOMEENY . ..o 49 pravidelny ...l 52
koreflovy strom..................... 77 prazdny ... 49,80
dieta vrcholu, 78 prehladdvanie do §f/rky ............. 182
koncovy vrchol, 78 prehladdvanie do hlbky............. 187
list, 78 priemer............coeviiiiiee.... 56
otec vrcholu, 78 problém obchodného cestujticeho. . ..234
podstrom, 78 rovinné nakreslenie ................ 108
potomok vrcholu, 78 FOVINOY ..ottt 108
predkovia vrcholu, 78 sled ..o 54

surodenci (vrcholy), 78
uroven vrcholu, 77
vnitorny vrchol, 78
vyska, 77

otvoreny, 55

uzavrety, 55
slucka (hrana) ...................... 50
stabilnd mnozina vrcholov ......... 225



254 INDEX
graf inverzndreldcia........................ 127
9 10) 11 SR P 73
binérny, 80
bindrny uplny, 81
bindrny dokonaly, 82 jadrografu............................ 225
bindrny prehladdvaci, 214 Jarnik Vojtéch (1897-1970) ........ 196, 197
bindrny vyvazeny, 81 Jarnikov (Primov) algoritmus ........... 197
koredi, 77, 105 jazyk L.rddu........... ...l 23
o¢islovany, 234 Jednotka
prehladdvaci bindrny, 213 Imaginirna.............coeevunnn... 16
stupefi vrcholu. ... .................. 31 kvaternionovd ...................... 16
subdivizia hrany ................... 111 oktonionova........................ 16
susedné oblasti .................... 108
susednost (vrchol-vrchol)............ 50
SUVISIY ..o 57 ) .
tah 55 kartézsky sucin.............. ... ... 19
uzavrety sled .............. ... ... 55 Kempe Alfred Bray (1849-1922) ... 48
VIChOL .o 49,50  Kod
centrdlny, 56 ASCIL.... .o 204
izolovany, 50 Huffmanov................ 80, 204, 206
stupe, 51 PFiiferov .......................... 234
vzdialenost vrcholov ................ 56 koeﬁc.lent L
Graves John Thomas (1806-1870) .. .. .. .. 16 binomicky ........... ... oL 171
Guthrie Francis (1831-1899)............. 48 Newtonov, 171
multinomicky ............ .. ... 177
koleso (graf)............. ...t 113
komplementdrna mnozina. ............... 14
Haken Wolfgang (1928—...) ............. 48 komponent suvislosti (grafu) ............. 60
Hamilton William R. (1805-1865) . 16, 48, 95 konjunkcia (A) ..o 21
harmonicka postupnost................. 166 kontradikcia.......... ... ool 20
Herén Alexandrijsky (10=75)............. 15 korefi.......oooviiiiii 77
Hippasos (~530—~450 pred n.1.)......... 15 korefiovy strom ..., 77
hodnota grafu ......................... 196 kostragrafu .......... ... ...l 62
hrana Ko&nig Dénes (1884-1944) ............... 48
koncovy vrchol ......... ... ... ... 181 Kruskal Joseph B. (1928-2010)....... 196, 201
pociatony vrchol .................. 181 Kruskalov algoritmus .................. 202
Huffman David Albert (1925-1999) .. ... 204  Kuratowski Kazimierz (1896-1980) . ... . 111
Huffmanovkéd................ 80,204,206  kvantifikator
hdsenica (graf) ........................ 113 existendny. ... 23
hviezda (graf) ......................... 113 vSeobecny. ... 23
hypotéza ..............o i, 32
Laplace Pierre-Simon (1749-1827) ... ... 156
implikdcia (=) ... 21 lema................ooil 62
induk¢ny les. . oo 77
krok . ... 38 LiSt. e 77
predpoklad......................... 38 logickd
injektivnost ....... ... . ool 144 hodnota................ ... ... .. 19
inverznd funkcia....................... 145 premennd ...............oiiiaana.. 19



INDEX 255
logicka
spojka. ... 19, 20
logicky negacia (7). ... 20
0] 1S 170 19 Newton Isaac (1642-1727).............. 171
VGEOK -+ 19 Newtonov binomicky koeficient ......... 171
logika
predikatova......................... 23
vyrokova. ... ... ... ..ol 22 P-kéd (prefixovy k6d) ..o\ ooeoei . 204
parovanie grafu......................... 89
perfektné pdrovanie ..................... 89
podgraf grafu........................... 58
matematickd indukcia. . .............. 37,39 ~ podmnoZina
matica vlastnd. ... 12
incidencie grafu .................... 72 postupnosf .
. Fibonacciho.............. ... ... 167
relcie. ... 128 o
susednosti grafu .................... 69 hfl rr,nomclf? """""""""""" 166
maximdlne pérovanie grafu 29 potenénd mnozZina. ...................... 13
LT e et pravdivostnd hodnota.................... 19
mnozina.. . .. L S 1 pravdivostnd tabulka .................... 20
charakteristickd funkcia ............ 149 prazdnamnoZina........................ 11
kartézsky sicin mnozin.............. 19 prazdny graf......... ... .. ool 80
komplementdrna..................... 14 prefixovy k6d......oiiii 204
konecnd. ... 12 prehladéavaci bindrny strom......... 213,214
mohutnost. ........... ... . 12 prehladdvanie grafu
nekoneCnda................iiii... 12 dohlbky ..................... 186, 187
podmnozina........................ 12 doSfrky ...................... 181, 182
potenCna .. ... ...t 13 prienik mnozin ................. ... ... 13
prazdna............... il 11 Prim Robert Clay (1921—...) ........... 197
rozklad .............. ... ... ..., 138 princip zapojenia-vypojenia.............. 18
spocitatelnd .. ...................... 37 problém
systtmmnozin .................... 138 NP-tplny ... 96
univerzalna......................... 14 obchodného cestujticeho ... .. 47,234
UDIVErZUML o .o oo oo oo 13, 14 Styroch farieb....................... 48
mnoZiny Priifer Ernst Paul Heinz (1896-1934) .. .. 241
disjunktng. .. .. ..o 13 Pritfferovkéd ...l 234
prienik mnoZin ..................... 13 prvky )
rovnost mnozZin..................... 11 porovnatelne ... 137
rozdiel mnozin 13 neporovnatelné.................... 137
S oo prvotnd formula......................... 20
symetricka diferencia mnozin ........ 41 .
’ _ 9 pseudokadd
Z!ednotenle mnozin ................. 12 Dijkstrovho algoritmu. . ............ 23]
mocninovyrad............ ... 156 hFadania kostry grafu............... 179
modulo (zvySok podeleni)............... 41 Jarnikovho algoritmu. .............. 197
modulo a(mod b)..................... 41 konStrukcie o¢islovaného stromu z Priife-
modus PONens . ........ceevviuuuueeenn.. 32 rovhokédu. ... o .. 241
mohutnost mnoziny ..................... 12 konstrukcie optimalneho Huffmanovho
Moskovsky papyrus ..............o..... 16 KOdu ..o 206
multinomickd veta ..................... 177 konstrukcie prehladdvacieho bindrneho
multinomicky koeficient................ 177 18 70) 1110 I 215



256 INDEX
konStrukcie Priiferovho kédu z ocislova- sucin
ného stromu................... 235 kartézsky ... 19
Kruskalovho algoritmu............. 202 surjektivnost . ...... ... .ol 144
prehladdvania grafu do hibky ....... 187 sylogizmus ..., 34
prehladdvania grafu do Sirky........ 182 symetrickd diferencia mnozin (A) ........ 41
zostavovania identifikaéného kédu binér- symetrickost (relacie) .............. 125, 129
neho stromu................... 219 systtmmnozin................. ... ... 138
zostavovania identifikacného kdédu kore-
nového stromu ................ 222
pytagorejcl . ...t 15 cabulka
pravdivostnd. ....................... 20
Tait Peter Guthrie (1831-1901)........... 48
rad tautoldgia . ... 20
formélny mocninovy ............... 156 tautologicky ekvivalentné formuly ........ 22
Maclaurinoyv . . ... oo 156 tranzitivnost (relacie)................... 126
MOCNINOVY . ...\ eie e, 156  trieda
Ta_y]()rov .......................... 156 rozkladu.......................... 138
reflexivnost (reldcie)............... 124, 129 zvySkova. ... 142
reldcia trieda ekvivalencie ..................... 141
/%15 1T R 123
antisymetrickd ................ 125, 130
bindrna....................... 123, 124
Siastotné usporiadanie . ............ 137 fah(vgrafe)............................ 55
ekvivalencie....................... 140
T1AYS) 72 1 b: A 127
maticova’l. reprezentdcia............. 128 UNiverZum mnozin................... 13, 14
DA MNOZINE ......veveiniiin e 124 usporiadand dvojica..................... 18
reflexf\./na .................... 124, 129 usporiadanie
Syme_kaé """""""""" 125,129 diastoCné. ..., 137
tranzitivna ........................ 126 neporovnatelnost, 137
zloZend . ........ ... ... 128 porovnatenost, 137
rovnost mnozin ......................... 11 linedrne . . . oo 138
rozdiel mnoZin.......................... 13
rozklad mnoZiny ....................... 138
triedy ekvivalencie................. 141
triedy rozkladu .................... 138 uplny bindrny strom..................... 81
semifaktoridl .................... ... ... 172 Vennove diagramy ...................... 16
skladanie funkcii....................... 146 veta
skladanie reldcif ....................... 128 Cayleyho.............coooiiiit, 242
sled(vgrafe) .................co il 54 Eulerova o rovinnych grafoch ....... 110
slucka (graf).............. il 50 Kuratowského ..................... 112
spocitatelnd mnozina.................... 37 multinomickd ............. ... 177
Stirling James (1692-1770) ............. 156 ocentre stromu.................... 224
strom (graf) ............... . 73 ocykloch.............. ... L. 58
vyvdZeny bindrny ................... 81 o existencii cesty v grafe............. 56
subdivizia hrany ....................... 111 o existencii jadra grafu............. 226



INDEX 257
veta vytvarajica funkcia
o existencii kostry grafu ............. 63 exponencidlna..................... 175
o explicitnom vyjadreni rekurentnych po- obyCajnd...................L. 160
stupnosti...................... 170 SUCEE .+ ettt 161
o invariantnosti cyklu Cp, . .......... 102 SUCIN ... 162
o invariantnosti stupiiov vrcholov . ... 101 vyvazeny bindrny strom ................. 81
o inverznej funkecii................. 145
o komponentoch grafu............... 61
o korektnosti prehl. algoritmov...... 191 o
o matematickej indukcii . ............ 39 Werner Benjamin . ...................... 48
o matici susednosti.................. 71
o matici zloZenej reldcie............ 131
o maticiach susednosti izomorfnych gra- zakladnd veta algebry.................... 16
fov.... Tt AR 100 zékladnd veta aritmetiky ................. 37
o mohutnosti Kartézskeho sicinu ... 19 zasobnik . ... ... 180
o optimdlnej lokalizdcii v prehfaddvacom zjednotenie mnozin ..................... 12
bindrnom strome ... 217 Jlozend funkcia. . ...................... 146
o otvorenom eulerovskom fahu.......... 87 zvySkovatrieda................ ... ..... 142
o pocte koncovych vrcholov tplnych bi- zvySok po deleni (modulo) ............... 41
narnych stromov................ 81
0 potenénej mnozZine ................ 40

o rel4cii danej rozkladom mnoZiny .. 139
o rozklade danom rel. ekvivalencie .. 141
o spravnosti Jarnikovho algoritmu . .. 199

ostromoch......................... 76
o stupiioch vrcholov rovinného grafu.111
o stcte stupiiov vrcholov grafu ....... 52
o suvislosti vySky a poctu koncovych vr-
cholov bindrnych stromov........ 82

o tranzitivnosti relicie na mnoZzine. . . 132
o uzavretom eulerovskom fahu ... .... 86
o vrcholoch stromov................. 76
pravidlo sylogizmu.................. 34
zdkladnd algebry.................... 16
zakladnd aritmetiky ................. 37
veta (matematickd) ...................... 31

vrchol

diefa...........oooiiii 78
koncovy ...l 50,78
TSt oo 77
0] 1< PP 78
POCIAtOCNY oot 50
PoOtomoK ... ... 78
predkovia ...l 78
rodi€ ... 78
sirodenci .........cooveiviin.. 78
) ¢ AP 78
A 018170)'5 1 78



