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O. Mnoziny a uvod do logiky

Mnoziny

Celd modernd matematika je vybudovana na pojme mnoZiny. Zial samotny kli¢ovy pojem mnoZina
nevieme presne definovaf. Pre naSe potreby si zatial mdzeme vypomoct nasledovnou opisnou
,,definiciou®.

Definicia 1.1.1 — MnoZina. Pod mnoZinou budeme rozumief nejaky stibor objektov, pricom
na poradi tychto objektov a pocte opakovani rovnakych objektov nezéleZi.

.....

Skutoénost, Ze objekt a patri do mnoZiny A, oznacujeme a € A. To, Ze a nepatri do mnoZiny
A, oznacujeme a & A.

Uveden4 definicia bude pre nds postacujiica, ale z matematického hladiska je veImi problema-
ticka. Problémy s takouto definiciou spdsobuje nepresnost prirodzeného jazyka, pomocou ktorého
by sme chceli ,,stibor objektov vymedzif. Viaceré priklady takto problematicky definovanych
mnoZin moéZzeme ndjst v knihe [29]. V tedrii mnoZin sa mnoZiny buduji axiomaticky pomocou
jazyka tedrie mnozin, ktory je, na rozdiel od prirodzeného jazyka, exaktny. S tymto pristupom sa
mdZeme bliz§ie zozndmit napr. v knihe [2], samotni definiciu mnoZiny vSak ani tam nendjdeme.

Definicia 1.1.2 — Prdzdna mnoZina. Prizdna mnoZina je mnoZina, ktord neobsahuje Ziadne
prvky. Oznacujeme ju symbolom 0.

P Studenti velmi &asto a radi zapisuji prazdnu mnoZinu ako {0}, ¢o je chyba! To, preco je to
nespravne, vyplyva z nasledovnej definicie.

Definicia 1.1.3 — Rovnost mnozZin. Mnoziny A a B sa rovnajd prave vtedy, ak obsahuji
rovnaké prvky. Ak sa uvedené dve mnoziny rovnaju, tak sa to zapisuje A = B. Ak sa nerovnaju,
tak to zapisujeme pomocou A # B.

Teraz sa mozeme vratif ku predoslej poznamke. Z definicie 1.1.3 je uz zrejmé, Ze mnoZziny A = 0
aB = {0} sa nerovnaji. Mnozina A neobsahuje Ziadne prvky, je to pradzna mnoZina. A mnoZina
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B obsahuje prave jeden prvok — prazdnu mnoZinu. To, Ze mnoziny @ a {0} sd rdzne, vyplyva aj
z nasledujice;j definicie.

Definicia 1.1.4 — Mohutnost mnoziny. Pod mohutnostou (velkosfou) mnoZiny budeme ro-
zumief pocet jej prvkov. Mohutnost mnoziny M budeme oznacovat |M|.

P * Ak je pocet prvkov mnoZiny kone¢ny, tak hovorime o konecnej mnoZine.
* Ak je pocet prvkov mnozZiny nekonecny, tak hovorime o nekonecnej mnoZine.

= Priklad 1.1 Majme mnoziny A =0 a B = {0} . Potom ich mohutnosti si |A| =0 a |B| =1,
¢im sa opit vraciame ku predoslej pozndmke a tomu, Ze mnoZiny @ a {0} sd rozne. "

MnoZiny s menSim poctom prvkov, podla definicie 1.1.1, m&Zeme zadaf vymenovanim ich
prvkov. Napriklad A = {1,2,3} akedZe na poradi prvkov nezéleZi, tak plati zaroveri A ={2,3,1}.

m Priklad 1.2 Mohutnost mnoziny A = {1,2,3} je, podla definicie 1.1.4, |A| = 3.
Mohutnost mnoziny B = {2,3,1,3,3} je, podla definicii 1.1.1 a 1.1.4, |B| =3. .

Ak je mnozina velkd, tak vymenovanie vSetkych jej prvkov nie je praktické a v pripade
nekone¢nych mnoZin ani moZné. V takom pripade mnoZinu zaddvame ur¢enim vlastnosti spolo¢ne;j
prave pre prvky tejto mnoZziny.
= Priklad 1.3 Zapiste mnoZiny vsetkych parnych (P) a vietkych neparnych (N) prirodzenych &isel'.
RieSenie: MdZeme pouZit bud kombinédciu matematického zdpisu a prirodzeného jazyka

P = {x € N; xje parne} a  N={xeNj;xjenepirne},
alebo Cisto matematicky zépis
P={2k; ke N} a N={2k—1; keN}.
|

Teraz si zadefinujeme vzfahy medzi mnoZinami a operdcie s mnoZinami a potom si pripome-
nieme definicie zdkladnych ¢iselnych mnozin.

Definicia 1.1.5 — PodmnoZina. Majme dve mnoZziny A a B. Potom hovorime, Ze
* Aje podmnoZina B, zapisujeme to A C B, ak plati Va: (a € A = a € B). Inak povedané,
mnoZina B obsahuje vSetky prvky mnoziny A,
* Ajevlastnd podmnoZina B, zapisujeme to A C B, ak plati A CB a A # B. Inak povedané,
mnoZzina B obsahuje vSetky prvky mnoZiny A a tieto dve mnoZiny sa nerovnaju.

= Priklad 1.4 Majme mnoziny A = {1,2} a B = {1,2,3,4}. Potom plati A C B a zaroven plati
A # B, CiZe plati aj A C B. "

P ) Pre ubovolni mnoZinu A plati @ C A.

Definicia 1.1.6 — Zjednotenie mnozin. Majme dve mnoziny A a B. Potom ich zjednotenim,
oznacujeme ho A UB, je mnoZina C, pre ktord plati

C=AUB={x; xc A alebo x € B} .

'MnozZinu prirodzenych &isel oznacujeme N. Pozri definiciu 1.1.13 dale;j.
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m Priklad 1.5 Majme mnoziny A = {1,2} a B=1{1,2,3,4}. Potom plati AUB = {1,2,3,4}. =

Definicia 1.1.7 — Prienik mnoZin. Majme dve mnoziny A a B. Potom ich prienikom, ozna-
¢ujeme ho A NB, je mnozina C, pre ktortd plati

C=ANB={x;xcAaxecB}.

m Priklad 1.6 Majme mnoziny A ={1,2,3} a B=1{2,3,4,5}. Potom plati ANB ={2,3}. =

Definicia 1.1.8 — Disjunktné mnoziny. Majme dve mnoZiny A a B. Potom hovorime, Ze tieto
mnoZziny su disjunktné, ak plati ANB = 0, ¢iZe ak prienik tychto dvoch mnoZin je prazdna
mnoZzina. Inymi slovami, dve mnoZiny su disjunktné, ak nemajui Ziadne spolo¢né prvky.

= Priklad 1.7
(a) Mnoziny A = {1,4,5} a B=1{2,6} su disjunktné, pretoZe plati
ANB={1,4,5}n{2,6} =0.
(b) Mnoziny A = {1,4,5} a B={2,5,6} nie st disjunktné, pretoZe plati
ANB={1,4,51n{2,5,6} = {5} £0.

Definicia 1.1.9 — Rozdiel mnozin. Majme dve mnoziny A a B. Potom ich rozdiel, oznacujeme
ho A\ B, je mnozina C, pre ktoru plati

C=A\B={x;xcAax¢gB}.

p) Zjednotenie a prienik dvoch mnoZin st symetrické operdcie, Cize plati AUB=BUA a
ANB =BNA. Avsak rozdiel dvoch mnoZin nie je symetrickd operacia, vo vSeobecnosti
neplati A\B # B\ A.

m Priklad 1.8 Majme mnoziny A = {1,2,3,4,5} a B = {2,3}. Potom plati A\B = {1,4,5} a
B\A=0. "

Definicia 1.1.10 — Potenénd mnozina. Majme mnoZinu A. Potom potenénd mnoZina mno-
Ziny A, oznaCujeme ju &(A), bude mnoZina

P(A)={X; XCAY}.

CizZe poten¢na mnoZina mnoZiny A je mnozina vSetkych podmnoZin mnoziny A.

n Priklad 1.9 Majme mnozinu A = {a,b,c} . Potom

P(A) ={0,{a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c} ,{a,b,c}}
aplati [A|=3 a |2(A)] =8 =23 .

Dalsi pojem, ktory si potrebujeme zadefinovaf, je univerzum. Aviak matematicky korektné
zadefinovanie tohto pojmu, bez pouZitia jazyka tedrie mnoZin, nie je mozné. Kazdy pokus o popis
mnoZinového univerza pomocou prirodzeného jazyka je vopred odsideny na nepresnost z mate-
matického hladiska, rovnako ako pokusy zadefinovaf mnoZinu pomocou prirodzeného jazyka. Pre
nase obmedzené potreby sa preto pokusime aspoii o priblizné vymedzenie pojmu univerzum.
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Definicia 1.1.11 — Univerzum. Univerzum bude sihrn vSetkych objektov, ktoré v danom
kontexte prichddzaji do dvahy. Univerzum, niekedy nazyvané aj univerzdlna mnoZina, budeme
oznacovaf symbolom %/ .

p ) Predosld definicia je skuto¢ne velmi nepresnd. V nasich dlohach budeme pracovat s roznymi
objektami. NajcastejSie to budi Cisla. V takom pripade budd univerzum tvorit vSetky cisla.
Pokial by sme pracovali len s prirodzenymi ¢islami a so Ziadnymi inymi, tak univerzum budu
tvorif len prirodzené ¢isla. Ak by sme pracovali napr. s pismenami latinskej abecedy, tak
univerzum budu tvorif vSetky pismenad latinskej abecedy. V inych tilohach m6Zeme pracovat
s farbami, l'ud'mi, zvieratami. . . a vtedy prislu§né univerza budu tvorené vSetkymi farbami,
Tud'mi, alebo zvieratami. ..

Ako vidno z definicie 1.1.11, samotné univerzum je tieZ mnoZina. Je to mnoZina vSetkych,
do dvahy prichddzajicich, objektov. Ked’ uzZ mame ,,zadefinované* univerzum, tak vsetky mnoZiny
v prikladoch budeme vyberat ako sibory objektov z prislu§ného univerza. Znamena to, Ze pre

kazdd mnozinu A na univerze % plati A C % . Nésledne si méZzeme definovat d’alsi pojem.

Definicia 1.1.12 — Komplementdrna mnozina. Majme mnoZinu A na univerze %, cize
ACu. Potom komplement, niekedy nazyvany aj doplnok, mnoZiny A, oznacujeme ho A,
bude mnozina A =% \ A.

Inak povedané, komplementom mnoZiny A na univerze % budu vSetky tie prvky univerza %,
ktoré nepatria do mnozZiny A.

= Priklad 1.10
(a) Majme univerzum % = {1,2,3,4,5} a mnozinu A = {1,3,5}. Potom A = {2,4}.
(b) Majme univerzum % = {1,2,3,4,5,6} a mnozinu A = {1,3,5}. Potom A = {2,4,6}.

Zdakladné ciselné mnozZiny

Venujme sa teraz zdkladnym ¢iselnym mnoZindm. Medzi beZné ¢iselné mnoZiny, s ktorymi budeme
pracovaf, patria mnoziny prirodzenych (N), celych (Z), raciondlnych (Q), redlnych (R) a kom-
plexnych (C) &isel. ESte existuju aj iraciondlne ¢isla (to si tie redlne &isla, ktoré nie su racionélne)
a aj dalsie ¢iselné mnoZiny, ale tie v tomto kurze potrebovat nebudeme.

Definicia 1.1.13 — Prirodzené €isla. Prirodzené &isla s ¢isla pouzivané na pocitanie poctu
objektov, alebo urcovanie ich poradia. MnoZina prirodzenych ¢isel je najmensia nekone¢nd
mnozina, oznatuje sa pismenom N a plati N = {0,1,2,3,...}.

p) V axiomatickej tedrii mnoZin, rovnako ako aj v informatike, sa nula povaZuje za prirodzené

¢islo. Avsak v Skolskej matematike sa nula obvykle neradi medzi prirodzené ¢isla a plati
N={1,2,3,...}.

m Priklad 1.11 Pre a,b € N rieste, na mnoZine prirodzenych ¢&isel, rovnicu a+x=15.

RieSenie: V pripade, Ze a < b, nemdme Ziaden problém. Vtedy bude rieSenim rovnice x =b —a,
pricom x € N. AvSak pre a > b uvedenu rovnicu vyrieSif nevieme, pretoze x = b — a nie je
prirodzené &islo. RieSenie takychto rovnic (obchodnicke a i¢tovnicke pocty) si vyniitilo rozsirenie
mnoZiny prirodzenych ¢isel. "
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Definicia 1.1.14 — Celé ¢isla. Mnozina celych &isel je rozSirenim mnoZiny prirodzenych
¢isel. Patria do nej prirodzené Cisla a prirodzené ¢isla so znamienkom minus. MnoZina celych
¢isel sa oznacuje pismenom Z a plati

Z=1{.,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}.

a Priklad 1.12 Pre a,b € Z rieSte, na mnoZine celych &isel, rovnicu ax =b.

RieSenie: Takyto typ rovnic sa opif Casto vyskytuje v obchodnickych a tuétovnickych poctoch.
RieSenim rovnice je x = g . Je v8ak jasné, Ze pre 'ubovolné hodnoty a,b € Z, nemusi byt ¢islo g
celym cislom. Preto uvedena rovnica vo v§eobecnosti nemd na celych cislach rieSenie a mnozinu

celych cisel potrebujeme rozsirit. "

Definicia 1.1.15 — Raciondlne Cisla. Mnozina raciondlnych &isel je rozSirenim mnoZiny
celych Cisel a oznacujeme ju Q. Plati

Q:{%aﬁeZb#O}

V staroveku sa ludia zopar storo¢i domnievali, Ze uzZ iné ako raciondlne Cisla neexistuju.
Napriklad jeden zo zdkladnych ¢ldnkov ucenia sekty pytagorejcov bol, Ze vSetky cisla sa dajd
vyjadrit v tvare zlomku. Hippasos, jeden z Clenov pytagorejskej sekty Zijici v 5. storoc¢i pred n. L.,
zistil, Ze to tak nie je. Podla legendy bol za to zo sekty vyliceny a utopeny v mori. Podla inych
zdrojov i8lo o nehodu.

n Priklad 1.13 Pre a,b € Q rieSte, na mnoZine racionélnych &isel, rovnicu a?+br=x%.

RieSenie: Uvedend rovnica uZ nema ni¢ spolo¢né s obchodnymi a t¢tovnickymi poc¢tami. Tato
rovnica sdvisi s po&itanim diZky prepony pravouhlého trojuholnika (Pythagorova veta), ktorého
odvesny maji di7ky a a b. Ak si polozime a = b = 1, tak dostaneme rieSenie x> = 2, pricom
kladnym rieSenim (po&itame diZku prepony a td nemdze byt zdporna) bude v/2. Uz Hippasos
v 5. storo&i pred n.l. prisiel na to, Ze &islo v/2 sa nedd zapisaf ako zlomok. Ale a7 Euklides
z Alexandrie ([14], str. 47) v 4. storo&i pred n. 1. prelomil bariéru a formélne dokdzal, Ze &islo /2
nie je raciondlne. Takymto ¢islam sa potom zacalo hovorif iraciondlne. "

P ) Medzi najzndmejsie iraciondlne &isla patria v/2, /3 a konstanty 7 a e.
Ak dame dokopy raciondlne a iraciondlne Cisla, dostaneme d’alSiu ¢iselnii mnoZinu.

Definicia 1.1.16 — Redlne Cisla. Mnozina redlnych ¢isel je zjednotenim mnoZin raciondlnych
a iraciondlnych ¢isel a oznacujeme ju R.

Podobne ako pri mnoZine raciondlnych Cisel sa aj pri redlnych Cislach ukazalo, Ze to eSte nie sd
vSetky ,.Cisla“.

n Priklad 1.14 Pre a € R rieSte, na mnoZine reélnych &isel, rovnicu 2 =a.

RieSenie: Uvedena rovnica nema vo veobecnosti na mnoZine redlnych ¢isel rieSenie. Ak si na-
priklad polozime a = —1, tak dostdvame rovnicu x% = —1 arieSenia X12 = £+v/—1 nie sd redlne
Cisla. "

Rie$enfm rovnic typu x> = a sa teda dostdvame ku komplexnym &islam. Prvy zndmy ndznak toho,
Ze redlne Cisla eSte nie su vSetky mozné Cisla, sa nachddza v dlohach Heréna Alexandrijského
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z 1. storo€ia n. L. z tzv. Moskovského papyrusu ([14], str. 113). Definitivne boli komplexné ¢isla
do matematiky zavedené az v 15. storoci, v stvislosti s rieSenim kubickych rovnic.

Definicia 1.1.17 — Komplexné ¢isla. Mnozina komplexnych &isel, oznalujeme ju C, je
mnozina
C={a+ib;abecR},

kde i sa nazyva imagindrna jednotka a definuje sa ako i =+/—1.

Komplexnymi ¢islami sa nds exkurz do ¢iselnych mnoZin konéi. Vd'aka Zdkladnej vete algebry
vieme, Ze kazda algebraicka rovnica s komplexnymi koeficientami ma vSetky rieSania v komplex-
nych Cislach. Z hladiska algebraickych rovnic je preto mnozina komplexnych ¢isel Gplna. AvSak
ani komplexné ¢isla eSte nie su ,,vSetky* ¢isla ([14] str. 121-123). V 40. rokoch 19. storo¢ia najskor
Hamilton rozsiril komplexné ¢isla na kvaterniony, ¢o su Cisla s redlnou a troma kvaternionovymi
Jjednotkami. Hamilton takto vlastne objavil prvi nekomutativnu algebru. Kvaterniony sa neskor
ukdzali byt viac, neZ len Cisto abstraktné matematické cvicenie. V stcasnosti maju Siroké vyuzitie
v matematickej fyzike, astronémii, vy$Sej geometrii a v pocitacovej grafike. Kratko po Hamiltonovi
jeho priatel Graves a nezévisle od neho este Arthur Cayley rozsirili kvaterniony na oktoniony, ¢o
su Cisla s redlnou a siedmimi oktonionovymi jednotkami. MnoZina oktonionov je uZ kompletnd.
ZjednodusSene povedané, Ziadne d’alSie ¢iselné mnoziny uz neexistuji. Na dokaz tejto skutocnosti
si matematici museli pockaf viac neZ 100 rokov od objavu oktonionov. AZ v roku 1958 dokdzali
Michel André Kervaire a John Milnor, Ze existujd prave Styri algebraické Struktiry, v ktorych sa
da zmysluplne zaviest delenie medzi ich prvkami. St nimi 1-, 2-, 4- a 8- rozmerné Struktiry. Tieto
Struktiry, interpretované ako ¢isla, zodpovedaji redlnym a komplexnym ¢islam, kvaternionom a
oktonionom ( [14], str. 123). Ziadne d'al3ie druhy ¢isel uz hladat nemusime, pretoZe neexistuju.

Vennove diagramy

Vennove diagramy su grafické spdsoby vyjadrenia prislusnosti objektov z daného univerza do mno-
7in a vzfahov medzi tymito mnoZinami. Samotné univerzum sa zvykne kreslif ako obdiZnik a
jednotlivé mnoZiny ako v fiom leZiace kruhy. Vennove diagramy a ich vyuZitie si ilustrujeme
na niekolkych prikladoch.

» Priklad 1.15 Majme dané univerzum % = {1,2,3,4} a v flom dve mnoziny A = {2,3} a
B = {3,4}. Tito situdciu potom zakreslime nasledovnym Vennovym diagramom, z ktorého hned
vidno, Ze platia uvedené vzfahy

Z/{ 0 =(A\B)\ (ANB)
{1}=AUB=ANB
(2} =A\B=ANB
(3}=ANB=AUB
{4} =B\A=ANB

=~

&

—
L[]
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n Priklad 1.16 Dané je univerzum % = {1,2,3,4,5,6,7,8} avlom tri mnoziny A ={2,3,5,6},
B ={3,4,6,7} a C = {5,6,7,8}. Tto situdciu potom zakreslime nasledovnym Vennovym dia-
gramom, z ktorého hned vidno, Ze platia uvedené vztahy

« {1}=AUBUC=ANBNC
+ {21 =A\(BUC)=ANBNC
« {31=(ANB)\C=ANBNC

= Priklad 1.17 Ak mame dané univerzum %/ a na lom tri mnoziny A, B a C, tak vzfahy AUB
a (AUB)\ C medzi tymito mnoZinami zakreslime pomocou Vennovych diagramov takto

m Priklad 1.18 V 1. ro¢niku je 165 Studentov. VSetci tito Studenti by mali navStevovat prednasky
z matematiky, fyziky aj informatiky. AvSak len 8 Studentov navStevuje vSetky tri predndsky z mate-
matiky, fyziky aj informatiky, 33 Studentov navstevuje prednisky z matematiky a informatiky, 20
Studentov navstevuje prednisky z matematiky a fyziky, 24 Studentov navstevuje predndsky z fyziky
a informatiky, 79 Studentov navstevuje prednasky z matematiky, 83 Studentov navstevuje prednasky
z fyziky a 63 Studentov navstevuje predndsky z informatiky. Kolko Studentov nenavstevuje Ziadnu
z uvedenych prednasok?

RieSenie: Situdciu popisand v zadani si zakreslime pomocou Vennovho diagramu. Treba si v§ak
uvedomif, Ze Studenti, navStevujici vSetky tri prednasky, su zardtani aj medzi Studentmi, ktori
navStevuju dve, alebo jednu prednaSku. Napriklad sa v zadani hovori, Ze matematiku navStevuje 79
Studentov. Niektori z nich v§ak m&zu navstevovat aj prednésky z fyziky, a/alebo informatiky. Preto
si uvedené pocty zo zadania musime upravif. Najskor do obrazku zapiSeme len pocty Studentov,
ktori navstevuju vSetky tri predndsky a pocty Studentov, ktori navstevuji prave dve z uvedenych
troch prednésok.



18 Kapitola 1. Mnoziny a avod do logiky

Na obrizku vpravo mdme zapisané pocty Stu- Z/{
dentov, ktori navStevuji vSetky tri prednasky
a pocty Studentov, navStevujicich prive dve

z uvedenych troch predndsok. Teraz si podla A
zadania dlohy mézeme dopocitat pocty Studen-
tov, ktori navstevuju prave jednu prednasku.

Na obrdzku vlavo mame zapisané pocty Studentov, ktori
Z/{ 9 navStevuju vsetky tri predndsky, pocty Studentov, navste-
vujucich prave dve z uvedenych troch predndsok a pocty

Studentov navS$tevujicich préve jednu z uvedenych troch
& prednasok. Ked si vSetky tieto poCty zratame, tak zistime,
kolki Studenti nenavstevuji ziadnu z uvedenych troch pred-
nasok (kolko $tudentov chyba do celkového poctu 165).
Takych Studentov je 9.

Uvedeny postup sa nazyva princip zapojenia-vypojenia a pre viac neZ 2—3 mnoZiny sa da realizovat
aj menej fazkopadnym spdsobom, neZ je kreslenie Vennovych diagramov. "

= Priklad 1.19 Ak mdme dané univerzum %/ a na flom mnoZiny, napr. A a B, tak pomocou
Vennovych diagramov vieme zakreslif rozne zfahy medzi tymito mnoZinami. Napriklad

AUB=ANB=%\(AUB) alebo ANB=AUB=%\(ANB).

_

U (AU

1.1.3 Kartézsky suc¢in mnoZin a usporiadané n-tice

Definicia 1.1.1 hovori, Ze v mnoZine nezédleZi na poradi jej objektov. Niekdy vSak potrebujeme,
aby na poradi objektov zélezalo. Zavedieme si preto nasledovny pojem.

Definicia 1.1.18 — Usporiadand dvojica. Pod usporiadanou dvojicou budeme rozumiet
dvojicu objektov a a b, na ktorych poradi zdlezi. Oznacovat ju budeme (a,b).

Pokial a # b, tak (a,b) # (b,a). Rovnost dvoch usporiadanych dvojic je definovand predpisom
(a,b) = (c,d) <= ((a=c) N (b=4d)).

p ) Analogicky ako usporiadani dvojicu mdZeme definovat aj usporiadand trojicu, Stvoricu a
vo vSeobecnosti n-ticu.
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Pomocou usporiadanych dvojic ndsledne mo6Zeme definovat kartézsky (kartezidnsky) sicin dvoch
mnozin.

Definicia 1.1.19 — Kartézsky suc¢in. Majme dve mnoZiny X a Y. Potom ich kartézsky sicin,
oznacujeme ho X x Y, sa definuje ako

XxY={(x,y);xeXayeY}.

Podobne ako pri usporiadanych dvojiciach, aj pri kartézskom si¢ine mdZeme analogicky
definovaf kartézsky sucin troch, Styroch a vo vSeobecnosti n mnoZin.

= Priklad 1.20 Dané st dve mnoziny A = {1,2} aB = {a,b}. Potom

AxB={(1,a),(1,b),(2,a),(2,b)} BxA={(a,1),(a,2),(b1),(b,2)}.

Vidime teda, Ze vo vSeobecnosti plati A x B = B x A . Plati vSak nasledujuca veta. "

Veta 1.1.1 — Veta o mohutnosti kartézskeho sicinu. Majme dve kone¢né mnoziny A a B.
Potom plati |A x B| = |A|-|B].

p) Kartézsky sicin mnoZiny samej so sebou budeme oznaCovat aj ako mocninu mnoZiny.
Napriklad
ZxZ=17" alebo RxRxR=R?

1.2 Uvod do matematickej logiky

Ulohou tejto ¢asti nie je nahradif prednasky z matematickej logiky, ale len zopakova si zdkladné
pojmy, definicie logickych spojok a ich vlastnosti a pripomentf si vyznam kvantifikatorov. Ako
dobry zdroj informdcii o matematickej logike mozu posluZit skripta [9], ktoré su vol'ne stiahnutelné,
pripadne kniha [27]. Zakladny pojem, s ktorym v matematickej logike pracujeme, je logicky vyrok.

Definicia 1.2.1 — Logicky vyrok. Logicky vyrok je oznamovacia veta, o ktorej pravdivosti sa
vieme presvedcif, t. j. pozndme jej pravdivostni hodnotu.

p) V pripade logického vyroku musi byt rozhodnutelné, ¢i je pravdivy, alebo nepravdivy. Kazdy
logicky vyrok md jednoznac¢nu pravdivostnd hodnotu: bud PRAVDA, alebo NEPRAVDA. Podla
toho potom hovorime o pravdivych, alebo nepravdivych vyrokoch.

Logické vyroky budeme obvykle oznacovaf velkymi pismenami latinskej abecedy, napr.
A,B, ... Okrem toho budeme pouZivaf aj logické premenné a oznacovaf ich malymi pismenami
latinskej abecedy, napr. p,q, ... Logickd premennd bude taka premenn4, za ktord mdzeme dosadit
nejaky logicky vyrok. Pravdivostnd (logickd) hodnotu logickych vyrokov budeme oznacovat pis-
menami P (pravda) a N (nepravda), alebo ¢islami 1 alebo 0, pricom 1 oznacuje pravdu a O nepravdu.
Logické vyroky mdéZeme pomocou logickych spojok spdjat do zloZitejSich vyrokovych formul. To,
ako sa to robi, popisuje jazyk vyrokovej logiky, ktorym sa tu my zaoberaf nebudeme a Citatelov len
odkazujeme na uz spomenuté skriptd [9]. Logické spojky sa zvyknu nazyvat aj operdtory, alebo
logické funkcie.
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Definicia 1.2.2 — Logické spojky. Medzi zakladné logické spojky sa radia:

> negdcia, oznacujeme ju symbolom —, je undrna logicka spojka,
konjunkcia, logické ,,a*, oznacujeme ju symbolom A, je bindrna logicka spojka,
disjunkcia, logické ,,alebo®, oznaujeme ju symbolom V, je bindrna logickd spojka,
implikdcia, oznaCujeme ju symbolom =>, je bindrna logicka spojka a

>
>
>
> ekvivalencia, oznaujeme ju symbolom <, je binarna logickd spojka.

Pomocou logickych spojok mdZeme bud nejakym spdsobom menif hodnotu logického vyroku,
v pripade undrnej spojky —, alebo spdjat dva logické vyroky, v pripade binarnej spojky. Napriklad
ak A a B su dva logické vyroky, tak ich spojenim, napr. implikdciou A = B, dostdvame tieZ logicky
vyrok, ktory sa navyva vyrokovd formula. Povodné logické vyroky tejto formuly, t.j. A a B, sa
nazyvaju prvotné formuly, alebo aj atomické formuly.

My si teraz postupne definujeme uvedenych pif logickych spojok pomocou ich pravdivostnych
tabuliek. Avsak nie vSetky uvedené spojky su potrebné. Napriklad posledné dve sa daji zapisat
pomocou prvych troch. Pri axiomatickom pristupe k matematickej logike (pozri [9]) pouZivame
jazyk matematickej logiky, ktory vyuziva z uvedenych spojok len negaciu a implikaciu. Vsetky
ostatné spojky sa daji zapisaf pomocou tychto dvoch. Ale s uvedenymi piatimi spojkami sa
vacsinou stretdvaju uz Ziaci strednych Skol, pokial preberajui logiku, a preto sa medzi zdkladné
spojky obvykle zaraduji. Okrem toho sa pri konStrukcii logickych obvodov Casto stretdvame aj
s logickymi spojkami xor, nand a Nor.

Pravdivostné tabulky, pomocou ktorych budeme definovat logické spojky, su tabulky, v kto-
rych pre vSetky mozné hodnoty prvotnych formul budd uvedené pravdivostné hodnoty zloZenych
vyrokovych formdul. ESte skor, neZ sa pustime do definicii logickych spojok, uvedieme si definicie
tautoldgie a kontradikcie.

Definicia 1.2.3 — Tautolégia a kotradikcia. Tautolégie a kontradikcie sd dva Specidlne typy
vyrokovych formdl.
> Tautologia je takd vyrokova formula, ktord je vzdy pravdivd, bez ohladu na pravdivostné
hodnoty svojich prvotnych formuil.
> Kontradikcia je takd vyrokova formula, ktord je vZdy nepravdivd, bez ohl'adu na pravdi-
vostné hodnoty svojich prvotnych formul.

A teraz sIibené logické spojky.

Definicia 1.2.4 — Negdcia (—). Negdcia je undrna logickd spojka, Cize vzfahuje sa len
na jeden logicky vyrok. Tabulka pravdivostnych hodndt pre negéciu je nasledovna

p | —p

1
0

Z pravdivostnej tabulky vidime, Ze negdcia meni (neguje) pravdivostnd hodnotu logického vyroku.
Pravdivé vyroky meni na nepravdivé a naopak.
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Definicia 1.2.5 — Konjunkcia (/). Konjunkcia, alebo aj logické ,.a*, je bindrna logickd
spojka, ¢ize spdja dva logické vyroky. Tabulka pravdivostnych hodnét pre konjunkciu je nasle-
dovna

Lplallprg]
00 0
011

110 0
111 1

Ak konjunkciou spojime dva logické vyroky, tak vysledny vyrok bude pravdivy len ak oba pdvodné
vyroky si pravdivé. CiZe musi byt pravdivy prvy a druhy vyrok sicasne.

Definicia 1.2.6 — Disjunkcia (V). Disjunkcia, alebo aj logické ,,alebo*, je bindrna logicka
spojka, Cize spdja dva logické vyroky. Tabulka pravdivostnych hodndt pre disjunkciu je nasle-
dovna

Disjunkcia, logické ,,alebo®, nie je vyluCovacie ,alebo®, ako sa to Casto pouZiva v beznej
hovorovej re¢i. Ak v beznom rozhovore niekto povie: ,,Vecer pojdem do divadla, alebo do kina.“
tak tym obvykle chce povedat, Ze pdjde bud do divadla, alebo do kina, ale nie sic¢asne do oboch.
Ak ale disjunkciou spojime dva logické vyroky, tak vysledny vyrok bude pravdivy ak aspoii jeden

z pdvodnych vyrokov je pravdivy. Cize vysledny vyrok je pravdivy aj ked st oba pdvodné vyroky
sucasne pravdivé. Preto ak sa matematika, novopecCeného otca, opytate: ,.Je to chlapec, alebo
dievcatko?“, tak od neho dostanete matematicky korektni, spravnu a zéroveii ni¢ nehovoriacu®
odpoved: ,, Ano*“.

Definicia 1.2.7 — Implikcia (=-). Implikdcia je bindrna logickd spojka, ¢iZe spdja dva
logické vyroky. Tabulka pravdivostnych hodnét pre implikacia je nasledovna

lplallp=4]
010 1
011 1
110 0
11 1
Implikécia je vyjadrovand slovnou konStrukciou ,,ak . .., tak ..., je intuitivne zrejme najtaz-

Sie pochopitelnd logicka spojka. Beznym Tudom, v réznych logickych hlamolamovych tdlohach,
robi spomedzi vSetkych logickych spojok najvicsie problémy, o ¢om sa méZeme sami presvedcit
v tlohdch na konci kapitoly. Problém s implikaciou je v tom, Ze ak fiou spojime dva logické vyroky,
tak vysledny vyrok bude pravdivy ak prvy vyrok je nepravdivy alebo druhy vyrok je pravdivy (opat
tu nie je pouzité vylucovacie ,,alebo®). TakZe vyrok

o Ak pdf plus pdf je dva, tak xyz*

2, ni& nehovoriacu® — dvojita negécia, o je §pecialita mnohych slovanskych jazykov a logicky nezmysel.
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bude pravdivy, nech by sme xyz nahradili akymkoI'vek vyrokom.

Definicia 1.2.8 — Ekvivalencia (<>). Ekvivalencia je bindrna logickd spojka, ¢iZe spaja dva
logické vyroky. Tabulka pravdivostnych hodnot pre ekvivalenciu je nasledovna

rlalrea)
010 1
011 0
110 0
11 1
Ekvivalencia sa vyjadruje konStrukciou ,,... prave vtedy ked ... *. Ak dva vyroky spojime

ekvivalenciou, tak vysledny vyrok bude mat pravdivi hodnotu prave vtedy, ked oba pdvodné
vyroky budii maf rovnaki pravdivostni hodnotu. CiZe ked oba pdvodné vyroky st stiasne pravdivé,
alebo su oba stucasne nepravdivé.

Spdsob, akym mdZeme z prvotnych formul a logickych spojok konStruovat komplexnejSie
vyrokové formuly, nie je l'ubovolny. Napriklad konstrukcie A <, alebo = —A, alebo A = B = C,
nie s vyrokové formuly. TakZe teraz si uvedieme definiciu toho, o vyrokovéa formula je.

Definicia 1.2.9 — Vyrokovd formula. Majme mnoZinu prvotnych formil, oznaéme si ju P.
Potom pomocou prvotnych formil a logickych spojok vyrokovi formulu skonStruujeme, ak
konecny pocet krat aplikujeme nasledovné pravidla

1. Kazda prvotnd formula z mnoziny PP, ¢ize kazdé p € P, je vyrokova formula.

2. Ak A a B su vyrokové formuly, tak potom aj
(-A) , (AAB) , (AVB) , (A=B) a (A<B)

si vyrokové formuly.

p ) Pri definicii vyrokovej formuly sme pouZili aj zdtvorky, symboly (), ktoré dovtedy neboli
spomenuté. Pomocou zatvoriek sa uruje priorita operacii, aplikovania logickych spojok,
pretoZe tito nie je vzdy jednoznacnd. V istych situdcidch mozno zatvorky vynechat, ale
pokial si nie sme isti, je lepSie ich pisaf. Napriklad

* Vonkajsie zétvorky vyrokovej formuly moZno vZdy vynechat. Napriklad (AA (B = C))
mdZeme a budeme zapisovaf ako A A (B = C).

e AABAC bude vyrokovd formula aj bez pouZitia zétvoriek, pretoZze (AAB)AC =
AN(BAC). CiZe bez ohladu na to, akym spdsobom zatvorky zapiSeme, vysledok bude
mat vZdy rovnaku pravdivostni hodnotu.

* A = B = C nie je vyrokova formula, pretoZze do uvahy prichddzaji dve vyrokové
formuly (A= B)=C a A= (B= C). Tieto dve vyrokové formuly si rézne, maju
rdzne pravdivostné hodnoty a nie je jasné, ktord z tychto dvoch vyrokovych formul je
zapisom A = B = C myslena.

Definicia 1.2.10 — Tautologicky ekvivalentné formuly. Majme dve vyrokové formuly A a
B . Tieto dve formuly sa nazyvaju tautologicky ekvivalentné, alebo stru¢ne len ekvivalentné, ak
vyrokova formula A < B je tautoldgia.

Pojmy, ktoré sme si doteraz definovali, t. j. vyroky, prvotné formuly, logické spojky a vyrokové
formuly, su stcastou tzv. vyrokovej logiky. My vSak budeme potrebovaf viac nez len vyrokovd
logiku. Vyroky ¢asto budu hovorif o objektoch z istej mnoZiny, napr. ¢isla, udia atd'., ktoré budd,
alebo nebudd mat nejaké vlastnosti. Objekty, s ktorymi budeme pracovat budd patrif do neja-
kého univerza. Bude to napriklad mnozina vsetkych prirodzenych, celych, alebo redlnych cisel,
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pripadne vSetci Tudia, alebo vSetci muZi, alebo vSetky Zeny atd’. V naSich vyrokovych formuldch
budeme potrebovaf vyjadrif aj to, koho alebo akej skupiny objektov sa dany vyrok tyka. Na to
potrebujeme zaviest pojem kvantifikdtora a vlastnosti (predikétov), ktoré objekty mézu nadobudat.
Kvantifikatory budeme pouzivat dva — vSeobecny a existencny.

Definicia 1.2.11 — Kvantifikatory. Majme univerzum objektov IP a nech premennd p vyjadruje
objekt z tohto univerza. Toto budeme oznacovat pomocou p € P. Potom
> Symbol V sa nazyva vseobecny kvantifikdtor a zapis Vp € P znamena pre vsetky objekty
Z univerza P.
> Symbol 3 sa nazyva existencny kvantifikdtor a zapis Ip € P znamena existuje (nejaky)
objekt 7 univerza P.

p) Ak by sme si zobrali za univerzum IP vSetkych Zijucich Tudi, tak potom vyrokovd formula
VpeP:, pdycha“

hovori o tom, Ze kazdy Zijici ¢lovek dycha a bude to pravdiva formula. TakZe uvedené tvrdenie
musi byt pravdivé pre kazdého jedného Zijuiceho ¢loveka. Druhy priklad bude vyrokova

formula
dp € P, p md hnedé oli*

hovori o tom, Ze existuje ¢lovek, ktory mad hnedé oci a tato formula je tieZ pravdiva. Pritom
staci, ak spomedzi vSetkych Zijicich Tudi existuje jeden konkrétny Clovek, pre ktorého je
uvedené tvrdenie pravdivé.

Vyrokova logika rozsirend o kvantifikatory a predikaty (vlastnosti objektov) tvori tzv. predikd-
tovii logiku a jej jazyk sa nazyva jazyk prvého rddu. Pre podrobnejsie informdcie pozri [9].

Pri vyrokovych formuldch predikatovej logiky si treba daf pozor prave pri praci s kvantifi-
katormi. V ddsledku nepresnosti vo vyjadrovani sa pomocou beZzného hovorového jazyka, Casto
dochddza ku chybam. Ak napriklad mame vyrok:

., VSetky oknd sii Spinavé.
tak jeho negdciou nie je vyrok: ,,VSetky oknd sii isté.*, ale jeho negdciou je vyrok

2z«

., Existuje okno, ktoré nie je Spinaveé.

Negaciu kvantifikovanych vyrokovych formil dostaneme tak, Ze zmenime kvantifikator (V <> )
a negujeme vyrok.

—(VpeP: vrok) < (IpeP: —vyrok) a —(3IpeP: vyrok) & (VpeP: —wyrok)

m Priklad 1.21 Uvedieme si niekol’ko pravdivych (P) a nepravdivych (N) vyrokovych formiil pre-
dikdtovej logiky. VSetky tieto formuly budd hovorif o redlnych &islach. Univerzom preto bude
mnoZina redlnych cisel R.

a) Vx eR: x* >0 ®) f) (reR)FyeR): X +y2 <4 ®)
b) IreR: x> <0 ) O (XeR)(IyeR): ¥ +y* >4 P)
) HeR: >0 ® h (eR)(VyeR): ¥ +y> <4 (N)
d) VxeR: x* <0 () i) (WxeR)(VWWeR)(FzeR): x+y=z (P)
e) (WreR)(VyeR): x*+y* >4 M) ) GXER)(FIER)(VZER): x+y£z (V)

V uvedenych prikladoch si dvojice a)<+b), c)<>d), ..., 1)) vzdjomné negdcie. "
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1.3 Cvi€enia
I Cvicenie 1.1 Doklte, Ze ak |A| =n, tak |2 (A)| = 2. .

Cvicenie 1.2 Vypiste vSetky prvky mnozZiny
() A ={x; x <100, x je prvocislo}
(b) A ={x; x <100, x je prvocislo, x je parne}
(c) A={x; x<100, 7| (x+2), x je prvocislo}
(d) A={x; x<100, 7| (x+1), xje prvocislo}

Cviéenie 1.3 Majme dané % = {1,2,3,...,9,10}, A = {1,4,7,10}, B = {1,2,3,4,5} a
C = {2,4,6,8}. Néjdite

(a) AUB () Z (m) AN(C\B)
(b) BNC (h) AUO (m) BN(C\A)
() A\B (i) BNO (o) (ANB)\C
(d) B\A G) AU (@ (ANB)UC

) A &) BN% (@ (AUB)\(C\B)
() #\C 1) An(BUC) @) (ANB)U(Z \(C\A))

(a 0 @ {o.{01 {0 {0 ® {a,b,a,c}
(b) {0} { { } { { }}} (g) {aa{a}’{Cl’b}?{aac}?b}
© {0.{0}} © {@,{0},{0,{0,{0}}}} ® {0.0,{0}.{a}}

Cvi¢enie 1.5 Dokéite, 7e A #B
(@ A={1,2,3}, B=0
(b) A={1,3,5}, B={n; n€Z*, n* -1 <n}
(© A={1,2}, B={x; x¥*—2x> —x+2=0}
(d) B=1{1,2,3,4}, C={2,4,6,8} a A=BNC

Cvicenie 1.6 Zistite, ktoré dvojice mnozin A a B sa rovnaji

(@) A={0,{0}}, B={0,{0},0}
() A={x;xeN, —2<x<3}, B={1,2,3}
d) A={x;xeR, —2<x<3}, B={1,2,3}

Cvicenie 1.7 Dokazte, ze A CB

(@ A={1,2}, B={3,2,1} () A={2n;neZ"}, B={n, neZ"}
(b) A={1}x{1,2}, B={1} x{1,2,3} d A={mneZ}, B={n+1;,neZ}

| Cvicenie 1.4 Uréte mohutnost mnoziny
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Cvi&enie 1.8 Dokézte, 7¢ A Z B
(@ A=1{1,2,3}, B={1,2}
(b)) A={1,23}, B=0
© A={x;x¥*—2x*—x+2=0}, B={1,2}

Cvicenie 1.9 Majme dané univerzum %/ a v iom tri mnoZiny A, B a C. Nakreslite Vennov
diagram a vySrafujte dand mnoZinu

() ANB (e) BN(AUC)

(b) A\B (® (AUB)N(C\A)

(© BU(B\A) (2) (CNA)\(B\ANC)

(d (AUB)\B (h) B\C)U((B\A)N(CUB))

— 36 francazstinu a ekonémiu,
— 20 francuzstinu a hudbu,
— 18 ekondémiu a hudbu,
— 65 francuzstinu,
— 76 ekonémiu a
— 63 hudbu.
Korlko Studentov
(a) Studuje francuzstinu a hudbu, ale nie ekonémiu?
(b) Studuje ekondmiu, ale nie franciizstinu, ani hudbu?
(c) Studuje francuzstinu alebo ekonémiu?
(d) nesStuduje Ziaden z uvedenych troch predmetov?

Cvicenie 1.11 Studenti $tuduji matematiku alebo informatiku. Jedna pitina z tych, ktor{
Studuji matematiku, Studuje aj informatiku. Jedna osmina z tych, ktori Studujd informatiku,
Studuje aj matematiku. Rozhodnite, ¢i viac neZ tretina spomedzi tychto Studentov Studuje
matematiku. L

Cvicenie 1.12 Majme dané mnoziny X = {1,2} a Y = {a,b,c}. Zapiste mnozinu
(a) XxX (b) XxY () YxX d YxY

Cvicenie 1.13 Majme dané mnoziny X = {1,2}, Y = {a} a Z = {«, B}. Zapiste mnoZinu
(@) XxYxZ b) XxYxY (c) XxXxX (d) ZxY xZ

Cvicenie 1.14 Uvedte geometricky popis kazdej z nasledovnych ¢iselnych mnozin

(@) RxR (c) RxZzZ (e) ZXZ (g RxRxZ7Z
(b) Z xR d RxZ™" ) RxRxR (h) RxZXZ

Cvicenie 1.10 V skupine 191 Studentov
— 10 Studuje francizstinu, ekonémiu a hudbu,
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Cvicenie 1.15 Nech Z(A) je potenénd mnozina mnoZiny A. Rozhodnite, ¢i si pravdivé
tvrdenia

(@) {X}C{X} (© {X} e {X,{X}} @ {2} € 2({1,2})
(b) {X} € {X} @) {X} C{X,{X}} ® {2t e 2({1,2})

Cvicenie 1.16 Vypiste vSetky prvky mnoziny Z({a,b}). Kolko ich je a ktoré su vlastné
podmnoziny mnoziny {a,b}? .

Cvicenie 1.17 Vypiste vSetky prvky mnoziny & ({a,b,c,d}). Kolko ich je a ktoré s vlastné
podmnoZziny mnoziny {a,b,c,d}? n

I Cvicenie 1.18 Ak |X| = n, kolko prvkov md Z(X)? Kolko vlastnych podmnozin ma X? =

Cvicenie 1.19 Aky je vztah medzi mnozZinami A a B, ak plati
(a) ANB=A (b) AUB=A (c) AUB=0 (d ANB=DB

Cvicenie 1.20 Zistite, ktord z nasledujiicich mnoZin je prazdna

(a) {a; a je neparne celé &islo a a® = 4} (¢) {a; aje kladné celé &islo a a® < 1}
(b) {a; ajecelédisloa a+9 =9} (d) {a; ajeceléisloa a< 1}
|
I Cvicenie 1.21 Néjdite priklad mnozin, pre ktoré plati AUB=AUC a B # C. n

Cvicenie 1.22 Nakreslite Vennove diagramy znazornujice situicie

(a) AUBC AUC, ale BZC () ANBCANC, ale BZC
(b) AUB=CUB, ale A=C (d AnB=CnB, ale A#£C

Cvicenie 1.23 Pomocou Vennovych diagramov dokazte

(@) AU(B\A)=AUB ®) (AUB)\A=B\A © AU(A\B)=A

(a (AUB)C (AUC) aB¢ZC (c) (AUB)=(CuUB) a A#C
(b) (ANB)c(ANC) aBZC d (ANB)=(CnB) a A#C

Cvicenie 1.25 Dokazte, ze pre Vn € N plati rovnost

Cvicenie 1.24 Najdite priklady mnozin A, B a C, tak aby platilo
|
| AUB;NB,N...NB,) = (AUB;)N(AUB)N...N(AUB,).
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I Cvicenie 1.26 Dokazte vetu 1.1.1 (strana 19). n

Cvicenie 1.27 Mame dvoji¢ky Romana a Sanyho, ktorf si si na nerozoznanie podobni. Rozdiel
je len v tom, Ze jeden z nich vzdy hovori pravdu (volajme ho pravdovravny) a druhy vzdy klame
(volajme ho klamdr). Pravdovravny nemdze nikdy povedat nepravdivy vyrok a klamir nemoze
nikdy povedaf pravdivy vyrok. Zial nevieme, ktory z nich hovori pravdu a ktory klame a ani
nevieme na pohlad rozliSit, ktory je Roman a ktory Sany. Raz ich oboch stretneme spolu na ulici.
(a) Mdzeme jedinou otdzkou (na jedného z nich), na ktorud existuje odpoved typu ANO/NIE,
zistif, ktory z nich je Roman?
(b) Mézeme jedinou otizkou (na jedného z nich), na ktort existuje odpoved typu ANO/NIE,

zistif, ¢i je Roman pravdovravny alebo klaméar? .

Cvicenie 1.28 Existuje ostrov, na ktorom vSetci obyvatelia bud’ vZdy hovoria pravdu (nazy-
vajme ich pravdovravni), alebo vZdy klamu (nazyvajme ich klamari). Pravdovravni teda nem6zu
nikdy povedat nepravdivy vyrok a klamdri nemo6Zu nikdy povedaf pravdivy vyrok. Okolo os-
trova su zatoky, v niektorych z nich sa nachadzajd perly a v niektorych sa nenachadzaji perly.
VSetci domorodci pritom presne vedia, v ktorej zdtoke st a v ktorej nie su perly. K jedne;j
70 z4atok pride turista a opyta sa domorodca, ktorého tam stretne.
Turista: ,,Su v tejto zdtoke perly?“
Domorodec: ,,Ak som pravdovravny, tak v tejto zdtoke su perly.

(a) Moze turista z uvedenej odpovede zistit, ¢i v zatoke su perly? Ak sa to da zistit, tak oplati

sa mu $norchlovaf a hladat perly?
(b) MozZe turista z uvedenej odpovede zistif, ¢i je domorodec klamar alebo pravdovravny?

Ak sa to d4 zistit, tak akého typu je domorodec? .

(a) Dva plus tri je viac neZ Sest.

(b) Do skoly pdjdem peso alebo autobusom.

(c) Dva je menSie, nanajvys rovné nez Styri, Styri je menSie neZ péf.

(d) Prirodzené ¢islo je delitené tromi prave vtedy, ked’ jeho ciferny sticet je delitelny tromi.
(e) Ak ma graf prave jeden vrchol neparneho stupiia, tak sa neda nakreslif jednym fahom.
(f) V predpovedi pocasia dnes hovorili, Ze zajtra bude prSaf, alebo bude sneZit.

(g) Ked sa vonku zotmie, zapne sa pouli¢né osvetlenie.

(h) Prides neskoro na prednédsku, ak okamZite nevstane§ a nevyrazis.

(i) Naveceru zjem zvysky zo vcera, ak eSte nieco zostalo, a ak nie, tak budem musief navarit,

alebo si objedndm pizzu. .

Cvicenie 1.30 Ktoré z nasledujicich vyrokov su pravdivé?

@ {1,2,3}={3,1,2} ) 0C{1,2} G {1} c{1}
(b) {1,2,3}=(1,2,3) H 0c{1,2} O {1} c{1}
© (1,2)=(2,1) (2) 1e{1} k) 2€{1,2,3}

‘ Cvicenie 1.29 NapiSte vyrokovd formulu vyjadrujicu stavbu vyroku a utvorte negéciu:
| d) 0<{1,2} (h) {1} € {1} M 2<{1,2,3}
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Cvicenie 1.31 Jankovi nechutil $penatovy privarok, ktory dostal na obed, a tak mu mama
povedala: ,,Ak nezjes cely obed, nedostanes potom zmrzlinu.* Janko teda zjedol cely obed, ale
zmrzlinu napriek tomu nedostal. Oklamala ho mama, alebo nie? U

Cvicenie 1.32 Nasledujice vyroky vyjadrite len pomocou implikécie a negécie. Potom utvorte
negécie tychto vyrokov.

(a) Ak bude pekné pocasie, Martin pdjde na tiru.

(b) Ak som smédny, ddm si Caj.

(c) Voda zacina vrief prave vtedy, ked’ dosiahne teplotu 100° Celzia pri normalnom atmo-

sférickom tlaku.

(d) Docitam knihu, alebo si pozriem film.

(e) Réno vstanem a naranajkujem sa.

(f) P6jdem tam iba v tom pripade, ak tam pojdes aj ty.

Cvicenie 1.33

(a) Zistite, kol'ko existuje roznych bindrnych logickych spojok.
(b) Zistite kolko bindrnych logickych spojok je takych, Ze sa len pomocou tejto jednej spojky
daji definovat vSetky ostatné logické spojky.

nie s, dopliite do zdpisov zatvorky tak, aby to boli vyrokové formuly. Kolkymi sposobmi sa
to da spravit v jednotlivych pripadoch? Daju sa zdtvorky doplnif tak, aby vzniknutd vyrokova
formula bola tautolégia? Ak dno, ako?

(a) ANAV-A

(b) AVB — ——AABVA

(¢) AABAC <= —-AV-BV-C

Cvicenie 1.35 Vyjadrite implikdciu (=) pomocou konjunkcie, disjunkcie a negéicie a svoj
vysledok dokdZzte pomocou pravdivostnej tabulky. u

Cvicenie 1.36 Pomocou negicie a implikacie zapiste konjunkciu a disjunkciu a svoj vysledok
dokéaZte pomocou pravdivostnej tabulky. u

Cvicenie 1.37 Zapiste nand pomocou konjunkcie, disjunkcie a negécie a svoj vysledok
dokazte pomocou pravdivostnej tabulky. u

Cvicenie 1.38 Zapiste NOr pomocou negacie a implikacie a svoj vysledok dokdzte pomocou
pravdivostnej tabulky. =

Cvicenie 1.39 Zapiste ,,exkluzivne alebo* XOr () pomocou konjunkcie, disjunkcie a negécie
a svoj vysledok dokdzte pomocou pravdivostnej tabulky. u

Cvicenie 1.34 Urcte, ¢i nasledujuce zépisy st vyrokové formuly. Vysvetlite preco su, resp. ak
|
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Cvicenie 1.40 Zapiste negiciu, konjunkciu, disjunkciu, implikaciu a ekvivalenciu pomocou
nand a svoj vysledok dokdzte pomocou pravdivostnej tabulky. u

Cvicenie 1.41 Zapiste negiciu, konjunkciu, disjunkciu, implikéciu a ekvivalenciu pomocou
Nor a svoj vysledok dokdzte pomocou pravdivostnej tabulky. u

Cvicenie 1.42 Pomocou konjunkcie, disjunkcie a negicie zapiste takud logicku funkciu dvoch
premennych f(p,q), ktoré je pravdiva vtedy a len vtedy, ked prave jedna zo vstupnych premen-
nych m4 pravdivi hodnotu. Svoj vysledok dokdzte pomocou pravdivostnej tabulky. =

Cvicenie 1.43 Pomocou konjunkcie, disjunkcie a negicie zapiste taku logickd funkciu troch
premennych f(p,q,r), ktord je pravdiva vtedy a len vtedy, ked prave dve zo vstupnych premen-
nych maju pravdivi hodnotu. Svoj vysledok dokdZte pomocou pravdivostnej tabulky. n

Cvicenie 1.44 Pomocou konjunkcie, disjunkcie a negécie zapiSte taki logickud funkciu troch
premennych f(p,q,r), ktord je pravdivd vtedy a len vtedy, ked prave jedna zo vstupnych
premennych m4 pravdivi hodnotu. Svoj vysledok dokdZzte pomocou pravdivostnej tabulky. =

@ =(p=q) <= (PNq) (©) =(pNq) & (—pV—q)
) (p=q) = (—g=—p) (@ ~(pVq) = (~pA—q)

Cvicenie 1.46 Rozhodnite o pravdivosti nasledovnych vyrokovych formil a napiste ich negacie

(@ VxeR: x*>3 d) (xeR), (FyeR): x+y=4
(b) VxeR: x*>5 e (IxeR), (WyeR): x+y=4
(c) (xeR), (VWyeR): x+y=4 ) (IxeR), (IyeR): x+y=4
(g) (IxeR), (VWeR), (TzeR): x+y+z=3

Cvicenie 1.47 Sformulujte vyroky, ktoré mozno reprezentovat vyrokovymi formulami

() AV-B (b) (AAB)=C (c) A= (BVC) (d A< B

Cvicenie 1.48 Pomocou pravdivostnych tabuliek zistite, ¢i st nasledovné tvrdenia tautolégie

(a) (AVB) = (AAB) (f) (AAB)=A

(b) (AAB) = (AVB) (g AN(A=B))=B

() (A=B)=(-B=—A) (h) A= (AAN(AVB))

(d (A=B)= (-B=A) (i) (-A=B)= ((A=B)=B)
(e) A= (B=(AAB)) () A= (-B=—-(A=B))

‘ Cvicenie 1.45 Dokazte, zZe nasledovné vyrokové formuly su tautologie
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