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Namiesto uvodu

e Historia objavenia hyperbolickej

geometrie v rovine je dobre znama

e N. I. Lobacevskij a J. Bdlyai zaciatkom
19. stor. (1829 a 1832)

e PoOvodne - od axiém ku Strukture a

algebraickym a analytickym vlastnostiam

e Fundamentalne objavy v analyze a v
algebre v 2. polovici 19. stor. zmenili

pohl'ad na neeuklidovské geometrie

e Objavy vo fyzike, algebre a tedrii ¢isiel
v 20. stor. eSte viac zvyraznili ilohu

neeuklidovskych geometrii

e Dnes - hyperbolickd geometria vo svetle

tychto objavov




Analyza v komplexnej rovine

e Analyzav R av(C
e Funkcia f je analytickd v O(a) ak f'(z)

existuje pre kazdé z € O(a)

e Ak f je analytickd v O(a), tak pre kazdé
z € O(a):

(),
o) =S L8 gy
n=0
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e Funkcia f definovana v O(a) je
meromorfnd v a, ak existuje k > 0 tak,
7e (z —a)F f(2) je analyticka v O(a)

e Meromorfné funkcie — hlboko skiimané v
19. stor.: Gauss, Cauchy, Abel, Dirichlet,

Riemann, Weierstrass, Klein, Poincaré ...




Anayza na inych plochach?

e F'yzikalne aplikacie komplexnej analyzy
podnietili potrebu analogickej tedrie aj

pre iné plochy

e Topologicka klasifikacia kompaktnych
ploch (orientovatelné a neorientovatelné):
— 8§, — “stéra s g ruckami ”

— N, — “ sféra s h ¢iapockami ”
e My: len orientovatelné plochy

e Zakladny problém: Ako definovat’
analytickud, resp. meromorfnu funkciu

na Sg ?
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e Na to je potrebné akosi “ stiahnut’”

komplexnu strukturu z C na S,




Komplexna struktura na sfére

Stereograficka projekcia p: CUoco =C* — Sy
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o Z

d

fi 8 —C; f/(S):%

(f © p) |z=p~1(s)

Definicia: f je analytickd (meromorfnd) na Sy

ak f op je analytickd (meromorfnd) v C*.




Komplexna struktura na tore

Im

Re

H = grupa generovana translaciami u, v

q: C—T; q(z) =q(h(z)) pre kazdé h € H




Predchadzajici obrazok nazorne ukazuje,
ze komplexnu Struktiru na tore mozno
definovat’ faktoriza ciou T'=C/H, kde H
je grupa generovana dvoma nezavislymi

(Euklidovskymi) translaciami v C.

Na sfére Sy sme meromortné funkcie
zaviedli pomocou bijekcie p: C* — 8.
Tento postup sa neda aplikovat’ na tore:

Projekcia ¢ : C — T nie je bijekcia!

Napad: Stotoznit’ meromorfné funkcie na
T = C/H s meromorfnymi funkciami na

C invariantnym: vzhladom na grupu H:

f(z) = f(h(z)) pre kazdé z € Ca h € H.

Terminolégia: Automorfné funkcie
vzhl'adom na grupu H generovanu dvoma

nezavislymi Euklidovskymi translaciami.

Ekvivalentny nazov: eliptické funkcie.




Priklady eliptickych funkcii f: T — C* :

fr(z) = Z (z — h(O))_l~C , k>3
he H
Preco nazov eliptické funkcie ? Analdgia s
trigonometrickymi, resp. hyperbolickymi

funkciami, ktoré su inverzné ku

dx
/\/1—$2’ /1+562’ V1 -+ z?

H-automoriné funkcie su inverzné funkcie

ku niektorym integralom tvaru

dx / dx
, napr.
/Pa(x) v1—zt

Sem patria aj eliptické integraly 1. druhu:

dx
/ V(1 —22)(1 — e222)

Ale ¢o je tu hyperbolické 777 O chvilu




Struktiry na plochich vyssieho rodu




e Aby sme mohli skonstruovat’ projekciu
q: C — &9 analogicky ako na tore,
je potrebné mat’ mapu typu (8,8) v C
invariantnu vzhl'adom na ista grupu
translacii H; potom So =C/H.

e To nie je mozné v Euklidovskej geometrii:

e Vychodisko: Hyperbolickd geometria,
kde sucet velkosti uhlov v trojuholniku

moze byt’ 'ubovol'né kladné ¢islo < .
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Hyperbolicka algebra?

o FErlangensky program - F. Klein (1872):
Geometria je Studium invariantov grup

transformacii.

e Hyperbolickd geometria v rovine: Horna
komplexnd polrovina a grupa PSL(2,R)
tzv Mobiovych transformacii, t.j. funkcii
z— (az+b)/(cz +d), kde a,b,c,d € R,
ad —bc =1

e Lkvivalentne: Multiplikativna grupa
realnych 2 x 2 matic s det= 1, pricom
matice M a —M sa povazuju za jeden
objekt

e Dosledok: Existencia metriky; PSL(2,R)
je grupou orientaciu zachovavajucich

hyperbolickych izometrii.
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Priamky: Otvorené polkruznice kolmo
pretinajuce realnu os. Hyperbolické

reflexie = euklidovské inverzie!

Matica M € PSL(2,R) reprezentuje
otocCenie, “otoCenie v nekonecne” a
posunutie podla toho, ¢i [tr(M)] je

mensia ako 2, = 2, alebo > 2.

Kazda Mobiova transformacia M je
sucinom dvoch reflexii; charakter M je
urceny vzajomnou polohou prislusnych

priamok. (Ukazka v diskovom modeli.)

Fundamentalny suvis hyperbolicke;]
geometrie a komplexnej analyzy objavil
H. Poincaré okolo r. 1870: PSL(2,R) je
zaroven grupou meromorfnych bijekcii

hornej komplexnej polroviny.

12




Komplikovani grupu PSL(2,R) Mobiovych
transformacii mozno Studovat’ pomocou tzv.

trojuholnikovych grup:

C=ri

A=i
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Rovnice prislusnych inverzii su:

[\

r
z

Z COS (v + sin «v

I —
C(Z> Zsln &t — COS «

Moébiova transformaécia [prvok PSLs(R)]

(z/r)sin a4 r cos

I.1,(z) =

—(z/r)cos a4+ rsina

je rotaciou okolo B o uhol 203 prave ked’
(r+1/r)sina = tr(Il.1,) = 2cos 3

Maticovy zapis: I.I, — M,.,, pricom

A % SiInx 7T COS z
M., —

1 —%Cosoz rSin « 1
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Specidlne, ak a = 7/m a 3 = 7 /n, kde
1/m+ 1/n < 1/2, tak matice otoceni
A= My. a B:= M., mozu mat’ tvar:

Eiis and B=| © ©

—(T Wt —W C_

A=

pricom 1 = cosw/m, { = cosm/n,

w=+1-C,ar+71=2n/w.

Trojuholnikovd (pod)grupa v PSL(2,R):
T(m,n) = (A, B; A™ = B" = (AB)? = 1)

Komplikovanost’ grupy PSL(2,R) ilustruje
priklad T'(7,3) - klasifikdcia jej (normélnych)

podgrup je stale velky otvoreny problém!

Trojuholnikové grupy sa studuju pomocou
hyperbolickych (m,n)-teselacii, ¢o st presné
pokrytia hyperbolickej roviny pravidelnymi

m-uholnikmi (n z nich v kazdom vrchole).
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Priklad: (7, 3)-teselacia invariantna vzhl'adom

na grupu 1'(7,3):
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Priklad: Kleinova mapa typu (7,3):
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Viac hyperbolickej algebry:

Pre x = [$1,$2,$3]T ay = [y1>y2>y3]T
polozme (x,y) = x1y1 + Toy2 — T3Y3 ,

a |x| = /(x,x) ak (x,x) > 0.

Hyperboloidny model hyperbolickej geometrie:
H={x; (x,x) =—1 and x3 > 0}

Priamky: H N {x; (x,u) =0}, [u| =1, ug > 0.

Izometrie: Dané 3 X 3 realnymi maticami M
s vlastnostou M1 JM = J, kde J je matica
diag{1,1,—1}. Ich grupa je, samozrejme,
izomorfna s PSL(2,R).

Ekvivalencia so zachovanim “skalarneho

sucinu”: (x,y) = (Mx, My)
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Modularna grupa

Definicia: Modularna grupa je PSL(2, Z). Je
zrejmé, ze ide o podgrupu PSL(2,R) grupy
hyperbolickych izometrii, kde vystupuju iba

celociselné koeficienty.

Napriek tomu ide o vel'mi zlozita grupu. Ak
by sme lepsie poznali jej struktiru, asi by sme

mali kratsi dokaz Velkej Fermatovej Vety!!!

Moduarna grupa je vlastne T'(3,00), a teda je
invariantnou grupou trojuholnikovej teselacie;

v kazdom vrchole sa streta oo trojuholikov!

Komplexna funkcia f je moduldrna, ak plati
f(Mz) = f(z) pre kazdé z € CT a pre kazdud
M € PSL(2, Z). Ide teda o funkcie, ktoré st

na trojuholnikoch nasej teselacie periodické.
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Eliptické funkcie, tedria cisiel a
hyperbolicka geometria

e Teraz sa vratime k eliptickym funkciam,
t.j. k s meromorfnym funkcidm na C
invariantnym vzhl'adom na grupu H

generovanul dvoma posunutiami:

f(z) = f(h(z)) pre kazdé z € Ca h e H.

e Da sa ukazat’, ze (realna cast’) eliptickych

funkeif spliia rovnicu w = [ dz/\/p3(x),
kde p3(x) je polyném 3. stupna.
Ekvivalentne: (2')? = p3(7)

e Prirodzend parametrizdcia kriviek: (x,x’)

o Eliptickd krivka {(x,y);x € C,y* = p3(x)}

V skutocnosti je to dvojrozmerné plocha.

21




Elipticka krivka y? = p3(z) je moduldrna, ak
k nej prislusna elipticka funkcia v : C — T je
invariantna vzhl’adom na modularnu grupu,
¢ize ak u(Mz) = u(z) pre kazdé z € C a pre
kazda M € PSL(2, Z).

Pomocou modularity kriviek bola dokazana

Velka Fermatova Veta !!! Dva piliere:

1: Ak pre nejaké p > 3 existuje netrivialne
rieSenie a, b, ¢ rovnice a? + bP = cP, tak tzv.
Freyova eliptickd krivka dand rovnicou

y? = x(x — aP)(x + bP) nie je modularna.

2: Ak p3(x) je normovany celoc¢iselny
polyném 3. stupna s 3 realnymi korenmi, tak

eliptickd krivka y* = p3(z) je modulérna.

A.Wiles (+ R. Taylor): 1 000 000 USD ...
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Namiesto zaveru

e Hyperbolickd geometria v 3 dimenziach:
Fieldsova medaila (W. Thurston, 1982)

e Hyperbolickd geometria v 4 dimenziach:
Einsteinova vSeobecna tedria relativity

(bez Nobelovej ceny...)

e Fulerény su Specialne priestorové
molekuly, ktorych uhlikovy “ram” je z
matematického hl'adiska “mapa” stupna
3 na nejakej ploche, ktorej steny su 5- a
6-uholniky. Prvy priklad: Dodekaéder.
Nobel prize (Kroto, Curl, Smalley, 1996)

e F'yzikalna existencia “hyperbolickych”

fulerénov je stale otvorena ...

Takze: Vitajte v hyperbolickom svete!
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